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Abstract
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Der Mathematikunterricht in Schulen lebt unter anderem davon, immer wieder neue
Impulse zu bekommen und aufzunehmen. Wir haben in den vergangenen Jahren daran
gearbeitet, Themen der modernen angewandten Mathematik, insbesondere aus der an-
gewandten diskreten Mathematik, f�r den Unterricht an Schulen zug�nglich zu ma-
chen. In diesem Artikel wollen wir einen Einblick in diese Arbeit geben. Wir legen dar,
auf welchen Vorstellungen von Mathematikunterricht die erarbeiteten Konzepte basie-
ren und aus welchen Gr�nden wir die Themen f�r geeignet halten, einen solchen Unter-
richt zu realisieren.

The teaching of mathematics has to be renewed by fresh ideas from time to time. In the
last years we have tried to make topics of modern applied mathematics, especially from
applied discrete mathematics, accessible for the classroom. In this paper we give an
overview of our work in progress. We explain our general ideas on teaching mathe-
matics and we discuss why the topics we have chosen are suitable for an application
oriented teaching approach.
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1 Moderne angewandte Mathematik f�r den Schulunterricht

Das heutige Leben ist durchdrungen von komplexen Technologien, die in vielen F�llen
erst in den letzten Jahren entstanden und in diesem Sinne modern sind. Ohne Kom-
munikationsnetze, Internet, Mobilfunk, Logistik, Verkehrstechnik, medizinische Appa-
rate, etc. k�nnte die heutige Gesellschaft nicht funktionieren. Fast alle dieser Technolo-
gien haben einen hohen Mathematikanteil. Der „normale B�rger“ weiß davon nichts,
der Schulunterricht k�nnte dem ein wenig abhelfen. Einige mathematische Aspekte die-
ser Technologien sind einfach und sogar spielerisch intuitiv zug�nglich. Solche Anwen-
dungen, die zus�tzlich noch der Lebensumwelt der Sch�ler zugeh�ren, k�nnen dazu ge-
nutzt werden, die mathematische Modellierung, also die mathematische Herangehens-
weise an die L�sung praktischer Fragen, anschaulich zu erl�utern. Gerade in der
diskreten Mathematik k�nnen hier, quasi „nebenbei“, mathematische Theorien erarbei-
tet und Teilaspekte (Definitionen, Fragestellungen, einfache Sachverhalte) durch eigen-
st�ndiges Entdecken der Sch�ler entwickelt werden. Wir beginnen mit einigen Beispie-
len.

1.1 Mobilfunk und Graphenf�rbung

Das F�rben von Landkarten hat zu der Frage nach der minimalen Zahl von Farben ge-
f�hrt, mit denen man die Knoten eines Graphen so f�rben kann, dass zwei benachbarte
Knoten verschieden gef�rbt sind. Landkartenf�rben ist vielleicht heute nicht mehr so
spannend wie die Mobilfunkerei. Fast jede/r Sch�ler/in hat ein Handy, und die durch-
aus vorhandene technische Neugier junger Menschen kann man dazu nutzen, einige
mathematische Aspekte des Mobilfunks lebensnah zu erl�utern. Ein Beispiel hierf�r ist
die Kanalzuweisung im GMS-Mobilfunk. Jeder deutsche Mobilfunkanbieter verf�gt
�ber rund hundert Kan�le, die er seinen rund 15.000 Antennen so zuweisen muss, dass
sich die Antennen gegenseitig nicht st�ren. Zwei „nah beieinander“ liegende Antennen
st�ren sich, wenn sie auf demselben Kanal senden. Die einfachste Version dieses Pro-
blems kann man als Knotenf�rbungsproblem (Farbe entspricht Kanal) formulieren.
F�hrt man Interferenzwerte und Kanalabst�nde ein, so kommt man sehr schnell zu an-
schaulich klaren und praxisnahen Fragen der Kanalzweisung, die derzeit Gegenstand
der Forschung, aber Sch�lern durchaus zug�nglich sind und f�r die Sch�ler u.a. heuris-
tische L�sungsalgorithmen entwickeln k�nnen. Daten von konkreten Praxisproblemen
stehen im Internet zur Verf�gung, u.a. im FAP web (http://fap.zib.de/problems).
Nebenbei bemerkt: In diesem Zusammenhang bieten sich in h�heren Klassen Abstecher
zur Kryptographie und zur Codierungstheorie an, das sind Themen, die mit Zahlen-
theorie, Algebra und theoretischer Informatik verkn�pft sind und die man ebenfalls in
Unterrichtseinheiten umsetzen kann, die mathematische Theorie und Lebensumwelt
verbinden.
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1.2 Wege finden

Die Suche nach optimalen Wegen: Ein abwechslungsreicheres Anwendungsfeld gibt es
kaum. Wie komme ich mit �ffentlichen Verkehrsmitteln am besten von zu Hause zur
Schule oder einem zentralen Punkt der Stadt? In allen St�dten bieten heute die Nahver-
kehrssysteme im Internet „Routenplaner“ an, die schnellste Wege berechnen. Sch�ler
nutzen diese (speziell in Großst�dten wie Berlin) intensiv, beispielsweise bei der Planung
ihrer Freizeitaktivit�ten. Die Algorithmen hierzu sind einfach und eignen sich sehr gut
f�r die selbst�ndige Erarbeitung im Unterricht. Aber was ist �berhaupt der beste Weg:
der k�rzeste, der schnellste, der bequemste (wenig umsteigen), der preiswerteste? Diesel-
be Frage stellt sich, wenn das Auto der Familie ein Navigationssystem hat und der beste
Weg zum Ziel gesucht wird. Hier kann man wunderbar �ber Modellierung, Zielkonflik-
te etc. diskutieren und z. B. die Dispositionszentrale der �rtlichen Verkehrsbetriebe be-
suchen, um einen Eindruck von der enormen Komplexit�t der Aufgaben im �PNV zu
bekommen. Die Disponenten werden dann gerne erl�utern, wie schwierig es ist, einen
guten Fahrplan zu erstellen, die Uml�ufe von Bussen zu planen und Busfahrer gut ein-
zusetzen. Weniger komplexe Versionen dieser Aufgaben kann man wiederum im Unter-
richt behandeln. Wie viele Umsteigem�glichkeiten gibt es am Bahnhof Berlin-Alexan-
derplatz? Wie beschreibt man die Abbiegem�glichkeiten am Ernst-Reuter-Platz gra-
phentheoretisch? Und dann kann man sich mit Flugreisen besch�ftigen, der
Wegeplanung f�r die M�llabfuhr, den Postboten oder den Zeitungsaustr�gern, Varian-
ten, die manchmal schwierig und manchmal einfach zu l�sen sind. Zus�tzlich kann man
dann, wenn es der zeitliche Rahmen und die Leistungsst�rke der Klasse erlauben, in die
Informatik eintauchen, das Problem angemessener Datenstrukturen zur Speicherung
von Graphen, Laufzeiten von Algorithmen oder sogar Grundz�ge der Komplexit�ts-
theorie erarbeiten. Dies sind reizvolle Themen, die bei Spezialveranstaltungen f�r be-
sonders motivierte Sch�ler auf großes Interesse gestoßen sind.

1.3 Logistik

Wie kommt der Joghurtbecher in den K�hlschrank und der Bleistift in die Schultasche?
Was bedeutet „just in time“ im Automobilbau? Hier geht es um Fl�sse in Netzwerken
und die Beschreibung zeitkritischer Prozesse. Nat�rlich ist die Komplexit�t dieser An-
wendungen zu groß f�r die Behandlung im Schulunterricht, aber die Bewegungen eines
Bedienger�tes f�r ein Hochregallager lassen sich m�helos graphentheoretisch deuten.
Eine Besichtigung eines Logistikzentrums oder eines großen Warenlagers kann den
Sch�lern einen Eindruck von der Welt der G�terversorgung geben, und hier ist �berall
Mathematik am Werk, die f�r Sch�lerinnen und Sch�ler sichtbar gemacht werden
kann. Fragen der Reihenfolgeplanung (z. B. bei der Maschinenbelegung) sind kombina-
torischer und/oder graphentheoretischer Natur und sind sehr gut f�r einen anwen-
dungsnahen Unterricht geeignet.
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1.4 Leiterplatten und Chips

Jeder, der einmal ein Fernsehger�t, einen Laptop oder ein Mobilfunkger�t ge�ffnet hat,
sieht dort eine Vielzahl von Leiterplatten und Chips. Unz�hlige mathematische Auf-
gaben sind beim Entwurf und der Produktion dieser Ger�te zu l�sen. Wie platziere ich
die Komponenten auf einem Chip, wie lege ich die Verbindungen zwischen den Kom-
ponenten (Verdrahtung)? Wie bohre ich die L�cher m�glichst schnell in die Leiterplatte,
wie kann ich die Anzahl der ben�tigten L�cher minimieren, etc.? F�r vereinfachte Lei-
terplatten und Chips kann man Verdrahtungsprobleme graphentheoretisch analysieren.
Das schnelle Bohren von L�chern f�hrt auf ein Travelling-Salesman-Problem (das klas-
sische Problem der kombinatorischen Optimierung). Die Minimierung der Anzahl der
L�cher kann man auf ein Max-Cut-Problem zur�ckf�hren und st�ßt dabei auf interes-
sante Aspekte der Graphentheorie.

Es ist nat�rlich klar, dass die volle Komplexit�t der oben skizzierten Fragestellun-
gen nicht im Schulunterricht dargestellt werden kann, aber viele der angesprochenen
konkreten Probleme lassen sich so vereinfacht aufarbeiten, dass sie f�r Sch�lerinnen
und Sch�ler mathematisch behandelbar sind1, gleichzeitig jedoch die Lebensn�he erhal-
ten bleibt. Viele erfolgreiche Versuche dieser Art kann man in dem seit sechs Jahren
durchgef�hrten Wettbewerb „mathematischer Adventskalender“ (www.mathekalen-
der.de) des DFG-Forschungszentrums MATHEON finden. Die Aufgaben dort sind kei-
nesfalls nur aus der diskreten Mathematik, es werden auch Differentialgleichungen und
Stochastik behandelt. Eine Auswahl der Aufgaben ist in [2] zu finden.

2 Authentischer Mathematikunterricht

Moderne Anwendungen von Mathematik, wie beispielsweise die im ersten Abschnitt
skizzierten, sollen den Mathematikunterricht bereichern und k�nnen insbesondere in
Verbindung mit einer speziellen methodischen Herangehensweise dazu beitragen, einen
neuen Blick auf Mathematik zu vermitteln2. Zun�chst erl�utern wir, welche �bergeord-
neten Vorstellungen und Ziele wir mit einem solchen Mathematikunterricht verfolgen.

Es gibt zahllose Forderungen an die Intentionen und Ziele von Mathematikunter-
richt. Jede davon betont andere Schwerpunkte. Die Diskussion �ber die Ziele des Ma-
thematikunterrichts wurde in den letzten Jahren durch die Einf�hrung von Bildungs-
standards und der damit verbundenen Kompetenzorientierung des Unterrichts neu be-
lebt und erweitert.

Der Beitrag des Faches Mathematik zur Bildung wird in den 2003 in Deutschland in
Kraft getretenen „Bildungsstandards im Fach Mathematik f�r den Mittleren Schul-
abschluss“ durch folgende Liste von Grunderfahrungen, die der Unterricht erm�glichen
soll, charakterisiert.

„Mathematikunterricht tr�gt zur Bildung der Sch�lerinnen und Sch�ler bei, indem
er ihnen insbesondere folgende Grunderfahrungen erm�glicht, die miteinander in en-
gem Zusammenhang stehen:
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- technische, nat�rliche, soziale und kulturelle Erscheinungen und Vorg�nge mit Hilfe
der Mathematik wahrnehmen, verstehen und unter Nutzung mathematischer Ge-
sichtspunkte beurteilen,

- Mathematik mit ihrer Sprache, ihren Symbolen, Bildern und Formeln in der Bedeu-
tung f�r die Beschreibung und Bearbeitung von Aufgaben und Problemen inner-
und außerhalb der Mathematik kennen und begreifen,

- in der Bearbeitung von Fragen und Problemen mit mathematischen Mitteln all-
gemeine Probleml�sef�higkeit erwerben.“

Weiter wird die „aktive Auseinandersetzung“ mit der Materie gefordert, „selbstst�n-
diges Lernen“, das „individuelle Lernwege und Lernergebnisse“ ber�cksichtigt, Orien-
tierung an den Lernprozessen und Lernergebnissen der Sch�lerinnen und Sch�ler und
nicht allein an der Fachsystematik. „Sch�lerinnen und Sch�ler sollen auf diese Weise
Mathematik als anregendes, nutzbringendes und kreatives Bet�tigungsfeld erleben […]“
(alles [14], S. 9).

Die ver�nderte, kompetenzorientierte Perspektive auf die Unterrichtsziele hat nicht
nur Auswirkungen auf die Unterrichsmethodik. Die Bildungsstandards gew�hren da-
durch, dass sie lediglich „zentrale Ziele und Konzepte eines Faches“ benennen ([13],
S. 18.), eine gewisse inhaltliche Freiheit. Diese Freiheit �ußert sich beispielsweise darin,
dass einige Bundesl�nder in Kerncurricula verbindliche Inhalte festschreiben, die aber
nicht die gesamte Unterrichtszeit f�llen, so dass hier individuelle M�glichkeiten f�r die
inhaltliche Ausgestaltung des Unterrichts entstehen.

Die verst�rkte Konzentration auf die F�rderung von bestimmten Kompetenzen der
Sch�lerinnen und Sch�ler hat die inhaltliche Diskussion allerdings etwas in den Hinter-
grund treten lassen. Die in den vergangenen Jahren entwickelten standardorientierten
Lehrpl�ne der einzelnen Bundesl�nder besch�ftigen sich zum Großteil auf der Basis des
traditionellen Inhaltskanons mit der Umsetzung der Kompetenzf�rderung. Moderne
Inhalte oder neue Aspekte traditioneller Inhalte kommen eher zu kurz.

Vor diesem Hintergrund soll hier ein Beitrag zur Diskussion �ber inhaltliche Unter-
richtsziele geleistet werden. Insbesondere wird dabei eine Betonung auf den Bezug zur
mathematischen Forschung gelegt. Die zentrale Forderung an Mathematikunterricht
ist dabei, dass er authentisch in verschiedener Hinsicht sein soll.

Authentischer Mathematikunterricht umfasst:

1. eine authentische (= pers�nlich ansprechende und herausfordernde, echte mathema-
tische Erfahrungen erm�glichende) Begegnung und Auseinandersetzung der Sch�le-
rinnen und Sch�ler mit dem Stoff,

2 Authentizit�t (= fachliche Angemessenheit) der im Laufe der unterrichtlichen Erar-
beitung verwendeten mathematischen Methoden und

3. authentische (= ein zeitgem�ßes Bild von Mathematik vermittelnde) Inhalte in rea-
len oder realistischen Kontexten.

Diese drei Punkte haben insbesondere Einfluss auf zwei Dimensionen von Unter-
richt: die T�tigkeiten der Sch�lerinnen und Sch�ler und die fachlichen Inhalte.
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Ziele eines authentischen Unterrichts sind:

- einen Bezug zwischen der pers�nlichen Erlebniswelt und mathematischem Denken
und Handeln herzustellen,

- mathematische Denk- und Arbeitsweisen durch eigenes Tun zu entdecken und ken-
nenzulernen,

- das individuelle mathematische Handlungsrepertoire zu erweitern,
- Mathematik als lebendige Wissenschaft in ihren Anwendungen zu erleben,
- einen Einblick in die mathematische Forschung zu bekommen.

Diese Thesen entwickeln die von Alexander Israel Wittenberg (in [20], 1963) und
Hans-Joachim Vollrath [18], 2001) ausgearbeiteten Theorien weiter3. Vollrath definiert
([18], S. 26): „Ein Unterricht, der zuverl�ssige Erfahrungen mit Mathematik vermittelt,
soll authentisch genannt werden.“ Solch ein Unterricht habe drei grundlegende Fragen
zu beantworten ([18], S. 26): Was ist Mathematik? Wie entsteht Mathematik? Was kann
man mit Mathematik anfangen?

Einen �hnlichen Ansatz gibt es in den Niederlanden. Dort wird aufbauend auf den
Theorien Hans Freudenthals, der Mathematik als eine menschliche T�tigkeit hervorhob
(im Gegensatz zur Mathematik als fertiges, zu lernendes Produkt), die „Realistic Ma-
thematics Education“ (RME) seit den 70er Jahren fortentwickelt4. Dabei steht „realis-
tic“ nicht unbedingt f�r realit�tsgetreue Anwendungen, sondern bezieht sich, ebenso
wie in der Theorie des authentischen Mathematikunterrichts, vor allem auf die Art der
Auseinandersetzung der Sch�lerinnen und Sch�ler mit den Inhalten.

Bereits in den fr�hen 60er Jahren machte Alexander Israel Wittenberg sich f�r einen
(damals noch nicht so benannten) authentischen Mathematikunterricht stark ([20],
S. 50/51):

„Im Unterricht muss sich f�r den Sch�ler eine g�ltige Begegnung mit der Mathema-
tik, mit deren Tragweite, mit deren Beziehungsreichtum vollziehen; es muß ihm am
Elementaren ein echtes Erlebnis dieser Wissenschaft erschlossen werden. Der Unter-
richt muß dem gerecht werden, was Mathematik wirklich ist. Diese Zielrichtung
muss die Auseinandersetzung mit der konkreten Gestaltung des Unterrichts leiten.“

Seine Forderungen beziehen sich also nicht nur auf eine bestimmte Methodik oder
bestimmte Inhalte, sondern auf beides zugleich, was diesen Ansatz gegen�ber vielen an-
deren auszeichnet, die entweder vorwiegend die Methodik oder vorwiegend die Inhalte
bzw. die Sequenzierung der Inhalte im Blick haben.

Auch Freudenthal pl�diert f�r eine �hnliche Ausrichtung des Unterrichts, wenn er
schreibt ([5], S. 126): „[…] wie die Struktur im Großen der zu unterrichtenden Mathe-
matik zu verstehen w�re: Sie ist nicht starres Ger�st, sondern sie entsteht und vergeht
mit der sich im Lehrprozess entwickelnden Mathematik. […]. Das im Großen Struktu-
rierende soll […] erlebte Wirklichkeit sein; nur so konnten wir beziehungsvolle Mathe-
matik unterrichten; nur so konnten wir sicher sein, daß der Sch�ler sich die Mathema-
tik, die er lernt, einverleibt; nur so konnte die Anwendbarkeit der gelernten Mathematik
gew�hrleistet werden.“
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Authentischer Mathematikunterricht bedeutet, authentische Erfahrungen mit ma-
thematischen Fragen, Inhalten und Methoden zu erm�glichen, und zwar anhand von
„authentischer Mathematik“. Damit ist gemeint, f�r den Unterricht Inhalte auszuw�h-
len, die widerspiegeln, was heute (aber nicht nur heute) die Wissenschaft Mathematik
ausmacht. Aktuelle Forschungsrichtungen und Anwendungen sind ebenso einzubezie-
hen wie bew�hrte Anwendungsthemen und klassische Inhalte, die dem mathematischen
Basiswissen zuzuordnen sind. Keinesfalls kann „authentisch“ bedeuten, stets nur mit
realen Daten zu arbeiten. Die Datenmengen sind meist viel zu groß f�r eine unterricht-
liche Behandlung, abgesehen davon, dass man sie in vielen F�llen gar nicht von den Un-
ternehmen erhalten kann. Dies trifft auch auf einige der eingangs genannten Anwen-
dungsbeispiele zu. Sie m�ssen vereinfacht werden, behalten aber ihre Authentizit�t, in-
dem sie problemorientiert aufbereitet werden und somit zwar h�ufig nicht mit realen
Daten, aber dennoch in einem realistischen Kontext von den Sch�lerinnen und Sch�-
lern bearbeitet werden.

3 Unterricht �ber Wegeoptimierung

Die von uns gew�hlten „klassischen“ Themen der kombinatorischen Optimierung, wie
das K�rzeste-Wege-Problem, das Travelling-Salesman-Problem oder das Chinesische-
Postboten-Problem lassen sich in einem problemorientierten erforschenden Unterricht
erarbeiten, wie zahlreiche Unterrichtsversuche in verschiedenen Schulen und Klassen-
stufen gezeigt haben.5 Die initiale Fragestellung ist kurz und sofort verst�ndlich, das
Arbeitsmaterial leicht zu beschaffen. Spezielle mathematische Vorkenntnisse sind f�r
die Erarbeitung nicht notwendig, da das ben�tigte Fachwissen im Rahmen des Pro-
bleml�seprozesses aufgebaut werden kann und soll.

Weil eine einzige Frage, z. B. „Wie komme ich optimal zum Ziel? “, ausreicht, um
das Thema sehr umfassend zu erschließen, kann hier auch gut mit Lerntageb�chern ge-
arbeitet werden.6 Als Unterrichtsmaterial dienen U-Bahnstreckennetze oder Stadtplan-
ausschnitte oder nach einem Erkundungsausflug erstellte schematische Pl�ne von Bahn-
h�fen o. �.

Der Unterricht kann so gestaltet werden, dass zun�chst der Prozess der mathemati-
schen Modellierung im Vordergrund steht, was hier bedeutet, passende Graphen zu fin-
den und sich f�r eine bestimmte Modellierungstiefe zu entscheiden (siehe Abb. 1). Auch
wenn diese Modellierung auf den ersten Blick vielleicht trivial erscheinen mag, so kann
sie, gerade wenn ein Straßennetz mittels eines Graphen modelliert werden soll, viele
wichtige Aspekte des Modellierungsprozesses bewusst machen. Insbesondere der
Aspekt, dass Modellieren bedeutet, zahlreiche (nicht eindeutig vorgegebene) Entschei-
dungen zu treffen, kommt hier stark zum Tragen: Werden alle Fahrspuren einer Straße,
alle Fahrtrichtungen oder Abbiegem�glichkeiten einzeln ber�cksichtigt? In dieser Phase
des Unterrichts wird zun�chst noch gar nicht mit Fachbegriffen der Graphentheorie ge-
arbeitet, wohl aber bereits mit den entsprechenden Objekten.
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Abbildung 1: Optimierung des Weges eines M�llautos: Modellieren auf Folie hilft beim �ber-
gang vom Stadtplan (Realmodell) zum mathematischen Modell (Sch�lerin LK 13, Wieland-
Herzfelde-Gymnasium Berlin-Weißensee).
� Pharus-Plan-Verlag Berlin, der dem Nachdruck des Stadtplanausschnitts freundlicherweise
zugestimmt hat.
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Ausgehend von dem zun�chst intuitiven und visuell orientierten Umgang mit diesen,
von der Realit�t stark abstrahierten mathematischen Objekten k�nnen in einer zweiten
Unterrichtsphase pr�zise Definitionen und Grapheneigenschaften experimentell und
selbstst�ndig erarbeitet werden (siehe Abb. 2). Durch die konsequente Problemorientie-
rung des Unterrichts werden keine Definitionen und Begriffe „auf Vorrat“ erarbeitet.
Sie werden dann thematisiert, wenn sie im Rahmen des Probleml�seprozesses ben�tigt
oder bereits intuitiv verwendet werden. Somit ergibt der konkrete Unterrichtsverlauf
erst, welche dies sind. In einer dritten Phase (die nicht unbedingt zeitlich nach der zwei-
ten Phase kommen muss) k�nnen die Grundideen f�r die entsprechenden Graphenalgo-
rithmen erarbeiten werden (ein Beispiel findet sich in Abb. 3). Diese Algorithmen k�n-
nen von den Sch�lern selbst gefunden und erprobt werden.7

Abbildung 2: Skizzenblatt eines Sch�lers der 11. Klasse (Herder-Oberschule Berlin-Charlot-
tenburg): Auf der Suche nach einem Graphen mit genau f�nf Knoten mit ungeradem Grad.

Alle Phasen des Unterrichts werden durch selbstst�ndige Erarbeitung und l�ngere Zeit-
abschnitte des freien Experimentierens und des Austausches mit den Mitsch�lern ge-
pr�gt. Im Wechsel damit gibt es nach Bedarf Plenumsphasen, in denen Erarbeitetes zu-
sammengetragen und gegenseitig abgeglichen wird oder in denen kurze Lehrervortr�ge
zu dem jeweiligen Zeitpunkt ben�tigte Fakten (z. B. Begriffsnamen oder neue Impulse
f�r die Weiterarbeit) pr�sentieren. Die Rolle der Lehrerin oder des Lehrers ist dabei
meist die eines Moderators des Lern- und Erarbeitungsprozesses, der individuelle Hil-
fen und Denkanst�ße geben kann, aber nicht vorschreibt, wie der Weg zur L�sung aus-
zusehen hat.

Es ist uns bewusst, dass viele der derzeit unterrichtenden Lehrerinnen und Lehrer in
ihrem Studium weder Graphentheorie noch Optimierung kennengelernt haben und dass
an vielen Universit�ten auch heute noch Anwendungsorientierung (oft aus Zeitgr�n-
den) eher vernachl�ssigt wird. Aber die Zeiten �ndern sich. Uns sind viele Lehrerinnen
und Lehrer sowie Lehramtsstudierende begegnet, die Themen und Herangehensweisen
der skizzierten Art mit Begeisterung aufgenommen und umgesetzt haben.8 Durch Fort-
bildungsmaßnahmen scheint es uns nach den bisherigen Erfahrungen und R�ckmel-
dungen der Teilnehmerinnen und Teilnehmer durchaus m�glich, die f�r diese Art von
Unterricht erforderlichen Kompetenzen zu vermitteln.
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Abbildung 3: Eine ausgekl�gelte Formulierung der Breitensuche eines Sch�lers der Klasse 11
(Herder-Oberschule Berlin-Charlottenburg).

4 Didaktische Stoffanalyse

Eine ausf�hrliche didaktische Analyse der Inhalte und die R�ckmeldungen aus dem
Unterricht haben best�tigt, dass das Themengebiet der kombinatorischen Optimierung
sich zur Verwirklichung eines authentischen Mathematikunterrichts gut eignet.

- Es finden sich darin leicht zug�ngliche Problemstellungen aus der Lebenswelt der
Sch�lerinnen und Sch�ler, die eine authentische Begegnung mit Mathematik direkt
erm�glichen.
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- Die spezifischen mathematischen Methoden kn�pfen an ein im Alltag erworbenes
Handlungsrepertoire an und bleiben durch ihre oftmals algorithmische Struktur
auch bei wachsender Komplexit�t f�r Sch�lerinnen und Sch�ler erfassbar.

- Die algorithmischen Methoden sind handlungsorientiert und k�nnen von den Sch�-
lerinnen und Sch�lern eigenst�ndig handelnd entdeckt werden.

- Es lassen sich in sich abgeschlossene Themenkomplexe finden, die nicht hierarchisch
aufgebaut sind, so dass ein freies Entdecken durch die Sch�lerinnen und Sch�ler oh-
ne vorgegebene Reihenfolge m�glich ist. Die Leitlinie des Optimierens bildet aber
dennoch einen roten Faden f�r die Erarbeitung.

- Die grundlegenden Begriffe k�nnen von den Sch�lerinnen und Sch�lern w�hrend ih-
rer Auseinandersetzung mit der Problemstellung erschlossen werden.

- Die Objekte, mit denen vorwiegend hantiert wird, Graphen, sind in ihrer Darstel-
lung sowohl handlich (durch ihre einfache Definition) als auch �ußerst flexibel. Da-
durch kann ohne Einschr�nkungen experimentiert werden. Vermutungen und Be-
weisideen k�nnen so selbst�ndig erarbeitet werden.

- Die Themen haben sowohl einen starken Anwendungsbezug als auch eine direkte
Ankn�pfung an aktuelle Forschungsthemen. Sie haben Verbindungen zur theoreti-
schen Informatik und verk�rpern gleichzeitig ein mathematisches Fachgebiet von
wachsender Bedeutung.

Einige ausgew�hlte Stichpunkte aus der obigen Liste werden im Folgenden n�her er-
l�utert.9

4.1 Leichte Zug�nglichkeit

Die kombinatorische Optimierung zeichnet sich durch eine besonders leichte Zug�ng-
lichkeit aus, wie Erfahrungen im Unterricht belegen. Woran kann man diese leichte Zu-
g�nglichkeit konkret festmachen, um den Blick auch f�r andere Themen mit dieser Ei-
genschaft zu sch�rfen?

„Betrachtet man das Entstehen von Mathematik, dann sind im Denken des Men-
schen zun�chst gewisse Grundvorstellungen vorhanden, die auf grundlegende mathe-
matische Begriffe f�hren.“ (Vollrath [18], S. 28) Aus dieser Aussage kann geschlossen
werden, dass ein mathematisches Gebiet umso leichter zug�nglich ist, je n�her seine
Grundbegriffe allt�glichen Grundvorstellungen sind.

Viele neue Begriffe, die bei der Arbeit mit Graphen vorkommen, k�nnen direkt aus
der Anschauung heraus gebildet werden. „Knoten“ und „Kante“ werden zun�chst mit
den Objekten assoziiert, die man zeichnet. Sp�ter erst werden diese Begriffe abstrakter
gefasst, wenn es um Datenstrukturen f�r Graphen geht. „Nachbar“ ist ein ganz nat�rli-
cher Begriff f�r miteinander verbundene Knoten. Hier kommt die allt�gliche Grund-
vorstellung dem mathematischen Begriff sehr nahe. Ebenso greifen „Kantengewicht“
oder „Kantenl�nge“ Alltagsvorstellungen auf. Andere Begriffe entstehen aus dem Han-
deln heraus. Der graphentheoretische Begriff „Kreis“ beispielsweise wird problemlos
akzeptiert, wenn er aus der T�tigkeit des Wegefindens und Kantenanmalens heraus ge-
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funden wird. „Kreis“ bedeutet dann: eine Figur, die entsteht, wenn man Kanten nach-
einander abl�uft oder mit dem Stift abf�hrt, so dass man am Ende wieder dort an-
kommt, wo man angefangen hat. Es bleibt dabei noch herauszuarbeiten, dass es sinn-
voll ist, keine Kreise zuzulassen, die sich selbst �berkreuzen, denn diese lassen sich pro-
blemlos in �berkreuzungsfreie Kreise zerlegen.

Der Begriff „Weg“ z. B. kn�pft schon vom Begriffsnamen her an Alltagsvorstellun-
gen an. Der graphentheoretische Gehalt des Begriffs entspricht auch weitgehend allt�g-
lichen Vorstellungen. Hier kann man insbesondere den Blick f�r Pr�zision bei Definitio-
nen sch�rfen. Darf ein Weg beim Startpunkt enden? Darf ein Weg einen Knoten zwei-
mal ber�hren (und damit einen Kreis enthalten)? Darf eine Kante gar zweimal oder
h�ufiger durchlaufen werden? Wann ist so etwas aus Anwendungssicht sinnvoll? Soll
man eine „saloppe“ Definition eines Weges w�hlen, die alle diese F�lle enth�lt oder wei-
tere Begriffe wie einfacher Weg, Pfad, Tour, Kette, Kantenzug etc. einf�hren, um die
unterschiedlichen Formen von „Wegen“ pr�ziser zu fassen? �berlegungen dieser Art
helfen ungemein, einen besonderen Wert der Mathematik herauszuarbeiten: Genau-
igkeit.

Gerade deshalb, weil viele graphentheoretische Begriffsbildungen sehr nahe an den
vorhandenen Grundvorstellungen liegen, ist ein mathematisches Pr�zisieren der Begrif-
fe so gut m�glich und auch notwendig. Die Alltagsvorstellung hilft dabei, zun�chst
�berhaupt eine Vorstellung zu entwickeln. Im Sinne eines authentischen Mathematik-
unterrichts kann an diese Vorstellung angekn�pft werden. Und es kann w�hrend der
Problembearbeitung immer wieder �berpr�ft werden, ob der Begriff in seiner Bedeu-
tung weiter pr�zisiert werden muss, ob Einschr�nkungen oder Erweiterungen n�tig sind
oder unbemerkt vorausgesetzt werden.

Neben dem „nat�rlichen“ intuitiven Zugang zu den Grundbegriffen begr�ndet sich
die leichte Zug�nglichkeit der kombinatorischen Optimierung noch in einigen weiteren
Faktoren, beispielsweise: die N�he der Anwendungen zum Alltag, die Modularit�t des
Stoffes, der hohe Aufforderungscharakter, die Eignung von Graphen zum Experimen-
tieren sowie das algorithmische Arbeiten mit alltagsnahen Grundt�tigkeiten (vgl. [12]).

4.2 Anwendungsbezug/Alltagsbezug

Die kombinatorische Optimierung ist aus Anwendungsfragen heraus entstanden und
besitzt eine F�lle konkreter Anwendungen. Bereits das K�nigsberger Br�ckenproblem
von Leonhard Euler zeigt, wie aus einer angewandten Fragestellung heraus mathemati-
sche Theorie entwickelt wurde. Viele Anwendungen f�r die klassischen Themen der
kombinatorischen Optimierung wie Routenplanung, Optimierung von Touren der
M�llabfuhr oder von Rundreisen sind unmittelbar verst�ndlich, weil sie innerhalb des
Erfahrungshorizontes von Sch�lern liegen. Eine Identifikation mit den Problemstellun-
gen ist m�glich, da sie Alltagsfragen aufgreifen, die jeden betreffen. Vermutlich hat
jeder schon einmal versucht, einen optimalen Weg zu finden, etwa auf dem Weg zur
Schule oder in den Urlaub, um nur zwei Beispiele zu nennen.
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Und trotz all dieser Anwendungsfreudigkeit kommt auch die Mathematik selbst
nicht zu kurz, wie Anderson im Vorwort seines Buches „A first course in Combinatorial
Mathematics“ beschreibt ([1], S. vii): „The subject […] still remains an easily accessible
area of mathematics, one which is becoming more and more widely used in other dis-
ciplines. The days are past when the calculus was thought to be the queen of applicable
mathematics. But despite its applications, the subject of this book is genuine mathema-
tics in all its purity […].“

Außermathematische Anwendungen und Innermathematisches, Modellieren und
Mathematiktreiben liegen hier nah beieinander. Das macht die Themen so gut zug�ng-
lich und so besonders gut geeignet f�r eine authentische Auseinandersetzung mit
Mathematik.

4.3 Optimieren

Allen von uns gew�hlten Themen liegen Optimierungsfragen zugrunde. Optimierungs-
probleme zeichnen sich dadurch aus, dass sie ein klares Ziel vorgeben. Es bedarf keiner
Erl�uterungen. Herauszufinden, was genau mit „bestm�glich“ gemeint ist, ist allerdings
Teil des Erarbeitungsprozesses. So schnell wie m�glich, so billig wie m�glich, so kurz
wie m�glich: Das sind Zielvorgaben, die im Alltag st�ndig pr�sent sind, und die keiner
Rechtfertigung bed�rfen. Floer ([4], S. 2) beschreibt Optimierungsprozesse als eine
Form intellektueller Auseinandersetzung mit der Umwelt.

Viele der klassischen Mathematikaufgaben (nicht nur im Schulunterricht) haben
nur eine einzige L�sung. Das ist kein Wunder, denn eine der typischen Fragen der Ana-
lysis lautet: Hat das vorliegende Problem eine L�sung und wenn ja, ist sie eindeutig? In
der kombinatorischen Optimierung (und in der Optimierung im Allgemeinen) gibt es je-
doch in der Regel viele zul�ssige L�sungen (das sind die Elemente des betrachteten L�-
sungsraumes, die alle durch die Problemstellung gegebenen Nebenbedingungen erf�l-
len). Das Ziel ist, unter diesen eine beste (im Sinne der vorliegenden Zielfunktion) he-
rauszufinden. Hat man irgendwie eine zul�ssige L�sung gefunden, so ist die Frage, ob
diese bereits eine beste ist oder ob man sie noch verbessern kann. Fast automatisch f�hrt
dies auf folgende �berlegungen. Wie beweist man Optimalit�t? Und gibt es systemati-
sche Methoden zur Verbesserung vorhandener L�sungen? Und schon er�ffnen sich
neue Unterrichtsthemen: Optimalit�tskriterien und die Entwicklung von einfachen
Heuristiken, Verbesserungs- und Approximationsmethoden. Das sind lohnende Vertie-
fungsgebiete, auf die wir hier aber nicht weiter eingehen k�nnen.

Beim Erfinden von Algorithmen zur Konstruktion k�rzester Wege kommen nahe-
liegende Verbesserungsprozesse vor, etwa, wenn die Breitensuche, die in ungewichteten
Graphen beweisbar k�rzeste Wege konstruiert, auf gewichtete Graphen angewandt
wird. Dieses Verfahren liefert eine zul�ssige L�sung, n�mlich Wege vom Startknoten zu
allen anderen Knoten, man stellt aber schnell fest, dass die so konstruierten Wege nicht
notwendig optimal sind. Nun kann das Verfahren ver�ndert und anhand der Ergebnisse
getestet werden, ob es k�rzeste Wege erbringt. So geschieht eine Ann�herung an ein L�-
sungsverfahren, das ein Optimum erzeugt, Schritt f�r Schritt �ber verschiedene zul�ssi-
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ge L�sungen. Selbstverst�ndlich muss die Korrektheit eines so gefundenen Verfahrens
bewiesen werden und reicht die �berpr�fung durch „Hingucken“ nicht aus, aber sie
hilft, Verbesserungen vorzunehmen und selbst�ndig zu forschen.

Beim Travelling-Salesman-Problem ergibt sich eine andere Situation. Sch�ler erfin-
den, wenn man sie einmal zum Experimentieren ermutigt hat, eine Vielzahl von heuristi-
schen Methoden zur Bestimmung „kurzer“ Rundreisen (wie z. B. N�chster-Nachbar-
Heuristik, Erweiterungsheuristiken wie Cheapest- oder Nearest-Insert). Bei der konkre-
ten Ausf�hrung am Beispiel f�llt ihnen dann auf, dass die konstruierten Rundreisen, die
ja weit vom Optimum entfernt sein k�nnen, h�ufig durch einfache Austauschschritte
verbessert werden k�nnen. Auf diese Weise entwickeln sie Verbesserungsverfahren in
der Art wie 2-opt, 3-opt, Knotentausch etc. �berrascht sind sie dann zu erfahren, dass
es keine schultauglichen Beweise f�r die Optimalit�t einer Rundreise gibt. Hier kann
man dann in h�heren Klassen z. B. auf die Komplexit�tstheorie verweisen (NP-Voll-
st�ndigkeit etc.).10

Ein weiterer Themenkomplex kann in die unterrichtliche Erarbeitung einfließen: der
Beweis von G�tegarantien. Hier zeigt sich einmal mehr die St�rke mathematischer Me-
thoden: Das Optimum ist nicht bekannt, aber dennoch kann durch Berechnung oberer
oder unterer Schranken f�r den Optimalwert gezeigt werden, wie weit die gefundene L�-
sung h�chstens davon entfernt ist. Es ist durchaus m�glich, im Schulunterricht die
Spanning-Tree-Heuristik f�r das Travelling-Salesman-Problem zu erarbeiten und zu
beweisen, dass eine mit dieser Heuristik konstruierte Rundreise h�chstens doppelt so
lang ist wie eine optimale Tour. Allerdings gilt dies nur dann, wenn die „Entfernungen“
die Dreiecksungleichung erf�llen, was wiederum eine sch�ne Anwendung dieser Unglei-
chung außerhalb des �blichen Geometriekontextes ist.

4.4 Modularit�t des Stoffes

Eine Voraussetzung f�r einen selbstgesteuerten Lernprozess ist, dass der Stoff verschie-
dene individuelle Lernwege zul�sst. Solch eine Offenheit kann auf verschiedene Weisen
realisiert werden. Offene Aufgaben lassen verschiedene L�sungen zu. Modellierungs-
aufgaben k�nnen durch unterschiedliche Modellierungsannahmen auf unterschiedliche
L�sungsans�tze und Ergebnisse f�hren. Im Falle der kombinatorischen Optimierung ist
besonders die Modularit�t des Stoffes hervorzuheben. Der Stoff ist nicht hierarchisch
gegliedert, sondern bietet die M�glichkeit in verschiedene Richtungen ausgekundschaf-
tet zu werden.

Ausgehend von einer zentralen Problemstellung11 k�nnen die Lernenden in einem
Unterricht, der offen gestaltet ist, ihren individuellen Fragen nachgehen. Man kann bei-
spielsweise Algorithmen entwickeln, ohne vorher Graphentheorie betrieben zu haben.
Die graphentheoretischen Fragestellungen, die bei der Entwicklung eines Algorithmus
eine Rolle spielen, tauchen dann auf, wenn sie ben�tigt werden, und werden danach be-
arbeitet. Umgekehrt kann es sein, dass einige Sch�ler sich zuerst f�r die Struktur des
Problems interessieren und so auf graphentheoretische Sachverhalte stoßen. Andere
wiederum vertiefen sich lieber zun�chst in Detailfragen der Modellierung.
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Diese Offenheit im Erkundungsprozess erm�glicht es, �ber mehrere Schulstunden
hinweg freies Forschen zuzulassen, um dann die Erkundungswege zusammenzutragen,
zu vergleichen und jeweils noch nicht Bearbeitetes von anderen zu lernen. Auch in ei-
nem Unterricht, in dem die Klasse gemeinsam an einzelnen Problemen arbeitet, kann
diese Modularit�t des Stoffes genutzt werden: Die Lehrperson legt die Reihenfolge der
Erarbeitungsschritte nicht im Vorhinein fest, sondern kann auf das Unterrichtsgesche-
hen reagieren und die Sch�lerinnen und Sch�ler den jeweils aktuell diskutierten Fra-
gestellungen nachgehen lassen. Eine Voraussetzung daf�r ist eine Offenheit der Lehr-
person gegen�ber dem Unterrichtsverlauf und gegen�ber unerwarteten Fragen und
Wendungen im Unterricht. Praktisch sieht es so aus, dass s�mtliche Unterrichtsmateria-
lien f�r die Lehrperson greifbar sein m�ssen, um sie bei Bedarf verwenden zu k�nnen.

4.5 Alltagsnahe Grundt�tigkeiten

Der Umgang mit den Dingen des t�glichen Lebens ist meist diskret, nur weniges in der
allt�glichen Erfahrung ist wirklich kontinuierlich außer Raum und Zeit. Z�hlen, Zuord-
nen, Sortieren, in Beziehung setzen und Entscheiden geh�ren zu unserem gewohnten
T�tigkeitsrepertoire. Das Z�hlen des Geldes in der Spardose, Aufr�umen, B�cher im
B�cherregal ordnen und die �berlegung, wer innerhalb der Klasse gerade mit wem be-
freundet ist, entscheiden, welcher Pullover am besten zur Hose passt, sind Beispiele f�r
diese diskreten Grundt�tigkeiten in der Lebenswelt von Sch�lerinnen und Sch�lern.

Gehen Sch�lerinnen und Sch�ler eines der ausgew�hlten Probleme selbst�ndig an,
so k�nnen sie zun�chst auf diese gewohnten T�tigkeiten zur�ckgreifen, ohne dass von
vornherein Vorgaben von Lehrerseite aus gemacht werden m�ssen. Das erste Heran-
gehen an die Probleml�sung kann also voraussetzungsfrei (bez�glich unterrichtlicher
Inhalte) geschehen. Im Lauf der Problembearbeitung kommen Fragen auf, die die
Grenzen der vertrauten Methoden aufzeigen und die nach mathematischen Methoden
verlangen.

Im Rahmen der Bearbeitung des chinesischen Postbotenproblems etwa stoßen Sch�-
lerinnen und Sch�ler nach einer gewissen Zeit auf die Problematik der Knotengrade. Sie
bemerken, dass ungerade Knotengrade Schwierigkeiten machen und sie begeben sich
auf die Suche nach einer allgemeinen Charakterisierung von (von ihnen zu diesem Zeit-
punkt nicht so benannten) Eulergraphen. An dieser Stelle geschieht der �bergang vom
Experimentieren mit Hilfe bereits bekannter Methoden zum mathematischen Erarbei-
ten von Resultaten.

An dieser Stelle gibt es eine großartige Gelegenheit, die kreativen Aspekte der Ma-
thematik zu betonen. Mathematik wird gelegentlich als eine Wissenschaft gesehen, die
sich mit der (durchaus schwierigen, aber eher roboterhaften) Umformung und Manipu-
lation von Formeln besch�ftigt. Ohne Frage sind F�higkeiten zur geschickten Term-
umformung zur Erzielung neuer Einsichten große St�rken der Mathematik und m�ssen
im Schulunterricht gelehrt werden. Das entdeckende Experimentieren mit Graphen und
die pr�zise Formulierung darauf basierender Vermutungen ist eine andere Art mathe-
matisch-kreativer Bet�tigung, und hierbei kann man Sch�lerinnen und Sch�lern das Er-
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lebnis vermitteln, dass das experimentelle Entdecken von Eigenschaften, Zusammen-
h�ngen, Konzepten und Strukturen eine der Hauptt�tigkeiten des kreativen Mathema-
tikforschens ist.

Das Besondere der Mathematik ist aber, dass Erkenntnisse durch Beweise verifiziert
werden m�ssen. Die Kreativit�t, die im Beweisfindungsprozess steckt, ist schwer ver-
mittelbar. Viele der Beweise in der Graphentheorie sind algorithmischer Natur, und
nach unseren bisherigen Erfahrungen k�nnen Sch�lerinnen und Sch�ler durch algorith-
mische Beweise dieser Art alternative Erfahrungen und Einsichten gewinnen und andere
Formen von Pr�zision erlernen. Ein wunderbares Experiment ist z. B. der Versuch, ei-
nen Algorithmus f�r das Auffinden einer Euler-Tour in einem Eulergraphen zu formu-
lieren und dessen Korrektheit zu beweisen. Selbst Euler ist das in seiner ber�hmten Ar-
beit �ber die K�nigsberger Br�cken nicht gelungen (erst 137 Jahre nach Euler ist von
Hierholzer der erste korrekte Beweis ver�ffentlicht worden).

„Es gibt keine Formel“ war an dieser Stelle dann auch ein Sch�lerinnenkommentar
(LK 13), in dem durchaus auch Entt�uschung mitschwang, denn ohne Formel konnte
sie sich zun�chst keine Methode vorstellen. Die Methode der Verkn�pfung von Grund-
t�tigkeiten zu Algorithmen erschließt sich Sch�lerinnen und Sch�lern dann aber meist
sehr schnell und versetzt sie in die Lage eigene Algorithmen zu entwerfen und (um-
gangssprachlich) niederzuschreiben. Dass der Begriff „Formel“ interpretiert werden
kann als ein Werkzeug, das zur L�sung taugt, zeigt die �berschrift eines Sch�lers (LK
13) �ber seinen selbst entwickelten Algorithmus: „ ,Formel	 f�r eine Euler-Tour […]
(computerfreundlich)“.

Die Arbeit mit Graphen er�ffnet ein ganz besonderes Experimentierfeld, wie es in
der Mathematik selten anzutreffen ist. Die Struktur von Graphen ist so einfach, dass
beim Erstellen von eigenen Beispielen kaum Fehler unterlaufen k�nnen. Die im gew�hl-
ten Themenkanon zu betrachtenden Graphen m�ssen nur sehr wenige Voraussetzungen
erf�llen. Gelegentlich werden nur einfache Graphen betrachtet (z. B. beim Satz �ber das
mehrfache Vorkommen von Knotengraden) oder B�ume. Werden bestimmte Eigen-
schaften gesucht, wie etwa die Existenz einer Eulertour, so dienen als Experimentierbei-
spiele jegliche zusammenh�ngenden Graphen. Es werden also stets nur sehr wenige und
leicht zu �berpr�fende Voraussetzungen ben�tigt, so dass Sch�lerinnen und Sch�ler oh-
ne Sorge vor falschen Beispielen selbst�ndig eigene Graphen erfinden k�nnen, um Ver-
mutungen zu finden oder bestimmten Ideen nachzugehen.

Gerald A. Goldin sieht in der M�glichkeit, mit einfachen heuristischen Methoden
zu arbeiten, die Chance, Frustrationen zu vermeiden oder sogar zu �berwinden und
durch den Unterricht in diskreter Mathematik Erfolgserlebnisse zu schaffen (Goldin [7],
S. 60, Hervorhebung durch d. Verf.): „Anticipating the frustration, and channeling it
toward the adoption of better or different problem-solving strategies, is within reach if
it is taken as an explicit goal of discrete mathematical instruction. In short, we should
set out to develop the affect of success through discrete mathematics – the pathways and
structures whereby previously unsuccessful students come to feel, I am really somebody
when I do mathematics like this!“
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5 R�ckmeldungen von Sch�lerinnen und Sch�lern

Abschließend sind einige Kommentare von Sch�ler/innen der Klassen 8 und 13 zusam-
mengestellt, die stellvertretend sowohl f�r die insgesamt sehr positiven Reaktionen der
Lerngruppen als auch f�r den Gesamteindruck der beteiligten Lehrpersonen stehen.12

Diese Einzel�ußerungen sind kein statistisch signifikantes Material zur Bewertung des
in diesem Artikel skizzierten Ansatzes. Wir halten sie dennoch f�r aufschlussreich und
gerade f�r interessierte Lehrerinnen und Lehrer f�r durchaus ermutigend, sich an einen
solchen Unterricht zu wagen.Weitere Forschungsarbeiten, die u.a. die aufgestellten
Thesen empirisch untersuchen, sind im Gange bzw. in Planung.13

- Wie hat dir das Thema gefallen? (Klasse 8)
– Besser als Mathe. Sehr Gut.

- Was hat dir noch gefallen/nicht gefallen? (Klasse 8)
– Gut: Antworten nicht in mundgerechten H�ppchen vorgekaut, sondern selber

ausprobieren m�ssen.
– Dass Diskrete Mathematik noch erforscht wird.
– Man muss wenig rechnen.

- Wie hat Ihnen das Thema gefallen? (Klasse 13)
– Perfekt! Total beeindruckend. Das Thema hat mich so vereinnahmt, dass ich

�ber Wege auf meinem Duschvorhang nachgedacht habe.
– […] Man konnte gut frei arbeiten und eigene Ideen entwickeln.
– Gut, interessant, wirft spannende Aspekte der Mathematik in Verbindung mit

der Realit�t auf.
– Ich fand das Thema interessant. Es war etwa[s] komplett anderes, als der norma-

le Unterrichtsstoff (Gleichungen, Formeln, Zahlen) [. Ich] […] fand es gut, einen
neuen Bereich kennen zu lernen.

– Interessant, weil es mal etwas anderes war, aber schwer fassbar am Anfang, weil
man keine konkreten Anhaltspunkte, keine konkreten L�sungen/L�sungsver-
fahren hatte. Man konnte gut frei arbeiten und eigene Ideen entwickeln.

- Hat sich Ihr Bild von Mathematik oder Ihre Einstellung zur Mathematik durch die
Arbeit an dem Thema ver�ndert? Wenn ja, wie? (Klasse 13)
– Man hat gesehen, dass nicht alles nur konkret auf Formeln zur�ckzuf�hren ist.

Außerdem hat man mal eine direkte Anwendung von theoretischen mathemati-
schen Problemstellungen erfahren. Mathematiker sind in meinen Augen also
nicht mehr die bloßen Theoretiker.

– Einstellung zu Mathe nicht ver�ndert, aber der Mathe-Horizont hat sich stark
erweitert.

– Wie gesagt, ist dieses Thema nicht nur theoretisch mit Zahlen und Formeln auf-
gebaut, so dass man mit vielen praktischen Arbeiten und Selbstversuche[n] auf ei-
ne L�sung st�ßt. Ich h�tte mich ohne diese Unterrichtsstunden nie mit dem The-
ma besch�ftigt und h�tte auch nie gedacht, dass das was mit Mathe zu tun hat.
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– Es war ein gutes Beispiel f�r die N�tzlichkeit der Mathematik im Alltag, selbst
und vor allem bei komplizierten Problematiken wie […] [der] Optimierung von
Wegen.

Diese Antworten zeigen, dass die eingangs formulierten Ziele mit einem solchen Un-
terricht durchaus erreicht werden k�nnen. Immer wieder betonen Sch�lerinnen und
Sch�ler die Andersartigkeit der diskreten Mathematik im Vergleich zur klassischen
Schulmathematik. Ein Kind aus einer 5. Klasse14 formulierte dies am Ende einer Pro-
jektwoche zum Thema „Optimale Wege“ besonders pointiert:

Was hast du in dieser Woche dazugelernt?
„Dass Mathematik manchmal kein[e] Mathematik ist.“

6 Schlussbemerkung

Die hier vorgestellten Themen haben in Berlin Eingang in den Rahmenlehrplan der Se-
kundarstufe I gefunden15 und m�ssen sich dort nat�rlich nun bew�hren. Wir haben in
diesem Artikel auf Ausf�hrungen zur Curriculumsdiskussion verzichtet. Unsere Beob-
achtung, auch im Rahmen von etlichen Lehrerfortbildungen (bundesweit), ist aber, dass
es eine ganze Reihe von Lehrkr�ften gibt, die es m�glich machen, unabh�ngig von den
in den Lehrpl�nen festgeschriebenen Inhalten Unterrichtseinheiten zur kombinatori-
schen Optimierung durchf�hren zu k�nnen. Sie f�llen damit die durch die Bildungsstan-
dards ge�ffneten inhaltlichen Freir�ume. Zudem f�gt sich die Thematik hinsichtlich der
zu erwerbenden prozessbezogenen Kompetenzen nahtlos in das bestehende Curriculum
ein. Sie ist voraussetzungslos auch in tieferen Klassenstufen behandelbar und bietet vie-
le M�glichkeiten zur F�rderung des Erwerbs der Kompetenzen „Modellieren“, „Pro-
bleml�sen“, „mathematische Darstellungen verwenden“, „Argumentieren“ und „Kom-
munizieren“.

Anmerkungen

1 F�r die Umsetzung und Erprobung ist im Rahmen der Unterrichtsentwicklung und -erfor-
schung noch einige Arbeit zu leisten.

2 Vgl. hierzu die Fragebogenantworten von Sch�ler/innen in Kapitel 7 in [12] bzw. auszugsweise
in Abschnitt 5 dieses Artikels, etwa die Aussage, der Unterricht sei „besser als Mathe“ gewe-
sen.

3 Bei einigen anderen Autoren findet man den Begriff „authentisch“ ebenfalls: z. B. in: B�chter/
Leuders [3], Habdank-Eichelsbacher/H. N. Jahnke [8], Hußmann/Leuders [9], Th. Jahnke [11].

4 Vgl. Van den Heuvel-Panhuizen [16], [17] und Westermann [19].
5 Wildermuth-Gymnasium T�bingen, Kl. 8 (2002), Geschwister-Scholl-Schule T�bingen, Kl. 9

(2002), Herder-Oberschule Berlin, Profilkurs 11 (2003, 2004), Romain-Rolland-Gymnasium
Berlin, Profilkurs 11 (2003), Sommerschule Blossin, Kl. 12/13 (2004), Wieland-Herzfelde-
Gymnasium Berlin, LK13 (2005), Wartburg-Grundschule Berlin, Kl. 5 und 6 (2007, 2008). Un-
terrichtsdauer: jeweils zwischen 8 und 16 Schulstunden bzw. 5 Tage Projektwoche (Blossin
bzw. Wartburg-Grundschule). Auswertung durch Klassenarbeiten und Frageb�gen.
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6 Zur Theorie der Lerntageb�cher vgl. [6].
7 Konkrete Unterrichtsideen daf�r finden sich in [12].
8 Z. B. bei Fortbildungen im Rahmen des Telekom-Stiftungs-Projekts Mathematik Anders Ma-

chen (L-W gemeinsam mit Thilo Steinkrauß).
9 Eine ausf�hrliche Ausarbeitung dieser Analyse findet sich in [12].

10 Eine elementare Einf�hrung in die genannten Themen findet sich in [10] in den Kapiteln 4 und 9.
11 Vgl. z. B. die jeweiligen Anf�nge der Buchkapitel in [10].
12 Es nahmen insgesamt �ber 140 Sch�lerinnen und Sch�lern an den Unterrichtsversuchen (s. o.)

teil. Die abgedruckten Kommentare sind Frageb�gen zu den Unterrichtsversuchen am Wilder-
muth-Gymnasium T�bingen, 2002, und am Wieland-Herzfelde-Gymnasium Berlin-Weißen-
see, 2005, entnommen.

13 Promotionsprojekt Benjamin Rawe (Hochschule Vechta), seit Oktober 2008.
14 Fragebogenantwort Februar 2008, Wartburg-Grundschule Berlin-Moabit.
15 [15], Module W1 7/8 und W1 9/10.
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1 Introduction

K3 surfaces have established themselves as a connection between various areas of
mathematics, as diverse as algebraic geometry, differential geometry, dynamics, number
theory and string theory. In this survey, we will focus on arithmetic aspects and investi-
gate their deep interplay with geometry.

The arithmetic of curves is fairly well understood, but in higher dimensions much
less is known. It is this context which makes us turn to K3 surfaces. In 2004, Swinner-
ton-Dyer stated that “K3 surfaces are the simplest kind of variety about whose number-
theoretic properties very little is known” [43].

Since 2004, there have been interesting developments in the arithmetic of K3 sur-
faces which this paper will review. Namely we will be concerned with the following to-
pics:

1. Modularity and singular K3 surfaces;
2. Picard number and Galois action on the N�ron-Severi group;
3. Rational points and potential density.

The survey requires only very basic knowledge of algebraic geometry and number
theory. The concepts involved will be introduced whenever they are needed, so that the
motivation becomes clear. Throughout the paper, we will study examples whenever they
are easily available. Proofs will only be sketched to give an idea of the methods and
techniques. We will, however, always include a reference for further reading. After a
brief introduction to K3 surfaces, we will study the topics in the above order.

Many of the results and ideas that we explain can be formulated over arbitrary num-
ber fields or finite fields. For simplicity we will mostly restrict to the cases of Q and Fp.

2 K3 surfaces

A. Weil introduced the notion of K3 surface for any (smooth) surface that carries the
differentiable structure of a smooth quartic surface in P3. Abstractly a K3 surface is a
two-dimensional Calabi-Yau manifold:

Definition 1 A K3 surface is a smooth irreducible surface X with trivial canonical
bundle and vanishing first cohomology:

!X ffi OX ; h1ðX ;OX Þ ¼ 0:

The definition allows non-algebraic K3 surfaces. By a theorem of Siu [40], every
complex K3 surface is K�hler. Any two K3 surfaces are deformation equivalent and
thus diffeomorphic. Hence Weil’s notion and the above definition coincide. In this sur-
vey, we will only consider algebraic K3 surfaces. For details, the reader could consult
[2].
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Example 2 A smooth quartic surface in P3 is K3. Here we can also allow isolated
ADE-singularities. Then the minimal resolution is K3.

Quartic surfaces in P3 have 19-dimensional moduli. This gives one of countably
many components of the moduli space of algebraic K3 surfaces. The component is de-
termined by the polarisation H2 ¼ 4 where H is an ample line bundle, i.e. here H corres-
ponds to the hyperplane section.

By Serre duality, a K3 surface X has Euler characteristic �ðOX Þ ¼ 2. We can com-
pute the Euler number with Noether’s formula:

eðXÞ ¼ 12�ðOX Þ � K2
X ¼ 24:

Since eðXÞ can also be written as alternating sum of Betti numbers, we obtain the
Hodge diamond of a K3 surface with entries hiðX ;� j

X Þ:
1

0 0
1 20 1

0 0
1

The terminology K3 surface supposedly refers to K�hler, Kodaira and Kummer (and to
the mountain K2). Kummer surfaces are relevant for many arithmetic aspects of K3
surfaces. Later we will also use elliptic K3 surfaces.

Example 3 (Kummer sufaces) Let A be an abelian surface. Denote the involution by
�. Then the quotient A=� has 16 A1 singularities corresponding to the 2-division points on
A. The minimal resolution is a K3 surface, called Kummer surface KmðAÞ.

3 Modularity

As Calabi-Yau varieties, K3 surfaces are two-dimensional analogues of elliptic curves.
In the arithmetic setting, the question of modularity comes to mind. For elliptic curves
over Q, modularity is the subject of the Taniyama-Shimura-Weil conjecture as proven
by Wiles, Taylor et al. [49], [46], [4].

Theorem 4 (Taniyama-Shimura-Weil conjecture) Any elliptic curve E over Q is
modular: There is a newform f of weight 2 with Fourier coefficients ap such that for al-
most all p

#EðFpÞ ¼ 1� ap þ p: ð1Þ

A newform is a holomorphic function on the upper half plane in C, which satisfies a
certain transformation law and is an eigenform of the algebra of Hecke operators. We
shall only use that a newform admits a normalised Fourier expansionX

n�1

anqn; q ¼ e2�i� ; � 2 C; imð�Þ > 0
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such that the Fourier coefficients are multiplicative. The complexity of a newform is
measured by the level N 2N. Geometrically, the primes dividing the level appear as
bad primes for any associated smooth projective variety over Q.

To generalise modularity of elliptic curves over Q, we interpret (1) through the
Lefschetz fixed point formula. Here we reduce the defining equation of E modulo some
prime p. For almost all p, this defines a smooth elliptic curve Ep. Ep is endowed with the
Frobenius morphism Frobp which raises coordinates to their p-th powers. Then the set
of Fp-rational points is identified as

EpðFpÞ ¼ FixðFrobpÞ:

The induced action Frob�p on the cohomology of Ep is subject to the Weil conjectures
(proven in generality by Deligne and Dwork). Here one works with ‘-adic �tale coho-
mology at some prime ‘ 6¼ p which compares nicely between E and Ep (or strictly speak-
ing between the base extensions to an algebraic closure). In the following we will drop
the subscripts for simplicity. The Lefschetz fixed point formula yields

#EðFpÞ ¼
X2

i¼0

ð�1Þi traceðFrob�p; HiðEÞÞ:

Then (1) is equivalent to ap ¼ traceðFrob�p; H1ðEÞÞ.
The above ideas generalise directly to any smooth projective variety and its good re-

ductions. For a K3 surface X over Q and a prime of good reduction p, we obtain

#XðFpÞ ¼ 1þ traceðFrob�p; H2ðXÞÞ þ p2: ð2Þ

For modularity we have newforms with Fourier coefficients ap 2 Z in mind. In conse-
quence, modularity requires two-dimensional Galois representations (like those asso-
ciated to H1ðEÞ). However, h2ðXÞ ¼ 22 for a K3 surface. Here we distinguish that
H2ðXÞ contains both algebraic and transcendental cycles.

4 Algebraic and transcendental cycles

The divisors on any smooth projective surface up to algebraic equivalence form the
N�ron-Severi group NSðXÞ. The rank of NSðXÞ is called the Picard number �ðXÞ. Here
we can consider X and NSðXÞ over any given base field. Unless specified otherwise, we
will be concerned with the geometric N�ron-Severi group of the base change �XX to an al-
gebraic closure of the base field – so that NSðXÞ is independent of the chosen model. On
a K3 surface, algebraic and numerical equivalence coincide; hence it suffices to compute
intersection numbers.

NSðXÞ is always generated by divisor classes that are defined over a finite extension
of the base field. Hence the absolute Galois group acts by permutations. It follows that
all eigenvalues of Frob�p are roots of unity. The eigenvalues can be computed explicitly

from generators of NSðXÞ.
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On a complex K3 surface X , cup-product endows H2ðX ;ZÞ with the structure of the
unique even unimodular lattice of signature ð3; 19Þ. Here NSðXÞ embeds primitively
with signature ð1; �ðXÞ � 1Þ. In particular, �ðXÞ � 20 which also follows from
Lefschetz’ theorem. We define the transcendental lattice TðXÞ as

TðXÞ ¼ NSðXÞ? � H2ðX ;ZÞ:
If X is defined over some number field, the lattices of algebraic and transcendental cy-
cles give rise to Galois representations of dimension �ðXÞ resp. 22� �ðXÞ. Modularity
requires a two-dimensional Galois representation that does not factor through a finite
representation like NSðXÞ. Hence we need �ðXÞ ¼ 20.

Example 5 (Fermat quartic) Consider the Fermat quartic surface

S ¼ fx4
0 þ x4

1 þ x4
2 þ x4

4 ¼ 0g � P3:

S contains 48 lines where x4
0 þ x4

i ¼ x4
j þ x4

k ¼ 0; fi; j; kg ¼ f1; 2; 3g. Their intersection
matrix has rank 20. Hence �ðSÞ ¼ 20 if S is considered over C.

5 Singular K3 surfaces

Complex K3 surfaces of Picard number � ¼ 20 are called singular (in the sense of excep-
tional, but not non-smooth). In many ways, they behave like elliptic curves with com-
plex multiplication (CM), i.e. elliptic curves E with End ðEÞ /¼�Z.

CM elliptic curves are fully described in terms of class group theory since EndðEÞ is
always an order in an imaginary-quadratic field. Analytically, this identification will be
exhibited explicitly in (4). For CM elliptic curves, analytic and algebraic theory show a
particularly nice interplay. Deuring used this to prove that CM elliptic curves are asso-
ciated to certain Hecke characters. This in fact implies modularity for the 13 CM elliptic
curves over Q. The j-invariants of CM elliptic curves are often called singular – thus the
terminology for K3 surfaces.

For a singular K3 surface X , the relation to class group theory becomes evident
when we express TðXÞ through its intersection form

QðXÞ ¼ 2a b
b 2c

� �
: ð3Þ

The quadratic form QðXÞ is unique up to conjugation in SL2ðZÞ. We denote its discri-
minant by d ¼ b2 � 4ac < 0.

Theorem 6 (Pjatecki���������������-�SSapiro – �SSafarevi�cc, Shioda – Inose) The map X 7! QðXÞ is a
bijection from isomorphism classes of singular K3 surfaces to even integral positive-defi-
nite binary quadratic forms up to conjugation in SL2ðZÞ.

The injectivity follows from the Torelli theorem [26]. To prove the surjectivity, Shio-
da and Inose [38] start with an abelian surface A with �ðAÞ ¼ 4 and given quadratic
form Q on the transcendental lattice TðAÞ. By earlier work of Shioda-Mitani [39], A is
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isomorphic to the product of two isogenous elliptic curves E;E0 with CM in
K ¼ Qð

ffiffiffi
d
p
Þ. As complex tori E� ¼ ðZþ �ZÞ in terms of the coefficients of Q as in (3),

we have

E ¼ E� ; � ¼ �bþ
ffiffiffi
d
p

2a
; E0 ¼ E� 0 ; � 0 ¼ bþ

ffiffiffi
d
p

2:
ð4Þ

It follows that the Kummer surface of A is a singular K3 surface with intersection form
2Q. To obtain a K3 surface with the original intersection form Q, Shioda-Inose exhibit
a particular elliptic fibration on KmðAÞ. Then a suitable quadratic base change of the
base curve is again K3 with � ¼ 20 and intersection form Q. The corresponding deck
transformation is a Nikulin involution, i.e. an involution with eight isolated fixed points
that leaves the holomorphic 2-form invariant. This construction – Kummer quotient
and Nikulin involution yielding the same K3 surface – is often called Shioda-Inose
structure. By work of Morrison [25], it also applies to certain K3 surfaces of Picard
number � � 17.

A X
& .

KmðAÞ
The Shioda-Inose structure implies that any singular K3 surface can be defined over a
number field: By class field theory, E and E0 can be defined over the ring class field
HðdÞ of discriminant d. The Kummer quotient respects the base field, and the elliptic fi-
brations are defined over some finite extension. An explicit model for X over HðdÞ was
given in [31]. We will see in section 11 how HðdÞ relates to NSðXÞ.

Example (Fermat quartic cont’d) On the Fermat quartic surface, one can easily sin-
gle out 20 lines whose intersection form has determinant �64. It was a long standing con-
jecture that these lines generate NS(S) in characteristic zero. The first complete proof
goes back to Inose [16]. He showed that TðSÞ is four-divisible as an even integral lattice.
The only possibility with discriminant dividing�64 is

QðSÞ ¼ 8 0
0 8

� �
:

By (4), we also obtain two further models for S: through the Shioda-Inose construction
for Ei;E4i or as Kummer surface of Ei 	 E2i. Note that the latter model is defined over Q

as both elliptic curves are, while the former lives only over Qð
ffiffiffi
2
p
Þ, the real subfield of

Hð�64Þ ¼ Qði;
ffiffiffi
2
p
Þ.

Over some extension of the base field (where all the above maps and generators of
NSðXÞ are defined), the Shioda-Inose structure determines the zeta function of X . The
essential factor corresponding to TðXÞ comes from the Hecke character of the elliptic
curves.
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6 Modularity of singular K3 surfaces over Q

For a singular K3 surface X over a number field, the transcendental lattice TðXÞ gives
rise to a system of two-dimensional Galois representations. We have seen that over
some extension of the base field, these Galois representations are related to Hecke char-
acters. If X is defined over Q, modularity was proven by Livné based on a general result
about motives with CM [20].

Theorem 8 [Livn�] Let X be a singular K3 surface over Q with discriminant d. Then
X is modular. There is a newform f of weight 3 with CM by Qð

ffiffiffi
d
p
Þ and Fourier coeffi-

cients ap such that for almost all p

traceðFrob�p; TðXÞÞ ¼ ap: ð5Þ

Let K ¼ Qð
ffiffiffi
d
p
Þ. The CM property is encoded in the Fourier coefficients at the good

primes:

ap ¼

2 ðx2 � d y2Þ; if p splits in K and p2 ¼ x2 þ dy2ðx; y 2 Q

�Þ;
0; if p is inert in K:

ð6Þ

Example 9 (Fermat quartic cont’d) The associated newform is sensitive to the precise
model over Q. For instance, the Fermat quartic S as given in Ex. 5 is associated to the
unique newform with CM in Qð ffiffiffiffi�p 1Þ and Fourier coefficients

ap ¼ 2 ðx2 � 4 y2Þ if p2 ¼ x2 þ 4 y2 ðx; y 2NÞ:

This is the newform of weight 3 and level 16 in [30, Tab. 1]. Other models of S over Q (as
in (14)) lead to twists of the newform, cf. the discussion below.

Mazur and van Straten independently asked the converse question whether every
such newform of weight 3 is associated to a singular K3 surface over Q.

We are in the opposite situation than for elliptic curves: A classical construction by
Eichler and Shimura associates an elliptic curve over Q to any newform of weight two
with Fourier coefficients ap 2 Z. Meanwhile modularity was open for a long time. For
singular K3 surfaces over Q we know modularity by Thm. 8. However, the only known
geometric correspondence for newforms of higher weight is through fibre products of
universal elliptic curves due to Deligne [6]. Weight 3 leads to elliptic modular surfaces
[33]. Only for a few newforms, modular elliptic surfaces are K3.

In weight 3, the geometric realisation problem is nonetheless approachable because
any newform with Fourier coefficients ap 2 Z has CM by a result of Ribet [28]. Up to
twisting, these newforms are in bijective correspondence with imaginary-quadratic
fields whose class group is only two-torsion by the classification in [30]. Here twisting
refers to modifying the Fourier coefficients by a Dirichlet character �:

f ¼
X
n�1

anqn 7! f � � ¼
X
n�1

an�ðnÞqn:

The twist is a newform of possibly different level. Twists can be realised geometrically.

(
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We have mentioned this for the Fermat surface in Ex. 9. It is also evident on double cov-
ers such as elliptic curves and surfaces: Let c 2 Q� squarefree and g 2 Q½x1; . . . ; xn�.
Then the following double covers are isomorphic over Qð

ffiffiffi
c
p
Þ:

f y2 ¼ gðx1; . . . ; xnÞg 7! fc y2 ¼ gðx1; . . . ; xnÞg: ð7Þ
On the level of modular forms, this corresponds to the twist by the Jacobi symbol ðc_Þ.

There are 65 known imaginary-quadratic fields with class group exponent two. By
Weinberger [48], there is at most one more such field. Under a natural assumption on
Siegel-Landau zeroes of L-series of odd real Dirichlet characters (which would follow
from the extended Riemann hypothesis), the known list is complete.

Theorem 10 (Elkies, Sch�tt) Every known newform of weight 3 with Fourier coeffi-
cients ap 2 Z is associated to a singular K3 surface over Q.

The proof of Thm. 10 is constructive. For each of the 65 known imaginary-quadra-
tic fields with class group exponent two, it gives a singular K3 surface over Q [11]. Each
surface admits an elliptic fibration over Q. Hence we can realise all quadratic twists by
(7). The next section gives further details of the construction.

Remark 11 Theorem 5 fails for abelian surfaces. Because H1ðAÞ carries information
about the ring class field HðdÞ, we can only realise newforms for fields with class number
one or two in abelian surfaces over Q. However, the class number can be as big as 16 for
Qð

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�1365
p

Þ. Since a K3 surface has trivial H1 by definition, there are only milder ob-
structions. One of them still involves HðdÞ and will be given in Thm. 19 as a consequence
of modularity and the Artin-Tate conjecture. Another obstruction involves lattice theory
and restricts the genus of TðX Þ [31, Thm. 5.2].

7 Families of K3 surfaces with high Picard number

To prove Thm. 10, Elkies and the author considered one-dimensional families of K3
surfaces over Q with � � 19 [11]. By moduli theory, such a family has infinitely many
specialisations with � ¼ 20 over �QQ. We aim at specialisations over Q.

The Lefschetz fixed point formula (2) provides a good test whether a K3 surface is
modular: If �ðXÞ � 19, then we obtain 19 eigenvalues of Frob�p on H2ðXÞ from the Ga-
lois operation on NSðXÞ. By the Weil conjectures, the non-real eigenvalues come in
complex conjugate pairs. Hence there is one further eigenvalue 
p. If � ¼ 20, then the
remaining two eigenvalues give the trace of Frob�p on the Galois representation asso-
ciated to TðXÞ. By counting points, we can check whether this trace agrees with the
coefficient ap of any given newform of weight 3.

Applied to several primes, this test can rule out or provide evidence for � ¼ 20. But
then we have to prove that � ¼ 20 at some specialisation. We sketch two ways to ap-
proach this problem.
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On the one hand, the parametrising curve is always a modular curve or a Shimura
curve. Hence, if we can determine the curve and its CM points, we are done. However,
the K3 surfaces that we are interested in become more and more complicated. We will
see in Thm. 19 that this can be measured by the discriminant of X or equivalently by the
Galois action on NSðXÞ. But this means that the Shimura curves become actually so
complicated that we barely have any knowledge about them at all. In fact, families of
K3 surfaces with � � 19 provide a new tool to find detailed information about other-
wise inaccessible Shimura curves (cf. [10]).

Example 12 (Dwork pencil) The Fermat quartic can be deformed into several one-di-
mensional familes with � � 19. Consider the famous Dwork pencil

S� ¼ fx4
0 þ x4

1 þ x4
2 þ x4

4 ¼ � x0x1x2x3g � P3; � 6¼ 0:

One way to determine the parametrising curve is related to mirror symmetry: The quotient
Y� of S� by a ðZ=4ZÞ2 subgroup of AutðS�Þ is a family of K3 surfaces with � ¼ 19 and dis-
criminant 4. By [7], the parametrising Shimura curve is X0ð2Þþ. The parametrising curve
of S� is a four-fold cover of X0ð2Þþ. A new algebraic approach to this problem using Shio-
da-Inose structures is pursued in [12].

On the other hand, we can look for an additional divisor on some specialisation
which would imply � ¼ 20. This problem seems untractable for the Dwork pencil. It be-
comes feasible when turning to elliptic surfaces with section. This also has the side-effect
that we can twist as in (7).

The N�ron-Severi group of an elliptic surface is generated by fiber components and
sections due to the Shioda-Tate formula. Hence to increase �, the singular fibers could
degenerate, but in general there has to be an independent section. To find a specialisa-
tion with an independent section P, we have to solve a system of at least seven non-line-
ar equations.

A newform that we want to realise geometrically fixes the discriminant of NS(X) up
to square by Theorem 8. The theory of Mordell-Weil lattices after Shioda [35] translates
disc(NS(ðXÞÞ into conditions on the intersection numbers of P with fibre components
and the other sections. The fibre component restrictions cut down the number of equa-
tions we have to solve. Sometimes, this suffices to determine a solution directly. In other
cases, we exhibit an extensive seach over some finite field Fp to find a special K3 surface
with an independent section mod p. Then we employ a p-adic Newton iteration to in-
crease the p-adic accuracy. Finally we compute a lift to Q with the Euclidean algorithm
and verify that � ¼ 20 for this specialisation.

8 Picard numbers of surfaces

The Picard number of a projective surface is in general hard to determine. A method by
Shioda applies to surfaces with large group actions, such as Fermat surfaces and their
quotients [34]. In the previous section, we used reduction mod p and the Lefschetz trace
formula to check for modularity. By Thm. 8, this is equivalent to � ¼ 20 (cf. Ex. 15).
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These ideas will be put in a systematic context in the sequel. Then we will give some ap-
plications.

Let X be a smooth projective surface over Q. Then X has good reduction Xp at al-
most all primes p. From now on, we have to distinguish between the geometric N�ron-
Severi group NS( �XXÞ of the base extension �XX to an algebraic closure and the sublattice
NSðXÞ generated by divisors over the given base field. The reduction morphism induces
embeddings of lattices

NSðXÞ ,! NSðXpÞ; NSð �XXÞ ,! NSð �XXpÞ: ð8Þ

In particular, the Picard number cannot decrease upon good reduction.
We have already noted that Frob�p operates as identity on NSðXpÞ. On NS( �XXpÞ, there

are roots of unity involved which we shall denote by �. On the algebraic subspace of
H2ðXÞ, the eigenvalues of Frob�p are exactly these roots of unity multiplied by p.

The eigenvalues of Frob�p on H2ðXÞ are encoded in the characteristic polynomial

RpðTÞ ¼ detðT � Frob�p; H2ðXÞÞ: ð9Þ

By Newton’s identities for symmetric polynomials, one obtains all coefficients of RpðTÞ
from the traces of the powers of Frob�p. Hence it suffices to count points and apply the
Lefschetz fixed point formula (2) for sufficiently many extensions Fq where we replace
p by q ¼ ps. The computations are simplified by Poincar� duality and the fact that
RpðTÞ is monic. Hence, for a K3 surface, one at worst has to consider Fp11 .

The eigenvalues of Frob�p on H2ðXÞ give upper bounds for the Picard numbers:

�ðXpÞ � ordT¼pðRpðTÞÞ; �ð �XXpÞ �
X
�

ordT¼� pðRpðTÞÞ: ð10Þ

Sometimes these bounds suffice to compute the Picard number of a surface: when we
compute some divisors and their rank equals the bound at some good prime p obtained
from (10).

However, this approach alone cannot work for all surfaces in characteristic zero.
The reason lies in a parity condition due to the Weil conjecture: Since all eigenvalues of
Frob�p on H2ðXÞ other than 
 p come in complex conjugate pairs, the following differ-
ences are even:

b2ðXÞ � ordT¼
 pðRpðTÞÞ; b2ðXÞ �
X
�

ordT¼� pðRpðTÞÞ: ð11Þ

Conjecture 13 (Tate [44]) The inequalities in (10) are in fact equalities.

Tate proved the conjecture for abelian surfaces and products of curves. By work of
Artin and Swinnerton-Dyer on principal homogeneous spaces [1], the Tate conjecture
also holds for elliptic K3 surfaces with section.

The Tate conjecture predicts the parity of �ð �XXpÞ by (11). Hence, if a K3 surface over
Q has odd Picard number, then � has to increase upon reduction. Therefore we cannot
use the above method directly to compute �ð �XXÞ. We sketch an idea due to van Luijk to
circumvent this parity problem in the next section.

32 JB 111. Band (2009), Heft 1

�bersichtsartikel Historische Beitr�ge BuchbesprechungenBerichte aus der Forschung



9 Van Luijk’s method

Van Luijk [21] pioneered a method to prove odd Picard number on a K3 surface X over
Q. The setup is as follows: Assume we have a lower bound �ð �XXÞ � r with odd r, say
from explicit divisors on X . Find a prime p such that the eigenvalues of Frob�p on
H2ðXÞ imply �ð �XXpÞ � rþ 1 by (10). Then van Luijk’s method gives a criterion to show
that the lower bound is attained.

Assume that �ð �XXÞ ¼ rþ 1. Then the embeddings in (8) are isometries up to finite in-
dex. Hence the discriminants of the N�ron-Severi groups in characteristic zero and p
agree up to the square of the index. In this sense, the discriminants have to be compati-
ble for all reductions at good primes p with �ð �XXpÞ ¼ rþ 1.

Criterion 14 (van Luijk) In the above setup, assume that there are good primes
p1 6¼ p2 such that �ð �XXpiÞ ¼ rþ 1. Let

D ¼
discðNSð �XXp1ÞÞ
discðNSð �XXp2ÞÞ

:

If D is not a square in Q�, then �ð �XXÞ � r.

Example 15 In section 7 we implicitly used this technique to prove � ¼ 19 for K3 sur-
faces in a one-dimensional family over Q: Otherwise �ðXÞ ¼ 20 and X would be modular
by Thm. 8. The point counting test checks whether (5) holds at any given p for a newform
f of weight 3. Here f has CM by K ¼ Qð

ffiffiffi
d
p
Þ, encoded in the Fourier coefficients.

At the inert primes in K, this coefficient is zero. This results in further eigenvalues
p;�p of Frob�p on H2ðXÞ. Subject to the Tate conjecture, the Picard number increases
upon reduction, so we cannot use the above criterion. At the split primes in K, however, the
Picard number stays constant upon reduction by (10). Since K is determined by d up to
square, the test amounts to checking Criterion 14.

Criterion 14 requires the discriminant of the N�ron-Severi group at two good
primes up to square. In practice, this does not mean that one has to compute explicit di-
visors and their intersection numbers. Kloosterman noticed that instead one can work
with the Artin-Tate conjecture which we formulate here for K3 surfaces over Fq. It in-
volves the characteristic polynomial RqðTÞ of Frob�q on H2ðXÞ as in (9).

Conjecture 16 (Artin-Tate [45]) Let X be a K3 surface over Fq. Let 	ðXqÞ ¼
b2ðXÞ � �ðXqÞ � 1. Then

RqðTÞ
ðT � qÞ�ðXqÞ

���
T¼q
¼ q	ðXqÞ jBrðXqÞj 
 jdiscrðNSðXqÞÞj: ð12Þ

By [23] (cf. [24, p. 25] for characteristic two), the Artin-Tate conjecture is equivalent
to the Tate conjecture. For us, it is crucial that the order of the Brauer group BrðXqÞ is
always a square by [19]. Hence we can compute the discriminant of the N�ron-Severi
group up to square by RqðTÞ. By the Lefschetz fixed point formula (2), this amounts to
point counting over sufficiently many extensions of Fq. Note that if X is defined over
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Fp, then we obtain RqðTÞ from RpðTÞ by Newton’s identities for any q ¼ ps. Hence we
only have to compute RpðTÞ, working over the corresponding extensions of Fp.

We now return to the setup of a K3 surface X over Q with �ð �XXÞ � r for some odd r.
Based on Crit. 14, we give an algorithm to prove that �ð �XXÞ ¼ r. The third step which re-
places the actual computation of discðNSðXqÞÞ is due to Kloosterman [17].

1. Find a good prime p and the characteristic polynomial RpðTÞ such that
�ð �XXpÞ � rþ 1 by (10).

2. Choose q ¼ ps such that RqðTÞ has the root T ¼ q with multiplicity rþ 1.

3. Define ~DDq ¼ 1
q

RqðTÞ
ðT�qÞrþ1

���
T¼q

.

4. Repeat the above procedure for another good prime p.
5. If the ~DDq are not multiples by a square factor, then �ð �XXÞ � r by Crit. 14.

Remark 17 In the above algorithm, we do not have to assume the Tate conjecture: In
order to establish a contradiction, we only make the assumption that �ð �XXÞ ¼ rþ 1. By
the choice of q, the Tate conjecture follows automatically from the specialisation embed-
ding (8). Hence the Artin-Tate conjecture gives the discriminant up to squares. We com-
pute it in the third step and compare with the discriminant for other suitable choices of q.
Thus we can derive a contradiction without assuming the Tate conjecture.

10 Applications of van Luijk’s method

We have already seen one application of van Luijk’s method for families of K3 surfaces
of Picard number � � 19. The method was independently based on the modularity of
singular K3 surfaces over Q (cf. Ex. 15). In this section, we will sketch two other appli-
cations, due to van Luijk and Kloosterman.

10.1 K3 surfaces with Picard number one

By moduli theory, a general complex algebraic K3 surface has Picard number one.
Terasoma showed that there is a smooth quartic K3 surface over Q with � ¼ 1 [47]. This
is a non-trivial fact since there are only countably many K3 surfaces over Q. However,
not even over C, there was a single explicit K3 surface with � ¼ 1 known until van Luijk
formulated Crit. 14 in [21].

Here the main challenge is computational: The determination of RpðTÞ can require
point counting over fields Fq with q ¼ ps; s ¼ 1; . . . 11. Hence van Luijk looked for a
K3 surface X over Q with good reduction at the two smallest primes, 2 and 3. Then he
computed RpðTÞ.

At each prime, the second requirement is that RpðTÞ has only two roots � p. Once
this is achieved, the discriminants of the N�ron-Severi groups are used to establish the
claim �ðXÞ ¼ 1. In fact, van Luijk obtained a much stronger result:
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Theorem 18 (van Luijk) The smooth quartic K3 surfaces over Q with � ¼ 1 are dense
in the moduli space of K3 surface with a polarisation of degree 4.

The proof relies on the above K3 surface X which van Luijk had found as a smooth
quartic, say

X ¼ f f ¼ 0g � P3; f 2 Q½x0; x1; x2; x3� homogenous of degree 4:

Now consider a family of K3 surfaces parametrised in terms of another homogenous
polynomial h 2 Q½x0; x1; x2; x3� of degree 4:

Xh ¼ f f ¼ 6 hg � P3: ð13Þ
Whenever h has coefficients in Q that are integral 2-adically and 3-adically, then Xh re-
duces to the same surfaces X2 mod 2 and X3 mod 3. Hence � ¼ 1 for all these surfaces
by the above argument. The surfaces are easily seen to lie dense in the given component
of the moduli space of K3 surfaces.

10.2 An elliptic K3 surface with Mordell-Weil rank 15

A complex elliptic K3 surface can have Mordell-Weil rank from 0 to 18, since � � 20.
Cox proved that all these ranks occur [5]. This result is a consequence of the surjectivity
of the period map, but Cox did not give any explicit examples. As a complement, Kuwa-
ta derived explicit complex elliptic K3 surfaces over Q with any Mordell-Weil rank
from 0 to 18 except for 15 [18]. Kloosterman filled the gap with help of the algorithm we
described in the previous section [17].

Through various base changes involving rational elliptic surfaces, Kloosterman de-
rived an elliptic K3 surface with Mordell-Weil rank at least 15. Then he proved equality
by the above algorithm. Since � � 17, he knew a factor of RpðTÞ of degree 17. Hence
the determination of RpðTÞ only required point counting over Fp and Fp2. Therefore
the technique was also feasible at the larger primes p ¼ 17; 19 which Kloosterman used.

11 Class group action on singular K3 surfaces

The Artin-Tate conjecture has many other applications to K3 surfaces over finite fields
or number fields. Here we sketch one of them – which again does not require to assume
the validity of the conjecture.

To prove Thm. 10, we constructed singular K3 surfaces over Q where the associated
imaginary-quadratic field K ¼ Qð

ffiffiffi
d
p
Þ has class number 4, 8 or even 16. At first, this

might come as a surprise since the equivalent statement for abelian surfaces does not
hold because of the relation to the class field HðdÞ (cf. Rem. 11). On the other hand, we
know from class field theory that both surfaces can be defined over HðdÞ (cf. sect. 5). In
this section, we will see that independent of the field of definition, every singular K3 sur-
face carries the class group structure: through the Galois action on the N�ron-Severi
group.
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Theorem 19 (Elkies, Sch�tt) Let X be a singular K3 surface. Let L be a number field
such that NSð �XXÞ is generated by divisors over L. Denote the discriminant of X by d. Let
HðdÞ be the ring class field for d. Then HðdÞ � Lð

ffiffiffi
d
p
Þ.

Here we shall only sketch the case where X=Q is a singular K3 surface with NSð �XXÞ
generated by divisors over Q. This case is originally due to Elkies [8]. Thm. 19 can be re-
phrased as follows:

Theorem 20 (Elkies) Let X=Q be a singular K3 surface. Assume that NSð �XXÞ is gen-
erated by divisors over Q. Then X has discriminant d of class number one.

We shall sketch an alternative proof given by the author in [32] which uses modular-
ity and the Artin-Tate conjecture. The main idea of the proof is as follows:

Consider the good primes p that split in K ¼ Qð
ffiffiffi
d
p
Þ. By Thm. 8,

RpðTÞ ¼ T2 � ap T þ p2:

Since p j--ap, the reduction Xp has �ðXpÞ ¼ �ð �XXpÞ ¼ 20 by (10). Hence the Artin-Tate
conjecture holds for Xp. From (12) we obtain a relation between ap and d up to squares.
First we ignore the squares and consider only K . Using the explicit description of ap in
(6), one can show that p splits into principal ideals in K . Since by assumption this holds
for almost all split p, K has class number one.

Then we take the precise shape of d into account. This is made possible by the fact,
that the embeddings (8) are almost always primitive. With elementary class group theo-
ry using representations of numbers by quadratic forms, one can prove that d also has
class number one.

Remark 21 In Thm. 20, one can also show that TðXÞ is primitive. Otherwise the sin-
gular K3 surface would be Kummer or admit an isotrivial elliptic fibration with j ¼ 0, but
Mordell-Weil rank two.

Conversely, for each d < 0 with class number one, there is a singular K3 surface X with
NSð �XXÞ generated by divisors over Q and discriminant d (cf. [32, §10]).

We will study an application of Thm. 20 to elliptic K3 surfaces in the next section.
Here we only note that Thm. 19 gives a direct proof of �SSafarevi�cc’ finiteness theorem for
singular K3 surfaces which generalises the theory for CM elliptic curves:

Theorem 22 (�SSafarevi�cc [29]) Let n 2N. Up to C-isomorphism, there are only fi-
nitely many singular K3 surfaces over number fields of degree at most n.

It is an open problem to determine all singular K3 surfaces over a fixed number
field, say over Q. It follows from work of Shioda [37], that the absolute value of the dis-
criminant can be at least as big as 36 
 427.
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12 Ranks of elliptic curves

In section 10.2, we have cited that every Mordell-Weil rank from 0 to 18 is possible on
complex elliptic K3 surfaces. The question of the rank over Q is much more delicate.
Shioda asked in [36] whether Mordell-Weil rank 18 over Q is possible. Elkies gave a ne-
gative answer in [8], [9], based on Thm. 20.

Since the N�ron-Severi group of an elliptic surface is generated by horizontal and
vertical divisors, Mordell-Weil rank 18 implies that an elliptic K3 surface is singular.
Moreover all fibres have to be irreducible. In consequence, the Mordell-Weil lattice is
even and integral, but has no roots (i.e. elements with minimal norm 2). This already is
a special property.

If the Mordell-Weil rank over Q is 18, then NSð �XXÞ is generated by divisors over Q.
Hence Thm. 20 bounds the discriminant jdj � 163. Because of the absence of roots,
such a lattice would break the density records for sphere packings in R18. By gluing up
to a Niemeier lattice, Elkies is able to establish a contradiction.

On the other hand, Elkies found an elliptic K3 surface with Mordell-Weil rank 17
over Q (and necessarily � ¼ 19) [9]. All intermediate ranks are also attained. After base
changing from this elliptic K3 surface, a certain specialisation yields an elliptic curve
with rank (at least) 28 over Q. This extends the previous record by 4.

13 Rational points on K3 surfaces

Given a variety X over a field k, it is natural to ask for the k-rational points XðkÞ. This
set can be empty, finite, infinite or even dense in X . For instance, the model of the Fer-
mat quartic in Ex. 5 has no rational points over any totally real field. In this section we
will review the situation for K3 surfaces over number fields.

The most general case would be K3 surfaces of Picard number one. In 2002, Poonen
and Swinnerton-Dyer asked whether there is a K3 surface with � ¼ 1 over a number
field with infinitely many rational points. Van Luijk gave a striking affirmative answer
in [21]:

Theorem 23 (van Luijk) In the moduli space of K3 surface with a polarisation of de-
gree 4, the K3 surfaces over Q with � ¼ 1 and infinitely many rational points are dense.

Van Luijk’s basic idea is to find a dense set of K3 surfaces within the family Xh in
(13) which contain an elliptic curve of positive rank over Q. By construction, the ra-
tional points thus obtained are not dense on the respective K3 surface. The question of
density of rational points thus remains open. It has been answered for some other K3
surfaces with � > 1. We mention one example due to Harris and Tschinkel [14]:

Theorem 24 (Harris, Tschinkel) Let S be a smooth quartic in P3 over some number
field k. Assume that S contains a line ‘ over k which does not meet more than five lines on
S. Then SðkÞ is dense in S.
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The proof uses the fact that S admits an elliptic fibration. In Thm. 25 we will see
more general consequences of this property in the context of potential density.

Recently Logan, van Luijk and McKinnon announced a similar result for twists of
the Fermat quartic. They consider those models

S0 ¼ fa x4
0 þ b x4

1 þ c x4
2 þ d x4

3 ¼ 0g � P3 ð14Þ

with a; b; c; d 2 Q� such that abcd is a square. They assume that there is a rational point
on S outside the 48 lines and the coordinate planes. Then they conclude that the Q-ra-
tional points are dense on S.

Here we touch on two crucial problems:

1. Is there a rational point on a given projective variety?
2. Does the existence of a rational point (plus possibly some conditions) imply that

there are infinitely many rational points? Will the rational points be dense?

The first question motivated the Hasse principle: If X has a Q-rational point, then it
has Qv-rational points at every place v. Hence the set of adelic points XðAÞ is non-
empty. The converse implication, known as the Hasse principle

XðAÞ 6¼ ; ?¼) XðQÞ 6¼ ;;

holds for conics. It is computationally very useful since the existence of local points can
be checked algorithmically. However, the Hasse principle is not true in general. Selmer
showed that it fails for the genus one curve

C ¼ f3 x3 þ 4 y3 þ 5 z3 ¼ 0g � P2:

In 1970, Manin [22] discovered that the failure of the Hasse principle can often be ex-
plained through the Brauer group BrðXÞ. He defined a subset XðAÞBr � XðAÞ that
contains XðQÞ, but can be empty even if XðAÞ is not. This case is referred to as Brauer-
Manin obstruction.

It is conjectured that the Brauer-Manin obstruction is the only obstruction to the
Hasse principle on rational varieties. More generally, however, Skorobogatov [41] con-
structed a bielliptic surface where the Brauer-Manin obstruction does not suffice to ex-
plain the failure of the Hasse principle. Recent developments indicate that even natural
cohomological refinements of the Brauer-Manin obstruction may not be sufficient in
general [27].

For K3 surfaces, it is still an open problem whether the Brauer-Manin obstruction is
the only obstruction to the Hasse principle. For the models of the Fermat surface over
Q in (14), Swinnerton-Dyer [42] proved this under the following assumptions: Schin-
zel’s hypothesis holds, the Tate-�SSafarevi�cc group of elliptic curves is finite plus condi-
tions on the coefficients a; b; c; d.

The second problem is currently being investigated by van Luijk. Numerically he
found evidence for the rate of growth of the number of points with bounded height h,
thus indicating an affirmative answer. The conjectural formula involves the Picard
number, resembling the situation for del Pezzo surfaces as predicted by Manin’s conjec-
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ture. In some instances, the formula requires to leave out a finite number of curves on
the surface. On a Zariski-open subset U , the conjectural formula in case �ðXÞ ¼ 1 reads

#fP 2 UðQÞ; hðPÞ � Bg � c 
 log B; c constant:

Rational points and their density rely heavily on the model of the variety and the
chosen base field – like for the Fermat surface in Ex. 5 and its twists in (14). This sug-
gests that the notion of density would be too restrictive for most general statements.
This is the reason to introduce potential density.

14 Potential density

Let X be a variety over a number field or the function field of a curve, denoted by k. We
say that the rational points are potentially dense on X if there is some finite extension
k0=k such that Xðk0Þ is dense. The main expectation and motivation for this notion is
that potential density should be a geometric property, depending only on the canonical
class KX .

For curves, this concept is known thanks to Faltings' theorem [13]: For any curve of
genus greater than one over any number field, the rational points are finite. Conversely,
potential density holds for curves of genus zero and one.

The same is true for surfaces with KX negative: Over a finite extension, they are all
rational. On the other end, the Lang-Bombieri conjecture rules out potential density for
projective varieties of general type.

Among surfaces with KX � 0, potential density has been proved for abelian and En-
riques surfaces. A result by Bogomolov and Tschinkel covers a great range of K3 sur-
faces [3].

Theorem 25 (Bogomolov, Tschinkel) Let X be a K3 surface over a number field. As-
sume that X has an elliptic fibration or infinite automorphism group. Then the rational
points are potentially dense on X.

Here either assumption implies � � 2. Other than this, the assumptions are not too
restrictive. For instance, any K3 surface with � ¼ 2, but without ð�2Þ curves satisfies
the conditions of the theorem. Similarly, any K3 surface with � � 5 admits an elliptic fi-
bration and therefore shares the property of potential density.

It is again the case � ¼ 1 where we lack any examples over number fields – be it with
or without potential density of rational points. The only known result concerns function
fields of complex curves:

Theorem 26 (Hassett, Tschinkel [15]) Let C be a complex curve. There are
non-trivial K3 surfaces over CðCÞ with � ¼ 1 and Zariski-dense rational points.

The proof relies on the uncountability of C. It is unclear how the techniques could
be adapted for function fields �QQðCÞ. Despite the recent progress, the question of poten-
tial density is still wide open for K3 surface.
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1 Wissenschaftliche Laufbahn

Heiner Zieschang starb in Bochum am 5. April 2004 an einem Krebsleiden. Sein Tod
kam f�r die meisten seiner Freunde und Kollegen �berraschend, denn nur wenige wuss-
ten von seiner Krankheit, und er war bis in die letzten Lebenswochen hinein mit seinen
Forschungsprojekten besch�ftigt. Er war ein vielseitiger Forscher, ein außergew�hnli-
cher Lehrer und ein sehr wirkungsvoller Kommunikator und Organisator auf der inter-
nationalen B�hne seiner Wissenschaft. Dar�ber hinaus wird die große Zahl seiner Kol-
legen, Sch�ler und Menschen, die mit ihm zu tun hatten, vor allem einen warmherzigen
und optimistischen Freund vermissen.

Heiner Zieschang wurde am 12. November 1936 in Kiel geboren. Nach dem Abitur
am Helmholtz-Gymnasium in Hilden schrieb er sich zum Sommersemester 1956 an der
Georgia-Augusta in G�ttingen als Student der Mathematik und Physik ein. 1958 be-
suchte er das Seminar von Kurt Reidemeister; es entwickelte sich eine intensive wissen-
schaftliche Beziehung zwischen beiden, die bis zum Tode Reidemeisters (1971) andauer-
te – wenn auch nicht ungetr�bt. Im Gegenteil, das Verh�ltnis war zunehmend durch
heftige Meinungsverschiedenheiten �ber grunds�tzliche wissenschaftliche Positionen
gekennzeichnet.

Zusammen mit seinem Mitstudenten Johannes K�hn machte sich Heiner Zieschang
bereits in seinen Anfangssemestern am G�ttinger Mathematischen Institut einen Namen
durch eine Ausarbeitung der Vorlesung „Analytische Geometrie“ (Sommersemester
1958/59) von Reidemeister. Dieser war ein Feind des sich damals durchsetzenden Trends,
eine solche Vorlesung auf die Lineare Algebra zu beschr�nken und die Geometrie aus-
zusparen. Reidemeister bot in seiner Vorlesung einen ideenreichen Gegenentwurf. Sein
Vortragsstil war allerdings f�r Anf�nger schwer verdaulich, und die Studenten waren
dringend auf die sorgf�ltige und klare Ausarbeitung der beiden angewiesen. Bei den re-
gelm�ßigen ausf�hrlichen Besprechungen dieser Ausarbeitung mit Reidemeister wurde
Zieschang fr�h mit dessen Sichtweise und philosophischer Grundhaltung zur Mathema-
tik vertraut. Reidemeister blieb in den Jahren 1958– 1961 der bestimmende Einfluss; bei
ihm legte er 1960 das Diplomexamen ab und bereits 1961 hatte er unter dessen Anleitung
seine Dissertation vollendet und wurde „summa cum laude“ promoviert. Er verbrachte
seine Studienzeit mit Ausnahme des Wintersemesters 59/60 in G�ttingen. In diesem
Semester ging er nach Hamburg, um an dem Topologieseminar Emil Artins teilzuneh-
men – �brigends gegen den ausdr�cklichen Wunsch Reidemeisters, der �ber seinen Star-
Studenten eifers�chtig wachte.

Aus der Dissertation ergaben sich zwei Ver�ffentlichungen [1], [2], die bereits zwei
Schwerpunkte seiner sp�teren Forschungst�tigkeit betrafen, die kombinatorische
Gruppentheorie und die Topologie 2- und 3-dimensionaler Mannigfaltigkeiten. Typisch
f�r diese Arbeiten und die meisten der folgenden ist die konkrete Fragestellung. Er war
immer eher ein „Probleml�ser“ als ein Systematiker.

Heiner Zieschang hatte seinen Lebensweg genau vorausgeplant. Schon w�hrend der
Arbeit an seiner Dissertation hatte er in einem Intensivkurs Russisch gelernt und sich
um ein Stipendium f�r einen Aufenthalt an der Lomonossov Universit�t in Moskau be-
worben, wo damals eine Reihe bedeutender Topologen und Algebraiker t�tig war. Seine
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Bem�hungen waren erfolgreich und er ging 1963 f�r zwei Jahre nach Moskau. Diese
Zeit war ausgef�llt mit intensiver und vielf�ltiger Forschungsarbeit und begr�ndete eine
lebenslange enge sowohl mathematische als pers�nliche Beziehung zu Russland und sei-
nen Mathematikern. Unter ihnen ist besonders P. S. Alexandroff zu nennen, der in
Moskau sein Mentor war. Er kannte ihn von G�ttingen, wo Alexandroff im Sommer-
semester 1957 die Gaußprofessur innegehabt hatte. In die Moskauer Zeit fallen die Vor-
arbeiten f�r die Habilitation �ber Fl�chen und diskontinuierliche Gruppen. Er interes-
sierte sich aber auch f�r ganz andere Themen: Mit J. Flachsmeyer, einem Stipendiaten
aus der DDR, schrieb er einen Aufsatz zum Haar’schen Maß [7].

1964 kehrte er als Assistent von Wolfgang Franz nach Frankfurt zur�ck, habilitierte
sich im folgenden Jahr und wurde dort Privatdozent. Er war bald der Mittelpunkt einer
aktiven Gruppe von Topologiestudenten, die von seiner Kompetenz, seinem Enthusias-
mus und wohl auch von seiner Jugend angezogen waren. Franz, der mit administrativen
Aufgaben besch�ftigt war – als Dekan, Rektor und Prorektor – �berließ ihm weit-
gehend die wissenschaftliche F�hrung des Lehrstuhls. Er gr�ndete auch eine Familie:
Seine Frau Ute hatte er als Medizinstudentin bereits in G�ttingen kennengelernt, seine
T�chter Tanja und Kim wurden 1965 und 1969 geboren.

Nach einem weiteren Semester in Moskau – 1967/68 – nahm er den Ruf auf ein Ordi-
nariat an der neu gegr�ndeten Ruhr-Universit�t in Bochum an. Die meisten seiner
Frankfurter Studenten, zu denen u. a. Elmar Vogt, Rudolf Beyl, Wolfgang Heil und Re-
nate Engmann geh�rten, gingen mit ihm nach Bochum. Dort entstand in den folgenden
drei Jahrzehnten ein lebendiges, produktives und weltoffenes Zentrum f�r niederdimen-
sionale Topologie und geometrische Gruppentheorie. Wir gehen auf die Forschungs-
ergebnisse im einzelnen noch ein. Heiner Zieschang baute im Laufe der Zeit ein ganzes
Netz institutioneller und pers�nlicher internationaler Kontakte auf; an seinem Institut
arbeiteten regelm�ßig G�ste aus aller Welt – einen stets pr�senten Grundstock bildeten
dabei die russischen Mathematiker. In den siebziger Jahren kamen G�ste von ame-
rikanischen Universit�ten dazu, wo er selbst mehrere Semester verbrachte; in Europa
waren es England und Frankreich, wo es zu l�ngerfristigen Forschungskooperationen
kam: Mit D. J. Collins in London schrieb er eine Reihe gr�ßerer Arbeiten zur kombina-
torischen Gruppentheorie. In den achtziger Jahren entwickelte sich eine enge Zusam-
menarbeit mit der Universit�t Paul Sabatier in Toulouse, insbesondere mit M. Boileau
und Claude Hayat-Legrand. Es ergaben sich h�ufige und ausgedehnte Aufenthalte in
Toulouse und es entstanden zahlreiche Arbeiten �ber 3-dimensionale Mannigfaltigkei-
ten. 1996 verlieh Toulouse ihm die Ehrendoktorw�rde. W�hrend all dieser Jahre blieb
die Verbindung mit Russland immer lebendig; regelm�ßig verbrachte er einige Monate
dort und schließlich verlief der wissenschaftliche Austausch im Fach Mathematik zwi-
schen der BRD und der UDSSR bzw. Russland auch offiziell �ber ihn; er war einer der
Gr�nder des „Russisch-Deutschen Instituts f�r Kultur und Wissenschaft“. Sein letzter
Aufenthalt in Moskau im Rahmen der Johann Gottfried Herder-Stiftung war von
2001 – 2003. Er hielt dort Vorlesungen und Seminare ab und publizierte eine Reihe von
Arbeiten mit S. Bogatyi, D. Goncalves und Elena Kudryavtseva, mit denen er zur Fl�-
chentheorie seiner Jugendjahre zur�ckkehrte. Die Lomonossov Universit�t verlieh ihm
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1997 eine „Ehrenprofessur“, eine traditionsreiche Auszeichnung, die als einer der ersten
Goethe erhalten hatte.

Heiner Zieschang war ein heiterer, meist optimistisch gestimmter Mensch. Mit Freu-
de, Hartn�ckigkeit und großer Energie ging er seine konkreten Probleme an. Stets ver-
suchte er andere f�r seine Probleme zu begeistern und f�r eine Mitarbeit zu gewinnen.
Umgekehrt war er stets bereit, sich in Fragestellungen einzuarbeiten, die in seinem Um-
feld bearbeitet wurden, was zu einer ganzen Reihe von Ver�ffentlichungen f�hrte, [60],
[65], [69], die abseits seiner eigenen Forschungsgebiete lagen. D. J. Collins hat aufgelis-
tet, dass Zieschang im Laufe seines Lebens mit 39 verschiedenen Ko-Autoren publiziert
hat, mit den meisten vielfach.

Heiner Zieschang war ein erfolgreicher und beliebter akademischer Lehrer; ins-
besondere sind seine sechs Lehrb�cher zu erw�hnen [24, 27, 43, 54, 66, 83]. Ihre Hoch-
sch�tzung wird belegt durch die Tatsache, dass die meisten von ihnen mehrfach auf-
gelegt und �bersetzt wurden. Dazu kommen zahlreiche Skripte seiner Vorlesungen, ins-
besondere eine Reihe �ber die Theorie der 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, die an
vielen Instituten als Grundlage f�r Vorlesungen und Seminare in Gebrauch waren. Sei-
ne Sch�ler und Sch�lerinnen sind zahlreich und erfolgreich.

Jeder, der f�r l�ngere oder k�rzere Zeit im Bochumer Institut zu Gast war, wird sich
gerne an die heitere, unkonventionelle Atmosph�re erinnern, in der man sich ernsthaft
und enthusiastisch mit der Mathematik besch�ftigte.

2 Das wissenschaftliche Werk Heiner Zieschangs

Die Hauptschwerpunkte Heiner Zieschangs wissenschaftlicher T�tigkeit waren die
kombinatorische Gruppentheorie und die niedrigdimensionale Topologie, insbesondere
das Wechselspiel zwischen diesen beiden Disziplinen hatte es ihm angetan. Er hat in der
Auswahl seiner Problemstellungen stets guten Geschmack bewiesen und einige seiner
Ergebnisse gelten heute als klassische Resultate oder sind Spezialf�lle wichtiger Theo-
rien.

Fl�chen waren das zentrale Objekt in Heiner Zieschangs wissenschaftlichem Werk.
Bereits in seiner ersten Arbeit [1], die aus seiner Dissertation hervorgegangen ist, spielen
sie eine gro�e Rolle. Diese Arbeit enth�lt eine Klassifikation von einfachen Kurven auf
dem Rand einer Vollbrezel in Bezug auf Hom�omorphismen der Vollbrezel. Nach sei-
ner Promotion begann er sich f�r die Theorie der Fl�chen selbst zu interessieren. In ei-
ner Reihe von Arbeiten in den sechziger Jahren entwickelte er mit den „bin�ren Produk-
ten“ [6], [9] ein schlagkr�ftiges Hilfsmittel der geometrischen Gruppentheorie, mit dem
er eine kombinatorische Fl�chentheorie aufbaute. Eine Konsequenz dieser Theorie war
die vollst�ndige Beschreibung der Menge aller Homomorphismen von einer Fl�chen-
gruppe in eine freie Gruppe oder in anderen Worten der L�sungen quadratischer Glei-
chungen in freien Gruppen. Dieses Resultat ist ein bedeutender Spezialfall der Beschrei-
bung der L�sungsmenge beliebiger Gleichungen in freien Gruppen von Makanin und
Razborov.
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Die Ergebnisse der Arbeiten dieser Phase sind zusammengefasst in dem 1970 er-
schienenen Buch „Fl�chen und ebene diskontinuierliche Gruppen“ in der Reihe „Lec-
ture Notes in Mathematics“ mit den Ko-Autoren E. Vogt und H.-D. Coldewey [24].
Das Buch ist ein Standardwerk; es wurde in einer erheblich erweiterten Version 10 Jahre
sp�ter als englische Ausgabe [41] wieder aufgelegt und weitere acht Jahre sp�ter erschien
eine russische �bersetzung. Es enth�lt: Verallgemeinerte Nielsen-S�tze, Strukturaus-
sagen �ber Automorphismen ebener diskontinuierlicher Gruppen, einen eigenen kom-
binatorischen Zugang zur Teichm�llertheorie.

Parallel entstanden einige Beitr�ge zur Knotentheorie und �ber 3-dimensionale
Mannigfaltigkeiten. In [14] wird bewiesen, dass die Knotengruppen mit nicht-trivialem
Zentrum die Torusknoten charakterisieren. Dieses Ergebnis ist das erste in einer ganzen
Reihe verwandter, die in den folgenden Jahren �ber Fundamentalgruppen von 3-Man-
nigfaltigkeiten mit nichttrivialem Zentrum gefunden wurden, z. B. von F. Waldhausen
und W. Heil. Die Charakterisierung der Torusknoten beruht auf einem Nielsen’schen
Satz �ber Fl�chen, der zum Themenkreis des sogenannten „Realisierungsproblems“ ge-
h�rt: Kann man eine endliche Gruppe von Abbildungsklassen einer Fl�che durch Ab-
bildungen realisieren?

1966 erschien die Arbeit �ber Seifert’sche Faserr�ume (mit E. Vogt und P. Orlik)
[16]. Sie enth�lt die topologische Klassifikation dieser R�ume. F�r den Spezialfall der
orientierbaren Seifert’schen Faserr�ume mit orientierbarer Zerlegungsfl�che war das
Ergebnis bereits von Waldhausen bewiesen worden. Das bereits angesprochene Niel-
sen’sche Realisierungsproblem besch�ftigte Zieschang in den siebziger Jahren, 1981 er-
schien dann sein zweites Buch bei den Lecture Notes [43], ein Forschungsbericht zu die-
sem Thema. Durch Fenchel, Kerckhoff und Zieschang selbst waren erhebliche Fort-
schritte gemacht worden – die Realisierungsfrage wurde f�r aufl�sbare Gruppen positiv
entschieden. Damit wurde auch Nielsens Resultat f�r den Fall einer zyklischen Gruppe
best�tigt, in deren Beweis Zieschang eine L�cke entdeckt hatte. [52] enth�lt die Klassifi-
kation der „Montesinos-Knoten“, die Bonahon mit anderen Mitteln bereits durch-
gef�hrt hatte, ohne sie aber zu ver�ffentlichen.

In der Gruppentheorie enstanden weitere Arbeiten �ber Fuchs’sche Gruppen, oft
wurde gefragt, inwieweit sich die Algebra in der Topologie widerspiegelt. So wurde der
Rang, das hei�t die minimale Anzahl von Erzeugenden, Fuchs’scher Gruppen unter-
sucht. Dazu wurde die Nielsen’sche K�rzungsmethode auf freie Produkte mit Amalgam
verallgemeinert [25]. Nachdem in dieser Arbeit scheinbar gezeigt wurde, dass der algeb-
raische und geometrische Rang �bereinstimmen, sind kurze Zeit sp�ter Gegenbeispiele
aufgetaucht. In [31] wurde dann eine abschlie�ende Antwort gegeben, die alle Gegenbei-
spiele klassifizierte. Des Weitern wurde gezeigt [34], dass Zerlegungen kokompakter
Fuchs’scher Gruppen als freie Produkte mit Amalgam Z oder D1 geometrisch sind,
d. h. zu Zerschneidungen der zugeh�rigen markierten Fl�che korrespondieren. Dieses
Resultat spielt heute eine wichtige Rolle in der Theorie der JSJ-Zerlegungen endlich
pr�sentierter Gruppen.

Das vielleicht spektakul�rste Ergebnis aus dieser Zeit war die Widerlegung der
Waldhausen-Vermutung, die f�r orientierbare, geschlossene, zusammenh�ngende
3-Mannigfaltigkeiten die Gleichheit von Heegard-Geschlecht hðMÞ und dem Rang
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rðMÞ der Fundamentalgruppe der Mannigfaltigkeit erwartete. Die Gegenbeispiele sind
Seifert’sche Faserr�ume mit 4 Ausnahmefasern. Ausgenutzt wird die oben erw�hnte
Tatsache, dass spezielle Fuchs’sche Gruppen eine geringere Anzahl algebraischer als
geometrischer Erzeugenden zulassen. Seit dieser Entdeckung wurden weitere Mannig-
faltigkeiten gefunden, f�r die der Rang kleiner als das Heegaardgeschlecht ist; die Fra-
ge, ob auch hyperbolische 3-Mannigfaltigkeiten mit dieser Diskrepanz existieren, ist
noch offen und findet derzeit viel Beachtung.

Aus der Zusammenarbeit mit M. Boileau und M. Rost resultierte Mitte der achtziger
Jahre eine Reihe von Arbeiten, die sich mit Knoten bzw. Verkettungen besch�ftigten.
F�r die Außenr�ume von Torus- und Montesinosknoten wurden Heegard-Zerlegungen
minimalen Geschlechts klassifiziert, Br�cken- und Tunnelzahlen bestimmt und in Bezie-
hung zu algebraischen und geometrischen Erzeugendenzahlen der Fundamentalgruppe
gesetzt. Durch den Kontakt mit Toulouse kam es ab Mitte der neunziger Jahre zu einer
weiteren andauernden Zusammenarbeit mit Claude Hayat-Legrand, zu der sich noch Si-
cheng Wang aus Peking gesellte [81], [83], [85], der in Bochum Humboldt-Stipendiat war.

Die Arbeiten befassen sich mit der Existenz von Abbildungen vom Grad eins von ei-
ner orientierbaren geschlossenen 3-Mannigfaltigkeit in Linsenr�ume und von solchen
zwischen Seifert’schen Faserr�umen. Die Kriterien sind Bedingungen f�r die Homolo-
gie und die Verschlingungsmatrix der Mannigfaltigkeit. In Zusammenhang mit diesen
Fragen steht [87], wo die Struktur des Kohomologierings einer Seifert-Mannigfaltigkeit
�ber S2 berechnet wird und wo Zieschang seine Leidenschaft f�r das Konkrete in um-
fangreichen expliziten Rechnungen und Formeln auslebt.

In den Jahren 1997 –2004 bildete sich wieder eine neue Arbeitsgruppe mit Bogatyi,
Concalves und Elena Kudryavsteva, die thematisch zu Zieschangs Anf�ngen, zu den
Fl�chen zur�ckkehrte. Es wurden wiederum ganz konkrete Resultate �ber Koinzidenz-
punkte von Fl�chenabbildungen und Realisierungen von verzweigten �berlagerungen
von Fl�chen erzielt. Insbesondere Elena Kudryavsteva arbeitete noch am Krankenlager
mit ihm bis in seine letzten Lebenstage.

1 Von Heiner Zieschang betreute Dissertationen

Elmar Vogt (1971) Hans-Dieter Coldewey (1972)
Renate Engmann (1972) Andreas Stieglitz (1972)
Edelgard Gramberg (1973) Klaus Funcke (1975)
Norbert Peczynski (1976) Bruno Zimmermann (1977)
Wolfram Reiwer (1978) Ute Dederek-Breuer (1980)
Cornelia Wissemann-Hartmann (1980) B�rbel Wicha (1981)
Winfried Mellis (1981) Gerhard Krause (1983)
Artur Heil (1984) Rainer Preuß (1986)
Ruzena Davoodi (1987) Friedrich Fels (1988)
Johannes Tipp (1989) Martin Kuhn (1994)
Antje Christensen (1996) Richard Weidmann (1997)
Karsten Kroll (1997)
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2 Ehrungen

1996: Ehrenpromotion an der Universit�t Paul Sabatier, Toulouse
1997: Ehrenprofessur an der Lomonossow-Universit�t, Moskau

3 Administrative Funktionen

Mitherausgeber des Journal of Knot Theory and its Ramifications
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