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Eine genaue und verlässliche numerische Simulation turbulenter Strömungen in kom-
plizierten Geometrien ist ebenso anspruchsvoll wie von Interesse für wissenschaftliche und
industrielle Anwendungen. Unter anderem diese Thematik motiviert den Übersichtsartikel
von Michael Dumbser, Gregor Gassner und Claus-Dieter Munz zu Discontinuous-Galerkin-
Verfahren für zeitabhängige Advektions-Diffusions-Gleichungen. Diese Methode ist beson-
ders gut geeignet, z.B. in der Modellierung von Turbinenströmungen lokal auftretende sehr
große Gradienten ebenso genau aufzulösen wie sehr glatte Lösungsbereiche. Der Artikel
erläutert die mathematischen Grundlagen sowie die algorithmische Umsetzung und geht
dann zur Illustration auf numerische Berechnungen in der Aeroakustik und bei den kom-
pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ein.

”
Geomathematik, was ist das überhaupt?“ Diese Frage beantwortet Willi Freeden

zunächst in einer ganz allgemeinen Weise, um dann im zweiten Teil seines Übersichtsartikels
zwei geomathematische Themen im Detail vorzustellen. Es handelt sich dabei um die
Bestimmung des Schwerefeldes der Erde aus terrestrischen Lotabweichungen sowie die
Berechnung der ozeanischen Zirkulation aus Satellitendaten.

Buchbesprechungen, dieses Mal mit einem Akzent auf der Algebra, runden das Heft
ab.

In meinem ersten Vorwort in Heft 1-2009 hatte ich Sie im Namen des Herausgeber-
gremiums herzlich eingeladen, mit uns in Diskussion über Beiträge im Jahresbericht zu
treten. Eine erste Rückmeldung hat mich zu dem Beitrag von Martin Grötschel und Bri-
gitte Lutz-Westphal erreicht, der ebenfalls in Heft 1-2009 erschienen ist und Anregungen
und Ansätze zu einem authentischen Mathematikunterricht vorgestellt hat. Unter ande-
rem wird dort auch die Unterrichtspraxis in den Niederlanden erwähnt, eine Thematik,
die offenbar sehr intensiv diskutiert wird. Hierzu hat Rainer H. Kaenders aus Köln einen
aktuellen und sehr differenzierten Beitrag

”
Von Wiskunde und Windmühlen - über den

Mathematikunterricht in den Niederlanden“ (Ausarbeitung eines Vortrags auf einer GDM-
Tagung) verfasst, den Sie unter
http://www.kaenders.uni-koeln.de/publicationseng.html
herunterladen können und der in

”
Beiträge zum Mathematikunterricht“ erscheinen wird.

Nach diesem anregenden Auftakt möchte ich meine Einladung zur Diskussion mit
Nachdruck wiederholen: Die Herausgeberin und die Herausgeber freuen sich auf Ihre Mei-
nungen. Ebenso dankbar sind wir für Hinweise, welche neu erschienenen Bücher Sie im
Jahresbericht besprochen sehen möchten.
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Abstract

- Mathematics Subject Classification: 65M60, 76R99, 76N99, 35L65
- Keywords and Phrases: Discontinuous-Galerkin-Verfahren, Raum-Zeit-Formulie-

rung, beliebige Genauigkeitsordnung, zeitabh�ngige L�sungen

Discontinuous-Galerkin-Verfahren erscheinen vor allem im Bereich der numerischen
Str�mungsmechanik als diejenigen Kandidaten, die f�r numerische Simulationen in
komplexen Geometrien einen Sprung in der Effizienz bewerkstelligen k�nnen. So ge-
lingt mit diesen Verfahren die Kombination von hoher Genauigkeit im Bereich von
glatten L�sungen und die Aufl�sung lokaler starker Gradienten auch auf sehr allgemei-
nen unstrukturierten Gittern. Wir beschreiben im Folgenden eine Klasse von expliziten
Discontinuous-Galerkin-Verfahren, wie sie f�r zeitabh�ngige Advektions-Diffusions-
Gleichungen eingesetzt werden. Als Pr�diktor-Korrektor-Verfahren im Raum-Zeit-Be-
reich formuliert sind sie von Seiten der Konstruktion von beliebiger Ordnung in Raum
und Zeit. Eine Adaption an die lokalen Eigenschaften der L�sung bei Mehrskalenpro-
blemen kann durch Gitterverfeinerung oder durch Ver�nderung der Genauigkeitsord-
nung erreicht werden. Adaptivit�t wird auch lokal in der Zeitapproximation aus-
gef�hrt: Jede Gitterzelle schreitet mit dem nach der lokalen Stabilit�tsbedingung opti-
malen Zeitschritt vorw�rts. Numerische Ergebnisse werden f�r unterschiedliche
Probleme vorgestellt. Aus dem Bereich der Aeroakustik zeigen wir die L�rmentwick-
lung und L�rmausbreitung des Verdichters eines Turbinen-Triebwerks, aus dem Be-
reich der Str�mungsmechanik die Zeitentwicklung eines �berschallstrahls im Ansaug-
rohr eines mit Erdgas angetriebenen Motors und die Umstr�mung einer Kugel.
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1 Einleitung

Discontinuous-Galerkin-Verfahren (DG-Verfahren) wurden schon in den fr�hen 70er
Jahren durch Reed und Hill [35] vorgeschlagen, welche damit die station�ren Neutro-
nentransport-Gleichungen l�sten. Theoretisch analysiert wurde diese Methode vier Jah-
re sp�ter von LeSaint und Raviart [26]. Einen �berblick �ber den heutigen Stand der
Theorie der DG-Verfahren f�r lineare hyperbolische Systeme findet sich bei Brezzi et al.
[3] und Ern und Guermond [15]. F�r nichtlineare hyperbolische Gleichungen wurde die
DG-Methode von Cockburn und Shu in einer Reihe von Arbeiten [7, 6, 4, 8, 9] auf-
gegriffen und analysiert. Der Stand bis etwa zum Jahre 2000 ist in dem �bersichtsband
[5] dokumentiert. Die Erweiterung auf parabolische Terme und damit auf Advektions-
Diffusions-Gleichungen wurde von Bassi und Rebay [2] begonnen, indem sie Differenti-
aloperatoren zweiter Ordnung in ein System erster Ordnung umschrieben und somit der
direkten Anwendung der DG-Approximation zuf�hrten. Eine ausf�hrliche Beschrei-
bung �ber die Entwicklungsgeschichte der DG-Verfahren ist in dem Buch von Hest-
haven und Warburton [22] zu finden.

DG-Verfahren k�nnen als eine Kombination zweier Ideen verstanden werden, bei
der die eine wesentlich bei der Konstruktion von Finite-Volumen-Verfahren (FV-Ver-
fahren) ist und die andere bei Finite-Elemente-Verfahren (FE-Verfahren). So wird wie
beim FE-Verfahren die N�herungsl�sung als eine Linearkombination von Basisfunk-
tionen geschrieben und ist im ganzen Rechengebiet definiert. Bei einem FV-Verfahren
werden die integralen Mittelwerte approximiert und man erh�lt eine �berall definierte
N�herungsl�sung nur durch eine Rekonstruktion aus den integralen Mittelwerten. Die-
se Rekonstruktion wird so ausgef�hrt, dass Unstetigkeiten der N�herungsl�sung zwi-
schen den Gitterzellen zugelassen werden. Eine �bersicht �ber die Konstruktion von
FV-Verfahren mit einer detaillierten Diskussion der Rekonstruktion enth�lt die Arbeit
von Morton und Sonar [31]. Die nur st�ckweise stetigen Funktionen sind besser in der
Lage, starke �nderungen bis hin zu Unstetigkeiten in den schwachen L�sungen zu er-
fassen. Diese beiden Ideen werden beim DG-Verfahren kombiniert: Die N�herungs-
l�sung ist eine in jeder Gitterzelle mindestens stetige Funktion, darf aber am Gitterzel-
lenrand unstetig sein.

Wir konzentrieren uns im Folgenden auf eine Klasse von DG-Verfahren, welche ei-
ne explizite Zeitapproximation besitzt und welche vor allem f�r zeitabh�ngige Probleme
geeignet ist. Im Bereich der numerischen Str�mungsmechanik ist gerade die Simulation
von zeitabh�ngigen Str�mungen in komplexen Geometrien immer noch eine große He-
rausforderung, die mit vielen Tagen Rechenzeit einhergehen kann. Insofern werden in
der Industrie bei der Simulation von turbulenten Str�mungen die zeitgemittelten Str�-
mungsgleichungen benutzt, die mit Hilfe eines Turbulenzmodells geschlossen werden
m�ssen. Oft bleibt es dabei unklar, ob das Turbulenzmodell tats�chlich die turbulente
Dissipation richtig beschreibt oder ob das Problem auch im Sinne von zeitgemittelten
Gr�ßen station�r ist. Wegen des hohen Rechenaufwandes werden instation�re Simula-
tionen mit h�herwertigen Turbulenzmodellen allerdings nur zur Validierung in den
Forschungs- und Entwicklungabteilungen der Industrie eingesetzt. Bei den DG-Verfah-
ren, die wir im Folgenden beschreiben, sehen wir das Potenzial, dass die numerischen
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Werkzeuge deutlich verbessert werden k�nnen, vor allem wegen der folgenden Eigen-
schaften:

- Hohe beliebige Genauigkeitsordnung in Raum und Zeit auf sehr allgemeinen un-
strukturierten Gitter,

- Adaption durch lokale Gitterverfeinerung oder lokale Wahl der Genauigkeitsord-
nung,

- lokale Zeitschritte f�r zeitgenaue Simulationen, bei denen jede Gitterzelle mit dem
optimalen Zeitschritt abgearbeitet wird.

Die verschiedenen Bausteine dieser expliziten DG-Verfahren wurden im Laufe der letz-
ten Jahre entwickelt und werden im Folgenden beschrieben.

2 Variationsformulierung und Approximation

2.1 Advektions-Diffusions-Gleichung

Zur besseren �bersicht betrachten wir eine skalare Advektions-Diffusions-Gleichung
in der Form

ut þ~rr �~ff aðuÞ ¼~rr �~ff dðu; ~rruÞ : ð1Þ
Die Funktion u ¼ uð~xx; tÞ ist die gesuchte L�sung,~ff a ist der Advektionsfluss und~ff d der
Diffusionsfluss. In der Schreibweise mit Koordinaten beschr�nken wir uns meist auf
zwei Raumkoordinaten und die Zeit. Die Fl�sse haben dann zwei Komponenten:
~f af a :¼ ð f a

1 ; f a
2 Þ

T und~ff d :¼ ð f d
1 ; f d

2 Þ
T , wobei das hochgestellte T den transponierten Vek-

tor bezeichnet. Die Gleichung (1) ist in der sogenannten Flussformulierung geschrieben.
Der Diffusionsterm kann auch in die gebr�uchliche Form umgeschrieben werden:

~rr �~ff dðu;~rruÞ ¼~rr � �ðuÞ~rru
� �

; ð2Þ

wobei � ¼ �ðuÞ der nicht-negative Diffusionskoeffizient ist. Die Diffusion ist hier iso-
trop angenommen und wirkt als eine skalare Funktion in alle Richtungen gleich.

2.2 Variationsformulierung

Es wird angenommen, dass das Rechengebiet � diskretisiert vorliegt und in einzelne
nicht-�berlappende Gitterzellen unterteilt ist, deren Vereinigung ganz � ergibt. Die i-te
Gitterzelle wird mit Qi und deren Rand mit @Qi bezeichnet. Wie bei einem FE-Verfah-
ren �blich starten wir mit einer schwachen Formulierung der Advektions-Diffusions-
Gleichung (1). Wir multiplizieren die Gleichung mit einer Testfunktion � und integrie-
ren bei einem DG-Verfahren �ber eine Raum-Zeit-Gitterzelle Qn

i :¼ Qi � ½tn; tnþ1�:
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Z
Qn

i

ut þ~rr � ð~ff aðuÞ �~ff dðu;~rruÞÞ
� �

� d~xxdt ¼ 0 : ð3Þ

Die partielle Integration im Raum liefertZ
Qn

i

ut� d~xxdt�
Z
Qn

i

~ff aðuÞ �~rr� d~xxdtþ
Z
Qn

i

� ~rru �~rr� d~xxdt

þ
Z
@Qn

i

~ff aðuÞ �~nn� dsdt�
Z
@Qn

i

� ~rru �~nn� dsdt ¼ 0
ð4Þ

und f�hrt eine Kopplung mit den benachbarten Gitterzellen �ber die Flussterme ein.
Dabei bedeutet ~nn der nach außen gerichtete Normalenvektor auf den Seiten
@Qn

i :¼ @Qi � ½tn; tnþ1� der Gitterzelle.
Der Diffusionsfluss wurde hier durch die �bliche Formulierung (2) wieder ersetzt.

Das Volumenintegral des Diffusionsterms mit dem dort auftretenden Gradienten von u
kann nochmals partiell integriert werden:Z

Qn
i

~rru � � ~rr� d~xxdt ¼
Z
@Qn

i

u� ~rr� �~nn dsdt�
Z
Qn

i

u~rr � � ~rr�
� �

d~xxdt : ð5Þ

Wird dies in die schwache Formulierung (4) eingesetzt, dann ergibt sich als Startpunkt
unserer Approximation die schwache FormulierungZ

Qn
i

ut� d~xxdt�
Z
Qn

i

~ff aðuÞ �~rr� d~xxdt�
Z
Qn

i

u~rr � ð� ~rr�Þd~xxdt

þ
Z
@Qn

i

ð~ff aðuÞ �~ff dðu;~rruÞÞ �~nn� dsdtþ
Z
@Qn

i

�u~rr� �~nn dsdt ¼ 0 :
ð6Þ

Die zweite partielle Integration ergibt ein zus�tzliches Randintegral, indem die Funk-
tion u selbst im Integranden auftritt. Es zeigt sich, dass dieser zus�tzliche Term f�r ein
Verfahren mit optimaler Konvergenzordnung notwendig ist. Wir nennen dies die ultra-
schwache Formulierung und werden auf diesen Punkt bei der Approximation zur�ck-
kommen.

2.3 Das N�herungsverfahren

Es gibt drei M�glichkeiten der Approximation der Variationsformulierung und der De-
finition von Ansatzfunktionen. Ein Raum-Zeit-DG-Verfahren, wie es zum Beispiel von
van der Vegt und van der Ven [40] verwendet wird, betrachtet die N�herungsl�sung
uh ¼ uhð~xx; tÞ in der Gitterzelle Qn

i in der Form
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uhð~xx; tÞ ¼ uið~xx; tÞ ¼
XN
l¼1

ûui;l�i;lð~xx; tÞ; f €uur ð~xx; tÞ 2 Qn
i ; ð7Þ

wobei �i;l ¼ �i;lð~xx; tÞ; l ¼ 1; ::;N Basisfunktionen sind, welche Raum-Zeit-Polynome
vom Grad � N mit Definitionsbereich Qn

i erzeugen – mit ûui;l sind die Freiheitsgrade be-
zeichnet. Eingesetzt in die Variationsformulierung ergibt sich nach Approximation der
Integrale ein global gekoppeltes System zur Bestimmung der Freiheitsgrade.

Die zweite M�glichkeit ist, die Zeitdiskretisierung zun�chst nicht auszuf�hren und
eine N�herungsl�sung in der Form

uhð~xx; tÞ ¼ uið~xx; tÞ ¼
XN
l¼1

ûui;lðtÞ�i;lð~xxÞ; f €uur ð~xx; tÞ 2 Qn
i ð8Þ

zu betrachten. Die Basisfunktionen �i;l ¼ �i;lð~xxÞ; l ¼ 1; ::;N h�ngen hier nur von der
Raumkoordinate ab und erzeugen den Raum der Polynome vom Grad N mit Definiti-
onsbereich Qi, w�hrend die Freiheitsgrade ûui;lðtÞ; l ¼ 1; ::;N Funktionen von t sind.
Wird diese Ansatzfunktion in die zeit-kontinuierliche Variationsformulierung einge-
setzt, erh�lt man ein System von gew�hnlichen Differenzialgleichungen, welches dann
mit einem numerischen Verfahren f�r Systeme von gew�hnlicher Differenzialgleichun-
gen gel�st wird. Dieser sogenannte ODE-Ansatz (Ordinary Differential Equation) oder
Linienmethode ist attraktiv durch die Trennung von Raum und Zeit, was die diskreten
Gleichungen vereinfacht und mehr Flexibilit�t bringt. Eine explizite Approximation un-
ter Verwendung von Runge-Kutta-Verfahren (RKDG-Verfahren) wurde von Cock-
burn und Shu [8] vorgeschlagen und wird �blicherweise benutzt. Eine implizit-explizite
Approximation wurde von Kanevsky et al. [24] eingef�hrt, eine reine implizite Appro-
ximation �ber BDF-Formeln von Bassi und Rebay [2].

Wir schlagen hier eine dritte M�glichkeit vor und starten wie beim ODE-Ansatz mit
der Ansatzfunktion (8), bleiben aber bei der Raum-Zeit-Variationsformulierung (6).
Diese wird zun�chst noch etwas umgeformt. Bei der Approximation setzen wir voraus,
dass die Randintegrale f�r den Austausch zwischen den Gitterzellen sorgen und dass
die Volumenintegrale mit Werten innerhalb der Gitterzelle approximiert werden. Unter
dieser Voraussetzung wird die partielle Integration des Diffusionsterms wieder r�ck-
w�rts ausgef�hrt:Z

Qn
i

ui
~rr � � ~rr�
� �

d~xxdt ¼
Z
@Qn

i

ui� ~rr� �~nn
h i�

dsdt�
Z
Qn

i

� ~rrui � ~rr� d~xxdt ; ð9Þ

da sich dies einfacher berechnen l�sst. Die Bezeichnung ½:�� bedeutet die Berechnung
des Arguments von innen an @Qn

i . Eingesetzt ergibt dies die diskrete schwache oder ul-
tra-schwache Formulierung
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Z
Qn

i

ðuiÞt� d~xxdt�
Z
Qn

i

ð~ff a �~ff dÞ �~rr� d~xxdt

þ
Z
@Qn

i

ð~gaga � ~gdgdÞ �~nn� dsdtþ
Z
@Qn

i

gs ~rr� �~nn
h i�

dsdt ¼ 0 :
ð10Þ

Mit gs :¼ �ui � �ui½ �� ist der zus�tzliche Randterm bezeichnet, der sich durch die par-
tielle Hin- und R�ck-Integration unter der oben gemachten Voraussetzung ergeben hat.
F�r eine exakte L�sung ist dieser Term Null. Die geeignete Wahl der Fl�sse ist im Kapi-
tel 4 beschrieben. F�r eine konstante Testfunktion f�llt das Volumenintegral weg und
man erh�lt die Standardformulierung des Finite-Volumen-Verfahrens, was die Erhal-
tungseigenschaft des DG-Verfahrens zeigt.

Insbesondere f�r nichtlineare Flussfunktionen ben�tigt man noch eine Approxima-
tion der Integrale in (10). Eine �bliche Vorgehensweise ist hier die Anwendung der
Gauß-Quadratur-Formeln in Raum und Zeit und sieht f�r die einzelnen Terme wie
folgt aus:Z

Qn
i

ðuiÞt� d~xxdt �
XKG

k¼1

e!!kuið~��k; tnþ1Þ � ��ð~��kÞ �
XKG

k¼1

e!!kuið~��k; tnÞ � ��ð~��kÞ ;

Z
Qn

i

~ff a �~rr� d~xxdt �
XKG

k¼1

XMG

m¼1

e!!k!m
~ff aðuið~��k; �mÞÞ � ~rr��ð~��kÞ ;

Z
@Qn

i

~gaga �~nn� dsdt �
X

Sk�@Qi

XJk
G

j¼1

XMG

m¼1

�!!k
j !m ga

~nnðu	ð~��k
j ; �mÞÞ � ��ð~��k

j Þ :

ð11Þ

Die anderen werden analog approximiert. Hierbei sind die Raum-Zeit-Gaußpunkte f�r
die Volumenintegrale mit ð~��; �Þ 2 Qi � ½tn; tnþ1� und die zugeh�rigen Gewichte mit e!!; !
bezeichnet, f�r die Oberfl�chenintegrale schreiben wir ~�� k 2 Sk � @Qi und Gewichte �!!k,
Sk � @Qi, wobei �ber alle Kanten oder Seitenfl�chen Sk der Gitterzelle Qi aufsummiert
wird. Die Zahl der Volumen-Gauß-Punkte ist mit KG, die f�r die Oberfl�chen mit Jk

G be-
zeichnet. Um eine optimale Konvergenzordnung zu erhalten, muss die Anzahl dieser
Punkte so gew�hlt werden, dass die Gauß-Formeln exakt zumindest f�r die Approxima-
tion der Integrale von linearen Fl�ssen sind. Die Anzahl der Gauß-Punkte in der Zeit
wird mit MG bezeichnet und ist mindestens die halbe Zeitordnung des Verfahrens. Die
Terme ~gaga und ~gdgd bezeichnen den numerischen Advektionsfluss bzw. den numerischen
Diffusionsfluss.

Die Anzahl der Gauß-Punkte w�chst mit dem Grad der Polynome und der Ordnung
des Verfahrens stark an. Nehmen wir als Beispiel ein Hexaeder-Gitter und den Poly-
nomgrad N ¼ 4. Da zumindest die Produkte eines linearen Flusses und Testfunktion
exakt integriert werden m�ssen, ben�tigt man 5 Gaußpunkte in jeder Richtung. Das
macht in drei Raumdimensionen zusammen 125 Punkte f�r das Volumenintegral und
sechsmal 25 Punkte f�r die Fl�sse durch die Seitenfl�chen, also insgesamt 275 Flussaus-
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wertungen pro Gitterzelle. Durch eine Approximation l�sst sich dieser Aufwand jedoch
stark reduzieren. Bislang haben wir die Wahl der Basisfunktionen nicht genauer dis-
kutiert. Startet man mit der Monombasis, kann man durch die Gram-Schmidt Ortho-
gonalisierung eine orthonormale Basis konstruieren und erh�lt eine Diagonalmatrix als
Masse-Matrix. Um die n�herungsweise Integration effizient auszuf�hren, gehen wir
von dieser modalen zu einer nodalen Darstellung der N�herung �ber. Die nodale Basis
ergibt sich aus einer Menge von St�tzpunkten und den zugeh�rigen Lagrangen-St�tz-
polynomen. Den Fluss stellt man ebenso in dieser Basis dar. Es gen�gt dann, die modale
Steifigkeitsmatrix einmal in der Anfangsphase, etwa mit einer Gauß-Quadratur, zu be-
rechnen und abzuspeichern. Die Integration reduziert sich dann auf Matrix-Vektor-
Multiplikationen. F�r den Hexaeder und dem Polynomgrad p ¼ 4 gen�gen 50 Punkte
f�r das Volumenintegral, welche sich zudem so anordnen lassen, dass jeweils 17 auf den
Oberfl�chen liegen, so dass zur Berechnung aller Integrale 50 Flussauswertungen aus-
reichen. Nodale DG-Verfahren werden im Detail von Hesthaven und Warburton [21]
beschrieben, die nodale Integration f�r modale DG-Verfahren und eine Diskussion
g�nstiger Punkteverteilungen in [16].

3 Lokaler Pr�diktor

Die Ansatzfunktion und die Raum-Zeit-Variationsformulierung passen zun�chst nicht
zusammen. Werte an den Raum-Zeit-Gausspunkten im betrachteten Zeitintervall liegen
f�r t > tn nicht vor. Die Idee an dieser Stelle ist, N�herungswerte in einem Pr�diktor-
Schritt zu besorgen, und diese dann in die Variationsformulierung (11) einzusetzen. Um
das Verfahren explizit zu halten, starten wir in jedem Zeitschritt mit einem Pr�diktor,
der uns die Werte auf den ben�tigten Zeitlevel im Zeitintervall liefert. Im Rahmen von
FV-Verfahren wurde von Harten et al. in [20] eine solche Vorgehensweise f�r die ein-
dimensionalen Eulergleichungen vorgeschlagen, bei der eine Raum-Zeit-Taylor-Ent-
wicklung die ben�tigten Werte liefert. Auf unsere Situation �bertragen sieht dies wie
folgt aus:

uhð~xx; tÞ ¼ uhð~xxi; tnÞ þ
Xp

j¼1

1
j!
ðt� tnÞ @

@t
þ ð~xx�~xxiÞ � ~rr

� �j

uhð~xxi; tnÞ ; ð12Þ

wobei ~xxi den Schwerpunkt der Gitterzelle Qi bezeichnet. W�hrend die reinen Raum-
ableitungen zum alten Zeitpunkt tn aus dem vorliegenden Polynom einfach zu berech-
nen sind, machen alle Zeit- oder gemischten Raum-Zeitableitungen Schwierigkeiten.
Diese lassen sich jedoch sukzessive unter der mehrmaligen Benutzung der Evolutions-
gleichung berechnen. In Anlehnung an den ber�hmten Existenzbeweis f�r die L�sungen
von Anfangswertproblemen nach Cauchy und Kovalewsky wurde dies in [20] als die
Cauchy-Kowalevsky(CK)-Prozedur bezeichnet und wurde bis zum zweiten Term schon
beim Verfahren von Lax und Wendroff [25] benutzt, siehe auch die Verallgemeinerung
auf beliebige Ordnung und Raumdimension in [30].
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Die erste Zeitableitung ergibt sich direkt aus der Evolutionsgleichung (1) zu

ut ¼ �~rr �~ff aðuÞ þ ~rr �~ff dðu; ~rruÞ : ð13Þ
Evolutionsgleichungen f�r Ableitungen h�herer Ordnung erh�lt man durch weiteres
Differenzieren in der Form

@mþqþou
@xmyqto

¼ � @mþqþo

@xmþ1yqto�1 ð f
a
1 � f d

1 Þ �
@mþqþo

@xmyqþ1to�1 ð f
a

2 � f d
2 Þ : ð14Þ

Auf der rechten Seite treten dabei immer Zeitableitungen niederer Ordnung auf, so dass
man sukzessive die entsprechenden Zeit und Raum-Zeitableitungen berechnet. Der li-
neare Fall kann sehr allgemein auch f�r Systeme behandelt werden. Mit den Fl�ssen

f1 ¼ a u und f2 ¼ b u; ð15Þ
ergibt sich die Zeitableitung zu

ut ¼ �aux � buy: ð16Þ

F�r alle Ableitungen zweiter Ordnung wird diese Gleichung dann nach x, y und t abge-
leitet, was auf die Beziehungen

utx ¼ �auxx � buyx ; ð17Þ

uty ¼ �auxy � buyy ; ð18Þ

utt ¼ �auxt � buyt ð19Þ

f�hrt. Der n�chste Schritt ist somit die Berechnung von utx und uty nach (17) bzw. (18),
mit denen sich die Zeitableitung zweiter Ordnung aus (19) ergibt. So geht dies sukzessi-
ve weiter f�r die Ableitungen h�herer Ordnung. Die CK-Prozedur kann so in einem Re-
chenprogramm implementiert werden, dass nur die Eingabe der Funktionalmatrizen
und die Ordnung ben�tigt wird. Ergebnisse f�r die Maxwell-Gleichungen sind in [37],
f�r die Gleichungen eines elastischen Mediums in [13] gezeigt. Bei einem nichtlinearen
Fluss ist dies schwieriger und man ben�tigt Differenziationsregeln und Approximatio-
nen. In [12, 14] wird daf�r die verallgemeinerte Leibniz-Regel benutzt.

Im Pr�diktor werden keine Werte aus den benachbarten Gitterzellen benutzt. Er lie-
fert lediglich die innere zeitliche Entwicklung der N�herungsl�sung, die dann in die
DG-Variationsformulierung eingesetzt wird. Insofern kann man diesen ersten Schritt
auch als die Berechnung einer N�herungsl�sung betrachten, bei der das Cauchy-Pro-
blem innerhalb der Gitterzelle

ut þ ~rr �~ff aðuÞ ¼ ~rr �~ff dðu; ~rruÞ in Rd � ½0;�t� ;
uð~xx; 0Þ ¼ uið~xx; tnÞ 8~xx 2Rd

ð20Þ

gel�st wird. Dabei bezeichnet uið~xx; tnÞ das DG-Polynom der Gitterzelle Qi zum Zeit-
punkt tn, erweitert auf den ganzen Rd .

Die Taylorentwicklung (12) ist eine Approximation dieser L�sung. Es lassen sich
aber auch weitere M�glichkeiten einer N�herungsl�sung des Cauchy-Problems ange-
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ben. So kann als Pr�diktor auch ein Raum-Zeit-FE-Verfahren eingesetzt werden. Dabei
l�sst sich das implizite lokale Problem in einer Gitterzelle, bei dem nur Werte von innen
benutzt werden, schnell l�sen. Mit einem stetigen FE-Ansatz wurde dies von Dumbser
et al. in [10] ausgef�hrt. W�hrend die CK-Prozedur f�r jede Gleichung oder jedes Sys-
tem angepasst werden muss, ist dieser FE-Pr�diktor sehr allgemein. F�r Probleme mit
steifen Quelltermen kann man als Pr�diktor auch ein lokales DG-Raum-Zeit-Verfahren
ansetzen [11].

4 Numerische Fl�sse

Die hier vorgestellten Verfahren lassen Unstetigkeiten in den N�herungsl�sungen zu
und sind damit in der Lage, auch sehr starke Gradienten auf einem vorgegebenen Gitter
zu approximieren. Das Ganze kann allerdings nur dann eine sinnvolle L�sung, etwa im
Sinne von integralen Mittelwerten liefern, wenn Informationen �ber das Verhalten von
Unstetigkeiten in die numerischen Fl�sse eingebaut wird. F�r die Advektion war die
wesentliche Idee die von Godunov [19] im Jahre 1959.

4.1 Der Advektionsfluss

Godunov erkannte, dass er f�r die zeitliche Entwicklung einer einzelnen Unstetigkeit ei-
ne exakte L�sung angeben kann und benutzte diese, um den numerischen Fluss in ei-
nem Finite-Volumen-Verfahren zu bestimmen. Nehmen wir an, dass hinter und vor der
Unstetigkeit konstante Zust�nde sind, dann f�hrt dies auf ein sogenanntes Riemann-
problem

ut þ f ðuÞ� ¼ 0; uð�; 0Þ ¼ uþ; f €uur � > 0,

u�; f €uur � < 0,

�
ð21Þ

in Normalenrichtung. Die Koordinate � bezeichnet hier die Koordinate und f ðuÞ den
Fluss in Normalenrichtung. F�r eine konvexe Flussfunktion liegt im skalaren Fall eine
einfache L�sung vor: F�r ul > ur enth�lt die exakte L�sung einen Verdichtungsstoß, an-
dernfalls eine Verd�nnungswelle. Diese exakte lokale L�sung wird an der Sprungstelle
ausgewertet, in die Flussfunktion eingesetzt und �ber den Zeitschritt in der Zeit inte-
griert. Damit wird die lokale nichtlineare Wellenausbreitung mit in das Verfahren �ber-
nommen. Eine �bersicht der Konstruktion von FV-Verfahren f�r den skalaren Fall fin-
det man zum Beispiel in [27].

Immer dann, wenn das Riemannproblem gel�st werden kann, kann das Godunov-
Verfahren direkt auf andere Gleichungen oder Gleichungssysteme �bertragen werden.
Speziell f�r Systeme gibt es eine ganze Reihe von Verfahren, bei denen die L�sung des
Riemannproblems nur n�herungsweise berechnet wird und damit Rechenzeit gespart
werden kann. Eine gute �bersicht �ber unterschiedliche Flussberechnungen wird in
dem Buch von Toro [39] gegeben. Alle diese Flussberechnungen k�nnen direkt f�r DG-
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Verfahren �bernommen werden. Einen Vergleich von unterschiedlichen Flussberech-
nungen beim DG-Verfahren wurde zum Beispiel in [34] ausgef�hrt.

4.2 Der numerische Diffusionsfluss

Bei Diffusionsgleichungen f�hren unstetige Anfangsdaten sofort zu einer stetigen L�-
sung f�r t > 0. L�sst man unstetige N�herungen zu, dann muss dieses Verhalten konsis-
tent in den numerischen Fluss �bernommen werden. Bei den FV-Verfahren macht man
�blicherweise unter der Annahme der Stetigkeit eine Art Differenzenapproximation
�ber den Gitterzellenrand hinweg, was allerdings inkonsistent mit der Rekonstruktion
und der Idee von Godunov f�r die Advektionsterme ist. Es erfordert zudem, dass das
viskose Profil stetig �ber mehrere Gitterzellen aufgel�st werden muss. Diese Methode
l�sst sich auf DG-Verfahren nicht direkt anwenden. Wir beschreiben im Folgenden den
Ansatz in [17] und [29], welcher der Idee von Godunov folgt, die Behandlung der Diffu-
sionsterme konsistent mit der Finite-Volumen-Rekonstruktion vorschl�gt und wieder-
um auf DG-Verfahren direkt �bertragen werden kann.

Der K�rze halber beschr�nken wir uns auf das reine Diffusionsproblem

ut � ~rr � � ~rru
� �

¼ 0 ; ð22Þ

wobei der Diffusions-Koeffizient � ¼ �ð~xx; uÞ von der Raumvariablen und der L�sung
selbst abh�ngen darf. Die schwache Formulierung (10) vereinfacht sich in diesem Fall
zuZ
Qn

i

@
@t

ui� d~xxdtþ
Z
Qn

i

~ff d � ~rr� d~xxdt�
Z
@Qn

i

~gdgd �~nn� dsdtþ
Z
@Qn

i

gs ~rr� �~nn
h i�

dsdt ¼ 0 : ð23Þ

Zur Approximation der Fl�sse~ggd und gs in Richtung der Normalen auf einer Seitenfl�-
che der Gitterzelle wird die Rotationsinvarianz der Gleichung (22) ausgenutzt. An je-
dem St�tzpunkt der Quadraturformel wird der Gradient ~rru im ~��-Koordinatensystem,
welches in die Normal- und die Tangential-Richtung zeigt, dargestellt:

~rr~��u ¼ T ~rr~xxu : ð24Þ

Die erste Komponente � des~��-Systems zeige dabei in Richtung der nach außen gerichte-
ten Normalen der Oberfl�che. Unter Ausnutzen der Rotationsinvarianz

~ff dðu; ~rr~xxuÞ �~nn ¼ f d
1 ðu; ~rr~��uÞ f €uur alle ~nn 2Rd ð25Þ

erh�lt man

~ff dðu;r~xxuÞ �~nn ¼ �u� ¼: f d
~nn : ð26Þ

Das mehrdimensionale Problem kann somit auf ein eindimensionales Problem in Nor-
malenrichtung zur�ckgef�hrt werden. Ganz analog bekommt man f�r den numerischen
Fluss
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~ggd;sð�	; u	; ~rr~xxu	Þ �~nn ¼:~ggd;s
~nn ð�

	; u	; u	� Þ ; ð27Þ

wobei „�“ und „þ“ die Werte am Rand der Gitterzelle von innen bzw. außen bezeich-
net.

Wir betrachten zuerst den linearen Fall f�r die Diffusionsgleichung, wobei aber un-
stetige Koeffizienten zugelassen werden. Das Anfangswertproblem mit st�ckweise li-
nearen Anfangswerten und st�ckweise konstanten Diffusionskoeffizienten lautet

@
@t

v ¼ �ð�Þ @
2

@�2 v; vð�; 0Þ ¼
uþ þ � uþ� ; f €uur � > 0 ,

u� þ � u�� ; f €uur � < 0 ,

(

�ð�Þ ¼
�þ; f €uur � > 0 ,

��; f €uur � < 0 ,

� ð28Þ

welches wir das verallgemeinerte Riemannproblem f�r die Diffusion nennen. Die exakte
beschr�nkte L�sung dieses Anfangswertproblems wird im Folgenden benutzt, um einen
Diffusionsfluss zu definieren.

Die exakte L�sung erh�lt man zum Beispiel durch die Anwendung der Laplace-
Transformation. Diese wird f�r die rechte und die linke Seite getrennt angewandt, da-
nach werden die L�sungen zusammengesetzt. Bei der Kopplung setzen wir Kompatabi-
lit�tsbedingungen an der Stelle � ¼ 0 voraus: Beide L�sungen seien beschr�nkt und die
zusammengesetzte L�sung und der Fluss seien stetig. Dies ergibt eine eindeutige L�-
sung. Der Fluss der exakten L�sung an der Stelle � ¼ 0 wird zur�ck transformiert und
lautet

f dð0; tÞ ¼ ½u½ ��
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�þ��
pffiffiffiffiffi

�t
p
ð
ffiffiffiffiffiffi
�þ
p

þ ffiffiffiffiffiffi
��
p Þ

þ
ffiffiffiffiffiffi
�þ
p

f d�
~nn þ ffiffiffiffiffiffi

��
p

f dþ
~nnffiffiffiffiffiffi

�þ
p

þ ffiffiffiffiffiffi
��
p : ð29Þ

mit u½ �½ � :¼ uþ � u� und f d	
~nn ¼ �	u	�1

. Dieser Fluss ist bei t ¼ 0 singul�r, falls die An-
fangswerte unstetig sind. Das Zeitintegral �ber einen Zeitschritt existiert aber in der
Form eines uneigentlichen Integrals. Der Zeitmittelwert wird dann zur Definition der
numerischen Diffusionsfl�sse genommen:

gd
~nn :¼ 1

�t

Z�t

0

f dð0; tÞdt ¼ 2 u½ �½ �
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�þ��
pffiffiffiffiffiffi

�t
p ffiffiffi

�
p ð

ffiffiffiffiffiffi
�þ
p

þ ffiffiffiffiffiffi
��
p Þ

þ
ffiffiffiffiffiffi
�þ
p

f d�
~nn þ ffiffiffiffiffiffi

��
p

f dþ
~nnffiffiffiffiffiffi

�þ
p

þ ffiffiffiffiffiffi
��
p : ð30Þ

Den Fluss gs
~nn erh�lt man mit Hilfe des Wertes der L�sung des Riemannproblems (28) an

der Stelle � ¼ 0. F�r t! 0þ erh�lt man den Wert

uSk ¼ lim
t!0þ

vð0; tÞ ¼
ffiffiffiffiffiffi
�þ
p

uþ þ ffiffiffiffiffiffi
��
p

u�ffiffiffiffiffiffi
�þ
p

þ ffiffiffiffiffiffi
��
p ; ð31Þ

der dann zur Berechnung des Flusses

gs
~nn ¼ ðuSk � u�Þ����� : ð32Þ

eingesetzt wird.

JB 111. Band (2009), Heft 3 107

M. Dumbser, G. Gassner, C.-D. Munz: Discontinuous-Galerkin-Verfahren



Falls der Diffusionskoeffizient stetig ist, vereinfacht sich der ganze Ausdruck und
man erh�lt den Wert der L�sung an der Stelle � ¼ 0 als arithmetischer Mittelwert des
linken und rechten Zustands. Der numerische Diffusionsfluss (30) lautet dann

gd
~nn :¼

ffiffiffi
�
pffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�t�
p u½ �½ � þ 1

2
ð f d�
~nn þ f dþ

~nn Þ : ð33Þ

Mit dieser Vorarbeit ist die Verallgemeinerung auf den nichtlinearen Fall nicht sehr
schwierig. Im nichtlinearen Fall kann der Diffusionskoeffizient an dem �bergang von
einer Gitterzelle zur anderen springen. Da wir einen solchen Sprung schon ber�cksich-
tigt haben, k�nnen wir den linearen Fall durch die Definition

�	 :¼ �ðu	Þ und f d	
~nn :¼ f d

~nn ðu	Þ ð34Þ

und dem Einsetzen in (30) und (32) direkt �bertragen.
Dieser Diffusionsfluss wird beim FV-Verfahren aus der gleichen Rekonstruktion

wie der Advektionsfluss berechnet und wird als dGRP-Fluss (diffusive Generalized Rie-
mann Problem) bezeichnet. Im Rahmen eines FV-Verfahrens angewandt, hat er bei ei-
ner Rekonstruktion mit einem Polynom vom Grad p die Approximationsordnung p. Im
Vergleich zum Advektionsfluss ist dies eine Ordnung geringer. Dies kommt daher, dass
die L�sung des verallgemeinerten diffusiven Riemannproblems f�r diesen Fluss einmal
abgeleitet wird. Daher ist auch die L�sung des Riemannproblems mit st�ckweise kon-
stanten Anfangsdaten inkonsistent im Falle der Diffusion.

F�r DG-Verfahren wurden auch andere Flussberechnungen vorgeschlagen. So geht
eine Idee auf die Arbeit von Nitsche [32] im Jahre 1978 zur�ck, der f�r elliptische Diffe-
renzialgleichungen einen Strafterm f�r Unstetigkeiten einf�hrte. Dies wird heute SIP-
Verfahren (Symmetric Interior Penalty) bezeichnet und wurde von Arnold [1] detailliert
untersucht. Der dGRP-Fluss (33) hat eine ganz �hnliche Form wie der SIP-Fluss und
kann gewissermaßen als eine physikalische Begr�ndung dieses Flusses betrachtet wer-
den. Der dGRP-Fluss kann in der Form

gd
~nn :¼ �~		 u½ �½ � þ 1

2
ð f d�
~nn þ f dþ

~nn Þ ð35Þ

geschrieben werden, wobei ~		 ¼ 1ffiffiffiffiffiffiffiffi
�t��
p der Koeffizient des Strafterms ist. Der kleinst-

m�gliche Wert von ~		 kann durch Stabilit�tsbetrachtungen bestimmt werden, wie es in
[29] ausgef�hrt ist. Die Ableitung des SIP-Verfahrens aus der lokalen L�sung eines Rie-
mannproblems f�hrt auf einen neuen Weg der Verallgemeinerung auf Systeme. Kann
man eine �hnlichkeitstransformation zur Diagonalisierung der Diffusionsmatrix an-
wenden, dann entkoppelt sich das System der Diffusionsgleichungen und die skalare
Methode l�sst sich auf jede einzelne Gleichung anwenden. Die R�cktransfomation lie-
fert den numerischen Diffusionsfluss. Dies wird in Gassner et al. [17] im Detail beschrie-
ben und in [18] auf die Navier-Stokes-Gleichungen angewandt.
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5 Lokale Zeitschritte

5.1 Zeitschritt-Bedingung

Wie jedes explizite Verfahren f�r eine Advektions-Diffusions-Gleichung muss das DG-
Verfahren eine Stabilit�tsbedingung erf�llen, welche die Wahl der Zeitschritte ein-
schr�nkt. In unseren Rechnungen benutzen wir

1
�t
¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1

�t2
a
þ 1

�t2
d

s
; ð36Þ

wobei sich �ta und �td aus der Stabilit�tsbedingung f�r den hyperbolischen bzw. den
parabolischen Term berechnet. Diese ergeben sich aus einer linearen Stabilit�tsanalyse
f�r die eindimensionale Advektions-Gleichung bzw. die W�rmeleitungsgleichung, die in
[28,17,29] dokumentiert sind.

F�r die lineare Advektionsgleichung ergibt sich als Stabilit�tsbedingung

a �t
�x

< 
 ¼ 



2N þ 1
: ð37Þ

mit Werten von 

, welche von 1.0 f�r erste und zweite Ordnung leicht fallen und 0.55
f�r sechste Ordnung ist. Runge-Kutta-DG-Verfahren schneiden mit 

 ¼ 1 f�r jede Ge-
nauigkeitsordnung etwas besser ab. Dies ist vermutlich darauf zur�ckzuf�hren, dass
auf jedem internen Runge-Kutta-Level der Einfluss des Flusses zu den benachbarten
Gitterzellen berechnet wird und danach in das Volumenintegral eingeht. Das STE-DG
bleibt dagegen im gesamten Schritt lokal, was sich hier nachteilig auswirkt, aber einen
großen Vorteil bringt, auf den wir gleich zur�ckkommen.

Zun�chst noch die Zeitschrittbedingung f�r die Diffusion. Es ergibt sich auch hier
ein Stabilit�tsverhalten, bei dem die Stabilit�tsgrenze vom Polynomgrad N abh�ngt:

�
�t

�x2 �
�

ð2N þ 1Þ2
ð38Þ

mit � ¼ �ðNÞ. Die lineare Stabilit�tsanalyse in [17] zeigt f�r die Wahl von 	 in einem In-
tervall ½	min; 	max� die optimalen Stabilit�tsgrenzen. F�r kleinere Werte von 	 wird das
Verfahren instabil, f�r gr�ßere Werte von 	 muss der Zeitschritt reduziert werden.

Dass die Ordnung des Verfahrens in die Zeitschrittbeschr�nkung eingeht, erscheint
zun�chst als ein großer Nachteil der DG-Verfahren, da eine hohe Genauigkeitsordnung
kleine Zeitschritte erfordert, und l�sst damit die Effizienz der Verfahren hoher Ordnung
fraglich erscheinen. Allerdings ist die Aufl�sung bei einem DG-Verfahren nicht nur
durch die Gr�ße der Gitterzelle bestimmt, sondern auch durch den Grad der Polynome.
Mit hoher Ordnung kann so eine ganze Welle in einer Gitterzelle aufgel�st werden, wo-
f�r ein FV-Verfahren hoher Ordnung mindestens f�nf Gitterzellen ben�tigt. Die Auf-
l�sung bei DG-Verfahren ist proportional zu �x=N und dies ist die Gr�ße, welche in
der Stabilit�tsbedingung auftaucht.

JB 111. Band (2009), Heft 3 109

M. Dumbser, G. Gassner, C.-D. Munz: Discontinuous-Galerkin-Verfahren



Wir greifen etwas vor und zeigen in Abbildung 1 numerische Ergebnisse des DG-
Verfahrens und eines FV-Verfahrens, beide f�nfter Ordnung, f�r die Gasdynamik- oder
Eulergleichungen. Das Problem ist ein starker Verdichtungsstoß, der mit der Machzahl
10 gegen eine Wand unter dem Winkel 60� l�uft. Man erh�lt eine komplexe Stoßstruk-
tur, die Doppel-Machreflektion genannt wird und insbesondere eine instabile Scher-
str�mung enth�lt. Dies ist ein bekanntes anspruchsvolles Testbeispiel, welches zum ei-
nen die scharfe und monotone Aufl�sung von Stoßwellen zeigt und zum anderen die nu-
merische Dissipation, siehe Woodward und Collella [41]. Je kleiner die aufgel�sten
Strukturen in der Scherinstabilit�t sind, desto weniger numerische Dissipation enth�lt
das Verfahren. Abbildung 1 zeigt hier den Ausschnitt mit der Scherinstabilit�t. Die Auf-
l�sung der Ph�nomene ist auf beiden Bildern sehr �hnlich: Das DG-Verfahren schafft
dies auf einem Gitter mit Schrittweite h ¼ 1=120, das FV-Verfahren braucht viermal so
viel Gitterzellen.

Abbildung 1. Dichte-Konturlinien, links: DG-Verfahren mit h ¼ 1=120 und N ¼ 4, rechts: WEN-
FO-FV-Verfahren 5. Ordnung und h ¼ 1=480.

5.2 Der lokale Zeitschritt-Algorithmus

Jede lokale Wahl der Genauigkeitsordnung oder eine lokale Gitterverfeinerung, abh�n-
gig von den lokalen L�sungseigenschaften, wird im Allgemeinen den Zeitschritt im ge-
samten Rechengebiet verkleinern. Auch bei der Gittererzeugung eines unstrukturierten
Gitters treten oft kleine Gitterzellen auf, selbst wenn die Geometrie dies nicht verlangt,
die dann den Zeitschritt im ganzen Str�mungsgebiet bestimmen. Deshalb werden auch
f�r instation�re Probleme oft implizite Verfahren eingesetzt. Die Lokalit�t des vor-
gestellten STE-DG-Verfahrens legt eine v�llig neue Strategie nahe, wie man in der Zeit
vorw�rtsschreitet. Dabei kann jede Gitterzelle mit dem optimalen Zeitschritt vorw�rts
gehen.
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Betrachten wir eine Gitterzelle Qi mit dem augenblicklichen Zeitlevel tn
i . Die Frei-

heitsgrade sind im Vektor ~̂uûuun
i gespeichert. Die lokale Stabilit�tsbedingung (36) in Qi be-

stimmt den Zeitschritt �tn
i und das zuk�nftige Zeitlevel zu

tnþ1
i ¼ tn

i þ�tn
i : ð39Þ

Die Raum-Zeit-Gitterzelle lautet demnach Qn
i ¼ Qi � tn

i ; t
nþ1
i

� 	
. Die Evolutionsglei-

chung f�r die Freiheitsgrade hat wiederum die Form (10) mit der lokalen Definition der
Raum-Zeit-Gitterzelle. Um den Zeitschritt in einer Gitterzelle ausf�hren zu k�nnen,
m�ssen die Daten aller direkten Nachbarn zur Verf�gung stehen. Dies ist der Fall,
wenn

tnþ1
i � min tnþ1

j

n o
; 8j : Qj \Qi 6¼ ; ð40Þ

g�ltig ist. Die globale Zeitschleife wird somit ersetzt durch ein Suchen von Gitterzellen,
welche (40) erf�llen.

Wir beschreiben den Ablauf an dem Beispiel in Abbildung 2 mit drei nebeneinander
liegenden Gitterzellen und Start auf einem gemeinsamen Zeitlevel t0 ¼ 0. Nach Berech-
nung der lokalen Zeitschritte wird in jeder Gitterzelle der Raum-Zeit-Pr�diktor aus-
gef�hrt und es steht in jeder Gitterzelle Qi � ½t0

i ; t
1
i � mit i ¼ 1; 2; 3 eine vorl�ufige N�he-

rungsl�sung in der Form eines Raum-Zeit-Polynoms zur Verf�gung. Der Beitrag des
Volumenintegrals wird ausschließlich mit inneren Werten berechnet und kann direkt zu
den Freiheitsgraden addiert werden. Diese Situation liegt beim linken oberen Bild in
Abbildung 2 vor. In dem Beispiel erf�llt die mittlere Gitterzelle Q2 Bedingung (40). Es
werden die Fl�sse am rechten Rand und linken Rand von Q2 berechnet und deren Bei-
trag auf die Freiheitsgrade von Q2 addiert. Damit ist die N�herungsl�sung in Q2 zum
n�chsten Zeitpunkt t1

2 berechnet und die Freiheitsgrade werden in ûu~2 abgespeichert. Die
berechneten Fl�sse werden auch bei den benachbarten Gitterzellen ber�cksichtigt und
deren Beitrag zu den Freiheitsgraden addiert. Damit ist die Berechnung der neuen Wer-
te in Q2 beendet, es wird das neue Raum-Zeitpolynom in Q2 � ½t1

2; t
2
2� als Pr�diktor be-

rechnet und den Beitrag des Volumenintegrals addiert. Damit liegt die Ausgangsposi-
tion f�r den n�chsten Zeitschritt wieder vor und man ist in Abbildung 2 in der rechten
oberen Ecke angekommen.

Sind die Randwerte links und rechts der drei Gitterzellen vorgegeben, dann erf�llt
als N�chstes Q1 die Bedingung, um den Zeitschritt nach t1

1 auszuf�hren. F�r diese Git-
terzelle wurde schon ein Teil des Flusses nach Q2 berechnet. Es gen�gt somit, den feh-
lenden Teil zu berechnen und auf die Freiheitsgrade zu addieren – diese Situation ist im
linken unteren Bild von 2 gezeichnet. Wie zuvor wird der Fluss auch in der entsprechen-
den Nachbarzelle mit ber�cksichtigt.

Allgemein ist das Zeitintervall, in dem der Fluss zwischen zwei Elementen Qi und Qj

berechnet werden muss, durch

½t?ij ; tnþ1
i � ¼ ½maxðtn

i ; t
n
j Þ; tnþ1

i � ð41Þ

gegeben. Das Verfahren schreitet in der Zeit vorw�rts, indem Gitterzellen gesucht wer-
den, welche Bedingung (40) erf�llen. In den F�llen, in der sich benachbarte Zeitlevels
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Abbildung 2. Zeitlicher Ablauf mit lokalen Zeitschriften f�r drei Gitterzellen

nur um sehr wenig unterscheiden, werden die Zeitlevels synchronisiert, um Rechenzeit
einzusparen. Ganz analog wird f�r die Ausgabe von Daten eine Synchronisation durch-
gef�hrt.

Zur Demonstration der G�te und der Effizienz der lokalen Zeitschritte zeigen wir
numerische Ergebnisse f�r ein Testproblem, bei dem die kompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen mit Quellterm in zwei Raumdimensionen gel�st werden, siehe [18] f�r De-
tails. Das Rechengebiet ist in Abbildung 3 aufgezeichnet zusammen mit dem dem gr�bs-
ten Gitter aus 132 Gitterzellen und der ersten Verfeinerung. Es enth�lt Dreiecke, Vier-
ecke, h�ngende Knoten und Gitterzellen mit gekr�mmten Kanten an dem
kreisf�rmigen Hindernis. Auf einem solchen Gitter wird zur Zeit kaum ein anderes Ver-
fahren tats�chlich eine Approximation hoher Genauigkeitsordnung schaffen. Das Git-
ter wird verfeinert, indem bei jeder Verfeinerung ein Gitterelement in vier neue Elemen-
te unterteilt wird. Es werden bei den Rechnungen die gr�ßtm�glichen lokalen Zeit-
schritte benutzt.
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(a) 132 Zellen (level 0) (b) 528 Zellen (level 1)

Abbildung 3. Gr�bstes Gitter und erste Verfeinerungsstufe.

In Tabelle 1 ist die experimentelle Ordnung der Konvergenz des STE-DG- und des
RK-DG-Verfahrens mit globalem Zeitschritt f�r den Polynomgrad N ¼ 4 oder Ord-
nung 5 aufgezeichnet. Bei beiden Verfahren ergibt sich ungef�hr die Ordnung f�nf. Es
zeigt sich, dass bei diesem Beispiel die lokalen Zeitschritte eine große Effizienz liefern,
insbesondere auf dem feinsten Gitter. Dies ist nat�rlich auf die Unterschiede in der Gr�-
ße der Gitterzellen zur�ckzuf�hren. F�r Probleme, bei denen in bestimmten Bereichen
eine große Aufl�sung eingesetzt werden muss, ist ein Verfahren mit lokalen Zeitschrit-
ten �berlegen.

Gitter Freiheitsgrade L2ðU4Þ OL2 CPU½s� L2ðU4Þ OL2 CPU½s�

STE N = 4 RK N = 4

132 1980 1,02E – 02 – 6 8,89E – 03 – 16
528 7920 3,48E – 04 4,88 40 2,80E – 04 4,99 219

2112 31680 1,29E – 05 4,76 790 1,06E – 05 4,81 3713
8448 126720 4,13E – 07 4,96 8448 3,60E – 07 4,88 76251

Tabelle 1. Experimentelle Konvergenzordnung und Rechenzeiten des STE-DG- und des RK-DG-
Verfahrens.

6 Numerische Aeroakustik

Die linearisierten Euler-Gleichungen werden oft als ein mathematisches Modell f�r die
Ausbreitung akustischer Wellen im Str�mungsgebiet eingesetzt. Man erh�lt dieses Mo-
dell, wenn ein St�rungsansatz in die kompressiblen Str�mungsmechanikgleichungen
eingesetzt wird. Dabei ist der Zustand U0 ¼ ð�0;~vvT ; p0ÞT , um den linearisiert wird, die
zeitgemittelte L�sung der Str�mungssimulation: Dichte, Geschwindigkeit und Druck.
Die akustischen Quellterme werden durch die Str�mung bestimmt. Die linearisierten
Eulergleichungen haben die Form
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Ut þ ~rr � ~FFðUÞ ¼ Q; ð42Þ
mit dem Vektor der St�rungen der U ¼ ð�0; ð~vv 0ÞT ; p0ÞT und den zugeh�rigen Fl�ssen
~FF :¼ ðF1;F2;F3ÞT :¼ ðA

1
U ;A

2
U ;A

3
UÞT mit

A
1
¼

u0 �0 0 0 0
0 u0 0 0 1

�
0

0 0 u0 0 0
0 0 0 u0 0
0 p0 0 0 u0

0BBBB@
1CCCCA; A

2
¼

v0 0 �0 0 0
0 v0 0 0 0
0 0 v0 0 1

�
0

0 0 0 v0 0
0 0 p0 0 v0

0BBBB@
1CCCCA;

A
3
¼

w0 0 0 �0 0
0 w0 0 0 0
0 0 w0 0 0
0 0 0 w0

1
�

0
0 0 0 p0 w0

0BBBB@
1CCCCA: ð43Þ

Die Simulation, die hier vorgestellt wird, ist eine Berechnung der Schallerzeugung
und Ausbreitung im Einlauf der JT15D Turbine von MTU. Die Simulation ist eine so-
genannte hybride Berechnung des L�rms, bei der das Str�mungsfeld getrennt von der
Schallausbreitung berechnet wird. Der Str�mungsl�ser muss sehr kleine Strukturen
und starke Gradienten aufl�sen, w�hrend die glatten Schallwellen auf einem gr�beren
Gitter sehr gut mit einem Verfahren hoher Ordnung berechnet werden kann. Der Zu-
stand, um den linearisiert wurde, ist ein Zeit gemitteltes Str�mungsfeld. Die mittlere
Geschwindigkeiten entsprechen einem Startvorgang bei Machzahl 0.25 und bei 3:5� An-
stellung. Eine detaillierte Beschreibung findet sich in [33]. Die Geometrie ist in Abbil-
dung 4 dargestellt. Die Ausbreitung des L�rms wurde mit zwei unterschiedlichen nume-
rischen Methoden ausgef�hrt: Einem Differenzenverfahren und dem vorgestellten STE-
DG Verfahren, beide von vierter Ordnung genau.

Abbildung 4. Geometrie des Einlaufs des Turbinenwerks.
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Die Gitter des Differenzen-Verfahrens und des DG-Verfahrens sind in Abbildung 5
dargestellt. Dabei wurde wegen der �bersichtlichkeit in radialer und in axialer Rich-
tung nur jeder dritte Gitterpunkt gezeichnet. Das unstrukturierte DG-Gitter besteht
aus Tetraedern und ist lokal nahe in der N�he des gekr�mmten Randes verfeinert. Ei-
nen Schnitt durch das akustische Feld zu einem Zeitpunkt ist in Abbildung 6 festgehal-
ten. Man sieht, dass beide Methoden optisch etwa die gleiche Qualit�t der L�sungen lie-
fern. Es ergab sich maximal ein Unterschied von 2 dB an den in der Abbildung einge-
zeichneten Punkten. Die ben�tigte Rechenzeit, um eine Millisekunde in der
physikalischen Zeit zu berechnen, ist in Tabelle 2 f�r das Differenzen- und f�r das DG-
Verfahren aufgef�hrt. Es zeigt sich, dass die Rechenzeiten in einem Zeitschritt pro Frei-
heitsgrad ziemlich �hnlich sind – mit leichten Vorteilen f�r das DG-Verfahren. Das Dif-
ferenzenverfahren kann allerdings gr�ßere, von der Ordnung fast unabh�ngige Zeit-
schritte ausf�hren. Auf der anderen Seite hat man bei dem DG-Verfahren das
unstrukturierte flexible Gitter mit der M�glichkeit der lokalen Zeitschritte und eine
deutlich schnellere Gittererzeugung.

Abbildung 5. Block-strukturiertes Chimera-Gitter (links) und unstrukturiertes Tetraeder-Gitter
(rechts).

Abbildung 6. Schallfeld des Differenzen-Verfahrens (links) und des DG-Verfahrens (rechts).
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Methode Freiheitsgrade Gitterzellen Ordnung CPUh=ms

Differenzen-Verfahren 5 469 928 5 469 928 N 4 6.30
DG-Verfahren 2 466 080 123 304 E 4 2.15

Tabelle 2. Rechenzeitvergleich.

7 Kompressible Navier-Stokes Gleichungen

Die dreidimensionalen kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen sind die Gleichun-
gen f�r eine kompressible Str�mung und lauten in der Flussformulierung

Ut þ ~rr � ~FFaðUÞ � ~rr � ~FFdðU ; ~rrUÞ ¼ S ; ð44Þ
wobei U ¼ ð�; �v1; �; v2; �v3; �eÞT der Vektor der Erhaltungsgr�ßen ist und ~FFa :¼
ðFa

1 ;F
a
2 ;F

a
3 Þ

T der Zeilenvektor mit den Advektionsfl�ssen. Die linken Seite mit einer
verschwindenden rechten Seite nennt man auch die Eulergleichungen oder die Glei-
chungen der Gasdynamik. Die Komponenten der Eulerfl�sse in x-; y- und z-Richtung
lauten

FlðUÞ ¼

� vl

� v1vl þ �1l p
� v2vl þ �2l p
� v3vl þ �3l p
� evl þ p vl

0BBBB@
1CCCCA; l ¼ 1; 2; 3 : ð45Þ

Dies ist die �bliche Bezeichnung der Gr�ßen: �,~vv ¼ ðv1; v2; v3ÞT , p und e bezeichnen die
Massendichte, den Geschwindigkeitsvektor, den Druck, und die spezifische Gesamt-
energie. Die Eulergleichungen werden ein geschlossenes System durch eine Zustands-
gleichung, die wir hier f�r ein ideales Gas formulieren:

p ¼ �RT ¼ ð � 1Þ�ðe� 1
2
~vv �~vvÞ; und e ¼ 1

2
~vv �~vvþ cvT ð46Þ

mit der spezifischen Gaskonstante R ¼ cp � cv, dem Adiabatenexponenten  ¼ cp
cv

und
den spezifischen W�rmen cp; cv, die als konstant vorausgesetzt werden.

Die Diffusionsterme auf der rechten Seite sind ebenso in der Flussformulierung
~FFd :¼ ðFd

1 ;F
d
2 ;F

d
3 Þ

T geschrieben:

Fd
l ðU ; ~rrUÞ ¼

0

�1l

�2l

�3lP
j �ljvj � ql

0BBBBBB@

1CCCCCCA; l ¼ 1; 2; 3; ð47Þ

wobei �ij die Komponenten des Reibungstensors
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� :¼ �ð~rr~vvþ ð~rr~vvÞT � 2
3
ð~rr �~vvÞIÞ ð48Þ

und~qq ¼ ðq1; q2; q3ÞT den W�rmefluss

~qq :¼ �k~rrT mit k ¼ cp�

Pr
ð49Þ

bezeichnet. Der Reibungskoeffizient � und die Prandtl-Zahl Pr werden als konstant vo-
rausgesetzt, S ist ein Quellterm.

7.1 Umstr�mung einer Kugel

Die Kugel hat einen Radius von r ¼ 1 mit Mittelpunkt~xx0 ¼ ð0; 0; 0ÞT und befindet sich
in einer Anstr�mung mit Machzahl M ¼ 0:3. Die Reibung mit einer Reynoldszahl
Re ¼ 300 ergibt eine Umstr�mung der Kugel ohne Turbulenz. Das Rechengebiet reicht
von x1 ¼ �20 bis x1 ¼ 100 und x2; x3 ¼ 	50. Um das Vernetzen zu vereinfachen, wur-
de ein Block-unstrukturiertes Konzept verwendet. Ein Block mit der Kantenl�nge 4 di-
rekt um die Kugel wurde mit Prismen und Tetraeder vernetzt, wobei die typische Gitter-
zellengr�ße h � 0:1 gew�hlt wurde. Zudem wurden direkt an der Kugeloberfl�che Git-
terzellen mit gekr�mmten Fl�chen verwendet. Um die von Karman Straße aufzul�sen
wurden Hexaeder mit typischer Kantenl�nge h ¼ 0:5 gew�hlt. Nahe der Kugel wurden
dann Hexaeder der Gr�ße h � 3 und und etwas weiter weg Hexaeder der Gr�ße h � 10
eingesetzt. Insgesamt ergeben sich so 30250 Gitterzellen. Ein Schnitt durch das Gitter
mit der Ebene ~nnplane ¼ ð0; 1; 0ÞT ist in Abbildung 7 gezeichnet. Detaillierte Ansichten
des Gitters in der Kugeln�he sind in Abbildung 8 dargestellt. Zur Berechnung wurden
Polynome mit Polynomgrad 4 verwendet. Die Gesamtanzahl an Freiheitsgraden pro
physikalische Variable ergibt sich damit zu 1058750. In Abbildung 9 ist die Struktur der
sich abl�senden Wirbel nach dem �2-Kriterium gezeigt.

Abbildung 7.
Visualisierung des gesamten
Rechengitters.
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Abbildung 8. Detail-Ansichten des Rechengitters.

Abbildung 9: �2 Iso-Oberfl�chen.

Die Koeffizienten f�r den Widerstand, die Amplituden der Oszillationen und die
Strouhalzahl stimmen sehr gut mit denen in Tomboulides [38] und Johnson und Patel
[23] �berein, die sie in einer Simulation mit den inkompressiblen Navier-Stokes-Glei-
chungen erzielten.

7.2 Erdgaseinspritzung

Eine große Herausforderung f�r die numerische Simulation ist die Erdgaszuf�hrung
und die Vermischung mit der angesaugten Luft in einem Erdgas angetriebenen Fahr-
zeugmotor. Das Erdgas wird hier in die Luftstr�mung in einem d�nnen Strahl mit
�berschallgeschwindigkeit eingebracht. Eine schematische Skizze ist in Abbildung 10
aufgezeichnet. Der �berschallstrahl erzeugt L�rm, der diese Motoren lauter als die ent-
sprechenden Benzinmotoren macht. Insofern ist in diesem Problem nicht nur die reine
Str�mung interessant, sondern auch L�rmentstehung und Ausbreitung und m�gliche
Maßnahmen zur L�rmreduktion. Die Machzahl der Einstr�mung mit Ma ¼ 1; 4 in Zu-
sammenhang mit den kleinen Abmessungen der D�se machen die numerische Simula-
tion sehr aufw�ndig. Die Anfangswerte der Simulation lauten
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T ¼ 220 K ; R ¼ 287:058 J
kgK

; u; v;w ¼ 0:0 m
s ; p ¼ 1:0 bar ; ð50Þ

die Einstr�mung hat die Werte

u ¼ 500 m
s ; p ¼ 2:8 bar; ð51Þ

Eine zeitgemittelte Simulation mit einem Turbulenzmodell ist f�r den gesamten Vor-
gang m�glich. Diese enth�lt dann aber nicht den Vorgang des �ffnens des Ventils. Die
durch das �ffnen entstehende erste Druckwelle wird aber wesentlich zum L�rm beitra-
gen, sie wird durch das Rohr laufen und dort an den W�nden und an der Lufteinstr�-
mung reflektiert mit dem augebildeten Strahl wechselwirken. Insofern ist der gesamte
Vorgang instation�r. Eine instation�re Simulation mit einem h�herwertigen Turbulenz-
modell l�sst sich mit den bestehenden Rechenprogrammen wegen des hohen Rechen-
aufwandes von mehreren Wochen selbst auf Hochleistungsrechnern nicht ausf�hren.
Hier m�chten wir das STE-DG-Verfahren mit sehr flexiblen Gitter einsetzten, sehr klei-
ne Gitterzellen am Gasstrahl und große in der sich wenig �ndernden Luft-Querstr�-
mung. Die M�glichkeit der lokalen Zeitschritte sollte hier einen großen Vorteil bringen.
Bislang gerechnet wurde allerdings lediglich die D�seneinstr�mung des Erdgases im
�berschall ohne Rohr und Querstr�mung.

Abbildung 10. Schematische Darstellung der Erdgas-Einspritzung.

Um das Rechengebiet wurde ein sogenannter Sponge-Layer positioniert, in dem
akustische Wellen ged�mpft werden, um so gr�ßere Reflexionen zu vermeiden. In der
Abbildung 11 ist die Dichteverteilung gezeichnet. Man sieht, dass es neben der Druck-
welle durch den Einschaltvorgang vor allem zwei Bereiche gibt, in denen akustische
Wellen entstehen und sich ausbreiten. Hochfrequenter L�rm entsteht direkt an der Ein-
str�md�se, des weiteren wird L�rm durch die großen entstehenden Wirbel und durch
deren Zerfall erzeugt. In Zusammenarbeit mit der Robert Bosch GmbH wurde dieses
Problem im Rahmen der Doktorarbeit [36] experimentell und numerisch untersucht.
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Abbildung 11. Dichteverteilung des �berschallstrahls, rechts vergr�ßerter Ausschnitt der Str�-
mung an der Einstr�md�se.

8 Zusammenfassung und Ausblick

Die wesentliche Eigenschaft der vorgestellten Klasse von Verfahren und allgemein von
DG-Verfahren ist die Approximation hoher Ordnung in Raum und Zeit auf sehr all-
gemeinen unstrukturierten Gittern. Die DG-Verfahren liefern in praktischen Rechnun-
gen tats�chlich die theoretische Voraussage und k�nnen f�r die Simulation von realen
Anwendungen weitaus effizienter sein als bisherige Verfahren, insbesondere wenn eine
hohe Genauigkeit der Ergebnisse gefragt ist. Der große Rechenaufwand pro Gitterzelle
ließ sich in den letzten Jahren deutlich reduzieren, so dass diese Verfahren inzwischen
mit den Finite-Volumen-Verfahren konkurrieren k�nnen. Es gibt sicherlich noch eine
ganze Reihe von Aspekten, die noch nicht vollst�ndig gekl�rt sind. So werden im Rah-
men des EU-Projekts „ADIGMA – Adaptive High Order Variational Methods for Ae-
rospace Applications“, in dem 22 Partner von Universit�ten, Forschungseinrichtungen
und der Luftfahrtindustrie von zehn L�ndern zusammenarbeiten, untersucht, inwieweit
die DG-Verfahren f�r k�nftige industrielle Anwendungen in der Luftfahrt geeignet
sind. Robustheit, insbesondere bei der Approximation starker Gradienten, ist dabei
noch ein Problem, welches nicht zufriedenstellend gel�st ist.

Das beschriebene explizite DG-Verfahren ist ein Kandidat f�r die Simulation von
zeitabh�ngigen Problemen, insbesondere f�r die Simulation turbulenter Str�mungen in
komplexen Geometrien mit h�herwertigen Turbulenzmodellen. Die lokale zeitgenaue
Schrittweitensteuerung in Kombination mit dem expliziten Verfahren sollte insbesonde-
re f�r Str�mungssimulationen mit lokaler unterschiedlicher Aufl�sung sehr effizient
sein. Wir haben in diesem Beitrag nichts �ber die adaptive Steuerung der Ordnung und
des Gitters geschrieben. Zur Zeit betrachten wir den Sprung des numerischen und des
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Flusses berechnet mit den inneren Werten. Ist dieser Sprung zu groß, muss die Auf-
l�sung verbessert werden und die Ordnung wird erh�ht. F�hrt dies nicht zu einer Re-
duktion des Sprunges, dann wird die Gitterzelle unterteilt. Das explizite DG-Verfahren
erscheint uns auch im Hinblick auf die k�nftigen Many-Core Prozessoren auf Parallel-
rechnern als sehr effizient, da pro Gitterzelle viel Rechenaufwand mit relativ wenig Da-
ten anf�llt.
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Geomathematics – role, aims, potential.

W�hrend der letzten Dekaden wurden die Geowissenschaften und das Geoingenieurwe-
sen durch zwei wesentliche Szenarien beeinflusst: Zum einen hat der technologische
Fortschritt vollst�ndig die Beobachtungs- und Messtechniken ver�ndert, zum andern
gibt es ein wachsendes �ffentliches Interesse an der Zukunft unseres Planeten, seines
Klimas, seiner Umwelt und an dem erwarteten Rohstoffmangel. Beide Aspekte erfor-
dern den starken Bedarf neuer und innovativer mathematischer Strukturen, Hilfsmittel
und Methoden, d. h. Geomathematik. Die vorliegende Note stellt einen Versuch dar,
Geomathematik in ihrer Rolle, ihren Aufgaben und ihrem Potenzial zu beschreiben.

During the last decades, geosciences and geoengineering were influenced by two essen-
tial scenarios: on the one hand technological progress has changed completely the
observational and measurement techniques, on the other hand there is a growing public
concern about the future of our planet, its climate, its environment, and about the
expected shortage of natural resources. Both aspects demand the strong need for new
and innovative structures, tools and methods, i.e., geomathematics. The present note
represents an attempt to describe geomathematics in its role, its aims, and its potential.
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1 Einleitung

Auf die Anfrage, das Herausgebergremium einer k�nftigen Zeitschrift „Geomathema-
tics (GeM)“ zu komplettieren, entgegnete ein bekannter deutscher Geophysiker: „Bei
allem Respekt, aber warum noch ein Journal? Und f�r Geomathematik (Was ist das
�berhaupt?) brauchen wir meiner Meinung nach bestimmt kein neues Journal!“ Vor
diesem Hintergrund lautete meine knapp gehaltene Antwort: „Geophysik ist doch eine
Tochterwissenschaft der Physik. Meinem Kenntnisstand nach unterscheidet sie sich
von den anderen physikalischen Disziplinen durch ihre Beschr�nkung auf bestimmte
Untersuchungsobjekte, eben die von geowissenschaftlichem Charakter. Warum sollte
also der Mathematik verwehrt bleiben, was die Physik schon seit Emil Wiecherts Zeit
Ende des 19. Jahrhunderts als ihr kanonisches Recht ansieht?“ Ich weiß nicht, ob diese
dem Inhalt nach mehr formelle Antwort meinen Kollegen zu �berzeugen vermochte.
Mich selbst veranlasste seine Frage zu einer breiteren und offensiveren Darstellung mei-
ner Meinung, dass es heutzutage – mehr denn je – gewichtige Gr�nde f�r einen wohl-
definierten Platz der Geomathematik als Tochter der Mathematik und gleichzeitig der
Geowissenschaften gibt. Die Gr�nde erkl�ren sich zum einen intrinsisch aus dem Selbst-
verst�ndnis der Mathematik, zum anderen verstehen sie sich aus der besonderen gegen-
w�rtigen Situation der Geowissenschaften. Im Folgenden will ich meine Gesichtspunkte
n�her darlegen. Meine Wunschvorstellung w�re es, nicht nur unseren Geophysiker,
sondern ein breites Publikum zu �berzeugen: „Geomathematik, das ist was! Sie besitzt
ihr ad�quates Forum innerhalb der Mathematik, sie hat ihren vollwertigen Platz inner-
halb der Geowissenschaften!“.

2 Geomathematik als Kulturgut

Geomathematik kann man nur gerecht werden, wenn ihre historische Bedeutung kurz
beleuchtet wird. Den �ltesten schriftlich �berlieferten Zeugnissen nach ist Mathematik
hervorgegangen im sumerischen Babylon aus den praktischen Aufgaben des Messens,
Z�hlens und Rechnens zur Feldbewirtschaftung und Vorratshaltung. Ihre erste Bl�te
erlebte die mit geowissenschaftlich relevanten Fragen befasste Mathematik in der An-
tike, z. B. mit der Berechnung des Erdradius durch den Alexandriner Eratosthenes
(176 –195 v. Chr.). Von den Arabern ist etwa f�r das Jahr 827 n. Chr. eine nordwestlich
von Bagdad ausgef�hrte Gradmessung �berliefert. Weitere Schl�sseletappen geomathe-
matischer Forschung f�hren uns �ber den Orient ins abendl�ndische Mittelalter und die
Neuzeit. N. Kopernikus (1473– 1543) gelingt der �bergang vom geozentrischen Welt-
system des Ptolem�os zum heliozentrischen System. J. Kepler (1571– 1630) findet die
Gesetze der Planetenbewegungen. Weitere Meilensteine aus historischer Sicht sind z. B.
die Begr�ndung der Lehre des Erdmagnetismus durch W. Gilbert (1544– 1608), die Ent-
wicklung von Triangulationsmethoden bei Gradnetzbestimmungen durch T. Brahe
(1547– 1601) und W. Snellius (1580– 1626), die Fallgesetze des G. Galilei (1564– 1642)
und die Grundz�ge der Ausbreitung von Erdbebenwellen durch C. Huygens (1629–
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1695). Die vom Engl�nder I. Newton (1643– 1727) formulierten Gravitationsgesetze
machen klar, dass die Erdanziehungskraft (auch Schwere genannt) mit der Entfernung
von der Erde abnimmt. Im 17. und 18. Jahrhundert �bernimmt Frankreich eine wesent-
liche Rolle durch die Gr�ndung der Akademie in Paris (1666). Erfolgsetappen sind die
Theorie des isostatischen Ausgleichs der Massenverteilung in der Erdkruste durch P.
Bouguer (1698– 1758), die Berechnung der Erdfigur, insbesondere der Polabplattung,
durch P.L. Maupertuis (1698– 1759) und A.C. Clairaut (1713– 1765) sowie die Entwick-
lung des Kalk�ls der Kugelfunktionen durch A.M. Legendre (1752– 1833) und P.S. La-
place (1749– 1829). Das 19. Jahrhundert ist wesentlich gepr�gt durch das Werk von
C.F. Gauß (1777– 1855). Besonders hervorzuheben sind die Berechnung der ersten
Fourierkoeffizienten der Kugelfunktionsentwicklung des Erdmagnetfeldes, die Hypo-
these elektrischer Str�me in der Ionosph�re sowie die Definition der Niveaufl�che des
Geoids (der Begriff „Geoid“ stammt allerdings vom Gauß-Sch�ler J.B. Listing
(1808– 1882)). Ende des 19. Jahrhunderts wurde die Grundidee der Dynamotheorie in
der Geomagnetik durch B. Stewart (1851– 1935) geboren, u.v.a. Diese unvollst�ndige
(nicht einmal das letzte Jahrhundert enthaltende) Liste zeigt bereits, dass historisch ge-
sehen Geomathematik eine der großen Errungenschaften der Menschheit ist.

3 Geomathematik als Aufgabe und Ziel

Geomathematik aus heutiger Sicht widmet sich den qualitativen und quantitativen Ei-
genschaften der aktuell vorhandenen oder m�glichen Strukturen unseres Erdsystems.
Sie ist Garant und Patin zugleich f�r den Begriff von Wissenschaftlichkeit in der Erdsys-
temforschung. Das System Erde besteht dabei aus einer Anzahl von Elementen, die
selbst wieder Systeme darstellen (vgl. z. B. [6]). Die Komplexit�t des Gesamtsystems Er-
de wird bestimmt durch interagierende physikalische, biologische und chemische Pro-
zesse, die Energie, Material und Information transformieren und transportieren. Es ist
gekennzeichnet durch nat�rliche, soziale und �konomische Prozesse, die zur gegenseiti-
gen Beeinflussung f�hren. Folglich ist f�r ein Verstehen ein simples Ursache-Wirkungs-
denken v�llig ungeeignet. Erforderlich ist ein Denken in dynamischen Strukturen und
das Bewusstsein multipler, unvorhergesehener, sicherlich auch manchmal uner-
w�nschter Effekte bei Eingriffen. Inh�rente Vernetzungen m�ssen erkannt und genutzt
werden, Selbstregulierung ist zu beachten. Alle diese Aspekte machen eine Mathematik
unabdingbar, die mehr als eine Ansammlung von Theorien und numerischer Verfahren
sein muss. Die sich den Geowissenschaften widmende Mathematik, d. h. Geomathema-
tik, ist ihrem Wesen nach nichts anderes als die Organisation der Komplexit�t des Sys-
tems Erde. Dazu geh�ren anschauliches Denken zur Verdeutlichung abstrakter komple-
xer Sachverhalte, richtige Vereinfachung der komplizierten Interaktionen, ein angemes-
senes mathematisches Begriffssystem zur Beschreibung und die Genauigkeit im Denken
und Formulieren. Geomathematik wird somit zur Schl�sselwissenschaft des komplexen
Systems Erde. Wo immer es Daten und Beobachtungen gibt, z. B. bei den diversen ska-
laren, vektoriellen und tensoriellen Clustern von Satellitendaten, wird es mathematisch
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(vgl. [14]). Statistik dient z. B. der Entrauschung, konstruktive Approximation der
Komprimierung und Auswertung, spezielle Ansatzsysteme von Funktionen geben geo-
relevante graphische und numerische Darstellungen – dies alles mit mathematischen Al-
gorithmen.

Geomathematik hat als spezifische Aufgabe, eine Br�cke zwischen der mathemati-
schen Theorie und der geotechnischen Anwendung zu spannen. Der besondere Reiz die-
ser Tochter der Mathematik begr�ndet sich daher im regen Gedankenaustausch zwi-
schen der mehr an Modellbildung, theoretischer Fundierung und approximativer sowie
numerischer Problembew�ltigung interessierten Gruppe angewandter Mathematiker
und der mehr mit Messtechnik, Methodik der Datenanalyse, Implementation von Rou-
tinen und Software-Anwendung vertrauten Gruppe der Geoingenieure und -physiker.
Das Spektrum moderner Geowissenschaften, welches im Fokus der Geomathematik
(vgl. Abbildung 1) steht, ist nicht zuletzt wegen immer st�rker werdender Beobach-
tungsdiversit�t breit gef�chert. Gleichzeitig vergr�ßert sich der „Kasten“ mathemati-
scher Werkzeuge. Eine Besonderheit liegt darin, dass Geomathematik sich vornehmlich
mit jenen Gebieten der Erde befasst, die f�r direkte Messungen nur unzureichend oder
(auch durch Fernerkundungsmethoden) nicht zug�nglich sind. Inverse Methoden zur
mathematischen Auswertung sind dann unumg�nglich. Diese laufen meist darauf hi-
naus, dass ein physikalisches Feld nahe der Erdoberfl�che ausgemessen wird, um es
dann mit mathematischen Methoden in die interessierenden Tiefen- und H�henbereiche
fortzusetzen („downward and upward continuation“).

Abbildung 1. Geomathematik, ihr Fachspektrum und ihre Werkzeuge.

4 Geomathematik als Querschnittswissenschaft

Einmal mehr sollte festgehalten werden, dass heute der Computer und die Messtechnik
zu einer explosionsartigen Ausbreitung von Mathematik in fast allen Bereichen der Ge-
sellschaft gef�hrt haben. Die Mathematik als Querschnittswissenschaft durchzieht fast
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alle Bereiche unseres Lebens. Als Folge steht Mathematik in enger Wechselwirkung mit
nahezu allen Wissenschaften bis hin zur Medizin und Teilen der Geisteswissenschaften
(Mathematisierung der Wissenschaften). Der Einsatz des Computers bef�higt zur Be-
handlung komplizierter Modelle zu realen Datens�tzen. Modellierung, Berechnung und
Visualisierung f�hren zu zuverl�ssigen Simulationen von Prozessen und Produkten.
Mathematik ist dabei der „Rohstoff“ der Modelle und das Wesen jeder Computersimu-
lation; sie bildet den Mittler (d. h. die Schl�sseltechnologie), um die Bilder der realen
Welt in Modelle der virtuellen Welt umzusetzen und umgekehrt (f�r weitere Ausf�hrun-
gen sei z. B. auf [19], [4] verwiesen).

Die besondere Rolle der Mathematik als Querschnittswissenschaft wird in den letz-
ten Jahren von Technik, Wirtschaft und Handwerk zunehmend anerkannt. Dieser Pro-
zess hat aber auch R�ckwirkungen auf die Mathematik selbst. Neue mathematische
Fachrichtungen wie Wissenschaftliches Rechnen (Scientific Computing), Finanz- und
Wirtschaftsmathematik, Technomathematik, Biomathematik und eben auch Geo-
mathematik haben sich den traditionellen hinzugesellt. Die Querschnittseigenschaft im-
pliziert auch den fach�bergreifenden Charakter des Mathematikunterrichts (vgl. die ex-
zellente Darstellung [22]). Beziehungen und Bez�ge zu den anderen Disziplinen (ins-
besondere zur Informatik, Physik, Chemie, Biologie, aber auch zur �konomie und
Geographie) werden zusehends wichtiger, interessanter und ausbauf�higer. Die Pro-
blemfelder der Mathematik werden anschaulich, beobachtbar, visualisierbar. Dies gilt
unzweifelhaft und selbstverst�ndlich auch f�r das System Erde.

5 Geomathematik als Herausforderung

F�r Wissenschaft und Technik war das vergangene 20. Jahrhundert eine Zeitspanne mit
zwei v�llig verschiedenen Gesichtern f�r Forschung und ihre Folgen. Die ersten zwei
Drittel dieses Jahrhunderts waren gepr�gt vom Aufbruch in eine unersch�pflich schei-
nende Zukunft von Wissenschaft und Technik, sie waren gekennzeichnet von einem un-
bedingten Glauben an den technischen Fortschritt, der schließlich alles erreichbar
macht. Bis in die 60er Jahre glaubte der Mensch, zum Herrscher �ber die Erde gewor-
den zu sein (beachte, Beherrschen wird auch in den Geowissenschaften synonym f�r
Verstehen gebraucht). Wegeners Drifttheorie ließ uns die Plattentektonik verstehen,
Arktis und Antarktis wurden in das Blickfeld geowissenschaftlicher Forschung ger�ckt,
der Mensch begann mit Satelliten den Weltraum zu erobern und damit zum ersten Mal
in seiner Geschichte die Erde global ausmessbar zu machen etc. Im letzten Drittel des
vergangenen Jahrhunderts keimte dann tiefe Skepsis, ob der wissenschaftliche und tech-
nische Fortschritt uns wirklich vorangebracht hatte und ob das Erreichte in seinen Aus-
wirkungen verantwortbar war. Als Folge des vom Club of Rome vorhergesagten
Schreckgespensts Rohstoffmangel (�l- und Gasreserven) wurde w�hrend der 70er Jahre
die geologisch-geophysikalische Lagerst�ttenerkundung angekurbelt (vgl. [13]). Mehr
noch, die letzten beiden Dekaden des Jahrhunderts weiteten den Blick f�r die globalen
Probleme des Umgangs mit Klima und Umwelt. Das Bewusstsein wurde gesch�rft f�r
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die Gefahren durch Naturgewalten, von Erdbeben und Vulkanausbr�chen bis zur Tem-
peraturentwicklung und zum Ozonloch. Der Mensch vergegenw�rtigte sich seines Le-
bensraums. In der Tat ist die (von Ozeanographen manchmal ge�ußerte) Vorstellung
nicht abwegig, die Erde sei eine vom Regen feuchte Kartoffel (vgl. Abbildung 2). Der
feuchte Film auf dieser Kartoffel, vielleicht einen Bruchteil von einem Millimeter dick,
ist der Ozean. Die gesamte Atmosph�re, die das Wetter- und Klimageschehen beher-
bergt, ist nur unwesentlich dicker. Flache, aus dem Wasserfilm herausragende Verbeu-
lungen w�ren die Kontinente. Das gesamte menschliche Leben spielt sich in einem sehr
kleinen Außenschalenbereich (von wenigen Kilometern in der Vertikalausdehnung) ab.
Der an sich hervorragende Vergleich mit der Kartoffel beinhaltet jedoch nicht explizite
Information �ber Gravitation, Magnetfeld, Deformation, Wind- und W�rmevertei-
lung, ozeanische Str�mung, innere Strukturen etc.

Abbildung 2. Kartoffel „Erde“ (links), die Dimension der Erde (Mitte), der Lebensraum des
Menschen (rechts).

In unserem 21. Jahrhundert scheinen nun die Geoprobleme die wissenschaftlichen
Programme und L�sungsvorschl�ge zu �berrollen. Die Frage scheint angebracht und
dringlich: „Was vertr�gt unsere Erde noch?“ Tats�chlich gibt es eine Vielzahl an tief-
greifenden Ver�nderungen in den letzten Dekaden, z. B. Artenverlust, Klimawandel,
W�stenbildung, Meeresstr�mungen, Atmosph�renzusammensetzung, �bergang des
Magnetfeldes von der Dipolstruktur zum Quadrupolfeld usw., die sich dramatisch be-
schleunigt haben. Hauptursachen f�r die Mehrzahl dieser Ph�nomene sind ungebrems-
tes Wachstum in der Industriegesellschaft (Bev�lkerung, Konsum, Ressourcenver-
brauch, Landverbrauch, Energieverbrauch) und tiefe Armut in den Entwicklungs- und
Schwellenl�ndern. Bedrohlich daran ist die sehr große Ver�nderung in �ußerst kurzer
Zeit; es gibt keine vergleichbare Entwicklung in der Dynamik des Systems Erde. Die
von Menschen bewirkten Ver�nderungen erfolgen schneller als Ver�nderungen durch
nat�rliche Schwankungen. Zudem offenbart die gegenw�rtige Finanzkrise, dass unser
westliches Wohlstandsmodell (g�ltig f�r etwa 1 Mrd. Menschen) nicht auf 5 – 8 Mrd.
global �bertragen werden kann. Massive Auswirkungen f�r den Menschen sind unaus-
weichlich. Das erschreckende Resumee ist, dass die angeh�uften erdwissenschaftlichen
Fragen heute geb�ndelt auf dem Tisch liegen. Interdisziplin�re L�sungen unter intensi-
ver Einbeziehung und Beteiligung der Mathematik als Antwort auf die Fragen einer im-
mer komplexeren Welt sind dringend erforderlich. Geomathematik ist unabdingbar f�r
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eine Entwicklung, die sowohl zukunftsf�hig als auch nachhaltig ist. Aber die wissen-
schaftliche Herausforderung besteht nicht nur in einem Mehr an f�hrender Pr�senz von
Mathematik innerhalb des bisherigen „Wissenschaftskonsortiums Erde“. Es geht auch
darum, den Stellenwert „Erde“ innerhalb der Mathematik (wieder) h�her anzusetzen
und die Mathematiker selbst st�rker zu begeistern. Bisher ist es g�ngige und gute Ge-
pflogenheit f�r anwendungsorientierte Fachbereiche und Forschungsinstitutionen in-
nerhalb der Mathematik, die Anwendungen in Technik, Wirtschaft, Finanzen bis hin
zur Medizin dem wissenschaftlichen Nachwuchs als karrieref�rdernd darzustellen. In
diese Phalanx kann sich aber Geomathematik mit aktuellen Themen wie z. B. Explora-
tion, Geothermie, Navigation nahtlos einreihen. Die Mathematik sollte bei diesen an-
spruchsvollen und volkswirtschaftlich hochinteressanten Themen Leit- und nicht nur
Servicefunktionen �bernehmen. Aber auch Grundlagenforschung ist unverzichtbar.
Verstecken wir uns nicht hinter den anderen Geowissenschaften! Warten wir nicht auf
die n�chste schreckliche Naturkatastrophe in Mitteleuropa! Es ist jetzt an der Zeit, eine
st�rkere �ffnung hin zu georelevanten Anwendungsbereichen zu zeigen. Die Erde als
komplexes, aber begrenztes System (mit ihren globalen Klima-, Umwelt-, Ressourcen-
und Bev�lkerungsproblemen) bedarf neuer politischer Strategien, die in der Kon-
sequenz unser ge�ndertes Verst�ndnis von „well being“ (z. B. in sozialem Umfeld, Ge-
sundheit, Arbeit, Selbst�ndigkeit, finanzielle Situation, Sicherheit etc.) schrittweise in
Forschung und Lehre an Universit�ten und Hochschulen einfordern werden. Dies wird
ein schwieriger Prozess. Letztendlich – ich wage die Prognose – wird er auch zu einer ge-
�nderten Berufungspraxis an den Universit�ten und Hochschulen f�hren. Ausschrei-
bungen im Bereich Geomathematik werden sich in Anzahl und Bedeutung erh�hen, um
die Attraktivit�t zu steigern, aber auch um Allgemeinverantwortung gegen�ber der Ge-
sellschaft zu �bernehmen. Zus�tzlich werden sich die curricularen Standards und Leit-
bilder f�r den Schulunterricht in Mathematik �ndern. Eifers�chteleien und Bedenken
auf dem Weg dorthin werden wir uns kaum noch leisten k�nnen.

6 Geomathematik als L�sungspotenzial

Die bisherige Methodik der angewandten Mess- und Auswertungsverfahren variiert
stark je nach der untersuchten Messgr�ße (Erdbeschleunigung, elektrische bzw. mag-
netische Feldst�rke, Temperatur und W�rmefluss, etc.), dem beobachteten Frequenz-
bereich und der dabei auftretenden grundlegenden „Feldcharakteristik“ (Potenzialfeld,
Diffusionsfeld oder Wellenfeld, jeweils abh�ngig von den zugrunde liegenden Differen-
zialgleichungen). Insbesondere hat die Differenzialgleichung großen Einfluss auf die
Auswertungsverfahren. Daher seien hier – wie in den Geowissenschaften �blich – die ty-
pischen mathematischen Erkundungsverfahren nach der zutreffenden „Feldcharakte-
ristik“ aufgef�hrt.

- Potenzialverfahren (Potenzialfelder, elliptische Differenzialgleichungen) in Gravi-
metrie, Geomagnetik, Geoelektrik, Geothermie, ...

- Diffusionsverfahren (Diffusionsfelder, parabolische Differenzialgleichungen) in
Magnetotellurik, Geoelektromagnetik, ...
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- Wellenverfahren (Wellenfelder, hyperbolische Differenzialgleichungen) in Seismolo-
gie und Seismik, Georadar, ...

Die Diversit�t der mathematischen Erkundungsverfahren wird sich in Zukunft mit der
technologischen Entwicklung von Computer- und Messtechnik erh�hen. Es gilt, viel in-
tensiver als bisher, Modellierungen und Simulationen zu kombinierten und vernetzten
Daten- und Observablenstrukturen anzustreben.

Die Vorgehensweise (d. h. der „Kreislauf“) zur L�sung praktischer Probleme hat in
der Regel folgende Komponenten (vgl. [4]):

- Mathematische Modellbildung: Das praktische Problem wird in die Sprache der Ma-
thematik �bersetzt. Dies erfordert die Zusammenarbeit zwischen Anwendern und
Mathematikern.

- Mathematische Analyse: Die resultierende mathematische Aufgabe wird auf ihre
„Wohlgestelltheit“ (d. h. Existenz, Eindeutigkeit, Abh�ngigkeit von den Eingabeda-
ten) �berpr�ft.

- Entwicklung und Ausf�hrung eines mathematischen L�sungsverfahrens: Geeignete
analytische, algebraische und/oder numerische Methoden und Verfahren zur kon-
kreten L�sung m�ssen der Aufgabenstellung angepasst oder gegebenenfalls neue
Methoden entwickelt werden. Der L�sungsprozess wird durch Zerlegung in Einzel-
operationen effizient und �konomisch ausgef�hrt, in der Regel auf Computern.

- R�ck�bertragung aus der Sprache der Mathematik in die Anwendung: Die Ergebnisse
werden in geeigneter Weise illustriert, um ihre Beurteilung zu sichern. Das mathe-
matische Modell wird an realen Daten validiert und gegebenenfalls modifiziert. Eine
gute �bereinstimmung von Modell und Realit�t wird angestrebt.

Der Vorteil und der Nutzen dieser mathematischen Vorgehensweise bestehen in der bes-
seren, schnelleren, billigeren und sichereren Probleml�sung, und zwar mit den bereits
genannten Mitteln der Simulation, der Visualisierung und der Reduktion von Datenflu-
ten. Was erlaubt nun den Mathematikern die Br�ckenschl�ge zwischen verschiedenarti-
gen Gebieten? Die Zahlen- und Formenwelt der Mathematik enth�lt sehr effiziente
K�rzel, mit denen wir den regelhaften Aspekt realer Ph�nomene beschreiben k�nnen.
Diese Beschreibung beinhaltet u. a. eine Vereinfachung durch Abstraktion: Wesentliche
Eigenschaften eines Problems werden von unwichtigen getrennt und gehen in ein L�-
sungsschema ein. Der mathematische Blick f�r Gemeinsamkeiten erlaubt oft nachtr�g-
lich zu erkennen, dass ein geeignet reduziertes Problem auch aus ganz anderen Zusam-
menh�ngen entstehen kann und entsprechend die entstehenden L�sungen bei angemes-
sener Anpassung bzw. Konkretisierung vielseitig verwendbar werden. Ohne diesen
zweiten Schritt bleibt die Abstraktion in ihrem Wesen leer (vgl. [4]). Dieses Wechselspiel
zwischen Abstraktion und Konkretisierung kennzeichnet die Entstehungsgeschichte,
aber auch die heutige rasante Weiterentwicklung der Mathematik als verbindende Spra-
che und als eigenst�ndige Wissenschaft. Eine durch Abstraktion reduzierte Problemstel-
lung wird selbst als neues „konkretes“ zu l�sendes Problem betrachtet und in einen all-
gemeinen Rahmen gestellt, innerhalb dessen eine eventuell gefundene L�sung G�ltig-
keit besitzt. Je mehr Beispiele man kennt, desto mehr erkennt man den urs�chlichen
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Zusammenhang zwischen der Abstraktheit mathematischer Konzepte mit deren
Schlag- und Querschnittskraft.

Selbstverst�ndlich steht Geomathematik in enger Wechselbeziehung mit Geoinfor-
matik, Geoingenieurwesen und Geophysik. Aber Geomathematik unterscheidet sich
auch grunds�tzlich von diesen Disziplinen (vgl. [14]). Ingenieure und Physiker ben�ti-
gen die mathematische Sprache als Hilfsmittel und Werkzeug. Inhalt der Geomathema-
tik ist aber auch die Fortentwicklung der Sprache selbst. Gegenstand der Geoinforma-
tik ist Design und Architektur von Prozessoren und Computern, Datenbanken und
Programmiersprachen usw. im georeflektierten Umfeld. F�r Geomathematik sind
Computer allerdings nicht Studienobjekte, sondern technische Hilfsmittel zum L�sen
mathematischer Probleme der Georealit�t.

7 Ansatzfunktionen – global und/oder lokal

Bisherige Ansatzfunktionen zur Beschreibung geowissenschaftlich relevanter Gr�ßen
tragen h�ufig der (nahezu) sph�rischen Erdgestalt Rechnung. Mit modernen Satelliten-
positionierungsmethoden kann n�mlich die maximale Abweichung der tats�chlichen
Erdoberfl�che vom mittleren Erdradius (6371 km) geringer als 0.4 Prozent aufgewiesen
werden. Eine mathematische Formulierung im sph�rischen Kontext ist somit eine zwar
einschr�nkende, aber zumindest f�r eine große Anzahl von Problemen doch zul�ssige
Simplifizierung. Gew�hnlich betrachtet man in den Geowissenschaften als Referenz-
raum f�r Ansatzfunktionen einen separablen Hilbertraum mit (bekannter) polynomia-
ler Basis. Eine Standardtechnik der Approximation aus diskreten Daten seit C. F. Gauß
(1835) ist die Fourierreihe in einer Orthogonalbasis (d. h. Kugelfunktionsbasis). Cha-
rakteristisch f�r einen solchen Zugang ist, dass die polynomialen Ansatzfunktionen kei-
ne Ortslokalisation zeigen. Im Spektralraum (hier Frequenzraum genannt) korrespon-
diert jede Kugelfunktion n�mlich mit genau einem einzigen Fourierkoeffizienten. Wir
sprechen daher von idealer Frequenzlokalisation. Wegen der idealen Frequenzlokalisa-
tion und dem simultanen Verzicht auf Ortslokalisation beeinflussen lokale Daten�nde-
rungen alle (durch Globalintegration ermittelten) Fourierkoeffizienten. In der Kon-
sequenz f�hrt dies auch zu globalen �nderungen der Datendarstellungen im Ortsraum.
Nichtsdestoweniger l�sst sich vermerken, dass ideale Frequenzlokalisation sich als
�ußerst vorteilhaft aufgrund der bedeutsamen physikalischen Interpretierbarkeit (als
Multipolmomente) des Modells und wegen der einfachen Vergleichbarkeit der Fourier-
koeffizienten f�r geophysikalisch in Interrelation stehende Observablen erweist. W�n-
schenswert aus mathematischer und physikalischer Sicht w�ren allerdings Ansatzfunk-
tionen, die sowohl ideale Frequenz- als auch Ortslokalisation zeigen. Ein solches ideales
System von Ansatzfunktionen w�rde Modelle h�chster r�umlicher Resolution bei
gleichzeitiger Interpretierbarkeit der einzelnen Frequenzen zulassen. Das Unsch�rfe-
prinzip (vgl. [7], [10]), welches Frequenz- und Ortslokalisation qualitativ und quantita-
tiv verbindet, lehrt uns jedoch, dass beide Eigenschaften (abgesehen vom trivialen Fall)
gegenseitig ausgeschlossen sind.
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Legendre zonale Kerne Dirac
Kern Kern

allgemeiner Fall

bandlimitiert ortslimitiert
(kompakter Tr�ger)

Tabelle 1: Vom Legendre Kern �ber zonale Kerne zum Dirac Kern.

Extreme Vertreter von Ansatzfunktionen (vgl. die Klassifikation in Tabelle 1) sind nach
dem Unsch�rfeprinzip auf der einen Seite Polynome, d. h. im sph�rischen Kontext Ku-
gelfunktionen (ideale Frequenz-, aber keine Ortslokalisation) und auf der anderen Seite
Dirac Kerne (ideale Orts-, aber keine Frequenzlokalisation). Folglich sind Fourier-
methoden mittels orthogonaler Kugelfunktionen gut geeignet, niedere und mittlere Fre-
quenzph�nomene aufzul�sen, w�hrend hohe Resolution globaler und/oder lokaler
„Signale“ sich als kritisch darstellt. Dieses Ph�nomen ist auch aus der theoretischen
Physik bekannt. Zum Beispiel sind ebene Wellen mit festen Frequenzen L�sungen be-
stimmter Differenzialgleichungen, sie reflektieren aber nicht die Realit�t. Erst Wellen-
pakete gewinnen ein Maß an Orts- und Frequenzlokalisation. In �hnlicher Weise leiten
uns geeignete Superpositionen polynomialer Ansatzfunktionen zu Kernfunktionen
(Kernen), die einen Kompromiss zwischen reduzierter Frequenz- und wachsender Orts-
lokalisation gew�hren. Mehr noch, ist der Kern eine endliche Superposition polynomia-
ler Ansatzfunktionen, so spricht man von einem bandlimitierten Kern (vgl. Abbildung
3), im anderen Fall haben wir es mit einem nicht-bandlimitierten Kern zu tun.

Abbildung 3. Summation von Kugelfunktionen zur Generierung eines bandlimitierten zonalen
Kernes.

Als Dirac Folgen k�nnen (bandlimitierte und nicht-bandlimitierte) Kerne skalenabh�n-
gig so konstruiert werden, dass sie alle Phasen einer Frequenz- und Ortslokalisation

|
|
|
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|
|
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|
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|
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durchlaufen. Der Skalenparameter kontrolliert dabei das Aufkommen an Ortslokalisa-
tion und simultaner Frequenzlokalisation. Daher spricht man in der konstruktiven Ap-
proximation von Skalierungsfunktionen.

Der Vorrat an Skalierungsfunktionen f�hrt uns methodisch zu folgender Klassifika-
tion: Polynomiale Fourierentwicklung ist der kanonische Ausgangspunkt f�r niederfre-
quente Ph�nomene (in globaler Approximation). Bandlimitierte Kerne oder auch nicht-
bandlimitierte Kerne mit großen lokalen Tr�gern bilden den �bergang von l�ngeren
Wellenl�ngen zu k�rzeren (global bis hin zu regional orientiertem Modellieren). Wegen
ihrer starken Ortslokalisationseigenschaften bilden nicht-bandlimitierte Kerne (wie
z. B. der (gegl�ttete) Haar-Kern (19)) ein ad�quates Mittel zum Einsatz auf kurzwellige
Ph�nomene (lokales Modellieren). Skalenabh�ngige Kerne k�nnen an die Erfordernisse
der Daten angepasst werden (Multiskalenapproximation). Typischerweise bewirken die
Erzeugenden von Skalierungsfunktionen mit grober Skala, d. h. breiten lokalen Tr�-
gern, eine Tiefpassfilterung. H�here Frequenzen werden dabei unterdr�ckt oder bleiben
vollst�ndig unber�cksichtigt. Waveletkerne (auch schon in der einfachsten Form als
Differenzen zweier Skalierungskerne) vermitteln eine Bandpassfilterung. Nieder- und
hochfrequente Ph�nomene werden durch Wavelets unterdr�ckt. Der zugrundeliegende
(Hilbertsche) Referenzraum wird mit Hilfe von Skalierungsfunktionen i. a. in eine ge-
schachtelte Folge von approximierenden Teilr�umen zerlegt – je nach spezieller Wahl
des Skalierungsparameters. Jeder Skalenraum ist eine Realisierung einer bestimmten
Orts- und Frequenzlokalisation. Die Differenz zweier sukzessiver Skalenr�ume vermit-
telt diejenigen Details, die ein Mehr (vgl. Abbildung 4) in der Tiefpassapproximation
zur Skala j þ 1 im Vergleich zur Skala j sind, die Differenz zweier Skalenr�ume heißt
daher Detailraum.

Abbildung 4. Skalierungsfunktionen (obere Reihe) und Waveletfunktionen (untere Reihe) in
gegenseitiger Relation in der Multiskalenapproximation.

Wavelets bilden Basissysteme von Detailr�umen, sie sind festgelegt durch die Wahl
zweier Parameter, n�mlich Skala und Position. Jedes Element des Hilbertraums l�sst
sich durch eine initiale Tiefpassfilterung und anschließende Bandpassfilterungen (vgl.
Abbildung 4) darstellen. In Form einer „Fast Wavelet Transform (FWT)“ ist dieser
Prozess auch umkehrbar. Insgesamt erh�lt man mittels Wavelets die M�glichkeit, eine
komplizierte georelevante Struktur in einzelne St�cke verschiedener Resolution auf-
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zubrechen und die einzelnen St�cke separat auf ihren geowissenschaftlichen Gehalt zu
untersuchen. Mit anderen Worten, obwohl die meisten Datensysteme eine Korrelation
hinsichtlich Ort und Frequenz aufweisen, erlauben Skalierungs- und Waveletfunktio-
nen durch gezielte Orts- und Frequenzanalyse eine �konomische und effiziente Detekti-
on und Approximation wesentlicher Kennzeichen der Daten durch Betrachtung frak-
tionierter Anteile der Originalinformation (Dekorrelation). Alles in allem (vgl. Tabelle
2): Polynome (im sph�rischen Kontext Kugelfunktionen) sind „erzeugende Global-
strukturen“, die eine gute Trendapproximation vermitteln; Skalierungs-und Wavelet-
funktionen sind „erzeugende Bl�cke“, die zu einer schnellen Dekorrelation der Daten
bef�higen.

Ortslokalisation
 _________________________________________________________________!

keine Ortslokalisation ideale Ortslokalisation
Frequenzlokalisation

 _________________________________________________________________!
ideale Frequenzlokalisation keine Frequenzlokalisation

Kerntyp
 _________________________________________________________________!

Legendre Kern bandlimitiert ortslimitiert Dirac Kern

Korrelation
 _________________________________________________________________!

ideale Korrelation keine Korrelation
Integraltransformation

 _________________________________________________________________!
Fourier gefensterte Fourier (Gabor) Wavelet

Resolution
 _________________________________________________________________!

niedrig hoch

Tabelle 2. Interrelationen zwischen Orts- und Frequenzlokalisation, Kerntyp, Korrelation,
Integraltransformation und Resolution.

8 Kreislauf Geomathematik an Beispielen

Im Folgenden wird Geomathematik als L�sungspotenzial an zwei in Inhalt, Herkunft
und Intention v�llig unterschiedlichen Beispielen demonstriert, n�mlich die Bestim-
mung des Schwerefelds aus terrestrischen Lotabweichungen und die Berechnung der
ozeanischen Zirkulation aus Satellitendaten (Radardaten). Wir werden uns dabei der
Einfachheit halber auf die Bestimmung dieser geophysikalischen Gr�ßen auf der (als
sph�risch angenommenen) Erdoberfl�che beschr�nken. Unsere mathematische Analyse
wird zeigen, dass beide Probleme �ber den Helmholtzschen Zerlegungssatz f�r Vektor-
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felder auf Sph�ren (vgl. [8], [10]) eng miteinander in Relation stehen. Dieser Satz erm�g-
licht die Aufspaltung eines sph�rischen Vektorfeldes jeweils in einen radialen und tan-
gentialen Anteil, wobei der tangentiale Anteil in ein quell- und wirbelfreies Vektorfeld
zerlegbar ist. Der mathematisch terminologische Hintergrund stimmt f�r beide geowis-
senschaftlich unterschiedliche Problemfelder �berein, ihre L�sung kann im selben ma-
thematischen Kontext durchgef�hrt und mit demselben Formelapparat beschrieben
werden. Dennoch m�ssen die numerischen Methoden zur konkreten L�sung der Auf-
gabenstellung spezifisch angepasst werden, sie sind in der Konsequenz grundlegend ver-
schieden. Im ersten Fall (Schwerefeld) haben wir einen Integrationsprozess, im zweiten
Fall (ozeanische Zirkulation) einen Differenziationsprozess zu diskret vorgegebenen
Daten auszuf�hren.

8.1 Kreislauf Geomathematik am Beispiel des Schwerefeldes

Modellierungen des Schwerefeldes und der �quipotenzialfl�chen, insbesondere des
Geoids, sind bedeutsam aus einer Reihe von Gesichtspunkten (vgl. die Darlegungen in
[7], [21]): (i) Bauingenieurwesen und Geod�sie: Das Geoid macht die geometrischen H�-
hen konvertierbar in nivellierte H�hen durch Subtraktion eines hochgenauen Geoids.
(ii) Satellitenorbits: F�r jede Unsch�rfe in der Positionierung ist der Orbit eines Satelli-
ten und damit das Gravitationsfeld die limitierende Gr�ße. (iii) „Innere“ Physik:
Masseninhomogenit�ten und Gravitationsfeld�nderungen bedingen sich gegenseitig
und finden ihren Ausdruck im Schwerefeld (wie z. B. bei Plumes). (iv) Ozeanographie:
Das Geoid liefert �ber Altimetermessungen (Radarmessungen per Satellit) die Topo-
graphie von Ozeanen. (v) Systemforschung: Das Geoid wird bei Festschreibung eines
Zeitpunktes als statische Referenz („frozen picture“) f�r schnell ablaufende Prozesse
(z. B. des Klimas, der Umwelt etc.) angesehen. (vi) Exploration und Prospektion: Das
Gravitationsfeld gibt Aufschluss �ber Gravitationsanomalien bezogen auf ein ellipso-
idisches (sph�risches) Referenzmodell (d. h. Normalfeld).

8.1.1 Mathematische Modellbildung der Schwerefeldbestimmung aus Lotabweichungsdaten

Die Schwere w ist die Resultierende der Gravitation v und der Zentrifugalkraft
z: w ¼ vþ z. Wir unterstellen hier eine Drehbewegung mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit � um eine gegen�ber dem Erdk�rper unver�nderliche Rotationsachse �3 (d. h.
durch Nord- und S�dpol). Die Richtung der Schwere w wird auch als Lotrichtung be-
zeichnet, w�hrend man den Betrag g ¼ jwj die (skalare) Schwere(beschleunigung)
nennt.
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Geoid
W=const =W0

Referenz-

Ellipsoid
U = const = W

0

y

x

w(x)

u(y)

u(x)

(x)

N(x)

’(x)

Geoidhöhe

Abbildung 5. Schwereanomalienvektor aðxÞ ¼ wðxÞ � uðyÞ und Schwerest�rvektor dðxÞ ¼
wðxÞ � uðxÞ:

Das Schwerefeld w l�sst sich als Gradientenfeld in der Form w ¼ rW beschreiben, wo-
bei das Schwerepotenzial W ¼ V þ Z durch v ¼ rV und z ¼ rZ mit ZðxÞ ¼
�2
2 ðx2

1 þ x2
2Þ charakterisiert ist. Das Gravitationspotenzial l�sst sich als Newtonsches

(Volumen-)Integral G
R

Erde �ðyÞj � �yj�1dVðyÞ mit der Dichtefunktion � darstellen (G:
Gravitationskonstante, dV : Volumenelement). Da die Dichtefunktion � weitgehend un-
bekannt ist, ist das Volumenpotenzial V f�r unsere Betrachtungen nicht verwendbar.
Wir halten allerdings fest, dass V eine im Außenraum der Erde harmonische Funktion
ist, die im Unendlichen regul�r ist, d. h. jVðxÞj ¼ Oðjxj�1Þ f�r jxj ! 1 erf�llt.

Abbildung 6. Gravitationsanomalien und Geoidundulationen rekonstruiert mit Hilfe gegl�tte-
ter Haar Kerne (19) mit k ¼ 5; j ¼ 3 aus EGM96-Daten [15] (numerische Realisierung und gra-
phische Illustration in Kooperation mit D. Mathar (2008)).

Die Fl�chen konstanten Schwerepotenzials W ¼ const: werden als Geopotenzialfl�chen
der Schwere (vgl. Abbildung 5) bezeichnet. Die Geopotenzialfl�che in Meeresh�he
heißt, wie bereits erw�hnt (vgl. [16]), Geoid. Geopotenzialfl�chen der Schwere erlauben
keine einfache mathematische Darstellung. Dies ist der Grund, warum die Geowissen-
schaften sich als N�herung f�r das Geoid G einer geeigneten „Normalfl�che“ bedienen.
Diese Normalfl�che wird als �quipotenzialf�che eines so genannten Normalschwere-
potenzials U verstanden, der Gradient von U , d. h. u ¼ rU heißt Normalschwere. Ge-
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schlossene Darstellungen von Normalschwerepotenzialen unter Ber�cksichtigung des
Fliehkraftanteiles finden sich in der geod�tischen Literatur (vgl. zum Beispiel [10], [12],
[23]). Sie machen in der Tat seit A.C. Clairaut (1743) einen wichtigen Teil klassischer
mathematisch-geod�tischer Arbeit aus. Das St�rpotenzial T ist die Differenz von W
und U , d. h. W ¼ U þ T . Tats�chlich gelingt es das St�rpotenzial T ¼W �U so zu
konstruieren, dass der Mittelpunkt des Ellipsoids mit dem Schwerpunkt der Erde zu-
sammenf�llt und Erde und Ellipsoid keinen Unterschied hinsichtlich ihrer Masse M
ausmachen. In der Konsequenz k�nnen wir

R
G TðxÞ dSðxÞ ¼ 0 undR

G TðxÞð�i � xÞ dSðxÞ ¼ 0; i ¼ 1; 2; 3; (dS ist das Fl�chenelement) fordern. Wir verglei-
chen Geoid G (W ¼ const: ¼W0) und Referenzellipsoid E (U ¼ const: ¼W0). Ein
Punkt x des Geoids wird auf einen Punkt y des Referenzellipsoids in Richtung der Ellip-
soidennormalen projeziert (vgl. Abbildung 5). Der Abstand NðxÞ von x und y wird Geo-
idh�he (oder Geoidundulation) in x 2 G genannt. Der Schwereanomalienvektor aðxÞ im
Punkt x des Geoids ist definiert als Differenz des Schwerevektors wðxÞ und des (zugeh�-
rigen) Normalschwerevektors uðyÞ, d. h., aðxÞ ¼ wðxÞ � uðyÞ (vgl. Abbildung 5), w�h-
rend der Schwerest�rvektor dðxÞ als Differenz der Vektorfelder w und u im selben Punkt
x des Geoids G gegeben ist, d. h., dðxÞ ¼ wðxÞ � uðxÞ: Es sind viele grundlegende Bezie-
hungen zwischen den Skalarfeldern g ¼ jwj und � ¼ juj sowie den Vektorfeldern a und
d bekannt. Im Folgenden beschr�nken wir uns auf die Beschreibung der Relation von
St�rpotenzial T und (skalaren) Schwereanomalien A gegeben durch AðxÞ ¼ gðxÞ�
�ðyÞ ¼ jwðxÞj � juðyÞj; x 2 G; y 2 E sowie von St�rpotenzial T und (skalaren) Schwe-
rest�rungen D definiert durch DðxÞ ¼ gðxÞ � �ðxÞ ¼ jwðxÞj� juðxÞj; x 2 G. Als Aus-
gangspunkt f�r unseren (heuristischen) Exkurs (vgl. [12]) dient die Gleichung
dðxÞ ¼ wðxÞ � uðxÞ ¼ rðW ðxÞ� UðxÞÞ ¼ rTðxÞ; x 2 G. Entsprechend der Taylor-
schen Formel erhalten wir f�r UðxÞ die Linearisierung UðyÞ þ @U

@�0 ðyÞNðxÞ, d. h.
UðxÞ ’ UðyÞ þ @U

@�0 ðyÞNðxÞ; wobei �0ðyÞ ¼ �uðyÞ=juðyÞj die ellipsoidische Normale im
Punkt y ist (vgl. Abbildung 5). Das Zeichen „’“ meint, dass der Fehler von rechter und
linker Seite als vernachl�ssigbar klein angesehen wird. Unter Beachtung von TðxÞ ¼
W ðxÞ �UðxÞ und juðyÞj ¼ ��0ðyÞ � uðyÞ ¼ ��0ðyÞ � rUðyÞ ¼ � @U

@�0 ðyÞ erhalten wir

NðxÞ ¼ TðxÞ � ðW ðxÞ �UðyÞÞ
juðyÞj ¼ TðxÞ � ðW ðxÞ �UðyÞÞ

�ðyÞ : ð1Þ

Ber�cksichtigen wir schließlich UðyÞ ¼W ðxÞ ¼ const: ¼W0, so gewinnen wir die For-
mel von Bruns (vgl. [5])

NðxÞ ¼ TðxÞ
juðyÞj ¼

TðxÞ
�ðyÞ : ð2Þ

Diese Formel setzt die physikalische Gr�ße TðxÞmit der geometrischen Gr�ße NðxÞ f�r
Punkte x auf dem Geoid G in Beziehung. Aus der Definition des Normalfeldes � gewin-
nen wir wðxÞ ¼ �jwðxÞj�ðxÞ ¼ rW ðxÞ. In analoger Weise erhalten wir uðxÞ ¼
�juðxÞj�0ðxÞ ¼ rUðxÞ. Unter der Lotabweichung �ðxÞ im Punkt x 2 G versteht man die
tangentiale Differenz der Richtungen �ðxÞ und �0ðxÞ, d. h.

�ðxÞ ¼ �ðxÞ � �0ðxÞ � ðð�ðxÞ � �0ðxÞÞ � �ðxÞÞ�ðxÞ: ð3Þ
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Die Lotabweichung wird bestimmt durch den Winkel zwischen der Lotlinie und der el-
lipsoidischen Normalen im Punkt x 2 G. Offensichtlich ist �ðxÞ orthogonal zu �ðxÞ.
Die Lotabweichungen sind grob gesprochen ein Maß f�r den Gradienten der Niveaufl�-
chen (vgl. [1], [11], [12]). Wir wollen diesen Aspekt im Detail weiter ausarbeiten: Zu-
n�chst gilt mit (3)

wðxÞ ¼ rW ðxÞ
¼ � jwðxÞj�ðxÞ
¼ � jwðxÞjð�ðxÞ þ �0ðxÞ þ ðð�ðxÞ � �0ðxÞÞ � �ðxÞÞ�ðxÞÞ:

ð4Þ

Folglich erhalten wir f�r den Schwerest�rvektor dðxÞ im Punkt x 2 G
dðxÞ ¼ rTðxÞ

¼ � jwðxÞjð�ðxÞ þ ðð�ðxÞ � �0ðxÞÞ � �ðxÞÞ�ðxÞÞ
� ðjwðxÞj � juðxÞjÞ�0ðxÞ:

ð5Þ

Spalten wir den Gradienten von T in x 2 G in einen normalen und tangentialen Anteil
auf, so gilt rTðxÞ ¼ �ðxÞ @T

@� ðxÞ þ 1
jxj r�TðxÞ; wobei r� den Fl�chengradienten des

Geoids G in x bezeichnet. Die Schwerest�rungen betragen maximal 10�4 der Erdanzie-
hung. Dies ist der Grund, warum der Fehler (vgl. z. B. [12], [23]) zwischen �ðxÞ @T

@� ðxÞ
und �0ðxÞ @T

@�0 ðxÞ keine Ber�cksichtigung findet: dðxÞ ’ �0ðxÞ @T
@�0 ðxÞ þ

1
jxj r�TðxÞ: Mehr

noch, auch das Skalarprodukt ð�ðxÞ � �0ðxÞÞ � �ðxÞ wird als vernachl�ssigbar klein an-
gesehen, d. h. �ðxÞ � �0ðxÞ und �ðxÞ werden mit erlaubtem Genauigkeitsverlust als or-
thogonal betrachtet (vgl. [12]). Es gilt daher in Verbindung mit (5) dðxÞ ’ �ðjwðxÞj
�juðxÞjÞ�0ðxÞ � jwðxÞj�ðxÞ: Durch Vergleich erhalten wir jwðxÞj�ðxÞ ¼ � 1

jxj r�TðxÞ.
Das Produkt aus Schwerebeschleunigung und Lotabweichungen ist somit proportional
zum Fl�chengradientenfeld des St�rpotenzials. In �blicher sph�rischer Approximation,
d. h. f�r die Sph�re mit (mittlerem) Erdradius R, bedeutet dies in Anwendung auf die
Geoidundulationen nach der Brunsschen Formel (2)

�R�ðR�Þ ¼ r��NðR�Þ; � 2 S2; ð6Þ

f�r jeden Vektor � ð¼ x=RÞ der Einheitssph�re S2 �R3, wobei �ðyÞ in �blicher Weise
durch ðGMÞ=R2 ersetzt wird (vgl. z. B. [11], [12], [23] f�r weitere Information).

8.1.2 Mathematische Analyse

Die zu behandelnde Gleichung (6) ist von vektoriell tangentialem Typ mit der Einheits-
sph�re S2 im Euklidischen Raum R3 als Definitionsbereich. Genauer gesagt, es handelt
sich um die Fl�chengradientengleichung r�P ¼ p mit p als gegebenem stetigen Vektor-
feld ðpð�Þ ¼ �R�ðR�ÞÞ und P als gesuchtem stetig differenzierbaren Skalarfeld
ðPð�Þ ¼ NðR�ÞÞ auf S2. In der bisher formulierten Abstraktion ist die Bestimmung der
„Potenzialfunktion“ P �ber die Gleichung r�P ¼ p sicherlich nicht eindeutig l�sbar.
Man kann eine beliebige Konstante zu P addieren, ohne die Gleichung zu �ndern. F�r
unser Anwendungsproblem ist dies allerdings zu kurz gedacht, weil wir zus�tzlich noch
die Integrationsbedingungen

R
S2 Pð�Þð�i � �ÞkdSð�Þ ¼ 0; k ¼ 0; 1; i ¼ 1; 2; 3 ber�cksich-
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tigen m�ssen. Hierdurch gewinnen wir Eindeutigkeit. Die L�sungstheorie st�tzt sich
nun auf den Greenschen Satz (vgl. zum Beweis [10])

Pð�Þ ¼ 1
4�

Z
S2

Pð�ÞdSð�Þ �
Z

S2
r��Gð� � �Þ � r��Pð�Þ dSð�Þ; ð7Þ

wobei t 7! GðtÞ ¼ 1
4� lnð1� tÞ þ 1

4� ð1� ln 2Þ; t 2 ½�1; 1Þ; die Greensche Funktion (d. h.
Fundamentall�sung) zum (Laplace-)Beltrami Operator auf der Einheitssph�re S2 be-
zeichnet. Dies f�hrt uns auf folgendes Resultat: Es sei p ein gegebenes stetiges, tangen-
tiales, wirbelfreies Vektorfeld auf S2. Dann ist

Pð�Þ ¼ 1
4�

Z
S2

1
1� � � � ð� � ð� � �Þ�Þ � pð�ÞdSð�Þ; � 2 S2 ð8Þ

die eindeutig bestimmte L�sung der Differenzialgleichung r�P ¼ p mit
1

4�

R
S2 Pð�ÞdSð�Þ ¼ 0: Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit der Gleichung gekl�rt.

Mehr noch, die L�sung l�sst sich in Form eines auf S2 singul�ren Integrals explizit an-
geben.

8.1.3 Entwicklung und Ausf�hrung eines (einfachen) L�sungsverfahrens

Terrestrische Lotabweichungen � sind als Daten in nicht regelhafter Verteilung verf�g-
bar. Es gibt sie z. B. auf kontinentalen Arealen in viel gr�ßerer Dichte als auf ozea-
nischen. Um den Informationsgehalt des vorhandenen Datenvorrats auszusch�pfen, ist
daher nicht die Anwendung einer Fouriertechnik in Kugelfunktionen, sondern eine
„Zooming-in“-Methodik angebracht, die von einer (initialen) groben Datenweite global
(niedrige Skala) zu immer feineren lokal (h�here Skalen) voranschreitet. Ein simpler
L�sungsvorschlag f�r eine Multiskalenapproximation besteht in der „Regularisierung“
des singul�ren Kerns � : t 7! �ðtÞ ¼ ð1� tÞ�1, �1 � t < 1; in (7) durch den stetigen
Kern �� : t 7! ��ðtÞ, t 2 ½�1; 1�, gegeben durch

��ðtÞ ¼

1
1� t

; � < 1� t � 2

1
�

; 0 � 1� t � �:

8><>: ð9Þ

In der Tat ist es nicht schwierig zu verifizieren, dass

P�ð�Þ ¼ 1
4�

Z
S2

��ð� � �Þð� � ð� � �Þ�Þ � pð�Þ dSð�Þ; � 2 S2; ð10Þ

der folgenden Grenzrelation gen�gt: lim�!0 sup
�2S2 Pð�Þ � P�ð�Þ

�� �� ¼ 0: Mehr noch, in
skalendiskreter Formulierung f�r eine streng monoton abfallende Nullfolge ð�jÞj2N0
mit �j 2 ð0; 2Þ (z.B.: �j ¼ 21�j oder �j ¼ 1� cosð2�j�Þ, j 2N0) folgt mit dem „Wavelet-
kern“ ��j ¼ ��jþ1 � ��j explizit gegeben durch

��j ðtÞ ¼

0 ; �j < 1� t � 2

1
1� t

� 1
�j

; �jþ1 < 1� t � �j

1
�jþ1
� 1
�j

; 0 � 1� t � �jþ1

8>>>>><>>>>>:
ð11Þ
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die Rekursion P�jþ1 ¼ P�j þW�j und daher P�jþm ¼ P�j þ
Pm�1

k¼0
W�jþk

mit

W�j ð�Þ ¼
1

4�

Z
S2

��j ð� � �Þð� � ð� � �Þ�Þ � pð�Þ dSð�Þ; � 2 S2: ð12Þ

Die Funktionen P�j stellen Tiefpassfilterungen von P dar, P�j wird durch die Bandpass-
filterung W�j verbessert, um P�jþ1 zu erhalten usw. Von besonderer Bedeutung bei die-

sem Prozess ist, dass der skalenabh�ngige Kern ��j : t 7! ��j ðtÞ; t 2 ½�1; 1�, einen kom-
pakten Tr�ger besitzt, wobei dieser Tr�ger mit j !1 kleiner und kleiner wird. Daher
ist bei der Berechnung das Integral �ber immer kleinere Kappen zu erstrecken („Zoo-
ming-in“). Sich verkleinernde Kugelkappen und ansteigende Datendichte stehen dabei
selbstverst�ndlich in entsprechender Korrelation. Die variable Gr�ße der Kappen mit
wachsendem Skalenparameter j erm�glicht somit Integration von Datens�tzen hetero-
gener Datendichte f�r lokale Bereiche.

8.1.4 R�ck�bertragung in die Anwendung

Zu den numerischen Ergebnissen sollte Folgendes vermerkt werden: Die Schwerest�-
rungen, die einen Vergleich der wirklichen Erde mit einer (ellipsoidischen) Modellerde
(wie bisher in den Geowissenschaften �blich mathematisch in sph�rischer Approximati-
on) liefern, sind der Ausdruck eines Kr�fteungleichgewichts im Innern der Erde. Sie las-
sen nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz auf Dichteanomalien schließen (vgl. Ab-
bildung 5). Analog sind die Formunterschiede der tats�chlichen Schwerepotenzialfl�-
chen von den Niveaufl�chen des Modellk�rpers ein Maß f�r die Abweichung der Erde
von einem hydrostatischen Gleichgewichtszustand. Dabei stellen insbesondere die
Geoidundulationen (geoidalen H�hen) die Auslenkungen der �quipotenzialfl�che auf
mittlerem Meeresniveau vom Ellipsoid dar. Die Geoidanomalien zeigen im allgemeinen
keine wesentlichen Korrelationen mit der Verteilung der Kontinente. Man nimmt an,
dass Geoidundulationen wesentlich abh�ngen von der reziproken Distanz der Dichte-
anomalien. Sie werden beeinflusst durch laterale Dichtevariationen großer Vertikalaus-
dehnung, von der Kern-Mantel-Grenze bis zu Krustenschichten (vgl. [21]). In der Tat
w�re das direkte Geoidsignal, das sich aus der Anziehung der Kontinentalbl�cke und
Ozeanb�den erg�be, n�mlich mehrere hundert Meter. Folglich ist das Gewicht der kon-
tinentalen und ozeanischen Massen im Erdinnern beinahe perfekt aufgefangen. Dies ist
das bereits von P. Bouguer (um 1715) bemerkte Ph�nomen der isostatischen Kompensa-
tion (vgl. z. B. [12] zur n�heren Diskussion). Anders stellt sich die Situation bei Plume-
bildung (z. B. Galapagos, Hawaii etc.) dar. Hier verzeichnet man ein deutliches Anoma-
liensignal durch den an die Oberfl�che dr�ngenden Magmapfropfen (vgl. die Abbildun-
gen 7, 8, 9). Bekanntlich sind Plumes aufsteigende Str�me heißen Materials aus dem
tiefen Erdmantel, die sich in Form einer S�ule zur Erdoberfl�che bewegen. Durch sie
wird Material aus der Tiefe an die Erdoberfl�che transportiert, w�hrend an anderer Stel-
le Material durch die Subduktion in die Tiefe verbracht wird. Somit tragen Plumes zum
Ausgleich der Massenbilanz bei, und stellen daher einen wichtigen Teil der Mantelkon-
vektion dar (vgl. z. B. [20]). Die Umrisse von Plumes zeigen sich wegen der Massenver-
lagerungen deutlich in den Gravitationsanomalien (vgl. Abbildungen 8, 9 f�r Hawaii).
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+ +

(a) Tiefpassfilterung: (b) Details: (c) Details:
Skala j = 4 Skala j = 4 Skala j = 5

=
+ +

(d) Resultat von Bild (e) Details: (f) Details:
(a), (b) und (c) Skala j = 6 Skala j = 7

= + +

(g) Resultat von Bild (h) Details: (i) Details:
(d), (e) und (f) Skala j = 8 Skala j = 9

Abbildung 7. „Zooming-in“-Modellierung des St�rpotenzials T m2s�2
� �

mit Zielbereich Gala-
pagos 0�N 91�W (numerische Realisierung und graphische Illustration in Kooperation mit K.
Wolf (2009)).
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8.2 Kreislauf Geomathematik am Beispiel der ozeanischen Zirkulation

Ozeane bilden ein dynamisches System, das laufenden Ver�nderungen unterworfen ist.
Zusammen mit der Atmosph�re sind sie ein hochkomplexes System, das f�r die W�r-
mespeicherungs- und Transportvorg�nge auf der Erde verantwortlich ist. Variationen
in den Ozeanen sind eng mit Klima�nderungen korreliert. Im Folgenden widmen wir
uns der ozeanischen Zirkulation unter den vereinfachenden Voraussetzungen des statio-
n�ren Flusses, horizontaler Geschwindigkeiten und der Vernachl�ssigung von innerer
Reibung. Dies f�hrt uns auf inner-ozeanische langskalige Str�mungen, die aber den-
noch – wie z. B. im Falle von El Ni~nno (vgl. Abbildung 12) – aussagekr�ftige Ergebnisse
erm�glichen.

8.2.1 Mathematische Modellbildung der ozeanischen Zirkulation aus Ozeantopographie

Die numerische Simulation von Ozeanstr�mungen basiert auf den Navier-Stokes Glei-
chungen. Ihre Formulierung ist wohlbekannt (f�r n�here Details sei der Leser auf die
Monographie [3] verwiesen): Ein Fluid nehme zur Zeit t ¼ 0 ein Teilgebiet G0 �R3 ein.
Das Vektorfeld v : ½0; tend� � G0 ! Gt �R3 beschreibe die Ver�nderung der Partikel-
positionen � 2 G0 in der Zeit; dabei f�lle das Fluid zur Zeit t 	 0 das Gebiet
Gt ¼ fvðt;�Þj� 2 G0g aus. Laut Konstruktion beschreibt dann t 7! vðt;�Þ die Bahn ei-
nes Partikels � 2 G0. Die Geschwindigkeit des Fluids an einem festen Ort
x ¼ vðt;�Þ 2 Gt ist dann die Ableitung uðt; xÞ ¼ @

@t vðt;�Þ. Unter diesen Annahmen er-
halten wir dann ein mathematisches Modell f�r die Str�mung eines Fluids aus den Er-
haltungss�tzen f�r Masse und Impuls. Die Masse eines Fluids wird durch das Integral
�ber die Dichte � des Fluids bestimmt. Bei Massenerhaltung muss f�r alle t 2 ½0; tend�
der Wert

R
G0
�ð0; xÞ dVðxÞ mit

R
Gt
�ðt; xÞdVðxÞ �bereinstimmen. Die Ableitung nach

der Zeit verschwindet daher. Das Transporttheorem liefert dann
R

Gt
@
@t �ðt; xÞ þ
�

div ð�uÞðt; xÞÞ dV ðxÞ ¼ 0 f�r alle t und Gt, so dass der Integrand selbst Null sein muss.
Dies f�hrt zur Kontinuit�tsgleichung f�r kompressible Fluide @

@t �þ div ð�uÞ ¼ 0. Der
Impuls eines K�rpers ist das Produkt seiner Masse mit der Geschwindigkeit:R

Gt
�ðt; xÞuðt; xÞ dV ðxÞ. Nach dem Newtonschen Gesetz ist die zeitliche �nderung des

Impulses gleich der Kraft, die auf das Fluid wirkt. Dies sind Volumenkr�fte k und
Oberfl�chenkr�fte auf @Gt, die im Spannungstensor 	ðt; xÞ erfasst werden
d
dt

R
Gt
�ðt; xÞuðt; xÞ dVðxÞ ¼

R
Gt
�ðt; xÞkðt; xÞ dV ðxÞ þ

R
@Gt

	ðt; xÞ�ðxÞ dSðxÞ: Wenden
wir auf die linke Seite das Transporttheorem und die Produktregel und auf das Oberfl�-
chenintegral den Gaußschen Integralsatz an, so erhalten wir die Impulsgleichung

@
@t
ð�uÞ þ ðu � rÞð�uÞ þ ð�uÞr � u ¼ �k þr � 	: ð13Þ

Der weitere Charakter der Gleichung (13) im Hinblick auf die von uns angestrebte Oze-
anmodellierung versteht sich wesentlich aus verschiedenen Annahmen an 	 und k. F�r
ein nicht-viskoses Fluid vernachl�ssigt man die inneren Reibungskr�fte. Der Span-
nungstensor wird dann schlicht durch den Druck 	ðt; xÞ ¼ �Pðt; xÞi (i ist die Einheits-
matrix) beschrieben. In Abwesenheit innerer Reibung (bedingt z. B. durch Windeffekte
und Oberfl�cheneinfluss) k�nnen wir die Ableitung @u

@t und damit die Zeitabh�ngigkeit
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ignorieren. Als relevante Volumenkr�fte k verbleiben das Schwerefeld w und die Corio-
lis-Kraft c ¼ 2u ^ !. F�r großskalige Str�mungen von Ozeanen spielt schließlich der
nicht-lineare Teil keine Rolle, d. h. (ðu � rÞu) wird vernachl�ssigt. Im Spezialfall inkom-
pressibler Fluide (hier Ozeanwasser), die durch weder von Ort noch Zeit abh�ngige
Dichte �ðt; xÞ ¼ �0 ¼ const: charakterisiert sind, ergibt sichr � u ¼ 0. Unter diesen sehr
einschneidenden Annahmen reduziert sich die Bewegungsgleichung (13) auf die folgen-
de Identit�t

2! ^ u ¼ �rP
�0
� w: ð14Þ

Wir nehmen nun noch das Geschwindigkeitsfeld eines sph�rischen Schichtmodells an.
F�r jede Schicht, d. h. f�r jede Sph�re um den Nullpunkt mit Radius rð� RÞ; ist dann
das Geschwindigkeitsfeld u in ein normales Feld unor und ein tangentiales Feld utan zer-
legbar. Dabei ist der Normalanteil verschwindend klein (vgl. die Ausf�hrungen in [18])
gegen�ber dem Tangentialanteil. Daher erhalten wir mit ! ¼ �ð� � �3Þ� (der Ausdruck
Cð�Þ ¼ 2�ð�3 � �Þ heißt Coriolis-Parameter) die folgenden Dekorrelationen von (14)
(beachte � � utanðr�Þ ¼ 0; � 2 S2)

Cð�Þ� ^ utanðr�Þ ¼ � 1
�0r
r��Pðr�Þ ð15Þ

und

ðCð�Þ� ^ utanðr�ÞÞ � � ¼ � 1
�0

@
@r

Pðr�Þ þ gr: ð16Þ

Dabei haben wir hier (der Einfachheit halber) die Schwerebeschleunigung als Normal-
feld betrachtet: wðr�Þ ¼ �gr�; � 2 S2 (mit gr als mittlerer Schwerebeschleunigung).
Nach J. Pedlovsky [18] k�nnen wir nun dem Umstand Rechnung tragen, dass die ver-
tikale Coriolis-Beschleunigung im Hinblick auf die tangentiale Bewegung sehr gering
ist, d. h. es ist erlaubt, ð2�ð� � �3Þ� ^ utanðR�ÞÞ � � ¼ 0 anzunehmen. F�r die Erdoberfl�-
che, d. h. r ¼ R; erhalten wir dann aus (16) eine direkte Relation des Produktes aus mitt-
lerer Dichte und (mittlerer) Schwerebeschleunigung zum normalen Druckgradienten
(hydrostatische Approximation): @

@r PðR�Þ ¼ �0gr. Dies ist der Grund, warum wir durch
Integration

PðR�Þ ¼ �0gR�ðR�Þ þ PAtm ð17Þ
erhalten, wobei PAtm den (mittleren) Atmosph�rendruck bezeichnet. �ðR�Þ (vgl. Abbil-
dung 10) ist dabei die Differenz der H�hen von Ozeanoberfl�che und Geoid f�r � 2 S2.
Die (skalare) Funktion � 7! �ðR�Þ; � 2 S2, heißt Ozeantopographie. Mit Hilfe eines Al-
timetersatelliten k�nnen wir die Differenz H von (bekannter) Satellitenh�he HSat und
(unbekannter) H�he der Ozeanoberfl�che HOzean messen: H ¼ HSat �HOzean. Nach
rechnerischer Ermittlung von HOzean und bei bekannter Geoidh�he HGeoid ist dann die
Ozeantopographie � berechenbar: � ¼ HOzean �HGeoid. In Verbindung mit (15) und
(17) f�hrt uns dies schließlich auf die Gleichung Cð�Þ� ^ utanðR�Þ ¼ � gR

R r���ðR�Þ. Mit
dem Fl�chenrotationsgradienten L�� ¼ � ^r�� erhalten wir schließlich

R
gR

Cð�ÞutanðR�Þ ¼ L���ðR�Þ: ð18Þ
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Dies ist die Gleichung des geostrophischen ozeanischen Flusses (vgl. [2], [17], [10] sowie
die dort angegebene Literatur).

Abbildung 10. Prinzip der Satellitenaltimetrie (Radarmessung der Satellitenh�he �ber der Oze-
anoberfl�che).

8.2.2 Mathematische Analyse

Wiederum erhalten wir eine Gleichung vom vektoriell tangentialem Typ auf der Ein-
heitssph�re S2. Diesmal jedoch handelt es sich um die Gleichung des Fl�chenrotations-
gradienten L�S ¼ s (mit sð�Þ ¼ R

gR
Cð�ÞutanðR�Þ und Sð�Þ ¼ �ð�Þ; � 2 S2). Eine L�-

sungstheorie, um aus dem quellfreien Vektorfeld s die „Stromfunktion“ S zu gewinnen,
entspr�che den Ausf�hrungen des Abschnittes 8.1.2 (mit r� durch L� ersetzt) . Die Be-
rechnung des geostrophischen ozeanischen Flusses ist jedoch schlicht ein Differenzia-
tionsproblem, n�mlich die Berechnung der Ableitung L��Sð�Þ ¼ � ^r��Sð�Þ; � 2 S2:

8.2.3 Entwicklung und Ausf�hrung des L�sungsverfahrens

Die direkte (explizite) Ausf�hrung der Ableitung L�S ist nicht umsetzbar. Auch hier hat
man es mit diskretem Datenmaterial zu tun, das zudem nur auf ozeanischen Fl�chen
vorliegt. Gew�hnlich macht man in der geod�tischen Literatur f�r die Ozeantopogra-
phie einen Kugelfunktionsansatz in Form einer Fourierreihe. Der vektoriell isotrope
Operator L� (vgl. [10]) wird dann unter Verlust seiner vektoriellen Isotropie in der Zerle-
gung nach skalaren, anisotropen Komponenten auf die resultierende Fourierreihe ange-
wendet. Das Resultat sind skalare Komponenten des (geostrophischen) Flusses. Die
Schwierigkeiten mit polynomialen Globalstrukturen (wie Kugelfunktionen) bestehen
(mit � ¼ 0 auf Kontinenten!) im Auftreten des Gibbschen Ph�nomens nahe den K�s-
tenlinien, wo allerdings der ozeanische Fluss auch nicht als geostrophisch angesehen
werden kann und die von uns verfolgte Modellierung fehlt. Ein alternativer Zugang, um
numerisch bedingte Oszillationen in K�stenn�he zu vermeiden, besteht in der Anwen-
dung von Kernen mit lokalem Tr�ger, wie z. B. (gegl�tteten) Haar Kernen (vgl. [8])

�ðkÞ� ðtÞ ¼
0 ; � < 1� t � 2

k þ 1
2�

ðt� ð1� �ÞÞk

�kþ1 ; 0 � 1� t � �
:

8><>: ð19Þ
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F�r � > 0, k 2N, ist �ðkÞ� eine ðk � 1Þ-mal stetig differenzierbare Funktion. Da
ð�ðkÞ�j

Þj2N0
f�r eine streng monoton fallende Nullfolge ð�jÞj2N0

eine Dirac Folge (vgl.

[10]) bildet, gelten mit dem Faltungsintegral (Tiefpassfilter)

HðkÞ�j
ð�Þ ¼

Z
S2

�ðkÞ�j
ð� � �ÞHð�ÞdSð�Þ; � 2 S2; ð20Þ

limj!1 sup
�2S2

���Hð�Þ �HðkÞ�j
ð�Þ
���¼0 sowie auch limj!1 sup

�2S2

���L��Hð�Þ � L��H
ðkÞ
�j
ð�Þ
���¼0:

Eine leichte Rechnung liefert

L���
ðkÞ
�j
ð� � �Þ ¼

0 ; �j < 1� � � � � 2;

kðk þ 1Þ
2�

ðð� � �Þ � ð1� �jÞÞk�1

�kþ1
j

� ^ � ; 0 � 1� � � � � �j:

8><>: ð21Þ

Ein Multiskalenzugang mittels Haar Wavelets kann in der �blichen Weise formuliert
werden. Zum Beispiel k�nnen wir Haar Wavelets als Differenzen zweier aufeinander
folgender Skalierungsfunktionen verstehen, d. h. �ðkÞ�j

¼ �ðkÞ�jþ1
� �ðkÞ�j

; und mit ihrer Hil-

fe schnelle Algorithmen in Baumstruktur („tree algorithms“) garantieren. F�r die Ein-
zelheiten sei auf [8], [10] verwiesen.

8.2.4 R�ck�bertragung in die Anwendung

Ozeanischer Fluss unterliegt verschiedenen Einfl�ssen wie Windfeld, atmosph�rischer
Erw�rmung, Salinit�t des Wassers usw., die in unserer Modellierung keine Beachtung
fanden. Unsere Approximation versteht sich im Sinne geostrophischen Gleichgewichts.
Eine Analyse (vgl. [2], [17]) zeigt, dass ihre G�ltigkeit auf r�umlichen Skalen etwa mit ei-
ner Ausdehnung von etwa mehr als 30 [km] und auf zeitlichen Skalen l�nger als etwa ei-
ne Woche f�r gegeben angesehen werden kann. In der Tat ist das geostrophische Ge-
schwindigkeitsfeld senkrecht zum tangentialen Gradienten der Ozeantopographie (d. h.
senkrecht zum tangentialen Druckgradienten). Dies ist eine bemerkenswerte Eigen-
schaft. Das Wasser fließt l�ngs Kurven konstanter Ozeantopographie (d. h. l�ngs Iso-
baren). Trotz der wesentlich einschr�nkenden Annahmen bei der Modellierung gewinnt
man instruktive Zirkulationsmodelle des inneren ozeanischen Oberfl�chenflusses je-
weils f�r die n�rdliche (vgl. Abbildung 11) oder s�dliche Hemisph�re (Schwierigkeiten
bei der Berechnung des Flusses ergeben sich allerdings aus der Tatsache, dass der Corio-
lis Parameter auf dem �quator verschwindet). Positiv sollte Erw�hnung finden, dass
die (Modellierung der) Ozeantopographie einen wesentlichen Beitrag zum Studium von
Ausnahmeph�nomenen innerer Ozeanstr�me, wie etwa El Ni~nno, vermittelt. El Ni~nno ist
eine Anomalie des Ozean-Atmosph�re-Systems. Sie verursacht das Auftreten ver�nder-
ter Str�mungen im �quatorialen Pazifik, d. h. das normalerweise nach Westen str�men-
de oberfl�chennahe Wasser str�mt nach Osten. Geographisch ausgedr�ckt, der kalte
Humboldtstrom schw�cht sich ab und kommt zum Erliegen. Innerhalb von wenigen
Monaten wandert die Wasserschicht von S�dostasien nach S�damerika. Die Wasserzir-
kulation hat sich umgekehrt. In der Konsequenz erw�rmt sich der Ostpazifik, w�hrend
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vor Australien und Indonesien die Wassertemperatur sinkt. Dies hat weltweite Auswir-
kungen auf das Wetter in Form extremer D�rren oder Unwetter. Unsere Berechnungen
(Abbildung 12) helfen nicht nur, diese Ver�nderungen graphisch zu verdeutlichen, sie
bilden auch die Grundlage zuk�nftiger Pr�diktionen von El-Ni~nno-Auspr�gungen und
-Wirkungen.

Abbildung 11. Ozeantopograhie �ðR�Þ [cm] (links) und geostrophischer ozeanischer Fluss
utanðR�Þ [cm/s] (rechts) des Golfstromes berechnet mit Hilfe gegl�tteter Haar Wavelets
ð j ¼ 8; k ¼ 5Þ (numerische Realisierung und graphische Illustration in Kooperation mit
V. Michel und D. Michel (2006)).

Abbildung 12. Ozeantopographie �ðR�Þ [cm] (mit Skala ð j ¼ 3Þ f�r alle Bilder) w�hrend der El-
Ni~nno-Periode (Mai 1997–April 1998) aus Daten des Altimetersatelliten TOPEX-POSEIDON
(numerische Realisierung und graphische Illustration ð j ¼ 3Þ in Kooperation mit V. Michel
und S. Maßmann (2006)).
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9 Schlussbemerkungen

Halten wir zusammenfassend fest: Die Erde ist ein dynamischer Planet, der sich ange-
trieben durch großr�umige konvektive Stoff- und Energieumlagerungsvorg�nge in sei-
nem Innern und durch vielf�ltige Einwirkungen von Außen in einem st�ndigen Wandel
befindet. Unser Lebensraum Erde ist daher nur zu verstehen, wenn wir die Erde als
komplexes System im Zusammenwirken aller Komponenten betrachten [6]. Auf der Er-
de ablaufende Prozesse sind miteinander gekoppelt und bilden verzweigte Ursache-Wir-
kung-Ketten, die durch den Eingriff des Menschen in die nat�rlichen Gleichgewichte
und Kreisl�ufe zus�tzlich beeinflusst werden. Dabei ist die Kenntnis der Ursache-Wir-
kung-Ketten heute noch weitgehend unvollst�ndig. In angemessener Zeit lassen sich
substantielle Verbesserungen nur durch Ausbeutung neuer Mess- und Beobachtungs-
methoden, z. B. durch die geplanten und/oder begonnenen Satellitenmissionen sowie in-
novative mathematische Konzepte des Modellierens und Simulierens (z. B. mit neuar-
tigen lokalen Ansatzfunktionen) gewinnen. F�r die Datenauswertung ist festzuhalten,
dass die �berkommenen mathematischen Verfahren in Zukunft weder in Theorie noch
in Numerik in der Lage sein werden, die neuen Datenmengen – insbesondere unter dem
wichtigen Aspekt einer vertieften raum-zeitlich regionalisierenden Behandlung einge-
bettet in einem globalen Konzept – zu beherrschen. Gefordert ist vielmehr eine Auf-
bereitung der geowissenschaftlich relevanten Gr�ßen in konstituierende Bausteine, die
durch drei wesentliche Merkmale charakterisiert ist: gute Approximationseigenschaft,
geeignetes Dekorrelationsverm�gen und schnelle Algorithmen. Diese Eigenschaften
sind der Schl�ssel f�r eine Vielzahl von Fertigkeiten, insbesondere Datenkompression
und -transmission, Entrauschung (Denoising) sowie selektive Multiresolution.

Danksagung: Thomas Sonar m�chte ich f�r seinen erfrischenden und unterst�tzenden
Zuspruch herzlich danken.
Meinen Mitarbeitern und Diplomanden gilt Dank f�r Bemerkungen und Kommentare
sowie f�r die Hilfe bei der Erstellung der Illustrationen.
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