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Funktionalanalysis und nichtlineare
Differentialgleichungen*)

H. Amann, Ziirich

Es ist das Ziel dieses Artikels, einen Einblick zu geben in neuere Entwick-
lungen auf einem Teilgebiet der nichtlinearen Funktionalanalysis, und zwar auf
einem Gebiet, das eng zusammenhingt mit der Theorie der nichtlinearen gewohn-
lichen und partiellen Differentialgleichungen. Ich méchte versuchen, anhand eini-
ger einfacher Modellprobleme und durch heuristische Uberlegungen dem Nicht-
spezialisten einen Eindruck zu vermitteln von den Problemstellungen, den Resul-
taten und auch einigen Beweismethoden auf diesem relativ jungen Teilgebiet der
Analysis.

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, da} an vielen Stellen die Darstellung
,,ubersimplifiziert** ist und heuristische Betrachtungen verwendet werden, mit dem
Ziel, dem Leser moglichst klar die wesentlichen Gedankenginge herauszuarbeiten.
Fir mathematisch prizise, technisch oft sehr anspruchsvolle Beweise sei auf die
zitierte Literatur verwiesen.

2.

Zur Illustration betrachten wir die folgenden drei Probleme aus der Theorie
der Differentialgleichungen.

Gesucht ist eine Losung u des elliptischen Randwertproblems
(E) —Au=f(u) in ,
u=0 auf 082 .

Hierbei ist £2 ein beschrinktes Gebiet in R" mit glattem Rand 92, und f: R - R
ist eine gegebene glatte Funktion.

Im zweiten Problem interessieren wir uns fiir die Existenz von, beziiglich
der t-Variablen 27-periodischen Lésungen der nichtlinearen Wellengleichung

Uy — Uy = f(u) in (0,7 xR,

W) { ~
u0,t)=u(m,t)=0 V tER.

*) Hauptvortrag auf der Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in Hamburg
1979.
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154 H. Amann

Im letzten Problem schlieBlich sind T-periodische Lésungen des folgenden
Hamiltonschen Systems gewohnlicher Differentialgleichungen gesucht:

H) p=-HF,(0p,9 4= %@, ),

wobei #: R" x R" > R eine gegebene glatte Hamilton-Funktion und T eine fest
vorgegebene Periode sind.

In allen obigen Problemen ist es das Ziel, Aussagen iiber die Existenz von
Losungen zu gewinnen. Da es sich stets um nichtlineare Probleme handelt, und
nichtlineare Probleme in der Regel nicht eindeutig ldsbar sind, ist es ein weiteres
— und im allgemeinen viel schwerer zu erreichendes — Ziel, Abschitzungen fiir
die Anzahl von Losungen zu finden.

Beim ndheren Betrachten der Probleme (E), (W) und (H), die aus verschie-
denen Gebieten der Theorie der Differentialgleichungen stammen -- nimlich aus
der Theorie der elliptischen Randwertprobleme, der Theorie der hyperbolischen
Differentialgleichungen und der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen
— sieht man, daf’ sie alle eine gemeinsame Struktur besitzen. Sie sind nimlich alle
von der Form

Au=F@),

wobei A ein linearer Operator und F eine nichtlineare Abbildung sind. So ent-
spricht z. B. A im Falle (E) dem Differentialoperator —A, wobei die Randbedin-
gung ,,u=0 auf 882 in den Definitionsbereich von A . eingearbeitet wird.

Zu einer genaueren Beschreibung des abstrakten Problems muf natiirlich
zuerst der zugrundeliegende abstrakte Raum spezifiziert werden. In der Regel
empfiehlt es sich, einen moglichst reich strukturierten Raum zu wihlen, da es das
Ziel sein mufl, moglichst viel der in den konkreten Problemen vorhandenen Struk-
tur in die abstrakte Formulierung zu tibertragen. In unserem Fall konnen wir stets
einen Hilbertraum H — z. B. H=L, (2) im Falle (E) — wihlen. In diesem Fall
kann der lineare Operator A niher spezifiziert werden. Er bildet ndmlich einen
in H dichten Definitionsbereich D(A) in H ab:

A:D(A)CH-H,
d. h., A ist i.a. ein unbeschrinkter Operator. Bei geeigneter Interpretation der
Differentialoperatoren — ndmlich im Sinne der Distributionen — und unter Heran-

ziehen der gut entwickelten Theorie der linearen Differentialoperatoren kann man
zeigen, daf in jedem Fall A als selbstadjungierter Operator gewihlt werden kann:

A=A*,

Was die Nichtlinearitit anbelangt, so ist es naheliegend zu verlangen, dafy
F den Raum H in sich abbildet, d. h.
(1) F:H—H.

Diese harmlos scheinende Voraussetzung kann sich allerdings als recht restriktiv
herausstellen. Falls nimlich H ein L,-Raum ist und F durch die Funktion f defi-
niert wird, d. h.

F(u)(x) := f(u(x)) VxeEQR, VueL,(f2),
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so impliziert (1) bereits die Existenz von Konstanten a, b mit
[f(&)l < a+blgl VEER,

d. h., die Nichtlinearitit mufy notwendigerweise linear beschrankt sein (z. B. [14]).
Diese Schwierigkeit ist typisch fiir nichtlineare Probleme, d. h. die Wahl des zu-
grundeliegenden Funktionenraumes, die oft fiir den linearen Operator natiirlich
erscheint, wirkt sich stark auf die zugelassenen Nichtlinearititen aus. In gegebenen
konkreten Problemen ist es deshalb wesentlich, unter Beriicksichtigung der Eigen-
schaften der Nichtlinearititen die zugrundeliegenden Funktionenrdume moglichst
optimal zu wihlen.
Na wir uns inunseren Retraghfungen in erster Linie fiir linear beschriinkte

e

setzen, dafd F ganz H stetig in sich abbildet. Eine genauere Analyse der obigen kon-
kreten Probleme zeigt dann, dafd F noch wesentlich mehr Struktur besitzt. In jedem
der betrachteten Fille ist F nimlich ein Potentialoperator, d. h., es existiert eine
Funktion

®cC'(H,R), #(0)=0,

deren Ableitung mit F iibereinstimmt: &' = F (hier und im Folgenden wird stets
0.B.d.A. der Hilbertraum H aufgrund des Rieszschen Darstellungssatzes mit seinem
Dualraum identifiziert).
Zusammenfassend kénnen wir also jedem der konkreten Probleme (E), (W)
und (H) das folgende abstrakte Problem zuordnen:
Es seien H ein reeller Hilbertraum, A : D(A) C H - H ein selbstadjungierter
linearer Operator und F : H — H ein stetiger Potentialoperator, d. h., es
(A) existiert ein ® € C'(H, R) mit ®' =F. Gesucht sind Aussagen iiber die

Iviotoun~s 13md Anrabhl vwon T Acrrnoen Aoy nirch tlinearen nevatonroleirhiino
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Anschaulich und nicht sehr nrizise kann man die Bedingung (3) auch so for-

Um diese These, dafy die Gleichung A u = F(u) in diesem ,,Nichtresonanz-
fall*“ eindeutig 16sbar ist, durch Verifizieren ihrer Richtigkeit in einem Spezialfall
zu untermauern, bendtigen wir nun Information iiber 0 (A) in den konkreten Fil-
len (E), (W) und (H).

Im elliptischen Fall (E) ist es wohlbekannt, da A positiv definit ist und
eine kompakte Inverse besitzt. Folglich besitzt A ein reines Punktspektrum

0<A <N <N <L

ohne endlichen Hiaufungspunkt, und jedes X € 6 (A) ist ein Eigenwert endlicher
Vielfachheit.

Im hyperbolischen Fall (W) besitzt A ebenfalls ein reines Punktspektrum,
das keinen endlichen Hiaufungspunkt besitzt, sich aber von —oo bis +oo erstreckt:

D WPR O W O P | RO VN VI
Hierbei ist jedes X € 0(A)\{0} ein Eigenwert endlicher Vielfachheit, und A, = 0
ist ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit.

Im Falle (H) gilt o(A) = 21—,71 Z ., und jedes A € 0 (A) ist ein Eigenwert der
Vielfachheit 2 n.

Betrachten wir nun den Fall (E). Da A positiv definit ist, existiert eine
positiv definite Quadratwurzel AY? und hierfir gilt

(Au,u)=||AY?u|? VueD(A).

Dies zeigt, da® das Funktional ¢ in diesem Fall eine natiirliche Fortsetzung auf
D(AY?) (im konkreten Fall auf den Sobolevraum H}(£)) besitzt. In dquivalenter
Weise kénnen wir mit dem stetigen linearen Operator R:= A~ 12 € AH) ein

) o\ LR |
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Koerzivitit von ¢ und der schwachen Kompaktheit der Einheitskugel in H. Auf
diese Weise folgt, dafl unter der Voraussetzung (4) die Gleichung Au=F(u) im
Falle eines positiv definiten Operators A genau eine Losung besitzt.

Die Ungleichung (4) impliziert aber, da® F'(u) fiir jedes u € H negativ
semi-definit ist. Folglich gilt

0(F'(u)) C(—,0] Vu€H,

wihrend 0(A) C(0, ) erfiillt ist. D. h., in diesem Fall , tritt die Nichtlinearitit F
nicht in Resonanz mit dem Spektrum von A*, und die Gleichung A u = F(u) ist
eindeutig 16sbar.

Das folgende allgemeine Theorem zeigt nun, da} diese Aussage in der Tat
auch dann richtig ist, wenn die Nichtlinearitit zwischen zwei Eigenwerten von A
,»variiert* (wihrend sie im obigen Fall auf einer Seite des Spektrums von A ,,vari-
ierte).

Theorem 1 Es gelte:

o< (F(u) — F(v),.u -V
lu—v|?

)

<g Vu veH

und
(i) [o, B1Cp(A).
Iy ot (1j2 43 1o it WL il 1122 g7 i Jis b2

NN

Dieses Theorem ist im Prinzip wohlbekannt. Im Falle des elliptischen Rand-
wertproblems (E) folgt es z. B. aus Resultaten von Dolph [9] iiber die Losbarkeit
von Hammersteinschen Integralgleichungen. In der darauf folgenden Zeit ist es von
vielen Autoren wiederentdeckt worden. Im Falle (W) wird es z. B. in [16] bewiesen.
Wir werden es im nichsten Paragraphen als Nebenresultat allgemeinerer Betrachtun-
gen erhalten. Es sei auch darauf hingewiesen, da} die Voraussetzung (i) die globale
Lipschitzstetigkeit von F impliziert (vgl. [6], Appendix A). Unter Ausnutzung dieser
Tatsache kann dann Theorem 1 auch leicht aus dem Banachschen Fixpunktsatz ab-
geleitet werden (vgl. z. B. [1]).

Die Ungleichung (4) und die Voraussetzung (i) zeigen, daf die ,,Variation**
der Nichtlinearitit sinnvollerweise durch den Ausdruck

(Fw—-—F,u—w

TEETE Yu, veéH

beschrieben wird. In Analogié zum linearen Fall fithren wir deshalb den ,,numeri-
schen Wertebereich W(F) der Abbildung F* durch die Formel

W(F):=¢0 {F(u) = F(v),u —w/|lu—v|?lu, vEH)}

ein, wobei €0 { . . .} die abgeschlossene konvexe Hiille bezeichnet. Dann garantiert
Theorem 1 die eindeutige Losbarkeit der Gleichung A u = F(u), falls

W(F) Cp(A)

gilt, was eine prazise Fassung der ,,Nichtresonanzbedingung‘ darstelit.
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4.

Es erhebt sich nun natiirlich die Frage, was passiert, wenn W(F) N o(A)#Q
gilt. Die Erfahrung zeigt, da} in diesem Fall i. a. Nichteindeutigkeit vorliegt. Um die
Problematik zu vereinfachen. wollen wir den Spezialfall betrachten daf hereitsdie

Existenz einer Losung bekannt ist. In praktischen Fillen handelt es sich dabei oft
um die ,,uninteressante‘ Lésung, und man méchte etwas iiber die Existenz anderer
Losungen wissen. Wenn bereits eine Losung bekannt ist, kann durch eine einfache
Translation stets angenommen werden, daf dies die Nulldsung ist, d. h., daf

F(0)=0

gilt, was also im folgenden stets vorausgesetzt wird.
In diesem Fall reduziert sich die linearisierte Gleichung (2) auf die Form

(5) [A-F'()]u=0,

und gesucht sind Losungen u # 0. Wire nun F'(u) eine Zahl A, so hitte die Glei-
chung (5) genau dann eine nichttriviale Losung, wenn A zum Punktspektrum
0,(A) von A gehorte. Im Lichte der vorangehenden Uberlegungen fithrt dies zur
Vermutung der Existenz einer nichttrivialen Lésung von Au = F (u), falls

W(F) No,(A) # 0

gilt. Um zu einer ,,stabilen‘ oder ,,generischen** Formulierung zu gelangen, wird
man etwas mehr verlangen, namlich, daf} ein Eigenwert von A im Innern W(F)
des numerischen Wertebereichs von F liegt, d. h., es ist zu erwarten, daf die Glei-
chung Au=F(u) mindestens eine nichttriviale Losung besitzt, falls F(0) = 0 und

W(F) N o, (A) # 0

gelten.

Um diese Vermutung zu untermauern, betrachten wir die konkreten Reali-
sierungen (E) und (W), denen in den letzten Jahren zahlreiche Untersuchungen ge-
widmet worden sind. (Fiir Uberblicke und Zusammenfassungen vgl. [11], [12], [19]).
Hierbei beschrinken wir uns zuerst auf den sog. superlinearen Fall, d. h., wir setzen
voraus, dafy
6) lim f'(§)=o0

lEl—> o0

gilt. (Auf die zusitzliche Schwierigkeit, die daraus entsteht, daf in diesem Fall f
nicht linear beschrinkt und somit F im Falle H = L, nicht auf ganz H definiert ist,
gehen wir hier nicht ein, da es uns nur darum geht, qualitative Aspekte zu beschrei-
ben.) Aus (6) folgt leicht, daf}

W(F) D [{'(0), o)

gilt, so dal W(F) in jedem Fall unendlich viele Eigenwerte enthilt oder, anders
ausgedriickt, ,,F mit unendlich vielen Eigenwerten von A in Resonanz tritt*. In der
Tat folgt z. B. aus Untersuchungen von Ambrosetti und Rabinowitz [5] im ellipti-
schen Fall und von Rabinowitz [17] im Falle der Wellengleichung, dafs mindestens
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eine nichttriviale Losung fiir (E) und (W) existiert, falls (6) (sowie einige weitere
Voraussetzungen mehr technischer Natur) erfiillt ist.

Nach diesem Extremfall — Resonanz von F mit unendlich vielen Eigenwer-
ten von A — wenden wir uns Situationen zu, bei denen F nur mit endlich vielen
Eigenwerten in Resonanz tritt. Eine relativ einfache Situation dieser Art liegt z. B.
vor, wenn f asymptotisch linear ist, d. h., wenn der Grenzwert

f'(e0):= lim f(§)
gl = o0

in R existiert. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns hierbei auch auf den
,,generischen‘ Fall, in dem ,,im Unendlichen keine Resonanz auftritt*, d. h.

f'(o0) & 0(A)

gilt.

Auch in diesem Fall wurden den Problemen (E) und (W) bereits viele Un-
tersuchungen gewidmet, wobei im Falle (E) die neuesten und weitestreichenden
auf Thews [18] und Hess [13] zuriickgehen. Aus allen diesen Untersuchungen geht
hervor, daft (E) mindestens eine nichttriviale Losung besitzt, falls zwischen f'(0)
und f'(°) mindestens ein Eigenwert von A echt eingeschlossen ist. Allerdings
wurde dieses Resultat bis jetzt von keinem der Autoren in dieser Allgemeinheit
bewiesen. In jeder uns bekannten Arbeit muf} f Zusatzbedingungen erfiillen, wel-
che dem Problem nicht angemessen erscheinen. So verlangt z. B. Hess in [13], da

M O -NKHE=0 VEER
gilt, falls
M <TE(0) <Aery SA < f'(o0) <N+

erfiillt ist.

Ahnliche, allerdings weit weniger allgemeine Resultate sind im Fall (W) be-
kannt. Hier gehen die wichtigsten Untersuchungen auf Brézis und Nirenberg [7]
und auf Mancini [15] zuriick, wobei stets angenommen werden muf}, dafy f mono-
ton wachsend oder fallend ist (was mit der Tatsache zusammenhingt, dal A, =0
ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit ist).

Das folgende Theorem, das einer gemeinsamen Arbeit des Verfassers mit
E. Zehnder [3] entnommen ist, zeigt, da in der Tat die Existenz einer nichttrivi-
alen Losung von (E) oder (W) garantiert werden kann, falls zwischen f'(0) und
f'(ec) mindestens ein Eigenwert von A echt eingeschlossen ist, wobei — aufler einer
Monotonievoraussetzung im Falle (W) — keine weiteren Annahmen (z. B. der Art
(7)) notwendig sind.

Theorem 2 Im Falle der Probleme (E) und (W) gelte £(0) =0 und
f'(o0) & 0(A). Auferdem gelte im Falle (W) f'(¥) # 0 fiir alle £ € R. Dann hat
das Problem (E) bzw. (W) mindestens eine nichttriviale Losung, falls mindestens
ein Eigenwert \ von A existiert mit

min (f'(0), f'(e0)) <A <max (f'(0), f'(=0)) .

Es sei bemerkt, daf} eine entsprechende Aussage auch fiir das Problem (H)
gilt. Da jedoch in diesem Fall, wegen der grofleren Komplexitit des Problems, die
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exakte Formulierung nur unter relativ groflem technischen Aufwand maéglich ist,
werden wir auf die Beschreibung dieser Resultate verzichten (vgl. [3]).

5.

Um eine Vorstellung von den Beweismethoden zu vermitteln, wollen wir
in diesem Abschnitt mit wenigen Worten die wichtigsten Beweisschritte von Theo-
rem 2 skizzieren. Hierbei werden wir das weit allgemeinere Problem (A) betrachten,
ohne allerdings die allgemeinen Sitze explizit anzugeben. Fiir einen vollstindigen
Beweis sowie allgemeine Resultate verweisen wir den interessierten Leser auf [3].

Zur effektiven Behandlung von Problem (A) machen wir die folgenden
Grundvoraussetzung:

Es seien o< reelle Zahlen mit o, 3 € p(A) derart, daf gilt:

(i) das Intervall (o, B] enthdlt hochstens endlich viele Eigenwerte von A

endlicher Vielfachheit,;

(i) W) C e, B].
Es sei bemerkt, daf (ii) erfiillt ist, wenn

a<f'({)<Bp VEER

gilt und daf (i) erfiillt ist, wenn o, 8 € p(A) im Falle (E) beliebig gewihlt werden,
wihrend im Falle (W) entweder o> 0 oder 8§ <0 gelten muf3.

In einem ersten Schritt ordnen wir dem Problem A u = F(u) ein C!-Funk-
tional auf einem geeigneten Hilbertraum zu, dessen kritische Punkte genau den
Losungen der Gleichung A u = F(u) entsprechen. Hierbei lassen wir uns von dem
einfachen, in Abschnitt 2 behandelten Fall des positiv definierten Operators A lei-
ten.

Aus der Spektraltheorie ergibt sich die Zerlegung von H in die orthogonale
Summe

H=X®YDZ,
wobei X, Y und Z invariante Unterriume von H sind, derart daf} gilt

o(AlX Ndom(A)) = o(A) N (B, ),
g(AlY Ndom(A)) = o(A) N (=00, @),
a(AlZ) = 0(A)N(a, B).

Insbesondere ist Z ein endlichdimensionaler Untervektorraum von H, der von den
endlich vielen Eigenfunktionen aufgespannt wird, die zu den Eigenwerten von A
im Intervall [e, 8] gehoren. Ferner folgt die Existenz stetiger linearer Operatoren

R €Z(H, X), SEZMH,Y), TEFLH, 2)
mit
R2-S2+T2=(A —a)"!.

Schlieflich setzen wir

Bo(0): =<I><u)—§uuu2 VueEH
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definierten Flusses. Die stationdren Punkte dieses Flusses sind genau die kritischen
Punkte von g.

Da es sich um einen Gradientenflufy handelt, geniigt es, die Existenz be-
schrinkter Orbits der Differentialgleichung (8) zu zeigen, da jeder w-Limespunkt
eines solchen Orbits notwendigerweise ein stationédrer Punkt ist.

Unter Voraussetzungen an das asymptotische Verhalten von g, welche das
abstrakte Analogon der Bedingung der asymptotischen Linearitit von f in den Pro-
blemen (E) und (W) darstellen, kann gezeigt werden, dafd die Menge der beschrank-
ten Orbits von (8) kompakt ist. Diese Eigenschaft ist eng verwandt mit der Tat-
sache, daf g die Palais-Smale-Bedingung — eine in der Variationstheorie wohlbe-
kannte Bedingung — erfulit.

Aufgrund der obigen Tatsachen ist es nun moglich, eine verallgemeinerte
Morse-Theorie heranzuziehen, die im wesentlichen von C. C. Conley [8] entwickelt
wurde. Gemif dieser Theorie kann der Menge aller beschrinkten Orbits von (8)
ein Index zugeordnet werden, der in diesem Fall keine numerische Invariante ist,
sondern sich als Homotopietyp eines geeigneten topologischen Raumes ausdriickt.
Durch geeignete topologische Deformationen des betrachteten Vektorfeldes g’ ist
es in unserem Fall auch méglich, diesen Index zu berechnen.

Unter der Voraussetzung F(0) = 0 folgt, daf} O ein stationirer Punkt des
betrachteten Flusses ist. Da wir jedoch an der Existenz nichttrivialer stationirer
Punkte interessiert sind, miissen wir die Existenz eines beschriankten Orbits bewei-
sen, welcher O nicht im topologischen Abschluf enthilt. Dazu konnen wir auch
dem stationiren Punkt O einen Index zuordnen — ebenfalls ein geeigneter Homo-
topietyp — , und die Conleysche Morse-Theorie garantiert dann das gewiinschte
Resultat, falls gezeigt werden kann, daf diese beiden Indizes verschieden sind. Da
dies — unter Heranziehung nichttrivialer topologischer Normalformen des betrach-
teten Flusses sowie unter Verwendung von Methoden und Resultaten der algebra-
ischen Topologie — in der Tat gezeigt werden kann, erhalten wir auf diesem Weg

mgjﬁmlﬁ yon Theorem 2

s sei bemerkt, dafy das Heranziehen nichttrivialer topologischer Methoden
unvermeidbar sein diirfte, da die Behauptung im Grunde ein topologisches Resul-
tat darstellt. Es soll nimlich aus dem asymptotischen Verhalten von F im Punkt O
und im Unendlichen allein, d. h. ohne quantitative Abschitzungen, auf die Existenz
von nichttrivialen Lésungen geschlossen werden.

6.

Die oben geschriebenen Resultate legen natiirlich sofort die Frage nahe, ob
die Gleichung A u = F(u) mehrere L6sungen besitzt, wenn der numerische Werte-
bereich W(F) mehrere Eigenwerte von A enthilt. Genauer: besitzt die Gleichung
A u = F(u) mindestens & nichttriviale Lésungen, falls

(9)  card [0,(A) N W (F)] =2
gilt?

Fiir diese Vermutung gibt es einige Evidenz. Zum Beispiel ist die Aussage
richtig, wenn F ungerade ist, d. h., wenn F(u) = —F(—u) fiir alle u € H gilt (vgl.
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z. B. [2]). Auch ohne zusitzliche Voraussetzungen an die Nichtlinearitit kénnen
wir Multiplizitdtsaussagen der obigen Art beweisen, und zwar im Fall der Wellen-
gleichung (und fiir das Problem (H)).

Ein Ergebnis dieser Art wird im folgenden Theorem 3 beschrieben (vgl. [4]).

Theorem 3 Im Falle des Problems (W) gelte: £(0) =0, f'(0) € 0(A) und
f' <B <0 fiir eine geeignete Konstante B. Gilt dann fiir ein k €Z und ein €N

min (f'(0), £'(0)) <N+ <. .. <Agse<max (f'(0), f'(=2)),
so besitzt das Problem (W) mindestens L nichttriviale Losungen.

Der Grund, weswegen dieses Multiplizititsresultat bewiesen werden kann,
liegt in der folgenden trivialen Beobachtung, die jedoch zeigt, daf} das Problem (W)
wesentlich mehr Struktur besitzt. Falls nimlich u eine Lésung von (W) ist, so ist
: P,."r'” ~ OO, ;% .th . aak 1 T 1 a

x, )y —u(x, t+17)

eine Losung von (W). Aufgrund der 2 w-Periodizitit von u geniigt es, modulo 2 7
zu rechnen, d. h., die Parameter aus dem Einheitskreis S! ~ R/2 72 zu wihlen.
Folglich setzen wir fir ¢ = e €8

Uou(',t): =u("t+1-) .

Dann zeigt man, dafd durch (stetige Fortsetzung von) U, ein unitérer linearer Ope-
rator auf dem Hilbertraum H = L, ((0, 7) x (0, 2 7)) definiert wird und dafd man
durch

S!'3¢+— U, ELH)

eine stark stetige unitire Darstellung der Kreisgruppe S* erhilt. Man sieht leicht,
dafl A und F mit U, kommutieren, d. h., die Gleichung A u = F(u) bzgl. dieser
Aktion der S! #dquivariant ist. Unter Ausniitzung dieser Tatsachen kann man zei-
gen, daf U, auf dem Unterraum Z von H eine stetige Aktion der S! induziert, be-
ziiglich der das Funktional g invariant ist. Da g'(0) = O gilt, und da wir an der
Existenz nichttrivialer kritischer Punkte interessiert sind, geniigt es, g auf Z — {0}
zu betrachten. Da g invariant ist, also konstant auf den Orbits der S!-Aktion, wird
in kanonischer Weise auf dem Orbitraum

Z:=(Z - {0})/S",
der dquivariant homéomorph zu SN /S! mit N: = dim Z — 1 ist, ein Funktional
g induziert.

Angeregt durch die Ljusternik-Schnirelmann-Theorie kann man nun Aus-
driicke der Form
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3

Eritlscﬂer En!t von g entspncﬂt.

Auf diese Weise kann man Theorem 3 beweisen, falls man zeigen kann, daf}
der Orbitraum Z Mengen geniigend hoher Ljusternik-Schnirelmann-Kategorie ent-
hilt. Dies lduft auf Abschitzungen nach unten der ,,cup-length* von Z hinaus, d. h.
auf Abschitzungen der Nilpotenz des Kohomologieringes von Z, was erhebliche
technische Schwierigkeiten bereitet und zum gegenwirtigen Zeitpunkt nicht durch-
gefiihrt ist.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, anstelle der Ljusternik-Schnirelmann-
Kategorie einen von Fadell und Rabinowitz [10] eingefiihrten Kohomologieindex
zu verwenden, der speziell auf Operationen Liescher Gruppen zugeschnitten ist.
Mit Hilfe dieses ,,Index‘‘ kann nach dem oben beschriebenen Prinzip Theorem 3
bewiesen werden.

Schlielich noch ein Wort zur Voraussetzung f' < < 0. Unter dieser Vor-
aussetzung kann gezeigt werden, daf die S! fixpunktfrei auf Z — {0} operiert, was
die Durchfithrung des obigen Programms ermdglicht. Im Fall f' > «> 0 ist die
Operation der S! i.a. nicht fixpunktfrei. In diesem Fall werden sowohl die Ljuster-
nik-Schnirelmann-Kategorie als auch der Fadell-Rabinowitz-Index ,,singulidr®, d. h.,

a Lo Z L LI, S 1. A 1 1l D ook d R Y 1 A_1°

——

L |

sem Problem zusammenhingen, sind zur Zeit noch nicht in befriedigender Weise
gelost. .

Die oben beschriebenen Resultate untermauern in einem gewissen Mafde die
Arbeitshypothese (9). Die beschriebenen Methoden versagen jedoch im Falle des
Elliptischen Randwertproblems (E), da in diesem Problem keine offensichtliche
zusitzliche Struktur vorhanden ist. Die Frage der Existenz mehrerer Losungen bei
Problem (E), ohne Symmetrievoraussetzung an f, ist — bis auf einige Stérungsresul-
tate (vgl. z. B. [20}) — vollkommen offen.
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Nonstandard Methods in Stochastic Analysis
and Mathematical Physics*)

J. E. Fenstad, Oslo

Nonstandard analysis has one of its roots in a critique of the idea that the
real line is a pointset constructed from below by the methods of set theory as codi-
fied in e. g. the Zermelo-Fraenkel axioms.

Set theory and in particular Zermelo’s axiomatization of 1908 was at that
time repeatedly criticized as a “true” foundation for mathematics. We shall briefly
focus on one line which led to the development of nonstandard methods.

In the winter of 1915/16 Thoralf Skolem had extensive discussions with
the mathematicians in Gottingen on the axiomatization of set theory. Already at
that time he had the notion of a countable model which leads to a certain relativi-
ty or non-absoluteness of the notion of set with respect to any first-order axiomati-
zation.

Skolem did not then publish his critique. He seemed to have believed that
no mathematician would take axiomatic set theory seriously as an ultimate founda-
tion for mathematics.

In 1922, however, “habe ich aber zu meinem Erstaunen gesehen, dafd sehr
viele Mathematiker diese Axiome der Mengenlehre als die ideale Begriindung der
Mathematik betrachten; deshalb schien mir die Zeit ggkommen, eine Kritik zu pub-
lizieren™, [26].

It is perhaps an irony that the weapons of the critique now are the standard
tools of the orthodox theory. This we shall not further pursue. But we shall note
that since there are countable models of consistent theories, Skolem points out that
one should be able to add new sets to the model without violating the axioms of
the theory. If we could add sufficiently many new subsets of w, we might even be
able to violate the continuum hypothesis.

This is no trivial matter. In fact, it was accomplished first in 1963 by
P.J. Cohen using his forcing technique. Skolem at the time settled for a simpler
task. To which extent can the non-negative integers 0, 1, 2, . . . be characterized
by elementary numbertheoretic statements, such as the Peano axioms or extensions
thereof.

In this task Skolem succeeded. In 1934 he published the “founding”
memoir of the nonstandard theory, ‘‘Uber die Nichtcharakterisierbarkeit der Zahlen-
reihe mittels endlich oder abzihlbar unendlich vieler Aussagen mit ausschlieSlich
Zahlenvariablen”, [27].

*) Uberarbeitete Fassung eines Hauptvortrages auf der Jahrestagung 1979 der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung in Hamburg
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Skolem’s aim had in a certain sense been destructive. But a deep insight can-
not be only negative. In 1960 Abraham Robinson turned the nonstandard methods
into a new and efficient technique in mathematics. This was certainly a remarkable
step forward. He extended Skolem’s analysis from arithmetic to the reals, and saw
how the nonstandard version could provide a suitable framework for the develop-
ment of analysis by means of infinitely small and infinitely large numbers; see the
exposition in his book [23] and the many original papers put together in volume 2
of his collected works [24].

Some have seen a vindication of the Leibnizian infinitesimals in nonstandard
analysis. There certainly are similarities. But one should be careful in claiming that
novel developments “prove” or vindicate older ideas. And besides, such claims have
also limited importance.

What is important is that nonstandard methods suggest a new idea of the
real line; that the real line can support a pointset richer than the standard real num-
bers, that the real line is not a pointset constructed from below as an exercise of
axiomatic set theory.

To this we shall return. But first a sample of methods and results from the
nonstandard theory.

On the Method

Excellent introductions to nonstandard analysis exist; the reader may con-
sult M. Davis [5], H. J. Keisler [11], D. Laugwitz [13], P. Loeb [20], or Stroyan-
Luxemburg [28]. One should also not fail to look up the recent address of
E. Nelson [22].

What we have learned is that the complete ordered field Rof real num-
bers hasa (not unique) proper ordered field extension *R, the hyperreals.
And the extensionis elementary,i. e. preserves the elementary true state-
ments about R.

We shall describe the situation somewhat more carefully. Given any set S,
st — e -
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2 Transfer Principle Let S,, ..., S, € V(R). Any elementary statement ®
which is true of Sy, ..., Sy in V(R) is true of *S,, ..., *S, in V (*R).

Extension and transfer tells us at once that *R is an ordered field which

a - = !lgzii'__, 3

oo

of the definitions: An element x €*Riscalled infinitesimal if |x|]<1/n
foralln €N, finite if [x| <nforsomen&€N,and infinite if |[x|>n for
all n € N. We write x ~y if x — y is infinitesimal. Every finite x € *R is infinitely
close to some (unique) r €R,i.e. x —r=~0;riscalled the standard part
of x, in symbols, r = °x or r = st(x).

Not every set in V(*R) is the *-image of a set in V (R), we call such sets
standard.An internal objectis any element of a standard set, i. e. a set
A € V (*R) is internal if A € *B for some B € V (R).

We have the following important definition principle in V (*R).

Internal Definition Princinle Let A.. . . A. he jnternal
®(A,,..., A, b) be an elementary statement. Then the set
{bEAla Q(Al’ L) An, b)}
is internal.

Let us give a hint of the proof. Since Ay, ..., A, are internal there must be an inte-
ger m such that A,, ..., A, € ¥(V,(R)). Over V(R) we have the truth of the fol-
lowing comprehension principle

VX1, ..., VX €V (R) 3y €EV44 1 (R). y={b€x,:P(xy,..., Xa, b)}.
By the transfer principle we obtain the truth over V (*R) of
VX100, V% €¥(V(R)) 3y €¥ (Vs (R)). y={bEx;:P(xy,...,X,, b)}
But Ay, ..., A, €%V, (R)), hence the set {b EA,: P(A,, ..., A,, b)} is internal.

So much for generalities and foundation, at least for the present moment.
Let us illustrate the method by giving the (well-known) nonstandard proof of
Peano’s existence theorem for ordinary differential equations. We want to prove the
following statement:
(i) Let f:[0,1] x R = R be continuous and bounded, |f(t, x)| <M. Let U, € R be
given. Then there exists a “‘solution” u:[0,1] - R such that u(0) = Uy and

du(t) _

The key to the nonstandard proof consists in noticing that the following procedure
is given by an elementary statement:

(ii) For alln € N divide [0,1] in equal parts t, =0, t, = ;ll—, ..., ty =1 and define
Vo (t) over [0,1] inductively by first setting
Vn (0) = UO
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By transfer let us do this for some A € *N — N. An elementary calculation shows
that for | Sw <A

w-—1
(i)  va(ty,)=Uo + ;1 f(ti, va(t)) (ti+q — ).

Introduce a standard function
u(t) =st(va(*t)), te€[0,1].

Elementary considerations (using the compactness of [0,1] and the boundedness of
f) show that

f(t, *u(t)) = £(t, va(t)),

t € *[0,1]. This means that for all t € *[0,1] there is some infinitesimal §; such that
[£(t, *u(t)) — £(t, va(t)) | <38

We need to make the choice of §; uniform, i. e. independent of t. Consider the set
K= {8 €*R.:[f(t,*u(t)) — f(t, va(t))| <8, all t € *I}.

It follows from the internal definition principle that K is an internal set. By trans-
fer we know that if an internal subset of *R has a lower bound, then it has a
greatest lower bound. Thus since K contains all positive standard reals it must con-
tain an infinitesimal 8, > 0. This gives the uniformity required to pass from (iii) to

w-1

Giv) u®)=Up+ }:l £(t, u(ty) (tisq — t),
i=
where w is such that t = t,,. But (iv) is nothing but the standard

t
) u(t)=Ug + [ f(s, u(s))ds,
0

and the proof is complete.

The example is now text-book material but irresistible as a pedagogical ex-
ample of the elementary part of nonstandard techniques. Let us round-off this in-
troductory section with a few general remarks.

Given a mathematical structure E we know of two useful extensions, the
completion E and the nonstandard extension *E. In *E we can distinguish a set of
bounded points Bg (which is defined using the uniformity or norm on E, see
[6] for details). We have the following commutative diagram

*EDBE\W/E
E

There is a map 7: Bg > £ which is onto but not }\—1 such that whenever F is com-
plete and f:E — F has an extension to a map f:E = F, then
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st(*f(x)) = (7 (x))

for all x € Bg. .

Letting E be the set Q of rational numbers (with the standard metric unifor-
mity) Bg will be the set Q¢ of finite elements in the extension *Q. In this case the
map 7: Q¢ — Qis given by identifying mod. infinitesimals. Let Q; denote the set of
infinitesimals in *Q. Then R = @ = Q;/Q;; we have perhaps the most direct construc-
tion of the reals from the rationals.

Our diagram “explains” the successful use in many situations of nonstandard
methods. It is, in fact, behind our example above.

Distribution theory offers another example. In this case we work in *C~ (R).
The strategy, useful in many applications, is not to develop a general theory of dis-
tributions, but to construct the functions we need, e. g. the §-function, as *C* func-
tions.

One final remark. In the general situation described above it is well-known
that the algebra of E does not always extend to E. By transfer it does extend to *E.
The map 7: *E- E “confuses” points that from the algebraic point of view should
be kept distinct. It is this richness of *E which adds power and intuition to the non-
standard methods.

Let us, however, add that we make no claim of universality for nonstandard
methods, that nonstandard methods should everywhere replace standard ones. At
most we claim that here we have o n e new method to add to the tool-kit of mathe-
maticians, and that there are situations where this new tool can be put to good use!
We proceed to some examples.

Singular Perturbations

Our first example will illustrate the use of nonstandard analysis in the study
of some problems of singular perturbations. In Albeverio, Fenstad, Hgegh-Krohn
[1] we studied two types of problems. One was the perturbation problems of the

type

n
—A—AZT 6(x—xp),
i=1

where A is the Laplacain in R3 and & the delta-function. This expression is purely
formal but can be given good meaning in the nonstandard framework. And it has
applications to physics, see the recent work of Grossman, Hgegh-Krohn and
Mebkhout [7].

To indicate the type of results obtained let n = 1 and consider the operator

Hy,=—A+ A () " Xe

where « is some standard real parameter and e a positive infinitesimal. y, is the char-
acteristic function of the nonstandard ball |x| < e in *R® which for n = 1 replaces
the deltafunction 6 (x — x;). In [1] we showed that if

_ 1\2#72 [ 2
(ke 3) E e
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where k € N, then H,, is in the appropriate sense nearstandard and as « runs through
R stH, give all self-adjoint extensions of the restriction of —A to Cj (R — {0}).
This analysis extends some results of Nelson [22].

We shall not go further into this part of the theory but rather concentrate on
the somewhat conceptual simpler problem confronting us in the singular Sturm-
Liouville theory. In this case we shall study the equation

—Y"(t)+uY(t) =AY (1), 0<t<l1 e}

where u is positive Borelmeasure on [0,1] and X a real parameter and with boundary
conditions

YO0)=Y(1)=0. (2)

(1) does not as it stands make ‘““standard” sense. In [1] we converted u into a non-
standard smooth function (replace u by § *u, where &, is a *C™ “deltafunction”
with support in [—€, €], where € is a positive infinitesimal). And by transfer we
would apply ordinary Sturm-Liouville to the nonstandard equation and in this way
obtain new information also in the standard case.

It now turns out that standard Sturm-Liouville theory has been given a di-
rect and conceptually simple nonstandard treatment in a work by A. L. McDonald
[21]. MacDonald’s ideas were successfully extended in a study by B. Birkeland [4],
and I shall now give a brief exposition of Birkeland’s treatment.

The key idea is to replace the system (1) and (2) by the difference equation

N2A%y(k) + (A —q(k))y(k) =0, O<k<N (3)
with the boundary conditions
y(0)=y(N)=0, (4)

where N is some large — but still finite — integer, and where q = {q(0), . . ., q(N)}
is a given vector such that q(k) = 0 for all 0 <k < N. The difference operators are
defined by

Ayk)=yk+1) —y(k),

A’y(k)=AAyk — 1) =y(k+1) —2y(k) +y(k — 1).
The system (3), (4) is nothing but a system of N — 1 linear equations for the N — 1
unknows y(1),...,y(N — 1). The corresponding matrix is of the form

A -2l
where I is the identity matrix and where

A;=0  ifli—j|>1

Aij=N2 lfll—j'=1

Aji=—2N? —q(i)

Since A is a symmetric matrix it follows from elementary linear algebra that (3),
(4) has N — 1 pairwise orthogonal real eigenvectors y,, ..., ¥y — and that the cor-
responding eigenvalues A, ..., Ay _; are real.
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asking for a function Y (x) satisfying (8) is one way of giving classical meaning to
(1). It can also be given meaning by considering the quadratic form given by

1 1
Ap=[(pHdt + [ p*dp,
(V] 0

where ¢ is a continuously differentiable function on [0,1].

We shall not state a precise and full theorem. Let us just remark that the
orthonormal properties of the solutions y,, y,, ... translate to the fact the se-
quence Yj,j=1,2, ... is orthonormal and complete in L2[0,1]. We may further
prove that Y; has exactly j + 1 zeros in [0,1] and that the zeros of Y;+ separate the
zeros of Y;.

What is the moral of this story: Replace the continuous by a hyperfinite dis-
crete problem. Study the genuinely finite version of this problem and prove sharp
and uniform inequalities. Then by transfer and standard parts you have a solution
to the continuous problem. This is a theme which we shall meet more than once in
applicable nonstandard analysis. And it does give nonstandard methods a certain
concreteness and constructivity.

Topics in Stochastic Analysis

Nonstandard methods give an alternative to the usual mathematical analysis
in modeling “large finite phenomena”, e. g. rather than considering an infinite se-
quence Xy, Xz, ..., Xy, . . . Of tosses with an idealized coin, one studies a “finite”,
i,e. hyperfinite,extension of the sequence X, X,,...,X,,..., X,, where
n is a nonstandard integer. The power of the method comes from the fact that the
nonstandard finite sequence x,, . . . , X, has many of the (algebraic and combinato-
rial) properties of a standard finite sequence x,, . . ., X,.

Measure theory and probability was early studied within the context of non-
standard analysis. It was, however, P. Loeb [18] in a paper published in 1975 who
first gave the ““correct” construction of a probability space associated with “large
finite phenomena”.

To explain Loeb’s construction properly we have to return to the basics of
nonstandard theory. The construction of *R and of the imbedding *: V(R) = V (*R)
is a typical ultrapower construction and it has the following basic property: Given
acondition ®(A,B). If for all finite sequences A,, . .., A, € V(R) there exists a
B € V(R) such that ®(A,, B), ..., ®(A,, B), then there exists a B € V(*R) such
that ®(*A, B)for all A in V(R) (of the appropriate kind).

This is a very important uniformity principle which lies behind many mathe-
matical arguments, viz. a transition from a quantifier structure ¥V 3 to one of the
form 3V, which is the heart of many finiteness, compactness, or uniform bounded-
ness arguments.

And a basic motivation for constructions of various completions and com-
pactifications is the wish to adjoin “limit points” to certain families with the finite
intersection properties (such as e. g. Cauchy-filters). This is exactly what the con-
struction of V(*R) does.
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But sometimes this saturation property is not enough, we need to know that
if Xisa family of internal setsin the extension V(*R) with the finite inter-
section property, then( X is non-empty. Provided the cardinality of X is less than
the cardinality of *R, it is possible to construct an imbedding *: V(R) = V(*R) with
this richer saturation property.

3 Saturation Principle If A, D A, D. .. isa countable decreasing chain of

non-empty internal sets, then (1 A, Q.
nEN

This is as we see a simple version of the general saturation property and it suffices
for applications to stochastic analysis.

It is saturation which allows us to extend a countable sequence {A,:nEN}
of internal sets to an internal sequence {A, :n € *N}. Define for each n € N a set B,
by

feB, iff domf=*N A Vi<n,f(@{)=A;.

Each set B, is internal, and thus every f € B, is internal. Since B,2B,2...
B, # @ by saturation. Let f €N By, then f is the required internal sequence.

From this it is easy to conclude that a countable union of disjoint internal
sets never itself is internal; a key observation in the construction of the Loeb mea-
sure.

Let (X, &/, v) be an internal probability space, i. e../ is an internal algebra of
internal subsets of X and v is a finitely, hence hyper-finite but not g-additive measure
on o/. Let ®v be the standard part of v. Because of the “key observation” it can be
extended to a g-additive measure L(0) on the completion of the smallest o-algebra,
L (), containing o, and the extension is unique. We now have a standard measure
space (X, L(s/), L(»)), however, in many cases on some unusual underlying space X.

We proceed to an example. Probabilists know how to construct Brownian
motion as a limit of random walks. In an important paper R Anderson [2] con-
structed Brownian motion as a hyperfinite random walk. See also Keisler [12] whose
exposition we follow.

First we replace the interval [0,1]bya hyperfinite time line
T=1{0, At, 2At, ..., 1}, where At is of the form 1/n for some n € *N — N. Note
that when *R is the underlying space the standard-part map t - ©t maps T onto the
standard interval [0,1]. Let Q = {—1, +1}T. A hyperfinite stochastic process is an
internal map

X:Q xT~— *R,

b

Brownian motion (in one dimension) is now simply given by the explicit formula

t
B(w,t)= 2 w(s)/Af,
s=At
i. e. between times t and t + At the “particle” moves a distance/At either to the

“left” or to the “right” independently with probability % .

Let ./ be the algebra of all internal subsets of §2, and for A € /set v(A) =
|A|/2" where |A] is the internal cardinality of A, i. e. the number of elements in A.
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Standard Brownian motion is obtained by setting
b(w, °t) = °B(w, t).

b is a standard stochastic process from £2 x [0,1] to R where 2 has the measure
structure given by the Loeb construction, (£2, L(¢f), L(»)). Anderson’s proof that b
is a Brownian motion is remarkably simple using the explicit construction of B.

Anderson also developed a theory of stochastic integration with respect to
Brownian motion in [2]. His hyperfinite approach led among other things to a di-
rect and remarkably simple proof of Ito’s lemma.

The topic of stochastic integration was further developed by T. Lindstrem
[14]. In general we understand by a hyperfinite time line a hyperfinite subset T of
*R, such that 0 € T and for each a € R, thereisat € Tsuch thatt~a,i.e.t —a
is infinitesimal. A hyperfinite stochastic process in general is a mapping

X:QxT—->*R

where T is a hyperfinite time line and (£, o/, v) is a hyperfinite probability space
(i. e. Q is hyperfinite) such that the mappings w = X(w, t) are /-measurable for
allteT.

A hyperfinite time-line T can be given as a sequence 0 =t, <t, <...< tt’
where £ € *N — N. We shall write AX(w t) = X(w, tj+1) — X(w, t;). And if s =

,1<j, we wntez X(w, 1) for 2 X(w, tg). With this bit of notation we can
k=i

e. g. write the quadratlc variation of the process X as

t
XN(w, t) =}(:): (AX(w, 9))*.

Andif X, Y:Q x T = *Rare two hyperfinite processes we may give the following
explicit definition of the stochastic integral of X with respect to Y,

fXdY(w,t) =}t: X(w,s) AY (w, s).
0

A detailed development of stochastic integration, extending and simplifying the
standard theory, is given by Lindstrgem [14].

Stochastic integration has applications to stochastic differential equations.
Let us briefly focus attention on the work of H. J. Keisler [12]. His main theorem
states that the equation

X(w,t)=xo + f f(s, x(w, s))ds +f g(s, x(w, s))d b(w, s) (a)
0 0

has a solution, where f:[0,1] x R* > R% and g:[0,1] x R¢ > R4 ® R? are bounded,
measurable, and continuous in the time variable (but n o t necessarily continuous
in the space variables). We further assume that |det g|~! is bounded. b(w, s)isa
d-dimensional Brownian motion (obtained as the standard part of a d-d1mens1ona1
hyperfinite random walk B(w, t)). :
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The proof in Keisler [12] is not at all simple. The obvious strategy is to re-
write (a) as a hyperfinite stochastic difference equation. But it is not so straight
forward to prove the right uniform inequalities in the hyperfinite case in order to
obtain a solution to (a) from the hyperfinite solution by taking standard parts.
Recently Lindstroin [15] gave a simpler proof based on a general result telling us
when it is possible to write the “‘standard part” of a nonstandard stochastic integral
J XdM, where M is a (nonstandard) martingale, as a standard stochastic integral of
a d-dimensional Brownian motion. This allows one to prove a suitable nonstandard
version of an inequality of Krylov, which gives the right uniform inequalities in the
hyperfinite case.

Recently Lindstrom [17] has developed a theory of stochastic integration in
hyperfinite-dimensional linear spaces (i. e. nonstandard separable Hilbert spaces).
There are some applications to stochastic partial differential equations. But a con-
vincing nonstandard approach is a topic for the future.

Limit Measures

We shall in this section use the Loeb construction to give some further ex-
amples of hyperfinite limit constructions. We shall first discuss the case of cylindri-
cal measure on projective systems. Thereafter we shall briefly touch upon the hyper-
finite approach to limit equilibrium measures in statistical mechanics.

Let (X;, m;;%,je1 be a projective system of Hausdorff spaces. A cylindrical
measure is a system of Radon measures {y;};<1 such that m; () = p;,i,j €1 The
following question is basic. When does there exist a Radon measure u on the pro-
jective limit (X, m;) such that m;(u) = ; foralli€1?

The answer is given by Prohorov’s theorem which states that a necessary and
sufficient condition for u to exist is the following:

(*) For all € > 0 there is a compact set K, C X such that p;(m;(K)) =1 — € for all
i€l

Necessity is rather immediate. Let us outline the existence of u using the Loeb-
measure on a hyperfinite element of the system (X;, m;;): Take the *-extension of
the given system and chose an w € °I — I so large that w > i for all i € I. We shall
use the hyperfinite extension (X, m;.,’ to construct a measure on the projective
limit (X, 7. Note that we have an internal measure u, on X,,, and hence an asso-
ciated Loeb-measure L(u,,).

We define a map 6: X, > X by setting

m; (6 (X)) = st; (m; o, ().

The basic fact is now that § maps internal subsets of X, to closed sets in X. We
hope that by setting u = 6 (L(n,,)) we have produced a Radon measure on the projec-
tive limit (X, ;).

This construction works. The key approximation argument is to show (using
the condition (*)) that if B is a Borel set in X, then 8~ (B) € L(&,), where %,
is the *-Borel algebra on X,,. Thus for every e > 0 there exists an internal A € %,
such that A C = '(B) and L(p,,) (6~ '(B)) — L(u,) (A) <e. Then 6 (A) is a closed
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subset of B such that u(B) — u(0(A)) < e. We may now intersect 0 (A) with a large
enough compact set to get the Radon property of u. And Prohorov’s theorem fol-
lows easily.

The above proof follows the exposition in Lindstrgm [16]. The reader should
also consult Anderson, Rashid [3], Loeb [19], and Henson [6]. Lindstrom has also
used the same “hyperfinite extension” trick to give direct and appealing proofs of
theorems of Sazonov and Gross (see [16]). The basic idea is always the same, choose
a sufficiently large hyperfinite extension X,,. The Loeb construction gives at once
a g-additive measure L (u,,) on X, and we can thus freely calculate on the hyper-
finite extension, even if the standard limit measure does not exist. This extra free-
dom is actually used in Lindstrgm’s proof of Sazonov’s theorem [16].

The same idea gives an easy access to several results in statistical mechanics.
The reader should consult papers by Hurd [10] and Helms, Loeb [8].

Helms and Loeb study the stochastic Ising model via a suitable hyperfinite
spin system, which replaces the usual “thermodynamic limit”. In the classical ap-
proach the basic configuration space is

S={—1,+13%%

The stochastic evolution of the system is described by giving a “‘speed” function
c(x, q) where x € 29 is a site of the lattice and q € S is a configuration. In the Ising
case we have

c(x, q) = exp[— % 2 qeqy +h-qy]

Ix—yl=1
where h # 0 indicates the presence of an external field. Define an operator
@NH@= Z cx,q [f@™)-f(q],
xezd
where q® reverses the spin at x given by q. The problem of studying the stochastic
evolution of the system now becomes one of determining if there exists a semigroup
Ty, t = 0, which has an infinitesimal generator extending Q.

The hyperfinite approach used by Helms and Loeb is to go to a sufficiently
large hyperfinite lattice I' C *(Z9)and to consider the version QreofQonT,
where we now have to specify some boundary condition ® on I. Since Q¢ is an
internally bounded operator we may at once introduce an internal Markov semi-
group by setting

Sr,e (t) = exp(tQr,0).

Conforming to the general strategy we must now prove certain inequalities to show
e. g. that we have only infinitesimal influence from the boundary conditions ¢ and
the lattice I'. Thus we can use a standard part map to extract the wanted semigroup
T, from the semigroup Sr o (t). In somewhat more detail: From Sp ¢ we get a tran-
sition function U,(q, *) by the equation

Sr,e (Of(q) =£ f(a)U% (q, dq")
r

where Sp is the set of all internal maps from I" to {—1, +1}. For each q € Sy
U%(q, ) is a measure on the algebra of internal subsets of Sr. Let U%(q, ) be the




Nonstandard Methods in Stochastic Analysis and Mathematical Physics 179

associated Loeb-measure. For q € S define the standard part by strq =ql 29, i.e.
q restricted to 2¢. Using the map sty we can now transfer U to a “classical” transi-
tion T$ function by setting

T%(q, A) = 0% (*q|r, st3' A),

where q €S and A is a Borelset on S. We remarked above that due to the appropri-
ate inequalities the influence of & is only infinitesimal, hence we can drop ® and
obtain the semigroup T;, t = 0, by setting T,f = f f(@T.(+,dg.

Helms and Loeb go on to discuss phase transmon in the stochastlc Ismg model

1 bl ol Lom 1 “__.y__‘ v &= L e e —
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Fundstellen fiir biographische und bibliographische
Angaben iiber deutsche Mathematiker, die nach 1933
verstorben sind (Stand 1977)

Im Auftrag des Prisidiums der DMV habe ich die mathematischen Fachbereiche um In-
formationen iiber die seit 1933 verstorbenen Mathematiker gebeten und die in den Antworten
enthaltenen Angaben im folgenden zusammengestellt. Die Zitate sind so knapp gehalten, wie es
die Brauchbarkeit noch zulifit.

Die folgenden Nachschlagewerke sind leicht zuginglich:

- J. C. Poggendorff, Biographisch-literarisches Handworterbuch der exakten Naturwissen-
schaften, hrsg. von der Sichsischen Akademie der Wissenschaften zu Leipzig, letzter
erschienener Band: 7a. Berlin: Akademie-Verlag 19561971

- Kiirschners Deutscher Gelehrten-Kalender. Berlin: W. de Gruyter

- Neue Deutsche Biographie. Hrsg. von der Historischen Kommission bei der Bayerischen
Akademie der Wissenschaften. 1. Bd. 1953, letzter erschienener Band: 11. Bd., 1977.
Die erschienenen Binde enthalten die Namen mit den Anfangsbuchstaben A — K,
letzter Name: Kleinfercher

— H. Meschkowski, Mathematiker-Lexikon. 2. Aufl. Mannheim: Bibliographisches Institut
1973

Das Vorkommen eines Namens in diesen Werken wird im folgenden nicht erwihnt.

Wenn von einem Autor Gesammelte Werke erschienen sind, enthalten sie oft biographi-
sche Angaben; auch das wird im folgenden nicht erwihnt.

M. Pinl hat unter dem Titel , Kollegen in einer dunklen Zeit* Angaben iiber diejenigen

Kollegen zusammengestellt, die unter dem Nationalsozialistischen Regime Schaden erlitten haben:

Teill Jber. DMV 71(1969) 167-228
Teil I Jber. DMV 72 (1970/71) 165—189
Teil III Jber. DMV 73 (1971/72) 153—208

Diese Arbeiten werden hier als Pinl I, Pinl II, Pinl I1I zitiert. —

Abkiirzungen: T = Todesanzeige, S = Artikel enthilt Schriftenverzeichnis, A = autobiographische
Skizze, R = Rede.

Vielen Kollegen habe ich fiir bereitwillige Hilfe zu danken.

H. Tietz
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Zum Gedenken an Wilhelm Quade¥*)

St. Schottlaender, Clausthal-Zellerfeld

Der Mathematiker und Ingenieur Friedrich Wilhelm August Quade starb am
10. Juni 1975 in Hannover. Er hat testamentarisch darum gebeten, von allen feier-
lichen Ansprachen, musikalischen Darbietungen und Traueranzeigen anlafilich seines
Todes abzusehen. Daher wollen wir hier auch nicht iiber seinen Tod klagen, sondern
seines Lebens gedenken, welches am 1. Dezember 1898 in Straflburg im Elsaf} be-
gann. Sein Vater war reichsdeutscher Beamter, seine Mutter Elsisserin, und er hat
sich zeitlebens dem franzosischen Kulturkreis, franzésischer Lebensart eng verbun-
den gefiihlt. Er ist dort gemeinsam mit seinem jiingeren Bruder Walter aufgewachsen,
hat in Metz und Strafiburg die Schule besucht, ging jedoch noch vor ihrem Ab-
schluf zur Deutschen Kriegsmarine. Das Kriegsende brachte ihn dann mit den Resten
der Deutschen Hochsee-Flotte zu den Orkney-Inseln, die er — wie er spiter erzihlte —
wegen des dort herrschenden Wetters in denkbar schlechter Erinnerung behielt.
Nach der Selbstversenkung der Deutschen Flotte in der Bucht von Scapa Flow wur-
de er vom Militdrdienst entlassen, konnte aber nicht mehr nach Straburg, wo er
noch Verwandte besaf, zuriick, sondern ging nach Augsburg, um sein Abitur nach-
zuholen. Er studierte dann Elektrotechnik an der Technischen Hochschule in
Karlsruhe und legte dort bereits am 21. November 1923 seine Hauptpriifung als
Diplom-Ingenieur ab. Vom 1. Mérz 1924 bis zum 31. August 1927 war er Berech-
nungsingenieur bei den Siemens-Werken, zunichst in Berlin und spiter in Niirnberg.
In Berlin horte er abends nach seiner Tagesarbeit Vorlesungen iiber Mathematik,
der schon in seiner Karlsruher Studienzeit sein besonderes Interesse gegolten hatte.
Dieser seiner Neigung entsprechend verlie er auch seine Ingenieurtitigkeit bei
Siemens und nahm ab 1. September 1927 eine Assistentenstelle am Lehrstuhl fiir
Hohere Mathematik der Technischen Hochschule Karlsruhe an, die er bis zum 30.
September 1937 innehatte. Am 6. Mai 1931 promovierte er in Karlsruhe zum Dok-
tor-Ingenieur und habilitierte sich zwei Jahre darauf; er wurde am 29. Mai 1933 zum
Privatdozenten fiir das Fach ,,Mathematik und mathematisch-technische Grenzge-
biete* ernannt. Dann folgte am 1. Oktober 1937 die Ubertragung einer Didtendo-
zentur; am 29. September 1938 wurde er zum nichtbeamteten aufderordentlichen
Professor und am 21. November 1939 zum beamteten auferplanmifigen Profes-
sor (eine etwas ungewohnte Reihenfolge) ernannt, alles an der Technischen Hoch-
schule Karlsruhe.

*) Vortrag vor der Braunschweigischen Wissenschaftlichen Gesellschaft am 8. Dezember
1978 zum 80. Geburtstag von W. Quade.
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Karlsruhe, oder in weiterem Sinne das Land Baden, war iiberhaupt das Zen-
trum seiner Manneszeit, hier verbrachte er mit kurzen Unterbrechungen fast 30 Jahre
seines Lebens. Hier hatte er seinen Freundes- und Bekanntenkreis und hier fand er
auch im Kriegsjahr 1943 seine Frau Maria Theresia, geb. Maucher, die aus Mindel-
heim in Schwaben stammte und seit 1938 ebenfalls in Karlsruhe lebte. Von Karls-
ruhe aus war ihm das Elsaf} seiner Jugendzeit nahe, ebenso konnte der geiibte Berg-
steiger und Matterhornbezwinger leicht die Alpen, der passionierte Angler schnell
den Bodensee erreichen. Am Bodensee zum Beispiel, mitten in friedlichen Ferien,
iiberraschte ihn der Kriegsausbruch 1939, doch er hatte keine Eile, seinen Urlaub
abzubrechen. In aller Ruhe — so erzihlte er spiter — besorgte er sich in Tankstel-
len und Drogerien das notige Benzin fiir sein Motorrad — er war begeisterter Motor-
radfahrer — und rollte dann, jeden Abhang benzinsparend ausnutzend, gemichlich
der Heimatistadt Karlsruhe zu. In den spiteren Kriegs- und Nachkriegsjahren wid-
mete er sich dem von seiner Frau in die Ehe mitgebrachten Gartengrundstiick in
Ettlingen, an dem er auch noch hing, als er lingst in Hannover tiitig war. Bis in seine
spidten Jahre hinein plante er, dort (oder wenigstens in der Nahe) Zu bauen was er
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von den Erben nicht irgendwohin verkauft, sondern zunichst dem langjahrigen
Pachter zum Kauf angeboten werden miisse. All dies paite zum Bild des Mannes,
der nichts mit Hast und Ungeduld iiberstiirzte, sondern stets iiberlegt, voller Ruhe,
mit Wiirde handelte. Er liebte Klarheit, Geradlinigkeit, Aufrichtigkeit, man konnte
ihm alles sagen, nur mufite es ruhig geschehen, er horte allem geduldig zu, nur durfte
man ihm nicht mit leeren Phrasen kommen. Daher hielt er auch wenig von zungen-
fertigen Wortemachern und gar nichts von Titeln und Ehrenzeichen, er konnte sar-
kastisch von den ,,6ffentlichen Lebeminnern* sprechen, mit denen er nicht gern zu
tun haben wollte (viel lieber fuhr er mit dem Amtsboten der Hannoverschen Gar-
tenbaufakultit zum Angeln an die Aller). Er wanderte auch gern und oft, sei es in
den Alpen oder in der Lineburger Heide, mit Freunden oder auch allein. Er liebte
Voltaire — und doch war er voller Giite und Herzlichkeit, wenn er ganz sicher sein
konnte, daf} sein Vertrauen nicht mifdbraucht werden wiirde.

Aber kehren wir zuriick in seine Lebensmitte, die — wie es fiir einen guten
Wissenschaftler der Normalfall ist — gekennzeichnet wird durch die Berufung auf
ein Ordinariat. Wilhelm Quade vertrat vom 1. November 1944 an den ordentlichen
Lehrstuhl fir Hohere Mathematik an der Technischen Hochschule Danzig und hielt
dort noch eine Vorlesung iiber Matrizenrechnung; seine Ernennungsurkunde zum
ordentlichen Professor kam aber in den Wirren der letzten Kriegsmonate nicht mehr
in Danzig an. Er flichtete auf dem Landwege zuriick nach Karlsruhe, konnte jedoch
seine auflerplanmaifiige Professur nicht wieder einnehmen. Er war dann vom
20. August 1945 bis zum 25. April 1949 Privatlehrer in Karlsruhe, ab 1. Oktober
1948 gleichzeitig auch Dozent an der Technischen Akademie Bergisch Land in
Wuppertal und erhielt im Wintersemester 1948/49, also im Alter von 50 Jahren, den
Ruf auf den Lehrstuhl B fir Hohere Mathematik an der Technischen Hochschule
Hannover als Nachfolger von Conrad Miiller. Er wurde zunichst mit der vertretungs-
weisen Wahrnehmung der Geschifte dieses Lehrstuhls mit Wirkung ab 25. April 1949
betraut. Seine recht bescheidene Berufungsforderung, nimlich eine Schreibma-
schine (obwohl sein Amtsvorginger meinte, die paar Lehrstuhl-Briefe kénne man
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iiber ,,Matrizenrechnung und elektrische Netze*. In beiden Arbeiten dokumentiert
sich besonders schon, daft Wilhelm Quade nicht nur seinem Ausbildungsgang nach,
sondern auch in seiner spiteren wissenschaftlichen Tatigkeit ein echter ,,Ingenieur-
mathematiker* gewesen ist, einer der ganz wenigen, die es in den letzten Jahren
iiberhaupt noch gegeben hat.

Der Lebensweg Wilhelm Quades neigte sich dem Ende zu. Bereits am 8. Juli
1959 starb seine Frau Resi, mit der er gut iibereinstimmte; er blieb kinderlos zu-
riick und hat nie mehr versucht, eine neue Lebensgefahrtm Zu f1nden
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behielt aber ein kleines Zimmerchen im Hannoverschen Mathematischen Institut,
wo er regelmifdiig an den Werktagsvormittagen arbeitete. Er hielt auch dann noch
regelméfig Vorlesungen iiber Funktionalanalysis, Partielle Differentialgleichungen
und Fouriersche Reihen, in den letzten vier Lebensjahren nur noch Spezialvorlesun-
gen fir Doktoranden und Diplomanden.

Er reiste im Urlaub gern in siidliche Richtungen, wo das Klima warm und
sonnig, das Leben einfach, aber das Essen gut war. Als Italien von Touristen iiberfiillt
wurde, reiste er lieber in den Siidwesten Deutschlands, ins ,,Alemannische‘‘, oder
auch zum Kurzurlaub nur mit seinem Bruder Walter in ein Bauernhaus im Spessart,
zum Angeln und Pilzesuchen.

In seinen letzten Jahren hatte er den Plan, Karlsruhe als Alterssitz zu wih-
len, dann aufgegeben; zu viele der alten Freunde und Bekannten dort waren schon
gestorben. In Hannover bzw. in mifiger Entfernung davon waren ein paar Freunde
und ehemalige Schiiler, bei denen er sich wohl fiihlte und von denen er regelméfig
eingeladen wurde. Bis in sein letztes Lebensjahr hinein fiihlte er sich geistig und —
von seinem empfindlichen Magen vielleicht abgesehen — auch koérperlich gesund. Er
war keine Kdmpfernatur, lief sich aber nie in bequeme oder konventionelle Bah-
nen zwingen. Er war immer ausgeglichen und voller Gelassenheit, mit viel Sinn fur
Humor, ja im Grunde ein sehr frohlicher Mensch, aber von einer stillen Frohlichkeit.
Er reagierte gern mit freundlicher Ironie und wirkte deshalb vielleicht auf Fremde
oft unnahbar. Wer ihn aber nidher kannte, kam gut mit ihm aus; er war, ohne jemals
an Wiirde und Respekt zu verlieren, der fairste und kameradschaftlichste Kollege
und Vorgesetzte, den man sich denken kann. Die Erinnerung an ihn moge nicht zu
schnell verblassen!

Verzeichnis der Veroffentlichungen von Wilhelm Quade

1. Uber einige Variationsansitze der Elektrodynamik ruhender Korper. (Dissertation Karlsruhe)
Leipzig 1932

2. Einfache Formeln zur Berechnung des schweren Seils mit einer Einzellast (gemeinsam mit
R. Diill). Ing. Arch. 4 (1933) 365—-372

3. Klassifikation der Schwingungsvorginge in gekoppelten Stromkreisen (Habilitationsschrift
Karlsruhe), Leipzig 1933

4, Wirk-, Blind- und Scheinleistungen bei Wechselstrémen mit beliebiger Kurvenform. Arch. f.
Elektrotech. 28 (1934) 130—138

5. Uber Wechselstrdme in beliebiger Kurvenform in Dreiphasensystemen. Arch. f. Elektrotech.
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11.

18.
19.

20.
21.

23.
24,
25.
26.

27.
28.

29.
30.
31.

32.

33.
34.
35.

36.
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Uber die Schwingungsvorginge in gekoppelten Systemen. Ing.-Arch. 6 (1935) 15—-34
Anniherung reeller periodischer Funktionen durch trigonometrische Interpolation. Jber. d.
Dt. Math.-Verein. 45 (1935) 128—129 (Auszug aus einem auf dem 11. Deutschen Physiker-
und Mathematikertag gehaltenen Vortrag)

Ein neues, genaues und einfaches Verfahren zur Bestimmung der Trennwirkung von Aus-
tauschbéden (gemeinsam mit E. Kirschbaum). Forschg. Ing. Wes. 8 (1937) 63—67
Mathematische Begriindung der komplexen Schwingungsrechnung. Deutsche Mathematik 2
(1937) 18-31

Zusammensetzung der Wirk-, Blind- und Scheinleistung bei Wechselstromen beliebiger Kur-
venform und neue Leistungsdefinitionen fiir unsymmetrische Mehrphasenstréme beliebiger
Kurvenform. Elektrotechn. Zeitschr. 58 (1937) 1313—1316 und 1341—1344

. Zur Interpolationstheorie der reellen periodischen Funktionen (gemeinsam mit L. Collatz).

Sitzungsber. d. Preuss. Akademie der Wiss., Phys.-Mathem. Klasse 1938, XXX, 383—-429
Neue Darstellung der Verzerrungsleistung eines Wechselstromes mit Hilfe des Funktionen-
raumes, Arch. f. Elektrotech. 33 (1939) 277—-305

Matrizenrechnung und elektrische Netze. Arch. f. Elektrotech. 34 (1940) 545—567

. Abschitzungen zur trigonometrischen Interpolation. Deutsche Mathematik 5§ (1941)

482-512
Ein neues Verfahren der schrittweisen Niherungen der Lésung von y' = f(x, y). Math. Zeit-
schrift 48 (1942) 324—368

. Auflosung linearer Gleichungen durch Matrizeniteration. Bericht iiber die Mathematiker-

tagung Tiibingen 1946, 123—124

Zur Theorie der ebenen stetigen Gaswellen von endlicher Schwingungsweite. Z. f. d. angew.
Math. Mech. 25/27 (1947) 215-232

Schranken fiir die Eigenwerte der Sturmschen Randwertaufgabe zweiter Ordnung. Math.
Zeitschrift 51 (1948) 92—125

Fritz Emde (Wiirdigung). Elektrotechnik 2 (1948) 209

Grundsitzliches zur numerischen Integration gewdhnlicher Differentialgleichungen. Z. f. d.
angew. Math. Mech. 30 (1950) 276—278

. Numerische Integration von Differentialgleichungen bei Approximation durch trigonome-

trische Ausdriicke. Z. f. d. angew. Math. Mech. 31 (1951) 237—238

Uber die Titigkeit des Ausschusses fiir Einheiten und Formelgréfen (AEF). Math.-Phys.
Semesterberichte, Bd. II, Heft 3/4 (1952) 190—198

Konstruktion einer Integralbasis an einer schwach singuliren Stelle. Jber. d. Dt. Math.-
Verein. 56 (1953) 88—104

Beweis eines Satzes iiber positive Matrizen. Proc. Nederl. Akad. Wetenschapen 56 Ser. A
(1953) 50-51

Numerische Integration gewohnlicher Differentialgleichungen durch Interpolation nach
Hermite. Proc. Int. Congr. Math. Amsterdam 1954 Vol. Il 372—373

Conrad Miiller (Wirdigung). Jber. d. Dt. Math.-Verein. 57 (1954) 1-5

Zur Interpolationstheorie der reellen Funktionen. Z. f. d. angew. Math. Mech. 35 (1955)
144—-156

Mathematische Fragen aus der Arbeit des AEF. Elektrotechn. Zeitschrift 78 (1957)
285-287

Numerische Integration gewohnlicher Differentialgleichungen durch Interpolation nach
Hermite. Z. f. d. angew. Math. Mech. 37 (1957) 161—-169

Das Problem der Interpolation auf der Schule und auf der Hochschule. Wiss. Z. Hochschule
Schwermaschinenbau Magdeburg 2 (1958) 111—-115

Uber die Mathematik, ihr Wesen und ihre Anwendung (Festvortrag, gehalten anliflich der
Einweihung des Auditorium Maximum der Technischen Hochschule Hannover 1958).
Jahrbuch der TH Hannover 1958/60, 30—33

Uber die Stabilitit numerischer Methoden zur Integration gewdhnlicher Differentialgleichun-
gen erster Ordnung. Z. f. d. angew. Math. Mech. 39 (1959) 117—134

Uber die algebraische Struktur des Grofenkalkiils der Physik. Abhandlungen der Braun-
schweigischen Wissenschaftlichen Gesellschaft XIII (1961) 24—65

Die Dimensionsanalysis vom Standpunkt der modernen Algebra. Z. f. d. angew. Math. Mech.
43 Sonderheft (1963) 31-32

Uber das Verhalten von Fourierkoeffizienten von speziellen, beliebig oft differenzierbaren
2m-pericdischen Funktionen. (In: Uber Approximationstheorie, Abhandlungen zur Tagung
im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach) Basel und Stuttgart 1964, 252—-261
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St. Schottlaender

Uber implizite Funktionen (gemeinsam mit St. Schottlaender). Math. Zeitschrift 89 (1965)
137-180

Zur Theorie und Anwendung des Gréfenkalkiils der Physik, Abhandlungen der Braun-
schweigischen Wissenschaftlichen Gesellschaft XVIII (1966) 15—49

The algebraic structure of dimensional analysis (Ubersetzung von 34.), als Anhang in:

De Jong, F. J.: Dimensional Analysis for Economists, North-Holland Publishing Company
Amsterdam (1967) 143—199

Analysis im Grolenkalkiil der Physik (gemeinsam mit H.-W. Alten), Abhandlungen der
Braunschweigischen Wissenschaftl. Gesellschaft XXIII (1971/1972) 311-341

Prof. Dr. S. Schottlaender

Institut fir Mathematik

Technische Universitit Clausthal
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Buchbesprechungen

Garding, L., Encounter with Mathematics, Berlin — Heidelberg — New York: Springer
Verlag 1977, 82 figs. IX, 270 p. Cloth DM 30,—

Dies Buch wendet sich in erster Linie an Hochschulstudenten und Studienrite des
Fachs Mathematik. Es setzt Training im mathematischen Arbeiten in gewissem, aber nicht allzu
hohem Mafe voraus. Das Ziel des Buches besteht darin, dem genannten Personenkreis Ein- und
Uberblicke in das Gesamtgebiet der Mathematik zu geben, die in den iiblichen Kursvorlegungen
i.a. nicht zu vermitteln sind. Die der fachlichen Arbeit mit dieser Zielsetzung gewidmeten
Kapitel 2—5 und 7—11 beginnen jeweils mit einer Historischen Einleitung, breiten sodann ein
gewisses Grundmaterial vor dem Leser aus und enden mit kurzen Texten aus historisch bedeu-
tenden Originalabhandlungen des betr. Gebiets, die auf englisch bearbeitet sind. Die Kapiteliiber-
schriften: 2. Number Theory, 3. Algebra, 4. Geometry and Linear Algebra, 5. Limits, conti-
nuity and topology, 7. Differentiation. 8. Integration, 9. Series, 10. Probability, 11. Applica-
tions. Zur niheren Erlduterung greife ich Kap. 2 heraus: Number theory. Es beginnt mit allge-
meinen Bemerkungen iiber natiirliche, ganze, rationale, reelle und komplexe Zahlen und prisen-
tiert dann 1. Primzahlen (Euklid’s Beweis, daf es unendlich viele Primzahlen gibt, Inhaltsangabe
iiber den Primzahlsatz, Satz vom groften gemeinsamen Teiler) 2. den , kleinen‘ Fermat’schen
und den Wilson’schen Satz, sowie eine Angabe des Hauptresultats iiber quadratische Reziprozi-
tit, 3. die Gauss’schen ganzen Zahlen in der komplexen Ebene. In diesen Abschnitten werden
fur die einfacheren Resultate kurze, aber vollstindige Beweise gegeben. Es folgt 4. ein Bericht
iiber beriihmte Ergebnisse und Probleme der Zahlentheorie: ,,grofer* Fermat’scher Satz, Gold-
bach’sche Vermutung, diophantische Approximation, Transzendenz von e und . 5. Euklid’s
(geometrischer) Text iiber die Unendlichkeit der Primzahlfolge (in der englischen Ubersetzung
von Heath), sowie ein kurzer Abschnitt aus einer Abhandlung (1828) von Dirichlet iiber das
Fermatproblem (in der englischen Ubersetzung des Autors) beschlieBen das Kapitel. — Die
9 ,,Arbeitskapitel* sind umrahmt von einem 1. Kapitel iiber Mathematik und Wirklichkeit
(Realitit-Modell-Schema mit Beispielen, innermathematisches Modelldenken) und einem in
Form fiktiver Biographien und Begegnungen amiisant verfafiten Kap. 12 iiber Soziologie,
Psychologie und Didaktik der Mathematik. Kap. 6 ist dem ,,heroischen‘ Jahrhundert (ca. 1600—
1700) der Mathematik gewidmet, mit Texten von Galilei, Newton und Leibniz. Zahlreiche Ab-
bildungen, insbesondere Portrits, die von den verschiedensten Vorlagen her auf einen einheit-
lich granulierten Zustand hin bearbeitet sind, machen das Buch auch zu einer Augenweide. Vor
allem aber ist es eine Weide fiir den Geist, u.z. nicht nur fiir Studenten und Lehrer, sondern auch
fir Dozenten, die nach einer Textgrundlage fiir eine allgemeinbildende Mathematikvorlesung
suchen. In einem Punkte allerdings liBit einen das Buch im Stich: Grundlagen der Mathematik,
Logik, Unentscheidbarkeit. Es ist ein Bericht aus der iiblichen mathematischen Arbeitswelt,
unangefochten von der Frage nach den erkenntnismifigen Grundlagen und Méglichkeiten
unserer Wissenschaft. Als Einfiihrung und Bericht dieser Art ist es genu88- und gewinnreich zu
lesen,; es sollte in keiner mathematischen Bibliothek, sei sie nun 6ffentlich oder privat, fehlen.

Erlangen K. Jacobs

Van der Waerden, B. L., Die Pythagoreer. Religiose Bruderschaft und Schule der Wissen-
schaft, Ziirich — Miinchen: Artemis Verlag 1979, 505 S., gebd., DM 95,—

Der als Mathematiker und Wissenschaftshistoriker gleich iiberragend ausgewiesene Autor
gibt in diesem Werk einen umfassenden Bericht iiber den Stand der Forschung zum Thema
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,Pythagoras und die Pythagoreer*. Das Buch zeichnet sich durch die Lebendigkeit und allge-
meinverstindliche Klarheit aus, fiir die der Verfasser seit langem bekannt ist. Besonders hervor-
zuheben ist der in einer Fiille von ausfiihrlichen, z.T. eigens fiir dies Buch iibersetzten Zitaten ge-
gebene Einblick in die Quellen. Die Kapitel: 1. Pythagoras von Samos, 2. Legenden iiber
Pythagoras, 3. Akusmata und Mathemata, Akusmatiker und Mathematiker, 4. Kosmische
Harmonie und Tetraktys, 5. Unsterblichkeit, gottliche Herkunft und Himmelsreise der Seele,

6. Die ,,Goldenen Verse* und die ,,Heilige Rede*, 7. Vom pythagoreischen Leben, 8. Die Reden
des Pythagoras, 9. Die Politik der Pythagoreer, 10. Die Gottlichkeit der Gestirne, 11. Die ewige
Wiederkehr und der astrologische Fatalismus, 12. Die Pythagoreer in der hellenistischen und
romischen Zeit, 13. Nikomachos von Gerasa, 14. Die vier Mathemata, 15. Die Geometrie der
Pythagoreer, 16. Die Harmonielehre der Pythagoreer, 17. Die Arithmetik der Pythagoreer,

18. Die Astronomie der Pythagoreer, 19. Die Erkenntnistheorie der Pythagoreer. Fiir den
Mathematiker sind die Kapitel Nr. 15 und Nr. 17 von besonderem Interesse. Sie enthalten u.a.
neue Einsichten iiber die Codifizierung pythagoreischen Gedankenguts in den Elementen des
Euklid. Das Buch gehért in die Bibliothek jedes interessierten Gebildeten. Uns Mathematiker
erinnert es nachdriicklich an das ,,griechische Wunder*: den Ursprung unserer Wissenschaft aus
einer religios vertieften Philosophie.

Erlangen K. Jacobs

Griffiths, H. B., Hilton, P.: Klassische Mathematik in zeitgemiBer Darstellung, a. d. Engli-
schen iibersetzt von D. Wode: (Studia Mathematica - Mathematische Lehrbiicher), Gottingen und
Ziirich: Verlag Vandenhoeck & Ruprecht. Band 1 (1976): 223 S., DM 27,—; Band 2 (1976):

244 S., DM 30,—; Band 3 (1978): 320 S., DM 39,—.

Griffiths, H. B., Hilton, P.: A Comprehensive Textbook of Classical Mathematics; New York
— Heidelberg — Berlin: Springer-Verlag 1978; XXIX, 637 S., DM 44,—.

Bei der Ausgabe im Springer-Verlag handelt es sich um eine Neuauflage der 1970 bei Van
Nostrand Reinhold Co. erschienenen Erstauflage. Die Ausgabe im Verlag Vandenhoeck & Ruprecht
ist eine von D. Wode besorgte Ubersetzung der Erstauflage. Inhaltlich stimmen die beiden neuen
Editionen iiberein, so daf sich eine gemeinsame Besprechung anbietet.
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Bei einem in jeder Hinsicht gelungenen Buch wirken Hinweise auf belanglose Ungenauig-
keiten geradezu hergesucht: die Vermutung von Goldbach ist nicht korrekt formuliert; bei der
Definition reeller Kugeln sollten die Radien positiv sein.

In der deutschsprachigen Ausgabe wire eine Erginzung des Literaturverzeichnisses um
deutschsprachige Mathematikbiicher ohne Frage wiinschenswert und auch niitzlich gewesen. Denn:
das Buch enthiilt eine Fiille von gezielten Literaturhinweisen. Wenn aber im Anschlu} an die Be-
handlung von Kettenbriichen auf die Biicher von Davenport und Olds verwiesen wird, so werden
nur wenige Leser hierzulande diese Biicher ausfindig machen konnen. Ein Hinweis auf die Uber-
setzung von Hardy-Wright oder das Standardwerk von Perron hitte sicher mehr Chancen, vom
Leser realisiert zu werden. Ganz analog sieht es bei der Determinanten-Literatur (Hodge-Pedoe,
Halmos) und vielen anderen Literatur-Anregungen aus. Man darf hoffen und wiinschen, da} diese
Liicke in einer zweiten Auflage geschlossen wird.

Uberhaupt kann und muf man dem Werk viele Auflagen und grofe Resonanz wiinschen.
Wer in irgendeiner Weise lehrend mit Mathematik umgeht, wird dieses Buch mit Freude, Interesse
und Gewinn lesen. Er wird nach der Lektiire seine Mathematik in neuen, besseren Zusammenhin-
gen sehen; vermutlich wird auch seine Lehre dadurch attraktiver. So ist dieses Buch denn nicht
nur fiir die Lehrenden, sondern auch fiir die Lernenden ein Gewinn. Fiir diese Leistung ist den
Autoren herzlich zu danken; in diesen Dank mu auch der Ubersetzer fiir seine vorziigliche Arbeit
eingeschlossen werden.

Kaiserslautern K. Radbruch

Goldstine, H. H., A History of Numerical Analysis from the 16th through the 19th
Century (Studies in the History of Mathematics and Physical Sciences, vol. 2), Berlin — Heidel-
berg — New York: Springer Verlag 1977, 23 figs, XIV, 348 p., Cloth, DM 56,—.

Hier wird der Versuch unternommen, wie der Verfasser schreibt, die Spuren der Ent-
wicklung der Numerischen Analysis aufzufinden, mit eindrucksvollem Erfolg, wie ich meine.
Ein umfangreiches Studium vieler beriithmter oder aber auch vergessener wissenschaftlicher
Publikationen, erschwert durch die rasch gewandelte mathematische Denkweise und Symbo-
lik, zelgt, daf} eme emschneldende Auswahl be1 der geschichtlichen Darstellung erforderhch ist.
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wenigstens zeitweilig in das Detail zu vertiefen. Ubrigens macht es auch den Reichtum an Ideen
deutlich, der nicht nur in der Mathematik eines der hervorstechendsten Merkmale des spiten
achtzehnten und des frithen neunzehnten Jahrhunderts war.

Mannheim G. Meinardus

Brauner, H., Geometrie projektiver Riiume I, I, Mannheim — Wien — Ziirich: Bibliogra-
phisches Institut 1976, Bd. I: 225 S., kart., DM 24,—. Bd. II: 250 S., kart., DM 24,

Dasvorliegende aus Vorlesungen des Autors hervorgegangene zweibindige Werk kann von
Mathematikstudenten vom 3. Semester an gelesen werden.

Es behandelt projektive Ebenen, Kegelschnitte in projektiven Papposebenen, projektive
Riume, Kollineationen projektiver Riume, Korrelationen endlichdimensionaler projektiver Réiu-
me, Quadriken in klassischen projektiven Riumen, die beiden Hauptsitze der projektiven Geome-
trie, affine Ebenen und affine Riume, affine Riume mit Orthogonalitit und dreidimensionale
projektive Papposraume.

Der Aufbau des Buches ist bestimmt durch den Willen des Autors, dem synthetischen gegen-
iiber dem analytisch-algebraischen Standpunkt bei der Behandlung des Stoffes so weit wie irgend
moglich den Vorzug zu geben. Dabei werden auch fiir den Kenner einige neue Zusammenhiinge
sichtbar. Z.B. wird deutlich, da8 die synthetische Behandlung der Quadriken, wie sie fiir den reel-
len Fall seit langem bekannt ist, mit entsprechenden Modifikationen auf endlichdimensionale pro-
jektive Papposriume mit einer von 2 verschiedenen Charakteristik (hier ,klassisch genannt) iiber-
tragen werden kann. Dabei verwendet der Autor in zwangloser Weise neuere Begriffsbildungen, so
daf die mathematische Sprache dem heutigen Stand entspricht.

Die Lesbarkeit ist im allgemeinen gut; insbesondere werden sowohl der ,eilige* Leser
als auch der lernende Student es begriilen, daf sich am Ende eines jeden Abschnittes eine Zusam-
menfassung der wichtigsten Resultate findet. Jedoch sei angemerkt, daB eine frithere Einbringung
der algebraischen Darstellungsméglichkeiten den mehrfach auftretenden Verweis auf spitere Ka-
pitel iiberfliissig gemacht hitte und iiberdies an manchen Stellen zum besseren Verstindnis beige-
tragen hiitte.

Abgesehen davon, dal die Theorie der nichtdesarguesschen Ebenen so gut wie gar nicht
behandelt wird, und daf der hier eingeschlagene Weg zur Behandlung von Quadriken im Falle
der Charakteristik 2 versagt, darf man feststellen, da} hier ein solides Werk vorliegt, welches dem
Studenten einen fundierten Einstieg in wesentliche Bereiche der projektiven Geometrie vermittelt.

Hamburg E. M. Schroder

Bogoljubov, N. N., Mitropoliskii, J. A., Samoilenko, A. M., Methods of Accelerated
Convergence in Nonlinear Mechanics (translated from the Russian by V. Kumar), Berlin —
Heidelberg — New York: Springer Verlag 1976; Coproduction with Hindustan Publ. Co.

New Delhi, Cloth, out of print.

Die Frage nach der Existenz quasi-periodischer Losungen (d. h. fast-periodische Losun-
gen mit endlicher Frequenzbasis oder Parallelflisse auf Tori) bei gewissen gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungssystemen, die aus der Mechanik, insbesondere aber aus der Himmelsmechanik
stammen (etwa durch kleine Nichtlinearititen schwach gekoppelte Oszillatoren) muf schon sehr
alt sein. Jedenfalls haben sich (cf. J. Moser, Stable und Random Motions in Dynamical Systems,
1973) Dirichlet, Kronecker, Weierstrass, Poincar¢ in der zweiten Hilfte des letzten Jahrhunderts
mit ihr intensiv und durchaus kontrovers beschiftigt. Die grundlegende Schwierigkeit kann darin
gesehen werden, da} das Integral einer quasi-periodischen Funktion selbst dann nicht beschrinkt
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zu sein braucht, wenn der Mittelwert der Funktion verschwindet und die Frequenzen iiber den
rationalen Zahlen linear unabhingig sind. (Diese Problematik wird als das ,,Problem der kleinen
Nenner* bezeichnet).

Die Bewiltigung dieser Schwierigkeit gelingt wie folgt: Die Frequenzbasis wird einer
zahlentheoretischen Bedingung unterworfen (im Falle zweier Frequenzen etwa
wird verlangt, daB ihr Verhiltnis stark irrational ist). Dadurch wird das Kleine-Nenner-Problem
keineswegs eliminiert aber wenigstens kontrolliert. Eine solche Bedingung ist wohl zuerst von
C.L. Siegel in einer 1942 erschienenen Arbeit zum sog. funktionentheoretischen Zentrums-
problem in diesen Gedankenkreis eingefiihrt worden. Die zweite Sdule zur Uberwindung des
Problems der kleinen Nenner ist die Benutzung eines schnell konvergierenden (d. h. iiberlinearen)
Verfahrens bei der iterativen Konstruktion der quasi-periodischen Losung um die nach wie vor
vorhandene Wirkung der kleinen Nenner zu kompensieren. Dieser Baustein ist 1953 von A. N.
Kolmogorov hinzugefiigt worden. So natiirlich dieses Konzept auch ist, seine effektive
Durchfiihrung jedoch ist alles andere denn trivial, ist doch eine ungewéhnliche Fiille von sub-
tilen technischen Schwierigkeiten zu meistern; es ist deshalb nicht unverstindlich, da die
fundamentalen Resultate, wie die Existenz analytischer und differenzierbarer quasi-periodischer
Losungen bei Hamilton’schen und reversiblen Systemen, die Existenz invarianter Kurven in der
Umgebung eines elliptischen Fixpunktes einer flichentreuen Abbildung etc. erst etliche Jahre
nach den Pionierarbeiten von Siegel und Kolmogorov in den frithen sechziger Jahren durch
V.I. Arnold undJ. Moser erzielt wurden. Die hiermit umrissene Theorie wird nun all-
gemein als KAM-Theorie bezeichnet.

Trotz ihrer unbestrittenen Bedeutung, ist die Anzahl der Biicher iiber Differential-
gleichungen oder Mechanik, die der KAM-Theorie wenigstens ein Kapitel widmen, beinahe an

einer Hand aufzuziihlen. Wenn deshalb das zu besprechende Buch nicht uneingeschrinkt be-
griifit werden kann, so hingt dies weniger mit dem Material als mit der Prisentation zusammen.
Doch nun zunichst zum Inhalt dieses Buches.

Das erste, zweite und sechste Kapitel ist der Existenz invarianter Tori auf denen quasi-
periodische Losungen liegen und deren Nachbarschaft gewidmet. Da wird etwa Bogoljubov’s
nun schon klassische Methode zur Konstruktion eines invarianten Torus mit der KAM-Technik
kombiniert um die Parallelitit des Flusses auf dem Torus nachzuweisen. Oder: Ein beachtlicher
Teil ist Reduktions- oder Linearisierungssitzen gewidmet, d.h. es wird gezeigt, daB gewisse Sy-
steme mit toroidalem Phasenraum analytisch oder differenzierbar dquivalent zu trivialen linea-
ren Systemen sind.

An dieser Stelle muf auf folgende Besonderheit hingewiesen werden: Da die Autoren
weder eine Hamilton’sche noch eine reversible Struktur voraussetzen, miissen sie jeweils statt
einem festen Ausgangssystem eine endlich-dimensionale Schar von Systemen betrachten und
simultan mit der Konstruktion der quasi-periodischen Losungen muf auch dasjenige System
aus der Schar ermittelt werden, zu dem die quasi-periodischen Losungen gehoren.

Das siebte und letzte Kapitel des Buches bringt die Ubertragung einiger der genannten
Resultate auf allgemeine kompakte Mannigfaltigkeiten.

Es verbleibt die kurze Charakterisierung der verbleibenden drei Kapitel. Das dritte Kapi-
tel gibt eine kurze Einfihrung in die Glittungstechnik, die gestattet vom analytischen Fall zum
differenzierbaren iiberzugehen und die in den folgenden Kapitel zahlreiche Anwendungen findet.
Das vierte Kapitel ist der Reduktion von schwach nichtparallelen Fliissen auf dem n-dimensiona-
len Torus auf parallele Fliisse gewidmet. Das verbleibende vierte Kapitel beschiftigt sich mit
linearen quasi-periodischen Systemen und deren Reduktion auf Systeme mit konstanten Koeffi-
zienten, sowie dem MaB der reduzierbaren Systeme.

SchlieBlich haben die Autoren der englischen Ubersetzung des russischen Originals 14
Appendizes beigefiigt, die Kommentare und Hinweise auf neuere, seit der Auflage in russisch er-
schienene Arbeiten enthalten.
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Jeder der schon einmal versucht hat, die KAM-Technik zu prisentieren, weifs um die
betrichtlichen Schwierigkeiten: Es ist nicht leicht die Details geniigend genau zu beschreiben
und trotzdem die Ubersicht zu wahren. Dennoch, was dem Leser dieses Buches geboten wird,
ist nicht sehr sorgsam zubereitete Kost und zweifellos fir den Nichtspezialisten ungeeignet. Fiir
den Fachmann diirfte die unzihlige Wiederholung derselben Beweisideen an doch immer hn-
lichen Gegenstinden ermiidend sein. Die Lektiire wird weiter durch die unsorgfiltige Uberset-
zung, Druck- und Orthografiefehler erschwert. Etwas schwer verstindlich ist sodann, da in
einer derart auf den Spezialisten ausgerichteten Monographie nicht einmal der Versuch gemacht
wird auch die Arbeiten, die in den letzten fiinfzehn Jahren in westlichen Zeitschriften erschie-
nen sind, wenigstens zum grofiten Teil zu zitieren.

Ziirich U. Kirchgraber

Métivier, M., Reelle und Vektorwertige Quasimartingale und die Theorie der Stochasti-
schen Integration (Lecture Notes in Mathematics, vol 607) Berlin — Heidelberg — New York:
Springer Verlag 1977, x + 310 p., DM 32,—

Seit den grundlegenden Arbeiten von Doob und Itd spielen Martingale und stochasti-
sche Integrale in der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihren Anwendungen eine zentrale Rolle.
Insbesondere hat sich eine elegante und flexible, allerdings aus guten Griinden technisch sehr
anspruchsvolle ,,allgemeine Theorie* entwickelt, mit neuartigen Anwendungen aufierhalb der
Kklassischen Diffusionstheorie, z.B. bei der Filterung und Kontrolle von Punktprozessen. Diese
Entwicklung lift sich anhand der Verdffentlichungen des ,Séminaire de Probabilités Strasbourg’
in den Springer Lecture Notes sehr gut verfolgen. Insbesondere liegen in den Binden I und X
bereits zwei ,,Kurse* zur stochastischen Integration vor. Jemandem, der sich nach einer Grund-
ausbildung in Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie in die Sache einarbeiten will, wird dort
allerdings der Einstieg nicht leicht gemacht. Ein Ziel der vorliegenden Ausarbeitung einer Vor-
lesung von M. Métivier (1976 in Erlangen gehalten) ist es deshalb, den Leser mit moglichst ge-
ringem Aufwand in die stochastische Integration fir Quasimartingale bis zur allgemeinen It5-
Formel einzufiihren. Ein zweites Anliegen ist, den Leser von vornherein mit der Erweiterung
auf vektorwertige Prozesse vertraut zu machen. Die Folge ist, daB das Buch zugleich Einfiih-
rungs- und Spezialtext ist.

Kapitel L ist ein in sich geschlossener Einfihrungskurs in die stochastische Integration
bei stetigen Pfaden, mit einem ersten Exkurs iiber Prozesse mit Werten in einem Hilbertraum.
Kapitel II und III entwickeln die allgemeine Prozefitheorie bis zur Doob-Meyer-Zerlegung,
Kapitel IV behandelt stochastische Integrale fiir allgemeine Quasimartingale bis zum Transfor-
mationssatz. Im letzten Kapitel werden die Ergebnisse auf Hilbertwertige Prozesse iibertragen;
die Anwendung auf stochastische Evolutionsgleichungen, die als Motiv dahinter steht, wird
kurz erldutert. Methodisch wird durchweg der Zusammenhang zwischen Quasimartingalen und
Massen auf der o-Algebra der previsiblen Mengen betont (wegen der Einschrinkung auf die
,iiblichen Bedingungen* allerdings nicht voll ausgeschdpft). Leider fehlt ein Hinweis auf die
folgende interessante Version dieses Zusammenhangs, die auf Pellaumail und Métivier selbst
zuriickgeht. Man kann niamlich einem Quasimartingal X ein vektorwertiges Maf3 MX so zuord-
nen, daB sich stochastische Integrale fHdX als ,,gewohnliche* Integrale [ HdMX auffassen las-
sen (vgl. z.B. A. U. Kussmaul: Stochastic Integration and generalized Martingales, Pitman 1977).
Insgesamt aber liegt eine sehr geschickte Einfithrung in den modernen Stand der stochastischen
Integrationstheorie vor, die vor allem dann zu empfehlen ist, wenn man an vektorwertigen Pro-
zessen interessiert ist.

Ziirich H. Follmer
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Ingenieur angesprochen ist, so kann das Buch gleichwohl — wie der Referent aus eigener Erfah-
rung weifl — sehr gut mathematischen Seminaren zu Grunde gelegt werden.

Der erste von sechs Teilen gibt auf rund 100 Seiten eine Einfithrung in die Theorie des
Hilbertraumes und verwandter Fragen.

Der zweite Teil enthilt auf etwa 75 Seiten die wesentlichen Grundideen der Variations-
methoden, insbesondere die Methode der Orthonormal-Reihen, das Ritzsche Verfahren, das
Galerkinsche Verfahren, die Methode der kleinsten Quadrate ebenso wie ihre Kombination mit
dem Ritzschen Verfahren in Gestalt der Courantschen Methode und die Methode des steilsten
Abstieges.

Im dritten Teil folgen Anwendungen auf Randwertprobleme bei gewdhnlichen und par-
tiellen Differentialgleichungen, insbesondere zur Plattengleichung und zur Stabgleichung. Ge-
wohnlich handelt es sich um die Minimierung eines positiv definiten quadratischen Funktionals.
Zur Untersuchung der Definitheit werden die Ungleichungen von Friedrichs bzw. Poincaré be-
nutzt.

Der vierte Teil beginnt mit Abschnitten iiber das Lebesgueintegral, iber Sobolevraume,
den Begriff der schwachen Losung elliptischer Gleichungen und der Formulierung von ellipti-
schen Randwertproblemen. Zur Untersuchung der Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lo-
sungen zieht Rektorys wesentlich das Lax-Milgram-Theorem heran, eine Verallgemeinerung des
Rieszschen-Theorems.

Im fiinften Teil werden die Ideen auf Eigenwertprobleme mit vollstetigen Operatoren
iibertragen.

Der sechste Teil endlich bezieht sich auf einige weitere spezielle Methoden wie Rand-
methoden, das Trefftzsche Verfahren sowie die Methode der orthogonalen Projektionen.

Die Methode der finiten Elemente wird auf 8 Seiten nur kurz angesprochen. Nach der
Schilderung der grundlegenden Idee wird auf die umfangreiche Spezialliteratur verwiesen. Die
vom Verfasser diskutierten Methoden sind vornehmlich fiir lineare Probleme geeignet.

Die Seiten 556—561 enthalten eine tabellarische Zusammenstellung der von Rektorys
behandelten Problemtypen. Es handelt sich um lineare, gewdhnliche und partielle Differential-
gleichungen in selbstadjungierter Form.

Die Durchrechnung zahlreicher Beispiele bis zum numerischen Endergebnis mit Feh-
lerabschiitzungen unter Verwendung geeigneter Normen erhhen den Wert des Buches.

So miissen Biicher geschrieben sein, die die Briicke schlagen sollen zwischen mathema-
tisch interessierten Ingenieuren und anwendungsorientierten Mathematikern.

Hannover G. Bertram

Michlin, S. G. Approximation auf dem kubischen Gitter (Mathematische Lehrbiicher
und Monographien Band 40), Berlin: Akademie Verlag 1976, 195 S. In deutscher Sprache her-
ausgegeben von Prof. Dr. S. Prossdorf. Leinen, DM 36,—

Der durch seine Standardwerke iiber Variationsmethoden, Integralgleichungen und
mathematische Physik bekannte Autor gibt in der vorliegenden Monographie einen sehr griind-
lichen theoretischen Uberblick iiber eine gewisse Klasse von Methoden, die zur Methode der
finiten Elemente zihlen. Die Darstellung ist in der fir den Autor bekannten sehr klaren und
{ibersichtlichen Form gegeben und setzt vom Leser griindliche Mitarbeit und Kenntnis der
Elemente der Funktionalanalysis einschlieBlich der Sobolev’schen Einbettungssitze und Grund-
lagen der Variations- und Differenzenmethoden voraus. Das Buch ist wohl in erster Linie fir
den an der Theorie interessierten Numeriker gedacht und weniger fiir denjenigen, der die Metho-
de der finiten Elemente auf ein praktisch vorkommendes Problem anzuwenden hat, obwohl
auch praktische Gesichtspunkte genannt werden.







50 Buchbesprechungen

fahren, die in den letzten Jahren an Bedeutung gewonnen haben, findet man nicht, aber dies
wiirde sich mit dem Charakter des Buches auch nicht vertragen.

Behandelt werden im ersten Band lineare Gleichungssysteme mit einem besonderen
Kapitel fiir solche mit positiv definiter Koeffizientenmatrix, beinhaltend auch einen Abschnitt
iiber lineare Ungleichungen, Verfahren fiir nichtlineare Gleichungen in einer Veranderlichen,
Ausgleichsprobleme und Interpolation mit je einem Abschnitt iiber gendherte Quadratur sowie
Gldttungsprozeduren und ein Kapitel iiber Tschebyscheff-Approximation einschlieflich ihrer
numerischen Berechnung. Die ersten beiden Kapitel des zweiten Bandes befassen sich mit ge-
wohnlichen Differentialgleichungen. Der Verf. stellt die Grundtypen von Verfahren fiir Anfangs-
wertaufgaben dar und geht auf die wichtigen Stabilititsfragen genauer ein. Fir Randwertauf-
gaben werden Anfangswertmethoden, Differenzenverfahren und Variationsmethoden darge-
stellt. In zwei weiteren Kapiteln finden sich Grundtatsachen iiber Differenzenverfahren bei den
drei Grundtypen partieller Differentialgleichungen. Es folgt ein Kapitel iiber die Losung alge-
braischer Eigenwertaufgaben. In einem Anhang von ca. 40 Seiten Umfang ist eine Axiomatik
des numerischen Rechnens und ihre Anwendung auf den qd-Algorithmus aufgenommen, worin
letzte Forschungsergebnisse des Verf. enthalten sind.

Dieses anregende Buch ist besonders auch Studierenden zur Lektiire zu empfehlen.

Berlin R. D. Grigorieff

Gander, W., Molinario, L., SveSova, H. (Herausgeber), Numerische Prozeduren aus Nach-
1a8 und Lehre von Prof. Heinz Rutishauser (Internationale Schriftenreihe zur Numerischen
Mathematik 33), Basel — Stuttgart: Birkhduser Verlag 1977, 127 S., Kunstleder, DM 48,—

Es war J. H. Wilkinson F. R. S., der im Vorwort zu seinem Standardwerk iiber das alge-
braische Eigenwertproblem von dem Schweizer Numeriker Heinz Rutishauser als dem genialen
Algorithmenfinder und einer Quelle der Inspiration sprach. Das erste dieser Attribute hat sich
der so Angesprochene wohl mit der Schaffung des QD-Algorithmus und seiner Verallgemeinerung
zum LR-Algorithmus verdient, der dann durch weitere Verfeinerungen und Abwandlungen von
J. G. F. Francis zum praktisch konkurrenzlosen Matrix-Diagonalisierungsverfahren entwickelt
worden ist.

Auch das andere Attribut war wohlverdient, denn seine Veroffentlichungen waren in
ihrem schlichten und bescheidenen Stil didaktische Meisterwerke, in denen ihr Verfasser nicht
nur die Theorie sondern auch die umfassendste eigene numerische Erfahrung vermittelte. Er war
also nicht nur der Analytiker, der es mit der Angabe eines effizienten, neuen Algorithmus be-
wenden laBt, vielmehr fiihrte er auch die Verpflichtung des Numerikers zur Schaffung von mathe-
matischer ,,software* hochster Qualitit. Aus diesem Grunde war er nicht nur an der Definition
der Programmiersprache ALGOL 60 beteiligt, sondern auch filhrend aktiv in zwei frilhen Gemein-
schaftsprojekten, nimlich des Programmsammeldienstes der ALCOR-Gruppe und der sogenann-
ten Handbuchserie ,,Lineare Algebra“ in der Zeitschrift Numerische Mathematik, dessen Heraus-
geberstab er angehorte. Sein letzter Beitrag dort, die simultane Vektoriteration zur Berechnung
von Eigenwerten und -vektoren diinn besiedelter symmetrischer Matrizen zeigt eindrucksvoll die
Spanne seines Talentes von der Untersuchung der theoretischen Voraussetzung eines Algorithmus
bis zu seiner Realisierung in Form eines ausgekliigelten Rechenprogrammes.

Rutishausers letzte Neuschaffungen von Algorithmen sind die zweifache Relaxation zur
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nach Original-Algorithmen durch drei weitere Rechenprogramme zu Standard-Algorithmen,
nimlich der Interpolation mit natiirlichen, kubischen Splinefunktionen an dquidistanten Knoten,
der GauR-Elimination mit vollstindiger Pivotsuche und imnliziter Zeilen-A quilibrierung. und

schlieflich des Orthogonalisierungsverfahrens nach Gram-Schmidt. Jedem dieser fiinf Algorith-
men ist ein Kapitel im vorliegenden Band gewidmet und diese Kapitel sind in der Manier der
oben erwidhnten Handbuchserie wiederum einheitlich unterteilt in (1) Einleitung, (2) theoretische
Grundlagen, (3) Prozeduraufruf und Parameterliste, (4) Protokoll des Rechenprogrammes in
Form einer ALGOL 60 Prozedur, (5) Bemerkungen iiber Organisation und Notation, (6) Nume-
rische Eigenschaften, (7) Anwendungen und Beispiele.

Es gibt bei diesen sorgfiltig ausgearbeiteten Rechenprogrammen nur wenig Punkte zur
Kritik. Man kann etwa darauf hinweisen, daf} natiirliche Randbedingungen bei der kubischen
Spline-Interpolation zu einem Restglied O(h?) filhren, wihrend andere Randbedingungen mit
minimaler Anderung im Programm zu O(h*) fithren und deshalb in der Praxis stets vorgezogen
werden. Weiter wird es Stimmen geben, die bei der Gau-Elimination totaie Pivotsuche an der
einseitig skalierten Matrix D A fiir widerspriichlich halten und entweder Spaltenpivotsuche an
D; A oder totale Pivotsuche an D; AD, empfehlen. ZweckmiBig wire vielleicht auch bei der Aus-
gleichsrechnung ein klarerer Hinweis darauf, dafl das Programm mittels zweifacher Relaxation
zwar eine maschinengenaue Approximation der Pseudoinversen A* von A liefert, jedoch norma-
lerweise nicht die Losung A*b des veraligemeinerten Ausgleichsproblems

lAx — bll, = min! hilfsweise I xll, = min!

Tatsichlich wird durch die interne Skalierung stattdessen die hilfsweise Nebenbedingung
abgeindert zu xTdiag(ATA)x = min! Es ist also nicht sinnvoll, wenn die so berechnete Losung
mit der anderswo berechneten Losung A*b verglichen wird. Die lakonische Feststellung, da
beide Losungen in keiner Dezimale iibereinstimmen (S. 74, Z. 16) ist nur fiir den Eingeweihten
keine Uberraschung.

Das Buch ist ansprechend gestaltet und auch die ALGOL-Protokolle der Rechenpro-
gramme sind unschwer zu lesen, obwohl diese im Fotosatz von dem Original-Ausdruck des Com-
puters unmittelbar reproduziert worden sind. Diese Methode dient der Sicherheit, weil sie das
Einschleichen von Druckfehlern in diesen sehr empfindlichen Teil der Information verhindert.
Demgegeniiber sind die iibrigen Teile des Buches einschlieflich der tabellierten Testergebnisse
gesetzt. Dabei finden sich im Text keine storenden Druckfehler, doch scheinen sie bei den Test-
ergebnissen etwas hiufiger zu sein (in dem zur Kontrolle iiberpriiften Beispiel, den Elementen
der S x 8 doppeltrelaxierten Pseudoinversen auf S. 75 oben fanden sich insgesamt vier verdruckte
und eine fehlende Ziffer).

Besonders zu empfehlen ist der vorliegende Band fiir Numeriker, die mit der Produktion
von mathematischer software befait sind. Dariiber hinaus kann er mit Vorteil im Unterricht
verwendet werden, etwa in einem mathematischen Praktikum,; die fiinf Kapitel bieten dabei
Material von steigendem Schwierigkeitsgrad.

Miinchen C. Reinsch

Eilenberg, S., Automata, Languages, and Machines, Volume A (Pure and Applied Mathe-
matics, vol. 59-A), New York — London: Academic-Press 1974, XVI + 451 pp., cloth, § 24.00

Das Buch ist der erste von 4 Biinden eines groangelegten Versuchs einer einheitlichen
algebraischen Darstellung eines klassischen Teils der theoretischen Informatik, der Theorie der
Automaten und Maschinen sowie der durch sie definierten Mengen (iiblicherweise Sprachen
genannt) bzw. Relationen oder Funktionen. Vom Leser werden jedoch keinerlei Informatik-
kenntnisse vorausgesetzt — zumindest dieser erste (und auch der 1976 erschienene zweite) Band
bedarf keiner aus der Informatik kommenden Motivation, sondern kann als reines Mathematik-
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buch gelesen werden. Obwohl fast alle mathematischen Begriffe im Laufe des Textes eingefiihrt
und erkldrt werden, ist einiges Vertrautsein mit der Algebra sowie eine Grundkenntnis der Ana-
lysis fiir das Verstindnis des Werkes notwendig. Fiir einen Informatiker, selbst fiir viele theore-
tische Informatiker, ist das Buch sicher schwer zu lesen, fir einen Algebraiker sollte es jedoch
angenehm lesbar und nicht zu schwierig sein.

e ——

e | .-

Fiille der von der theoretischen Informatik gehaltenen Resultate iiber Automatensprachen und
Maschinen bringen:

Er schrinkt sich im wesentlichen auf die grundlegenden klassischen Arbeiten zu den ver-
schiedenen Teilgebieten und einige der daraus hervorgegangenen Entwicklungen ein. Dabei legt
er Wert auf eine einheitliche systematische Behandlung der Grundprobleme und eine enge Be-
ziehung zur reinen Mathematik. Die Darstellung und viele Beweise bekannter Resultate sind des-
halb neu; viele neue bisher unpublizierte Resultate kommen hinzu. Entstehung und Inhalt des
Werkes sind sehr stark beeinfluft durch M. P. Schiitzenberger und seine Schule — nicht nur die
Stoffauswahl und die Darstellungsweise sind von Schiitzenberger mitgeprigt, sondern viele neue
Ergebnisse stammen von Schiitzenberger oder sind von Eilenberg und Schiitzenberger gemeinsam
erzielt worden.

Praktisch alle Sitze und Folgerungen sind detailliert und klar bewiesen — nur bei ganz
wenigen Resultaten wird auf die Originalliteratur verwiesen. Terminologie und Bezeichnungen
sind, obwohl oft anders als in der theoretischen Informatik iiblich, leicht zu erfassen und zu
handhaben. Viele Beispiele und Ubungsaufgaben erleichtern das Verstindnis. Leider sind die
Literaturhinweise recht spirlich; auf die grundlegenden Arbeiten zu den verschiedenen Themen-
kreisen wird jedoch hingewiesen. Dagegen fehlen fast ginzlich Hinweise auf weiterfiihrende
Arbeiten, Anwendungen in anderen Bereichen oder benachbarte Gebiete.

Im Unterschied zu vielen anderen Versuchen, eine einheitliche mathematische Theorie
der Automatensprachen und Maschinen zu entwickeln, geht Eilenberg nicht von einem moglichst
abstrakten und allgemeinen Modell aus, sondern entwickelt die Theorie von den einfachen Auto-
maten- und Maschinentypen her. So werden in den ersten beiden Binden im wesentlichen end-
hche akzeptxerende Automaten und endliche sequentielle Maschinen behandelt. Erst in Kapltel 10
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konkreten Elementen der Programmierung gezeigt, der Programmiersprache LISP 1.5 und den
Entscheidungstabellen.

Das vorliegende Buch verbindet in ganz ausgezeichneter Weise theoretische Erkenntnisse
und praktische Anwendung. Ebenso bildet es insofern eine riihmliche Ausnahme, als es einmal
neuere Ergebnisse vermittelt, aber dennoch als Lehrbuch oder Uberblick hervorragend geeignet ist.
Lediglich zum Auffinden weiterer Literatur wird der Leser auf ein Buch von Barron: Rekursive
Techniken in der Programmierung (Hanser, Miinchen) verwiesen.

So kann das Buch sowohl dem Theoretiker empfohlen werden, der darin Anwendungen
der Theorie sieht, als auch dem Anwender, der die theoretischen Grundlagen der von ihm be-
nutzten Programmierelemente in einleuchtender Weise vermittelt bekommt.

Bochum M. Rosendahl

Tukey, J. W., Exploratory Data Analysis. (Addison-Wesley Series in Behavioral Science:
Quantitative Methods.) Reading (Mass.): Addison-Wesley 1977, XVI + 688 S., GIn. £ 14.40

Dies Buch des bekannten Numerikers behandelt eine Kunst, der weite Verbreitung zu
wiinschen wire: den praktischen Umgang mit Daten. Praktische wie mathematische Statistik sind
in gewisser Weise nur weitgehend theoretisch durchdrungene Ausprigungen dieser Kunst, die hier
in ihren elementarsten Anfingen gelehrt wird. Wie schreibt man einen gegebenen Datenhaufen
hin, um die in ihm enthaltene Information méglichst gut in die Augen springen zu lassen? Wie
verindert man Daten, um Unwesentliches abzutrennen, und wie beurteilt man die Ergebnisse
solcher Verarbeitung im Vergleich zum Ausgangsmaterial? Wie stellt man graphische Darstellun-
gen her und wie interpretiert man sie? Dies ist eine kleine Auswahl der vom Autor mittels einer
enormen Fiille von Beispielen und Aufgaben behandelten Probleme. Man lernt dabei, wie man
Gesetzmifigkeiten aufspiirt; der Autor betont, daf es ihm im Gegensatz zu (beispielsweise)
gingigen Methoden der Statistik nicht darum geht, zu lehren, wie man vermutete oder theore-
tisch abgeleitete GesetzmiBigkeiten priift und bestitigt.

Man kann das Buch also als Einfithrung in die Kunst der Induktion anhand von Daten
hetrachten. Der Text ist aus Einfilhrungskursen hervoreegangen. Teile haben vorher in hekto-

graphierter Form zirkuliert, das Erscheinen des Buches ist ein lang erwartetes Ereignis. Es tut
sicher jedern Mathematiker gut, Einblick in die hier eroffente Elementarwelt zu nehmen. Vor
allem aber mochte man deutschen Mathematiklehrern ein intensives Studium dieses Werkes nahe-
legen. Sie wiirden damit eine dringend erforderliche Erginzung ihrer Ausbildung erfahren und
eine Fiille von Material fiir praktische Ubungen mit Schiilern gewinnen. Es scheint mit dringlich,
daf einer unserer Didaktik-Verlage eine kurzgefaite Variante von Tukey’s Werk in eine seiner
Erginzungsreihen aufnimmt.

Erlangen K. Jacobs

Liithi, H. J., Komplementaritits- und Fixpunktalgorithmen in der mathematischen Pro-
grammierung, Spieltheorie und Okonomie (Lecture Notes in Economics, vol 129), Berlin — Hei-
delberg — New York: Springer Verlag 1976, 21 Abb., vii + 145 p., DM 21.50

Dieses Buch stellt in sehr anschaulicher und gut lesbarer Weise die Entwicklung eines
, kombinatorischen Prinzips* oder auch ,,Algorithmus* dar. Der Algorithmus wurde von Lemke
und Howson 1964 in einer Arbeit beschrieben, die sich mit der Bestimmung von Gleichgewichts-
punkten in einem 2-Personen-Nichtnullsummen- (,,Bimatrix*-) Spiel befafit. Die Existenz solcher
Gleichgewichtspunkte wurde bis dahin mit Hilfe des Brouwerschen Fixpunktsatzes bewiesen. Fiir
ein bilineares Problem mufite die Verwendung eines Fixpunktsatzes von vornherein als ein zu
schweres Geschiitz gelten. Lemke und Howson kamen mit einer auferst iiberraschenden und viel-
seitigen Losung heraus. Der von ihnen entwickelte Algorithmus ist konstruktiv. Er endet nach
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thode der Triangulation im allgemeinen nur eine Approximation zu erblicken. Der Begriff einer
»approximativen Losung® ist nicht unproblematisch.

Nachdem ein Algorithmus ,,zur Verfeinerung* der Triangulation angegeben wird, fiihrt
die Beschiftigung mit dem Fixpunktproblem zwanglos zum zweiten Teil, ,,Fixpunktalgorithmen*,
iiber. Erneut wird ein Markierungsalgorithmus angegeben, der Zusammenhang mit dem Sperner-
schen Lemma herausgearbeitet und der Scarfsche Fixpunktalgorithmus dargestellt. Anwendungen
auf den Brouwerschen Fixpunktsatz und auf den Fixpunktsatz von Kakutani werden diskutiert.

Die oben erwihnte Problematik 1488t sich bei einem Fixpunktsatz besonders leicht ver-
stehen. Ein ,,e-approximativer Fixpunkt* einer Abbildung ist ein Argument, das etwa der Norm
nach von seinem Funktionswert nicht mehr als e abweicht. Die diskutierten Fixpunktalgorithmen
sind im allgemeinen in der Lage, nach endlich vielen Schritten einen ,,e-approximativen Fixpunkt‘
zu erzeugen. Aus Kompaktheitsgriinden ist klar, da damit ein Fixpunkt durch Grenziibergang er-
halten werden kann; ebenso einleuchtend ist es aber, dafl ein e-approximativer Fixpunkt im allge-
meinen nicht unbedingt nahe bei einem Fixpunkt liegen muf.

Das Buch ist sehr gut lesbar geschrieben. Selbst mit geringen Vorkenntnissen wird man
sehr rasch und miihelos in ein interessantes Gebiet eingefiihrt. Zudem wird ein Uberblick iiber ver-
schiedene grundsitzliche Probleme aus den Anwendungsbereichen geliefert; ein Uberblick, der
gleichzeitig ein in vielen Problemen grundsitzliches Prinzip (,,Komplementaritit‘‘) sehr deutlich
herausarbeitet und verschiedene verstreute Fragestellungen unter diesem Prinzip subsummiert.

Bielefeld J. Rosenmiiller

Kelly, J. S., Arrow Impossibility Theorems (Economic Theory and Mathematical
Economics Series), New York: Academic Press 1978, xi + 194 p., Cloth, $19.75

Wenn n > 2 Personen vor der Aufgabe stehen, aus dem n-Vektor ihrer individuellen
Priferenzordniingen iiber m > 2 Alternativen eine einzige, gemeinsame Priferenzordnung zu
bilden, so weifs man im Falle m = 2, was man zu tun hat: Mehrheitswahl mit Stichentscheid.
Bereits fiir m = 3 ergibt sich das klassische ,,Wahl-Paradoxon‘ als Hinweis darauf, daf es hier
mit Wahlverfahren nicht abgeht. Eine unschone Losung besteht darin, eine Person zum
Diktator zu ernennen und einfach deren Priferenzordnung zu nehmen. 1950 gab Kenneth
Arrow (Nobelpreis 1972 fir Okonomie) dem Problem die heute gingige Form des nach ihm
benannten Paradoxons oder Unmoglichkeitstheorems. Arrow formulierte 5 Forderungen,
darunter n > 2, m > 3, die man gerne an eine Entscheidungsregel stellen mochte und bewies
(ein Beispiel von J. Blau erzwang eine kleine Korrektur in der Formulierung der 5 Forderungen),
daB es keine allen 5 Forderungen geniigende Entscheidungsregel gibt. Da eine der 5 Forderun-
gen das Nichtvorhandensein eines Diktators zum Inhalt hat, 148t sich der Satz auch als ,,Dikta-
tortheorem* (Existenz eines Diktators) formulieren. Dies Ergebnis hat begreiflicherweise Oko-
nomen und Mathematiker sehr beschiftigt und bildet heute das Forschungsthema einer inter-
nationalen Spezialistengruppe. Unterthema 1: Wie weit lassen sich die Arrow’schen Bedin-
gungen abindern, ohne das Ergebnis, die Existenz eines Diktators, auf8er Kraft zu setzen?
Unterthema 2: Gibt es ,,verniinftige* Entscheidungsregeln ohne Diktator? — Das vorliegende

4Buch ist in_erster Linie ein systematischer Bericht. mit komoletten Beweisen. iiber den Stand
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Kap. 6 beschiftigt sich mit der AusschlieBung von Bluff-Moglichkeiten und bringt u.a. das
Diktator-Theorem von Gibbard-Satterthwaite. Kap. 7 und 8 behandeln die Frage, ob Ein-
schrinkungen der Meinungsvielfalt eine Diktatur zu vermeiden gestatten; praktisch alle darge-
stellten Resultate sind negativ. Kap. 9 macht die Hoffnung zuschanden, durch Zugestehen von
Individualrechten um die Diktatur herumzukommen. Kap. 10 ist ungelosten Problemen ge-
widmet. Ein mathematisch-terminologischer Anhang, eine Literaturliste mit iiber 350 Num-
mern und zwei Register beschlieBen das Buch. — Es handelt sich um eine knappe, umfassende
Darstellung der bis ca. 1977 verfiigbaren Resultate zum genannten Problemkreis. Als Leser
kommen praktisch nur Spezialisten in Frage, obwohl der Autor das Buch als Ganzes und die
einzelnen Kapitel mit kurzen motivierenden Einleitungen teils historischen, teils systemati-
schen Charakters versehen hat. Wer schnell durch die Problematik hindurchblicken und ein
neues Nicht-Diktator-Theorem kennenlernen will, lese besser B. Peleg, Consistent voting
systems, Econometrica 46 (1978) 153—161.

Erlangen K. Jacobs

Gabasov, R., Kirillova, F., The Qualitative Theory of Optimal Processes, translated by
J. L. Casti (Control and Systems Theory Series, vol. 3) Basel — New York: Marcel Dekker 1976,
688 p., Cloth, SFrs 176,—.

Mit diesem Werk demonstrieren die beiden international bekannten sowjetischen Auto-
ren vor allem Tragweite und Anwendungsmoglichkeiten der von ihnen entwickelten ,,Methode
der Zuwichse‘. Diese Methode erschlieft auf relativ elementarem analytischen Weg einen Zu-
gang zu notwendigen (und in geringerem Umfang auch zu hinreichenden) Bedingungen fiir opti-
male Losungen von Kontrollproblemen. Der Grundgedanke wird auf wenigen Seiten in Kap. VI,
§ 1, beschrieben. Es handelt sich, grob gesprochen, um einen Kalkiil, der die Variation des Ziel-
funktionals unter Benutzung der Hamiltonfunktion mit der Variation der Kontrolifunktion
unmittelbar in Beziehung bringt. Da differenziertere Hilfsmittel aus Variationsrechnung und
allgemeiner Optimierungstheorie nicht benotigt werden, kommt diesem Kalkiil auch unter didak-
tischen Gesichtspunkten eine gewisse Bedeutung zu. Allerdings ist er nur anwendbar auf Pro-
bleme mit festem Anfangspunkt, bei denen der Endpunkt ke inerlei Beschrinkung unter-
liegt. Fiir solche Probleme gibt es nun durchaus Beispiele aus den verschiedensten Anwendungs-
bereichen; daf man kein einziges auf den rund 600 Seiten des vorliegenden Werkes findet, ist
schade. Es wire namlich gerade fiir den nicht einschligig vorgebildeten Leser wichtig, an einem

Beispiel zu sehwal?sz.B. die Einbez&yng von Svstemen mit zustands- und kontrollabhéingj-
T T L ,‘— |—, - ; -

Der Prisentierung ihrer eigenen Beitrige stellen die Verfasser eine im wesentlichen auf
lineare Systeme beschrinkte, ansonsten aber relativ umfangreiche Auswahl anderer Fragestellun-
gen und Methoden zur Seite, ohne dabei von der analytischen Betrachtungsweise abzugehen
(insofern ist der Begriff ,,qualitativ** im Titel des Buches irrefiihrend). In diesen ,,Zugaben‘
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die mit der Existenz von optimalen Losungen zusammenhiingen, dar. DaR hierbei auch ,,chat-
tering regimes* zur Sprache kommen, ist sicher verdienstvoll, nur hitte der entscheidende
Punkt — nimlich die Frage nach der Nicht-Singularitit der Losung — nicht unerwahnt bleiben
sollen. Ohne eine zusitzliche Voraussetzung in dieser Richtung diirfte sich wohl der Satz 3 auf
p. 187 nicht beweisen lassen.

Kap. VI ist notwendigen Bedingungen gewidmet und enthilt die wesentlichen Resul-
tate des gesamten Werkes. Zunichst (§ 1) wird das Pontryaginsche Maximumprinzip mit der
Methode der Zuwichse bewiesen und auf gewisse Typen von Funktionaldifferentialgleichungen
und impliziten Differentialgleichungen ausgedehnt. Dies alles, wie schon bemerkt, fiir Pro-
bleme mit festem Anfangs- und freiem Endpunkt. Ein eigener Abschnitt (§ 5) ist singuliren
Extremalen gewidmet, ein Gebiet, auf dem sich die Verfasser durch eigene Beitrige besonders
hervorgetan haben. Angemerkt sei noch, da} die grundlegende Bedingung 1. Ordnung — Satz 13
auf p. 242 — mit Hilfe einer Matrix-Differentialgleichung sehr viel durchsichtiger geschrieben
werden kann und sich dann als ein in der westlichen Literatur unter dem Namen ,,Jacobson’s
condition* wohlbekanntes Resultat entpuppt. — Alternative Methoden werden im Rest des
Kapitels (§§ 8—17) vorgestellt, wobei auf die vorangehenden Abschnitte kaum Bezug genom-
men wird. Auch fiir den Nicht-Fachmann diirfte die Lektiire dieses Teils des Buches recht in-
formativ sein, und zwar einerseits im Hinblick auf die benutzten Hilfsmittel (Momentensatz,
Minimax-Theorem, Trennungssitze fiir konvexe Mengen), andererseits im Hinblick auf die Viel-
zahl der angeschnittenen Fragestellungen (u.a. auch aus dem Gebiet der Differentialspiele).
Freilich werden hier auch gelegentlich Probleme konstruiert, die zu den Methoden ,,passen®,
fur die sich aber wohl kaum interessante Anwendungen finden lassen (etwa § 16).

Im Kap. VII geht es um die Frage, in wieweit die Giiltigkeit des Maximumprinzips hin-
reichend fiir die Optimalitit einer Losung ist, und um damit zusammenhingende Fragen nach
der Eindeutigkeit von optimalen Losungen. In §1—§4 werden die Probleme zunichst wieder
direkt mit der Methode der Zuwichse angegangen, ein typisches Resultat stellt der Satz 1 auf
p- 415 dar, der eine globale Aussage enthilt, allerdings unter sehr einschneidenden und unreali-
stischen Voraussetzungen. Fiir lineare Systeme stehen auch hier alternative Methoden zur Ver-
fugung, einige Kostproben findet man im §8.

Kap. VIII dient der Uberpriifung friherer Resultate und Abschitzungen unter dem Ge-
sichtspunkt ihrer Verwendbarkeit fiir die Approximation optimaler Losungen. Insbesondere
wird die Frage diskutiert, ob sich vom Maximumprinzip her eine Steuerfunktion schrittweise
verbessern 1ift. Die Uberlegungen fiihren jedoch nicht zu konkreten numerischen Verfahren
oder Konvergenzaussagen.

Der Gesamteindruck des Buches LBt sich etwa so wiedergeben. Der Aufbau ist aus-
schlieflich an den Methoden orientiert. Die Problemstellungen werden passend zu den Metho-
den gewidhlt und dabei in einer Weise aneinandergereiht, die nicht frei von Willkiir ist. So fillt
es oft schwer, den roten Faden zu erkennen, da zudem Kommentare und motivierende Einlei-
tungen recht spirlich sind. Nicht nach jedermanns Geschmack ist wohl auch eine gewisse Un-
genauigkeit in den Details. So arbeiten die Verfasser unentwegt mit Variationen, ohne jemals
prézise zu sagen, was sie darunter verstehen. Aus allem ergibt sich, dal das Buch wohl in erster
Linie fur einen Leser gedacht ist, der die Materie schon weitgehend kennt. Ihm bietet es eine
niitzliche Erganzung zur vorhandenen Literatur und manche Anregung fiir Vorlesung und
Seminare.

Wiinschenswert wire — vor allem angesichts des exorbitanten Preises — mehr Sorgfalt
bei der Drucklegung. Storend wirkt nicht nur die Vielzahl der Druckfehler, sondern auch vor
allem die lickenhafte Numerierung der Formeln, die das Aufsuchen von Verweisen oft zu
einem Ratespiel werden 1afit.

Wiirzburg H. W. Xnobloch
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Neuerscheinung

Lehrbuch der Analysis
Von Prof. Dr. rer. nat. H. HEUSER, Universitat Karlsruhe

Ziel dieses zweiteiligen Werkes ist es, .ausgehend von der axiomatischen Beschreibung
der reellen Zahlen den Aussagenbestand der klassischen Analysis méglichst lebendig
und faBlich zu entwickeln und von dieser Basis aus weiter vorzudringen bis hin zu den
moderneren Begriffen und Sétzen dieser Disziplin, wie z. B. Netzkonvergenz, Banach-
rdume, metrische und topologische Réume, Lebesguesches Integral, die Sétze von Arzela-
Ascoli und Stone-WeierstraB, der Stokessche Satz iiber die Integration von Ditferential-
formen und die Fixpunktsétze von Banach, Brouwer, Schauder und Kakutani.

Das Buch ist iberwiegend ,reell“. Da aber Naturwissenschaftler und Ingenieure schon
sehr frithzeitig komplexe Zahlen benétigen und viele analytische Fragen erst im Kom-
plexen befriedigend geklart werden kénnen, wurde ein Unterkurs {iber komplexe Zahlen
und Funktionen eingebaut, der bis zu den Cauchyschen Integralsétzen und der Entwickel-
barkeit holomorpher Funktionen in Potenzreihen fihrt. Ein historischer Bericht rundet das
Buch ab. Uber 1300 Aufgaben sollen dem Leser helfen, die Analysis zum sicheren Besitz
(working knowledge) zu machen.

Teil 1: 1980. 644 Seiten mit 128 Bildern und 780 Aufgaben, zum Teil mit Lésungen.
(Mathematische Leitfadden) Kart. DM 48,—

Aus dem Inhalt des ersten Teiles

Mengen, Zahlen und Funktionen: Mengen / Axiomatik der reellen Zahlen / Komplexe
Zahlen / Kombinatorik / Metriken / Funktionenriaume und -algebren / Lineare Abbildun-
gen / Der Differenzenoperator / Interpolationspolynome / Mengenvergleiche

Zahlenfolgen und unendliche Reihen: Grenzwertbegriff / Prinzipien der Konvergenztheo-
rie / Allgemeine Potenz und Logarithmus / Exponentialprozesse / Haufungswerte / Kon-
vergenz- und Divergenzkriterien

Stetige und differenzierbare Funktionen: Stetige Funktionen / Fixpunkt- und Zwischen-
wertsétze / Der Umkehrsatz / Grenzwerte von Funktionen / Grenzwerte von Netzen /
Doppelreihen / Die Ableitung / Mittelwertsatze / Extremalprobleme / Konvexe Funktionen
und Ungleichungen

Taylorscher Satk und Potenzreihen: Mittelwertsatz fiir hdhere Differenzen / Taylorscher
Satz und Taylorsche Entwicklung / Reelle und komplexe Potenzreihen / Abelscher Grenz-
wertsatz / Fundamentalsatz der Algebra / Partialbruchzerlegung / Die lineare Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Integration: Unbestimmte Integrale / Riemannsches Integral / Die Hauptsatze der Differen-
tial- und Integralrechnung / Das Cauchysche, Riemannsche und Lebesguesche Integrabili-
tatskriterium / Integralungleichungen und Mittelwertsatze / Uneigentliche Integrale /
Riemann-Stieltjessche Integrale / Funktionen von beschrankter Variation / Die Differen-
tialgleichung mit getrennten Verinderlichen

Vertauschung von Grenziibergéngen: GleichméBige Konvergenz / Vertauschung von
Grenziibergéngen bei Folgen / Gleichstetige Funktionenfamilien und der Satz von Arzela-
Ascoli / Vertauschung von Grenziibergangen bei Netzen / Monotone Konvergenz

Teil 2: 1981. ca. 560 Seiten mit zahlreichen Bildern und Aufgaben. (Mathematische Leit-
faden) Kart. ca. DM 48,—

Aus dem Inhalt des zweiten Teiles

Banachrdume und Banachalgebren / Lebesguesches Integral und Fourierreihen / Topo-
logische Réume / Differentialrechnung im RP / Wegintegrale /| Mehrfache R-integrale /
Differentialformen und Integralsdtze |/ Mehrfache L-Integrale | Die Fixpunktsédtze von
Brouwer, Schauder und Kakutani / Ein historischer tour d’horizon

E_B. G. Teubner Stuttaart




