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Topologische Perturbationen beim globalen numerischen
Studium nichtlinearer Eigenwert- und
Verzweigungsprobleme*)

H.-O. Peitgen**), Bremen

Inhalt

I Einleitung

— Abbildungsgrad und Kontinuitdtsmethoden
— Pontryagin-Konstruktion

II Die €-Perturbation und eine PL-Entfaltung
— Globale PL-Entfaltung
— Aspekte der Numerik
— Prinzipien von Leray-Schauder und Krasnosel’skii-Rabinowitz

III Beschrinkte und unbeschrinkte Perturbationen
— Bifurkation
— Multiplizitat
— Elliptische Randwertprobleme mit parameterabhingiger Forcierung und parameter-

abhingigen Randwerten

— d-Homotopie und Entfaltung von Bifurkationen
— Spezielle Perturbationen
— Kegelinvariante Operatoren

IV Perturbationen in Gegenwart von numerischen Artefakten
— Beispiel von Pohozaev und die Gelfand-Gleichung
— Artefakte bei asymptotisch linearen, elliptischen Eigenwertproblemen

| Einleitung

Seit der bahnbrechenden ArbeitvonJ. Leray undJ.P. Schauder
[43] aus dem Jahre 1934 ist die sogenannte Leray-Schaudersche Kontinuitits-
methode eines der niitzlichsten abstrakten Prinzipien beim Studium der Existenz
von Losungen linearer und nichtlinearer Operatorgleichungen geworden (Integral-
gleichungen, Differentialgleichungen, Probleme der Kontrolltheorie, variationelle
Ungleichungen, etc.). Tatsichlich wird die Methode in vielen Varianten beschrie-
ben. Bekannter ist die Methode als

(1.1) Homotopieinvarianz des Leray-Schauder-Grades.

*) Hauptvortrag auf der Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in Dort-
mund, 1980.

**) Das Manuskript entstand, wihrend der Autor einen von der Stiftung Volkswagen-
werk geforderten Forschungsaufenthalt an der University of Utah in Salt Lake City verbrachte.
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Topologische Perturbationen und nichtlineare Eigenwertprobleme 109

prinzipvonP. Rabinowitz [58]in gewisser Weise als Konsequenz aus (1.6)
sehen. Andere Konsequenzen besprechen wir in III. und IV.

In letzter Zeit hat sich gezeigt, da® das Prinzip (1.4) Spezialfall einer
grofen Familie abstrakter Kontinuititsprinzipien ist (vgl. [7]). In Bild 2 skizzieren
wir die Beweisidee fiir (1.6) als Folgerung aus (1.3) und (1.7): Gibe es kein Kon-
tinuum C mit (1.6), so bezeichne K=S, A =S, und B =S;. Aus (1.3) folgt dann,
es gibt K, , Kg C K mit

KAﬂKB=Q) und ACKA,BCKB und K=KAUKB.
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Bezeichnet S=cl {(x, \) : h(x, \) =0 und x # 0} U {0} x [a, bJund C C S die
Zusammenhangskomponente, die {0} x [a, b] enthdlt, so gilt:

— entweder C ist unbeschrinkt in R" x R,
—oder C N {0} x (R\[a, b]) # Q.

Be(x) :={y : lly —xll <e})

Weg iyl nusovifgai ~am 110 H L2 A PSS FA- PONL SRDISVIR N APRSNIL PSRN APV ARy B
§ (i 8R"

itaitsmethode verwandt ist. Dazu fixieren wir eine Klasse U von beschrinkten
Mengen in R**1:

Q € U falls gilt:
D=0,V N.

mit Q4 = B.(0) x [a, b] mit € > 0 geniigend klein (d. h. B.(0) x {a} isoliert die
Lésung (0, a) bzw. B.(0) x {b} isoliert die Losung (0, b))

Q. offen und beschrinkt in R"\{0} x R
Ein typisches 2 € U ist in Bild 4 dargestellt: (D, = B.(0) x {A}).

Bild 4

Offensichtlich ist 2, offen in R™ fiir alle A und £ ist beschrinkt in R™ x R. Wir
bezeichnen mit

K =h"1(0) N ¢l £ und mit

A={0} x[a,b] B =h"1(0) N 32\ (B.(0) x {a} U B.(0) x {b})
Wir wollen zeigen: es gibt ein Kontinuum von A nach B. Im Sinne von (1.3) ist
zunichst zu zeigen, daf B # Q0. Wire aber B = @ und bezeichnen wir mit (vgl.

Bild 4)
o = deg (h,, B.(0),0) B =deg (hy, B.(0), 0)

v = deg (h,, 2,\(B(0) x {a}), 0) & = deg (hy, 2y \(B(0) x {b}), 0)
so gilt wegen der verallgemeinerten Homotopieinvarianz (1.7)
aty=8+48

A
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Dann gibe es wieder ein ' € U mit K, C T, a' N h=1(0) = {(0, a), (0, b)},
Kg N T = Q. Tatsichlich hitte man wieder eine Situation wie in Bild 4 und kéme
mit den gleichen Argumenten wie oben zu einem Widerspruch zu a # . Die
Behauptung in (1.8) zeigt man nun indirekt: angenommen, C ist beschriankt und
C N {0} x R\[a, b] = @. Dann gibt aber C Anlaf zu einer Menge 2 € U mit B =0,
und dies war bereits zum Widerspruch gefiihrt worden. Die Verwandtschaft zwi-
schen (1.4) und (1.8) besteht aber darin, da in beiden Fillen die von Leray und
Schauder erkannte Eigenschaft (1.7) stets ein Kontinuum von A nach B garantiert.
In II werden wir zeigen, dafd (1.8) ebenfalls numerisch konstruktiv interpretiert
werden kann.

In der Numerik nichtlinearer Gleichungen sind Kontinuitdtsmethoden
(dort auch hiufig Einbettungsmethoden genannt) ebenfalls seit langem bekannt.
Dort haben sie allerdings durchweg eher einen lokalen Charakter (vgl. etwa Pri-
diktor-Korrektor-Methoden [18, 39, 64]). In jiingster Zeit sind allerdings diese
eher klassischen Methoden derart verfeinert worden, dafd sie mit gewissen Ein-
schrinkungen auch fiir die globale numerische Analyse von Kontinua in h=1(0)
(h : R" x R = R") geeignet sind. Die Einschriankungen sind fast immer durch
Singularititen in h—!(0) gegeben (Umkehrpunkte, Verzweigungspunkte, . . .).
Es ist wahrscheinlich das Verdienst von B.C. Eaves und H. Scarf [21, 22],
numerische Kontinuititsmethoden in einen allgemeinen topologischen Kontext
gehoben zu haben. Dabei ist eine Anlehnung an J. Miln or [44] unverkennbar.
Fiir eine Ubersicht verweisen wir auf die sehr empfehlenswerten Ubersichtsartikel
vonE. L. Allgower undK. Georg [S],E.L. Allgower [4]und
H.J. Wacker [72]. Nimmt man einen mehr grundsitzlichen Standpunkt ein,
mufl man mindestens zwei Hauptentwicklungen unterscheiden: Methoden, die auf
grundlegenden Eigenschaften der

— C”-Kategorie, bzw. der

— PL-Kategorie (PL = Piecewise Linear)
aufbauen. Wir wollen dies etwas prizisieren, indem wir zunichst einige elementare
und wohlbekannte Eigenschaften von Lésungsmannigfaltigkeiten in der C”-Kate-
gorie zusammentragen, um sodann, in Anlehnung an diese, die Verhiltnisse in der
PL-Kategorie zu beschreiben, die weniger bekannt sind. Es sei M eine kompakte

(n + 1)-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit (eventuell mit Rand M) und h : M - R®
eine C™-Abbildung. Wir interessieren uns fiir Losungen der Gleichung

h(z)=0, z€M.

Ist 0 € R" ein reguldrer Wert von h und hyyy, so folgt ausdem Satz iber
implizite Funktionen: (0regulir < dh(z) max. Rang, h(z) = 0)

Lo, = h~!(0) ist eine kompakte 1-dimensionale

C*-Mannigfaltigkeit mit dL, =M N L,.
Dies bedeutet fiir die Berechenbarkeit von L natiirlich eine ideale Situation, denn

ausdem Satz iiber die Klassifikationvon 1-Mannigfaltig-
keiten [44]ist dann L, bis auf Diffeomorphie eine endliche Vereinigung von
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Kopien von S! und [0, 1] (vgl. Bild 5). Man wiirde etwa eine Parametrisierung
nach der Bogenlidnge wihlen und die Kontinua mit einem Priadiktor-Korrektor-
Verfahren [18, 39, 64] berechnen. Typisch fiir numerische Approximationen von
nichtlinearen Eigenwertproblemen ist jedoch, daft 0 € R™ bestenfalls lokal (bezo-
gen auf M) ein reguldrer Wert ist, d. h. man hat beispielsweise Verzweigungen in

- r
————
\ M R"
S
Bild §
/‘h\‘
—j————
~—] R"
‘ M
S
Bild 6

h~1(0) (vgl. Bild 6). Tatsichlich ist jedoch die Situation in Bild 5 generisch, d. h.
als Folgedes Satzes von Brown-Sard (z.B.[14]) trifft man ,mit
Wahrscheinlichkeit 1 ein € € R®, € nahe 0, so daf} € ein regulirer Wert von h und
hj3u ist. Diese Tatsache machen sich moderne Kontinuitdtsmethoden zunutze,
die z. B. auf [1, 32, 40] zuriickgehen (vgl. [4, 5, 27]). In dieser Sicht dringt sich
eine Parallele zu einer der elegantesten Einfiihrungen des Brouwer-Grades auf,
dieauf L.S. Pontryagin [55] zuriickgeht (vgl. [8, 23, 44, 53]), und deren
wesentlichen Inhalt wir zundchst zusammenfassen wollen: Sei U C R" eine
offene und beschrinkte Menge und

f:(cl1U, aU)~ (R", R"\{0})
eine C*-Abbildung. Sei 0 € R" ein reguldrer Wert. Man definiert

(1.10) deg(f,U,0):= ¥  sign (det(f'(x))).
x € ~1(0)

Ist 0 € R™ kein regulidrer Wert, so findet man nahe bei O nach dem Satz von
Brown-Sard einen reguliren Wert € und definiert

deg (f, U, 0) :=deg (f — €, U, 0).

Um allerdings die Unabhingigkeit dieser Definition von € zu beweisen, bendtigt
man bereits die Homotopieinvarianz:

(1.11) deg (hy, §2,, 0) = konstant,

fallsh: c1 Q CR"x [0, 1]= R™, h—1(0) N 92 = @, 0 regularer Wert von hjq, und
von hiq . Eine Idee fir die Gilltigkeit von (1.11) vermittelt Bild 7 (0£2 in der
Topologie von R" x [0, 1]). Man stellt fest, da je zwei Elemente der endlichen
Menge hg!(0) U hy!(0) durch genau eine orientierte glatte 1-Mannigfaltigkeit
vom Typ [0, 1] verbunden sind. Ist m Ch~!(0) eine solche typische Mannigfal-
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tigkeit, so gilt:
om = {(x, a), (y, b)} mita, b €{0, 1}.

Bild 7

Nun hat man zwei Fille:

(a=0und b =1). Dann gilt:
sign (det (ho(x))) = sign (det (hy(y)))
(1.12) (a=0und b=0odera=1undb=1). Dann gilt:
sign (det (h{(x))) + sign (det hi(y))) =0 (i=0 oderi= 1).

Mit (1.12) und (1.10) folgt dann sofort (1.11). Wir sehen aber auch, da® (1.11)

zu einer ,,konstruktiven‘ Sicht der Leray-Schauderschen Kontinuitdtsmethode
AnlaB gibt: ist deg (hy, 2, 0) # 0 und h=1(0) N 32 = @, so muB es eine 1-Mannig-
faltigkeit vom Typ [0, 1] geben, die £24 und 2, verbindet. Andernfalls wire nim-
lich deg (hy, §24, 0) = 0, denn Lésungsmannigfaltigkeiten, die in §2, beginnen und
auch dort enden, tragen zu deg (hy, 24, 0) nur den Wert 0 bei (vgl. (1.12)). Die in
(1.7) formulierte Homotopieeigenschaft (h : £ — R stetig) erhilt man somit aus

Gliattung von h (Friedrichs-Mollifier)
(1.13) Satz von Brown-Sard
Satz iiber implizite Funktionen
Satz iiber die Klassifikation von 1-Mannigfaltigkeiten

Die iiblichen Eigenschaften des Brouwer-Grades kann man dann als einfache
Konsequenzen aus (1.7) erhalten (vgl. [53]).

1. 1 . A__1_1

v
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wir die Eigenschaften des Abbildungsgrades benutzen, kdnnen wir zunichst
L. E.J. Brouwers Definition bis zu einem gewissen Punkt , riickwirts‘‘ lesen: Sei
U C R" offen und beschrinkt und

f:(c1U,aU)~>(R",R"\{0})

eine stetige Abbildung. Dann ist deg (f, U, 0) wohldefiniert. Sei nun T eine
Triangulierung des R" und (T" = n-Geriist von T)

UT = U o,

o€TundaCclU

d. h. Uy ist selbst eine homogen n-dimensionale kompakte Menge, die von

Ty := Ty, trianguliert wird.

Nun bezeichne fr die durch T und f eindeutig definierte PL-Abbildung, die mit f
auf den Ecken von T iibereinstimmt. Bezeichnet mesh(T) = § die Maschenweite
von T, so ist natiirlich

If —frll <e(d), woe—>0mité—0.
Also gilt:

£1(0) N el U\Up = @
(o = offener Kern), falls nur § geniigend klein ist. Damit gilt

deg (f, U, 0) = deg (fr, Ur, 0)
als Folge der Homotopieinvarianz und Additivitat des Abbildungsgrades. Ist nun
0 € R" ein reguldrer Wert fiir f; im PL-Sinne, d. h.

f£20)Ndo=0Q firalle o €TYH
so gilt wegen der Additivitdtseigenschaft:

deg (fr, Ur,0)= Y deg (fr, &, 0)

cETY

Nun bedeutet offensichtlich 0 € f3(0) und 0 € f;(00), daB 1, ein affin-linearer
Isomorphismus ist, der etwa gegeben wird durch

frio=Agt b,
mit A, € GL(R") uﬁd b, € R™. Definiert man

or (o) := sign (det (A,)), falls 0 € fr(0) und fy |, = A, + b,,

so gilt schlieflich fiir o € TH mit 0 € (o)

deg (fr, 6, 0) = or (0),
und damit

(1.14) deg (£, U,0) = > or (0)

0 €Ty und 0 E f1(0)
Die Identitit (1.14) ist ein PL-Analogon zu (1.10) und setzt zunichst noch die
Annahme voraus, da} O ein regulirer Wert fiir frist. L.E.J. Brouwer [15]
iiberwand diese Annahme durch gewisse (nicht numerisch konstruktive) Approxi-
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mationsschritte. In Abweichung von Brouwer werden wir die Annahme in II so
ausrdumen, daf® wir in konstruktiver Weise beliebig nahe bei O einen reguldren
Wert € € R™ angeben und uns dann auf die Betrachtung von fr — € zuriickziehen.
Dazu sei

v : [0, ) > R"
die Kurve
Y(t) = (t, t2, .. ., t").
Fiir 0 < € <€ 1 benutzen wir auch die Abkiirzung
€ = v(e).
Wir werden sehen (vgl. (2.14)), daB es ein €, = €4 (f, U, T) > 0 gibt, so daB
0 ein regulidrer Wert (im PL-Sinne) fiir f; — € fir alle 0 < e <¢,
ist. Definiert man nun
SE(U) :={0 ETY : Efr(0) firalle 0 <e < ¢y}

so gilt schliefflich das Lemma (0 € Sfr(U) impliziert wieder, daB f1, ein affin-
linearer Isomorphismus ist)

(1.15) Lemma deg (f,U,0)= Y. or(0).
aES%(u)

Diese ,,endliche‘* Darstellung des B r o u w e r - Grades ist insofern interessant,
als sie giiltig ist o h n e jede Glattheits- und Regularititsannahme und direkt zur
Definition benutzt werden kann. Dieses Programm ist in [53] durchgefiihrt. In der
Diskussion des C*-Kontextes wurde deutlich, wie Abbildungsgrad und C*-Kon-
tinuititsmethoden ,,zusammenspielen*. Dieses Zusammenspiel kann allerdings
erst erkannt werden, wenn man in der generischen Situation ist. Die Richtigkeit
von (1.15) ohne Regularititsannahmen deutet an, daf$ die Wechselwirkung von
PL-Kontinuititsmethoden und Abbildungsgrad ebenfalls von Generizititsannah-
men frei ist. Darin liegt mindestens eine der iiberragenden Eigenschaften von
PL-Methoden. In dieser Tatsache liegt auch die Erklirung fiir die oft beobachtete
,,numerische Stabilitit* von PL-Kontinuititsmethoden: wihrend C*-Kontinuitits-
methoden in ihrem ,,Verhalten‘* wesentlich von C”-Information geprigt sind, die
ihrerseits sehr sensitiv gegeniiber kleinen Stérungen ist, sind PL-Kontinuitits-
methoden in ihrem ,,Verhalten‘‘ eher durch topologische Information geprigt,
die durch den Abbildungsgrad beschrieben wird, und die ihrerseits robust gegen-
iiber kleinen Stérungen ist. Eine Einfilhrung in die Geschichte des Abbildungs-
grades gibt der Artikelvon H.W. Siegberg [66].

I Die é-Perturbation und eine PL-Entfaltung

Nichtlineare Eigenwert- und Verzweigungsprobleme numerisch von einem
abstrakten Standpunkt zu studieren bedeutet, 1-Parameterfamilien

h:c1 Q2 CR"xR—>R", h(x,A\) =0
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zu untersuchen. Dabei stellt man sich vor, da die stetige Abbildung h eine Dis-
kretisierung eines vorgelegten nichtlinearen Eigenwertproblems

H:cITCExR—E, H(uX\=0, E — norm. Raum

ist. Wir stellen uns die Aufgabe, die Losungen von h(x,A)=0 global zu
studieren, d. h. h~1(0) in Abhingigkeit von X zu verstehen. Diese Zielsetzung ist
nicht nur eine blofle mathematische Herausforderung, sondern insbesondere auch
von konkreter praktischer Relevanz. In naturwissenschaftlichen Anwendungen
wird der reelle Parameter A hdufig mit einem externen Kontrollparameter (Tem-
peratur, Lichtintensitit, . . .) identifiziert und man fragt nach den qualitativen
Anderungen des Systemzustandes u bei globaler Anderung von A. Bei diesem
Standpunkt ist das (lokale) Problem, eine einzige Losung u (bei festem A) mog-
lichst genau und effizient numerisch zu berechnen, von sekundirer Bedeutung.
Vielmehr ist man an der ,,A-Dynamik*‘ der Losungen interessiert. Dieses Problem
erscheint zunichst nur als geringfiigige Erweiterung der klassischen (lokalen)
Aufgabe. Deshalb soll zunichst herausgearbeitet werden, welche Erweiterung der
Probleme sich in der globalen Fragestellung verbirgt. Die zwei Hauptprobleme
einer globalen Analyse von H=1(0) scheinen zu sein:

(2.1) Studium der Approximationseigenschaften von h=!(0) im Hinblick auf
H-Y0).

(2.2) Methoden und Algorithmen zur numerischen Berechnung von h—(0).

Im Hinblick auf (2.1) kennt man inzwischen eine Vielzahl von Beispielen, die
dadurch charakterisiert sind, dafs sich H-1(0) selbst bei beliebig feiner Diskreti-
sierung sowohl metrisch als auch strukturell erheblich von h~*(0) unterscheidet.
Hierfiir geben wir in IV einige Belege. Prinzipiell verbirgt sich in (2.2) neben den
offensichtlichen Problemen im Zusammenhang mit

— der Berechnung einer gegebenen Komponente in h=1(0),

— der Auflésung von Singularititen (Umkehrpunkte, Verzweigungspunkte),

— der Aufgabe, ,,alle* Komponenten in h~!(0) zu finden,

— der Notwendigkeit, lokale Genauigkeit gegen globale Effizienz auszubalancieren,

zusitzlich ein weiteres Approximationsproblem vom Typ (2.1), welches allerdings
noch unzuginglicher erscheint. Tatsichlich gibt es ja in der (klassischen) Numerik
bereits eine Vielzahl von Methoden (etwa die Klasse der Priadiktor-Korrektor-Ver-
fahren [19, 39, 64]), die geeignet sind, (2.2) teilweise zu behandeln. Wir stellen
uns nun vor, da® h—(0) mit irgendeinem Algorithmus berechnet worden ist. Wir
bezeichnen die Gesamtheit der so numerisch gewonnenen Losungen mit L. Natiir-
lich ist i. A. L nicht identisch mit h—!(0), bestenfalls ist es ,,nahe‘ an h=1(0). Es
ist aber nicht offensichtlich, was ,,nahe‘* bedeuten soll. Man wiirde zunichst an
eine metrische Prizisierung denken, stellt aber sogleich fest, da® man gerade im
Hinblick auf die Frage nach der ,,A-Dynamik‘ mindestens genauso an einer Pri-
zisierung in einem strukturellen Sinne interessiert ist. Wir stellen uns nun vor, es
gibe ein Problem k(x, A) = 0, welches von einem Parameter € € R™ abhinge und
welches L gerade als exakte Losungsmenge hitte, L =: L, = k7 1(0). Dieser Vor-
stellung liegt die Annahme zugrunde, dal man einerseits alle Fehler (systematische
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Fehler, Rundungsfehler, . . .) parametrisch erfassen konne und andererseits mit
geniigend groem Aufwand (e ~ 0) h=!(0) prinzipiell exakt berechnen kénne. In
diesem bereits sehr optimistischen Ansatz stellen sich somit die folgenden Probleme:

(2.3) Identifikationsproblem (bestimme k. aus L)
(2.4) Approximationsproblem (untersuche k. !(0) mit ||e|]| = 0)

Es ist aber offensichtlich, dafl man (2.4) kaum ohne eine Losung des Problems
(2.3) behandeln kann. Nun mag man einwenden, dies sei eben ein prinzipielles
Problem der Numerik (Fehleranalyse). Es scheint aber angemessen, darauf hinzu-
weisen, dafl die hier angesprochenen Probleme mindestens in zweierlei Hinsicht
von einer iiblichen ,a posteriori‘ Fehleranalyse abweichen:

— einerseits weid man, da} i. A. L, = k:!(0) sowohl metrisch als auch strukturell
duferst empfindlich von kleinen Anderungen in € abhingen kann!), und

— andererseits ist es weder begrifflich noch methodisch offensichtlich, wie man
den Prozef

L.~h~!(0) mit|lell ~>0

beschreiben soll.

Der Erfolg der klassischen Numerik in dieser Hinsicht, der auf der Bewiltigung
von (lokalen) Fehleranalysen unter Verwendung von funktionalanalytischen Metho-
den und Begriffen beruht, mag hier eine falsche Erwartung nahelegen. Dort (in der
lokalen Analyse) ist das Objekt vielleicht eine Funktion, die eine Differentialglei-
chung 16st, die ein Element eines Vektorraumes ist, gegen die eine Folge von
approximierenden Funktionen konvergiert, etc. Hier ist das Objekt L, eine (i. A.
unbeschrinkte) Menge, die h—'(0) approximieren soll. Da man neben den metri-
schen Approximationseigenschaften mindestens auch an strukturellen interessiert
ist (,A-Dynamik*), stellt man fest, daR die Funktionalanalysis als begrifflicher
Hintergrund nicht ausreicht. Hingegen ist das strukturell aufgefaite Problem der
,»Mengenkonvergenz* in der algebraischen Topologie gut bekannt. Beispielsweise
griindet sich ja bekanntlich die Konstruktion der Cechschen Kohomologietheorie
auf die Idee, (komplexe) kompakte topologische Rdume durch eine Sequenz von
ausgezeichneten ,,schonen* Kompakta, den Nerven des vorgegebenen Raumes
(Polyeder), so zu approximieren, da} die Struktur (Kohomologie) im Limes die
gleiche ist, oder vorsichtiger, sich im Limes , stabilisiert. Tatsichlich haben erste
Ansitze (vgl. [2]) gezeigt, daR die Cechsche Theorie in gleichsam natiirlicher Weise
begrifflich und methodisch geeignet zu sein scheint, den Prozef3 L.~ h™1(0) zu
behandeln. Die folgende Darstellung der PL-Kontinuititsmethoden kann als Ver-
such angesehen werden, in Analogie zur Idee der Cechschen Theorie die prinzipiel-
len Approximationsprobleme (2.1) und (2.4) anzugehen _Dahei kommt den I_in
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Sequenz von ausgezeichneten ,,schénen* Problemen L, = k; 1(0) approximiert,
deren Wahl sich an den folgenden Zielen orientiert:

(2.5) L,seieine Kollektion von Mannigfaltigkeiten,

(2.6) Kk,sei in einfacher Weise algorithmisch zuginglich,

(2.7) L,sei,sicher*, ,effizient* und ,,prinzipiell exakt* berechenbar,

(2.8) L. hinge trivial von € ab,

(2.9) L, approximiere h—!(0) metrisch und strukturell.

Wir werden (2.5—2.8) im Detail erldutern. Zu (2.9) werden wir zeigen, wie sich
zwei fir die nichtlineare Analysis wichtige Eigenschaften von Komponenten in
h='(0)

— Existenz globaler Kontinua

— Existenz von globaler Bifurkation

auf L, vererben. Tatsichlich werden wir zeigen, dafd die Leray-Schaudersche
Kontinuititsmethode und das Prinzip von Krasnosel’skii-Rabinowitz in L, in
natiirlicher Weise leben, und damit aber auch die Giiltigkeit der Prinzipien fur
h~1(0) erhalten. In diesem Sinne ist das Folgende nicht (nur) als ein niitzlicher
numerischer Trick anzusehen, sondern als konzeptioneller Versuch, die prinzi-
piellen Probleme (2.1—2.4) zuganglich zu machen. In diesem Sinne ist die unten
beschriebene €-Perturbation eine topologische Perturbation, da ihr Zweck ganz
wesentlich darin besteht, das unzugingliche Problem h~!(0) in ein zugingliches
und topologisch klar strukturiertes zu verwandeln. Die Wahl von k. vollzieht sich
in zwei Stufen:

(2.10) Approximation Sei h : cl & C R" x R > R" gegeben. Sei T eine Triangu-
lierung von R™* ! und es bezeichne

Qr= Ue (Q offen, beschrinkt in R**1)

ceT™*lynd c€c1

(T* pezeichnet das k-Geriist von T). Damit ist Sy eine homogen (n + 1)-dimen-
sionale, triangulierbare, von T triangulierte Menge. Zu h definieren wir die ein-
deutig gegebene PL-Abbildung hy (PL = Piecewise Linear) mit

hT . QT - R" fur die hTIT° = hIT° . (To = Ecken von T)

Der Ubergang von h zu hy entspricht einer Glittung in der C*-Kategorie. Die
metrischen Approximationseigenschaften von hy bzgl. h sind elementar und
offensichtlich. Insbesondere gilt:

h~1(0) N 38 = @ impliziert h7l(y) N cl (2\21) =)
.11 fiir alle T mit mesh(T) geniigend klein und
fiir alle y € R" mit || y|| geniigend klein
(2.12) Entfaltung Sei € := (e, €2, . . ., €") € R". Setze
Ke(x,A\) =hp(x,\) — €.
Es gilt: k7Y (0) zerfillt auf by in endlich viele 1-dimensionale PL-Mannigfaltigkei-
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ten, die homéomorph zu S! bzw. [0, 1] sind. Ist m, C k;1(0) ein typisches Exem-
plar, so ist

om.=0Q, falls m, = S!

om.=m,N 0y, fallsm,=[0,1]
Schlieglich sind m, und m,, homéomorph fiir 0 < e,, €, < g = €o(h, 2, T)
Der Ubergang von hy zu hy — € entspricht der Wahl eines reguliren Wertes in der
C*-Kategorie (Brown-Sard). Die Hombéomorphie m,, = m,, kann als ,,Stabilisie-

rung* der Struktur in k7 1(0) fiir € = 0 angesehen werden. Konzeptionell und
numerisch besteht der Vorteil der PL-Kategorie an dieser Stelle darin, da® man

v Pl -regyld ouls) trisiert iind nniv d is auf. 12hbingia vanh)

ming ‘“ numerisch berechnet werden kann.
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n-Simplex fiir gy — € ist fiir alle € mit 0 < € < €,. (Offensichtlich ist dann gr(z) = €
in o eindeutig losbar). Die Menge aller €-reguliren Simplizes fiir gr in St bezeich-
nen wir mit S%(t).

(4) Sei f : Qp = R"stetigund 0 = [2°, . . ., a"] (= konvexe Hiille der affin
unabhdngigen Punkte a°, . . ., a") ein €-regulires Simplex fiir fy. Die Zahl
1 1 1 1
or(o) := sign det ... sign det ..
a® a" f(a®) f(a™)
heift Orientierung von o unterf. (Offensichtlich ist fr o= Ayt b, mit
A, € GL(R™) und b, € R" und or(o) = sign det (A;) €{—1, +1}.)
(5)Seih : 3 = R® stetigund 0 = [2°, . . ., a"* '] aus T"* ! mit €-regulirer
Seite t=[a% ..., a"]| C 0. Die Zahl
1 1 1 1
ind, (7 C 0) :=sign det L. sign det o
a ant! h(a®) h(@a™)

heifit Inde x von 7in o beziiglich h.

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun kZ(0) vollstindig beschreiben.

Bild 9

(2.14) Lemma (PL-Brown-Sard). Sei g : Sy = R" stetig. Es gibt ein €, >0,
€0 =€o(8, 1, T), s0 dag fiir alle e mit 0 < e <€ gilt:

(1) 0 € R™ ist regulirer Wert fiir gy — €.

(2) 0 € T" ist ein regulires n-Simplex fiir gr — € (also ein €-reguldres
Simplex) falls nur o ein regulires n-Simplex fir gr — tfireintmit 0<t<eg
ist (vgl. Bild 10).

v (e)

Bild 10
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Die grundlegende Eigenschaft (1) folgt sofort aus der Beobachtung: Fiir jede
Hyperebene H C R™ besteht H N ([0, 20)) aus hochstens n Punkten. Diese Tat-
sache zeigt man mit der Vandermondeschen Determinante. Dann
definiert man €, := min {¢ > 0 : € € gp(T"~H)}.

Die fundamentale Bedeutung C”-reguldrer Werte besteht ja darin, daf®
man mit dem Satz {iber implizite Funktionen lokale Mannigfaltigkeiten konstru-
ieren kann. Auch dies hat ein PL-Analogon:

(2.15) Lemma Seih : @~ — R" stetig und sei 0 € T*! ein (n + 1)-Simplex. , |
— enlweder h=- €D No=0.e>0.d_h o hat keine €-regulire n-SelteI

I_

Konstruktionsprinzip in dem n-Geriist von T. Dieses ist das Herzstiick des funda-
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(2.16) Lemma Sei o =[a%, ..., a"] ein n-Simplex. o ist -reguldr fiir gr genau
dann, wenn die Inverse
1 1 -1 existiertund lexikographisch
A-1= o positiv ist, d. h. das erste von Null ver-
o(2%) g(a") schiedene Element jeder Zeile ist positiv.

Beweis: Man beachte, daB € € gr(0) genau dann, wenn es
o> - - -, Aq = 0 gibt mit

1 1 o 1
_|e
g@®)  g@Y] LA, e

In dieser Charakterisierung ist die explizite e-Abhingigkeit aufgehoben. Sie ist

der Ausgangspunkt fur die Formulierung eines fundamentalen Algorithmus zur
Ausfithrung des LP-Schritts. Fiir die Details und alle wesentlichen numerischen
Aspekte (effiziente Erzeugung von T, numerisch stabile und effiziente Ausfithrung
des LP-Schritts) verweisen wir auf [5, 26]. Der fundamentale Algorithmus ist
Ausgangspunkt einer Vielzahl von Varianten und Verfeinerungen, denen gemein-
sam ist, lokale Genauigkeit und globale Effizienz zu steigern. Einige Literaturhin-
weise und Stichworte seien gegeben:

— virtuelle Triangulierungen [35]
— Separabilitat und Linearitdt [5, 71]
— Pridiktor-Korrektor-Methoden [61, 62]

Wir kénnen also nunmehr davon ausgehen, dafd zu gegebenem h : ¢l 2 - R",

T und einem €-reguliren Simplex 7 € T" eine Kette ch(r) C T" existiert. Ist

g € T"* 150 gewihlt, daB 2 Seiten von o zu ch(7) gehdren, so ist hy!(e) N g

ein Geradenstiick. Insgesamt trigt ch(7) somit eine 1-dimensionale PL-Mannigfal-
tigkeit, die prinzipiell bei Vorgabe von 7 durch den fundamentalen Algorithmus
(.. .= Pivot-Schritt > LP-Schritt = . . .) berechenbar ist. In Bild 13 ist angenom-
men, daft etwa h7!(0) eine Verzweigung in T"~ ! besitzt (a), bzw. eine Entartung
in (b) aufweist, d. h. h§}(0) N T*~ ! # @. Durch Ubergang zu h5!(€) wird die
Verzweigung entfaltet bzw. die Entartung aufgehoben. Genauer gilt das folgende

Bild 13 (Ketten e-reguldrer n-Simplizes) Bild 14
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(2.17) Lemma Sei h : Q1 = R™ stetig und Q1 C R**! beschrinkt.

(1) Es gibt ein €y > 0, so dap fiir alle € mit 0 < € < g, gilt: k71(0) = hy!(¢)
ist eine endliche Kollektion von kompakten 1-dimensionalen PL-Mannigfaltigkei-
ten.

(2) Ist m C k;Y(0) ein Exemplar, so ist m = S' und dm = Q) oder m = [0, 1]
und om = m N a2y (vgl. Bild 14).

(3) Ist T €TY, ein €-regulires Simplex und ch(r) die von T generierte Kette,
so gilt:

(@) ch(r) N Q2 =Q oder

(ii) ch(7) N 082t = {14, T} und 1, bzw. 7y ist Seite von genau einem
Simplex o, bzw. oy _; € TS ! und indy (7, C 0,) + indy (1, C 0y _ ;) = 0.

(4) Gilt zusdtzlich Ty, 7, C R" x {a} U R™ x {b} mit a <b, so gilt:

(i) or(7,) + or (7)) =0, falls 7,, 7, € R® x {a} oder 7, 74« € R* x {b}

(ii) or(7,) = or(7y), sonst.

Dabei bezeichnet T = {x € R" : (x, a) € 7 bzw. (x, b) € 7} (vgl. Bild 15).

r" QQT\:\

ONE-; @
OFF  ENO

ORT- D™,
\T/\/‘
a ' . Bild 15

Die Beweise zu (1) und (2) folgen unmittelbar aus (2.15) und den Eigenschaften
von Tgq. Die Beweise zu (3) und (4) folgen elementar aus den Definitionen (2.13)
und dem Determinantenentwicklungssatz (vgl. [5, 22, 53]). Lemma (2.17) und
Bild 15 legt die folgende Interpretation nahe:

(2.18) Lemma Sei h : cl 2 > R" stetig mit §2 offen und beschrinkt in

R"x [a,b].Sei (a priori- Schranken) h™'(0) N a2 = Q. (38 in der
Relativtopologie von R" x [a, b]). Dann gibt es ein § = 8(h, ), so daf fiir alle
Triangulierungen T des R™ x [a, b] mit mesh(T) < & gilt:

(D d:= y or(r) = ¥ or(7)
r€Sha(@r N R x fa}) € Shp(1 N R™x {b})

(Dabei bezeichnet T* bzw. T die auf R™ x {a} bzw. R" x {b} induzierte T riangu-
lierung.)

(2) Ist eine der Summen d in (1) verschieden von Null, so gibt es minde-
stens [d| 1-dimensionale PL-Mannigfaltigkeiten m C k; *(0) mit

ma:'e®¢mb3
(my ={x €ER": (x, \) Em)}
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Beweisskizze. Nach (2.11) gibt es § > 0, so daf fiir alle T mit
mesh(T) < §

kZ'0)Ncl (Q\21)=0Q  (cl = Abschluf)

fiir alle 0 < e < 1. Damit entfillt die Moglichkeit (III) aus Bild 15, d. h. jede
Kette €-regulirer Simplizes, die in R™ x {a} U R™ x {b} beginnt, endet dort. Aus
(2.17) (4) folgt dann Behauptung (1), denn jede Kette vom Typ (I) trigt zu den
Summen auf beiden Seiten den gleichen Wert bei, wihrend Ketten vom Typ (II)
den Wert Null beitragen. Die Voraussetzung d # 0 in (2) garantiert somit minde-
stens |d] Ketten von R™ x {a} nach R" x {b}.

Lemma (2.18) ist offensichtlich der Beweis der verallgemeinerten Homo-
topieinvarianz (1.7) des Brouwer-Grades, wenn man definiert:

deg (f’ Us O) = Z Or(T)

resiup

Eine vollstindige Einfithrung des Brouwer Grades in diesem Sinne ist in [53] aus-
gearbeitet. Die Behauptung (2) kommt einer numerisch konstruktiven Version
der Leray-Schauderschen Kontinuititsmethode gleich (vgl. (1.4)). Im Sinne der
einleitenden Diskussion dieses Kapitels ist aber auch gezeigt, daft man (2.9)
partiell 16sen kann: ist nimlich C C h—1(0) z. B. eine 1-dimensionale Mannigfal-
tigkeit, so kann man sich 2 etwa als Tubenumgebung vorstellen, und (2.18) stellt
sicher, da® man eine metrisch und strukturell approximierende 1-dimensionale
PL-Mannigfaltigkeit in k;!(0) findet, die numerisch berechenbar ist. Die numerische
Bedeutung von (2.18) soll in Bild 16 illustriert werden: i. A. muf man nimlich
davon ausgehen, day h=(0) iiber [a, b] sehr komplex ist (z. B. Sekundirverzwei-
gung); trotzdem liefert (2.18) stets einen numerischen Zugang von den Losungen
liber {a} zu den Losungen iiber {b}. Letzteres ist dann von besonderem Gewicht,
wenn z. B. h eine kiinstliche Homotopie ist.

Py Bild 16

Mit den bisher elementar entwickelten Methoden konnen wir aber auch
eine numerisch konstruktive Interpretation des globalen Verzweigungsprinzips
vonP. Rabinowitz (1.8) angeben (vgl. [46, 56, 57]) und damit ein zwei-
tes Beispiel fiir (2.9) verifizieren:

(2.19) Lemma Es erfiille h : R® x R > R" die Voraussetzungen von (1.8) und
sei eing heschrinkte Umoehune der Klasse U (ve]. Bild 4), Sei T eine Triangylie-

rung des R** 1, die Triangulierungen T* von R® x {a} bzw. T® von R™ x {b} indu-
ziert. Weiter sei mesh(T) geniigend fein. Dann gibt es mindestens |d, — d, | 1-dimen-
sionale Mannigfaltigkeiten in k7(0), die D, U Dy, mit 3Q2\((D, U Dy) verbinden
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Bild 17

(vgl. Bild 17). (D, bezeichnet die Scheibe B{0) x {\} und d; = deg (h;, D;, 0),
i=a,b).

Abschliefend sei bemerkt, daB z. B. H. Ho p f in [33] 1931 mit PL-Me-
thoden, die mit (2.18) sehr verwandt sind, zeigt, daf die ,,Verschlingungszahl‘
v(f) fir Abbildungen f : S* - S? eine Homotopieinvariante ist. In diesem Sinne
sind die Ausfilhrungen dieses Kapitels in Inhalt und Methode keineswegs so neu,
wie die gegenwirtige (moderne) Literatur der PL-Algorithmen vorzugeben
scheint, sondern entsprechen eher dem Geist der friihen algebraischen Topologie.

I Beschriinkte und unbeschriinkte Perturbationen

Typisch fur nichtlineare Eigenwertprobleme
H:ExR—->E, H(u,AN)=0

ist, daf H-(0)
a) Verzweigungen besitzt (vgl. Bild 18), bzw.
b) Multiplizititen (bezogen auf \) hat (vgl. Bild 19).

H
' (] |
w0 SN : .
b Sl [
A

*

> F-

|
|
|
|
|
|
A

A

Bild 18 (Verzweigung bei A = A*) Bild 19 (5 Ldsungen fiir A = A*)

Im Sinne einer (experimentellen) globalen numerischen Analyse von H~1(0) wol-
len wir uns die folgenden Aufgaben stellen:

(3.1) Verzweigung Man ermittle moglichst (alle) viele der in X\ = N« verzweigen-
den Kontinua.

(3.2) Multiplizitit Ausgehend von einem gegebenen Kontinuum finde man mog-
lichst (alle) viele der iiber X = N+ existierenden Kontinua.
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Bild 24a ((3.4),g=4d) b Bild 25a ((3.5),g=d)

R" | az/\ as R

[




130  H.-O. Peitgen

(x*, A*) den getesteten Bifurkationstyp hat (vgl. Bilder 26 + 27). Um den Nutzen
der letztgenannten Idee zu testen, wird man die Ergebnisse der Klassifikation von
Bifurkationen voll einbeziehen miissen [30]. Fiir die numerische Untersuchung kom-
plexer Verzweigungsformen beim Studium periodischer Lésungen von Funktional-
differentialgleichungen wurde diese Idee mit Erfolg benutzt (vgl. [35, 62]).

x/)

Bild 26 (g paBt nicht) Bild 27 (g pafit)

(3.8) Unbeschrinkte Perturbationen bei Multiplizitit

In diesem Abschnitt wollen wir einen Zusammenhang zu konkreten
Problemen bei Differentialgleichungen herstellen und insbesondere ein Argument
fiir (3.7) in einem speziellen Fall geben. Eine allgemeine Diskussion unbeschrank-
ter Perturbationen findet man in [35, 46, 47, 50]. Hier wollen wir eine typische
Methode zunichst abstrakt und dann in einigen ausgewihlten Beispielen disku-
tieren.

Sei wieder h : R" x R = R™ eine numerische Approximation eines vorge-
legten nichtlinearen Eigenwertproblems.

(3.9) Die Halbraum-Perturbation Wir wdhlen ein festes Intervall [a, b] und
setzen

Xg :=R™ x (—9, 3]

Xm :=R"x [a, b]

X, :=R"x [b, o0).
Sei g : R™ x R = R" eine fest gewdhlite Abbildung.
Man definiert

h(x, N), fiirx<a

(310) 60, N =4 2P hix, 2 +2

b g(x b), fir \€[a,b]

g(x, N), firA\=b

Die Perturbation ¢ besteht also aus der Homotopie von h nach g iiber [a, b]. Den
moglichen Wahlen von g ist das Ziel gemeinsam, Kontinua C C ¢~(0) so zu erzeu-
gen, dafd (vgl. Bild 28)

3.11) C,:=CnNnX, =[0,1] und 9C, CR"x{a}

Fiir den theoretischen Nachweis der Existenz eines C, vom Typ (3.11) versucht
man in der Regel zu zeigen, dafl ¢~(0) iiber [a, b] ,a priori Schranken* besitzt
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von gewissen elliptischen Randwertproblemen identifiziert werden kann. In
unserer Darstellung beschrinken wir uns auf den einfachsten Fall. Verallgemei-
nerungen auf abstrakte elliptische Probleme sind in [51, 52] diskutiert. Wir
wihlen eine stetige Abbildung f : R = R mit

(3.14) f(s) =MuS+ Yuls), WO Yu(s)/s >0 mit |s| > und m..>0
(asymptotisch linear)

und betrachten die folgenden 2-Parameter Probleme:

d2
t) + AMf(u(t)) = t =—
3.15) Uy (1) (u(t)) = pg(t) Uge dtzu)
u(0) =u(m) =0, MNUHER
(forciertes elliptisches Randwertproblem)
u(t) + Af(u(t)) =0
.16
GO | woy=p=um, rneRr

(elliptisches Randwertproblem mit nichttrivia-
len Randwerten)

Mit (3.15) und (3.16) assoziieren wir die folgenden linearen Probleme:

317 Vi tAv=0
) v(0)=v(m)=0
Vet AV =g, Ax=Nm,
(3.18) vi0)=v(m) =0
Vip T Axv =0, Ax = NN
(3.19) W0) =1 = v(m)

Die Probleme (3.15) und (3.16) sind dquivalent zu den Operatorgleichungen in
C[0, 7]

(3.20) u — ALF(u) + uLg=0,
(3.21) u—ALFu)+u1=0,12ut)=1,
mit dem Greenschen Operator L : C[0, ] = C[O, 7]

Lu(t) = }’ k(s, t)u(s)ds
)

und dem Nemitskii-Operator
F(u) (t) = f(u(t)).

In (3.20) bzw. (3.21) sieht man deutlich die Beziehung zu (3.13), der d-Homotopie.
Dabei entspricht ud einer Diskretisierung von ulg bzw. u 1.

Die (einfachen) Eigenwerte von (3.17) bezeichnen wir mit 0 <oy <a,
<a;<... ay=n% Wir sammeln fiir die weitere Diskussion einige Tatsachen und
Resultate aus [52]:
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(3.22) Problem (3.18) besitzt fiir jedes A« ¥ o; genau eine Losung vi,, die sich
durch Eigenschaften von g charakterisieren ligt. Es gilt deg (vi,) = (=1)}, falls
Ax € (04, 044 ).

(3.23) Problem (3.19) besitzt fiir jedes \x ¥ o genau eine Losung vi,, die durch
Nodaleigenschaften charakterisiert ist, die von Ax € (04, 04+ 1) abhdngen (vgl.
Bild 31). Es gilt deg (vi.) = (—1)}, falls A\« € (04, 04 1).

Problem (3.15) (bzw. (3.16)) ist dquivalent zu Problem (3.24) (bzw. 3.25):

v“+%f(u-v)=0, v=

|

A _ _u
G24) | et N=e V=S (395
v(0)=v(mr)=0 v(0) =1 =v(m)

Man zeigt, daB (3.24) (bzw. (3.25)) fiir || > 1 eine ,,kleine Stérung* von (3.18)
(bzw. (3.19)) ist. Aus der Stetigkeit des Leray-Schauder-Grades folgt dann aus

deg (vi,) = £ 1 die Losbarkeit von (3.24) (bzw. (3.25)) fiir |u| > 1. Tatsichlich
kann man mit dem Satz iiber implizite Funktionen einsehen, daf fiir |u|> 1 (3.24)

cusA_A /N 1 VIR WA 1. _1

mogen u, heifden. Es gilt:
(3.26) ug(@) ~vh, |ul>1
Natiirlich hingen die Losungen u,; und v, von A« ab. Der Index i soll kennzeich-
nen, daB® Ax € (o, &+ 1 )-
Definiert man
H(u, A\, p) :=u — ALF(u) + uz, z€C[0, ]

so erhilt man ein 2-Parameterproblem, welches in [51] fiir den allgemeinen ellip-
tischen Fall und spezielle Nichtlinearititen diskutiert wird. Wir stellen hier nur
ein Teilergebnis aus [52] vor, welches im Hinblick auf die Diskussion iiber die
d-Homotopie besonders interessant ist. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall
z = 1 und spezifizieren f wie in Bild 30.

a / MoS m"s/’



" 134  H.-O. Peitgen

Die Eigenlosungen von (3.17) sind durch Nodaleigenschaften gekennzeichnet.
Ist x; eine Eigenfunktion zum Eigenwert ; = i2, so gilt:

k(0) = ki(m) =0

Kk; hat (i — 1) einfache Nullstellen in (0, 7)
Mit k; ist natiirlich auch —«; Eigenfunktion. Die i-te Eigenfunktion «;, fiir die
Kk;i(t) > 0 fiir t € (0, €) ist, bezeichnen wir mit *k; und entsprechend ~k; := — *;.
Ist (u, A) eine Lésung von (3.16) fiir u = 0, so sagen wir u ist vom Typ *;, wenn u
die gleichen Nodal- und Vorzeicheneigenschaften hat wie *x;. Wir schreiben dann
*y,, um den Typ zu kennzeichnen. Wir interessieren uns nun besonders fiir Losun-
gen von (3.16) mit co-Norm grofer als s.. := min {|sx |, s} und kleiner als

S0 := max {Isg |, sg}. Ist u eine Lésung von Typ *k; und |[ul|. > .., so wollen wir
stets schreiben

u= 1:\Vi.
Ist u eine Losung vom Typ *k; und [jul| <o, so wollen wir stets schreiben
u= twi.

In den Bildern, die das folgende Theorem veranschaulichen und illustrieren,
kiirzen wir wie folgt ab:

Wi S _iO +Wi =i® _Wi =—ji”

Man zeigt (siehe [52]), da® deg (*w;) = (—1)i* ! und deg (*W,;) = (—1)! fiir alle i € NY).

+Wi = iO

(3.28) Theorem Es erfiille £ (3.14) und (3.27) mit my = m. > 0. Dann gibt es
zu jedem i € N und jedem X > 0 mit \m.. € (o, 054, ) Losungen

Wi, ..o Wy und W, LW,
fiir u =0 und ein Kontinuum
CicClo,n]xR
von Losungen (u, u) des Problems (3.16) (X fest) mit
CAN ClO, 7] x (4} = {ug(i), 0}
fiir |\u1> 1, welches die Losungen w und W verbindet:
CiN Cl0, 7] x {0} D {(*w;, 0), (*W;,0) :j=1,...,i} U{(0, 0)}.

Insbesondere gilt:
(1) Das 1-Parameter Problem

uy+Af(u)=0

3.29
( ) u(0)=u(m)=0

l)deg bezeichnet den Leray-Schauder-Grad der isolierten Losung *wi (bzw. tWi) von
(3.21) bei festem A und u.
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hat Verzweigung von % in A" := &;/m., und hat Verzweigung von 0 in A := o/m,.

Die entsprechenden Zweige enthalten fiir \m.. € (o, 0+ 1) die Losungen *W; bzw.
%,
Wi.
(2) Fiir alle i €N enthilt C zusammenhdngende kompakte Teilmengen
P: C C[0, m] x R von Losungen (u, u) des Problems (3.16) (A fest), welche

verbinden (vgl. Bilder 32, 33 + 34).
(3) Ist M., € (0, 054 4) und i=2

so enthdlt C; zusammenhdngende kompakte Teilmengen A7, A? CC[0,7] xR,
JELL 2, ... [i/)2]y, von Lésungen (u, p) des Problems (3.16) (X fest) mit

A”,AY = st
A;" N C[O, 7r] X {0} D) {(+W2j’ 0)’ (~W2js 0)}
A? N C[0, m] x {0} D{(*wzj, 0), (Twaj, 0)} (vgl. Bilder 33 + 34).

(4) Fiir alle i €N enthlt Ci zusammenhdngende kompakte Teilmengen

oic C[0, 7] x R von Lésungen (u, u) des Problems 53.162 s)\ fest), welche
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siehe
pila 37,7

Bild 33 (C2 fiir \mw € (02, @3))

Bild 34 (C3 fiir Ama € (a3, a4))

In den Bildern 32 und 34 geben wir eine exemplarische Beschreibung der Kontinua
C,\, C und C3 Dabei erfiille f neben (3.14) und (3.27) die folgenden Voraus-
setzungen f- 1(0) bestehe aus 5 einfachen Nullstellen —oo < sz <s5 <0 <'sg

< st < +oound es sei f(s) = mgs — s fiir |s| < 1. (Die letzte Festlegung zieht nach
sich, da® das 1-Parameterproblem (3.29) in Ad = &;/mg eine superkritische ,pitch-
fork‘-Verzweigung hat). Zum besseren Verstindnis charakterisieren wir noch die
Losungen u, (i),i=1, 2, 3, in Bild 31.

(3.30) Bemerkungen

(1) In C[0, 7] x R kann man hinsichtlich der y-Dynamik von (3.16) (A fest)
5 Gebiete unterscheiden:

Go = {(u,p): llull <1}

G ={(u,p) :llull>1}

Gy = {(u, ) : lull <so}\Go

Gs., = {(u, 1) : lull > 50} \Gee

G, = {(u, }\(GoU G UGy UGs,)
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In G, bzw. G., ist die ,,u-Dynamik** durch die linearen Probleme (3.17) bzw.
(3.19) gekennzeichnet. Identifiziert man fiir |u] > 1 die Lésungen u:(i) und u°_°,4(i),
so ist die ,,u-Dynamik* in G4, isomorph zu der ,,u-Dynamik* in G, . Bei dieser

Isomorphie ist der Punkt (ui(i). u) ~ (u”™.(i). —u) auf (0. 0) abzubilden. Die

»innere Welt* G ist mit der ,,dufleren Welt* G, stets durch die P, in G,
(t = transition) verbunden.

(2) Ist my # m.., so etablieren sich abhingig von Am, € (¢, o4+, ) und
Am.. € (0, 05+ 1) in Gy bzw. G, voneinander unabhingige ,,u-Dynamiken®, die
wieder iiber P; in G, verbunden sind.

(3) Im Allgemeinen (abhingig von gewissen Flichenbedingungen an den Gra-
phen von f) kann es noch weitere Losungen des Problems (3.16) fiir u =0 mit Normen
zwischen s.. und s, geben (vgl. [50, 52]). In diesem Fall kann man zeigen, da} die
Losungen von P, bzw. P_ aufgenommen werden, d. h. C} enthilt wieder alle
Losungen des Problems (3.16) fir u = 0.

v
f(s)

u 5 s

s? st
{v 2

v' = = Af(u)

Bild 35 (Ps, 0} im Phasenportrait, Amg > oy, Aines > @)

(4) Die Existenz der Kontinua P, kann man fiir die gewohnliche Differen-

tialgleichung (3.16) und eine spezielle Nichtlinearitit f in dem Phasenportrait der

Gleichung ablesen (vgl. Bild 35). Dort haben die punktierten Linien die folgende
e — e T
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wo 0 <r < und *W,(r) = 0. Dann gilt: w(t:,) = w(t,l‘ +7)= w(tﬁ) = w(tﬁ +7) = u.
Damit vermitteln
1 1
t)=w(t,+t
WM =0l o <t
uu(t) = w(t,+ t)

Losungen auf AT (vgl. Bild 36). Entsprechend argumentiert man fiir u < 0. Offen-
sichtlich ist u} = uZ fiir u = max [*W,(t)| (val. (6)).

“Wa

Bild 37 (Detail von Bild 33: sekundire Verzweigung auf AY)

(6) Offensichtlich vermittelt die elementare Konstruktion in (5) einen
kritischen Punkt (*P,, *u7) fiir

*ut = max |*W,(1)],

wobei *P, wie in Bild 37 gegeben ist. Dieser Punkt ist der in (3.28) (5) beschrie-
bene sekundire Verzweigungspunkt auf A7 (vgl. Bild 37).

(7) Die Existenz von sekundiren Verzweigungen auf den A;" bzw. A,p
liegt in einer Symmetrie begriindet, die man als die Spiegelsymmetrie des Phasen-
portraits von

pw=v
vy = — M)

bzgl. der u-Achse erkennt. Die Existenz der periodischen Losung w(t) in (5) wird
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einen Term eu, in

U+ eug + Af(u) =0

u(0) = p = u(m),
so darf man erwarten, daB die sekundiren Verzweigungspunkte auf A,?' bzw. A?
,entfaltet* werden. Studien hierzu findet man in [52].

Bei geeigneter numerischer Approximation (etwa durch finite Differenzen) von
(3.16), gegeben durch

(331) h(x,\)+pd=0, d€ER?,

vererben sich die strukturellen Eigenschaften von (3.16), und man kann ein (3.28)
entsprechendes Resultat formulieren. Bezeichnen x, (i) Approximierende der
Losungen u;'(i), so gibt es insbesondere also wieder ein Kontinuum Ci von Losun-
gen fiir (3.31) (A fest) mit den Eigenschaften von (3.28). Betrachten wir jetzt den
Falli= 1, so kdnnen wir folgern, da} C» fiir u = 0 (u > 0) eine Approximation
von *W, und fiir u = 0 (u < 0) eine Approximation von ~W, erreicht (vgl. Bild 38).
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Faft man (3.31) als d-Homotopie iiber dem Intervall [a, b] gemif (3.13) auf, so
geht Bild 38 in Bild 39 iiber. Die abstrakte Bedeutung von Beispiel (3.16) liegt
darin, dafl man erkennt, wie das Problem (3.21) fiir || = oo AnlaB zu einer
Linearisierung

V—ANnelv=1

gibt, von der aus man das Verzeigungsverhalten (von ¢) von Problem (3.29)
theoretisch und numerisch verstehen kann.

Insbesondere sieht man:

(3.32) Bemerkung Sei (3.31) eine numerische Approximation von (3.16). Diese
entspricht einer d-Homotopie einer entsprechenden numerischen Approximation
von (3.29).

(1) Die Diskussion der Bilder 38 + 39 zeigt, wie und warum beim Ubergang
von d zu —d das Arrangement von ¢3 '(0) N X,,, bzw. ¢"3(0) N Xm >, umklappt*
(vgl. (3.7)).

(2) Die d-Homotopie (3.13) hat iiber [a, b] unbeschrinkte Kontinua.

clo,n]

Bild 40 (Problem (3.16) als Entfaltung der A-Verzweigung in 7\(‘))

Obwohl also ,a priori Schranken* fiir (3.13) iiber [a, b] nicht existieren, ist die
d-Homotopie in diesem Beispiel von grofiem Nutzen. Im Hinblick auf Verzwei-
gung von 0 kann man Bild 32 z. B. so interpretieren, da das 2-Parameter Pro-
blem (3.16) in einer Umgebung von A\§ = «, /m, durch eine , Falte* M (,,cusp-
catastrophe*) gegeben ist, die in Bild 8 beschrieben wird (vgl. Bild 40). Bisher
haben wir iiber f nur die Voraussetzungen (3.14) und (3.27) gemacht. Zum
genaueren Verstindnis der Verzweigungen von 0 und oo sowie ihrer moglichen
Entfaltungen in dem (A, u)-Problem (3.16) sind weitere Kenntnisse iiber {4 und
Yo mit

f(s) =mgs + Yo(s), bzw. f(s)=Mus+ Yu(s)
erforderlich. Die in Bild 40 dargestellte superkritische ,,pitchfork* Verzweigung
fur A= 7\3, und ihre Entfaltung durch die ,,cusp catastrophe* erhilt man beispiels-

weise, wenn etwa Yo(s) = — s> in einer Umgebung von 0. Fir eine detaillierte Dis-
kussion der Verzweigung von 0 und oo, insbesondere der Fille
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superkritische Verzweigung  (z. B. Yo(s) = —s%)
subkritische Verzweigung (z. B. Yo(s) = 5)
transkritische Verzweigung  (z. B. Yo(s) = £ s?)

verweisen wir auf [52].
Schneidet man M fiir g* > 0 (u* ~ 0) bzw. u~ <0 (u~ ~ 0), so erhilt man die

Bilder 41 + 42.
© ©
® @
©) @

Bild 41 (M,*) Bild 42 (M,~)

Damit ist an dem Beispiel erklirt, wie die numerische Approximationh(x,\) +ud=0
beim Wechsel von d zu —d die Zweige im Sinne von (3.7) ,,umklappt*. Wie in (3.7)
kann man also einen d-Zyklus konstruieren und nachweisen:

D@ @-Q
(3.33) My— Mu-

9-@ ®-0

Fiir die oben diskutierten elliptischen Probleme erhalten wir also Resultate, die
voll mit den in den Bildern 21 + 22 diskutierten Zielen iibereinstimmen. Aller-

dings sind die ..eingehingten* Lcé sun§sﬂéichen ‘Bilder 32.33.34 +40) von sehr__

+2+d
|

(3.34) Eine spezielle globale Perturbation

In diesem Abschnitt wollen wir eine an das Problem

U+ M(u)=0

G291 u(0) = utm) = 0, f erfuille (3.14) und (3.27),

speziell angepate Perturbation erldutern. Sie ist entworfen fiir das Studium
positiver Losungen von (3.29) (vgl. [47, 48, 49, 50]). Wieder diskutieren wir
mit (3.29) den einfachsten Fall und verweisen fiir den allgemeinen elliptischen
Fall auf [49, 50]. Ziel ist es

— die Existenz positiver Losungen von (3.29) zu untersuchen,
— Methoden bereitzustellen, die positiven Lésungen numerisch zuginglich zu

emnarhan
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— Selektionsprozeduren zu entwerfen, die die hier (vgl. IV) existierenden
numerischen Artefakte automatisch vermeiden.

Aus darstellerischen Griinden werden wir die Perturbation (vgl. Bilder 21 + 22)
mit einem reellen Parameter beschreiben

N O AVAVAVAVASE 09!

Perturbation

Da wir nur an positiven Losungen (u(t) = 0) interessiert sind, diirfen wir f(s) fiir
s < O frei wihlen. Wir wihlen

f(s)=Zas firs<Omita<O0.

Weiter habe f endlich viele einfache, positive Nullstellen, deren kleinste wir mit s,
und deren grofite wir mit s.. bezeichnen. Wir setzen noch

Ao := @y /M, m.>0 (a; Haupteigenwert von (3.17))
N = 0y/mg, my>0
und wihlen Konstanten \;,i=1, ..., 4 mit
max Ao, A} <A <A <A3<A; und o /f<N,
(B wird weiter unten festgelegt)

Die Perturbation g(}, s) von Af(s) wird definiert:

N(s), 0<A<)A,

A=A A=A

N )\22 A f(s) + )\:_ o Nfi(5), M <SAS),
gAst=< Afi(s) QSAS M
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g(A, 5) = Amygs + 7,(s)

g, 5) = AMMeS + 7a (5)
mit y,(s)/s = 0 (bzw. Y(s)/s = 0) fiir s => 0, (bzw. s = + ) auf beschrinkten
N-Intervallen. Fiir das perturbierte Problem
U tgA,u)=0
u(Q)=u(m)=0
gelten die folgenden Lemmata:
(3.36) Lemma (vgl. [49, 50]). (1) Sei (u, A) eine Losung von (3.35). Dann ist
u(t) > 0auf (0, n), falls u# 0.

(2) Sei (u, \) eine Losung von (3.35) mit A\ = N\,4. Dann ist u=0.

(3) Sei A C R ein abgeschlossenes Intervall mit Ao € A. Dann gibt es ein
r > 0, so dap fiir jede Losung (u, X) von (3.35) mit A\ € A gilt

lullew 2=1.

(4) Sei A C R ein abgeschlossenes Intervall mit Ao € A. Dann gibt es ein
R > 0, so dag fiir jede Losung (u, \) von (3.35) mit \ € A gilt

lulle« <R.

(5) Ist s > 0 so gewdhlt, daf3 g(\, s) <0, so gibt es keine Losung (u, )
von (3.35) mit |lulle =s.

(6) Fiir alle \ # ), ist der Leray-Schauder-Grad der trivialen Losung
uo = 0 definiert und es gilt

1, firA<}g
0, firdA>x,.

(Beweisidee siehe (3.38))

(7) Es gibt ein Kontinuum Z C C[0, w] x R, von positiven Losungen,
welches in (ug, Ag) von 0 verzweigt und in C[0, ] x Ry unbeschrinkt ist.
(Folgerung aus (1)—(6) und dem globalen Verzweigungsprinzip von Rabinowitz

[58], vel. (1.8))

Die Summe dieser Resultate ist in Bild 43 illustriert. Aus den speziellen ,a priori
Schranken‘ (2)—(5) und (7) folgt unmittelbar, daf® das Problem (3.29) eine Ver-
zweigung von o in A, hat. Aus [17] folgt zusitzlich

(3.35)

deg (up) =

(8) In einer Umgebung von (0, Ay) bzw. (o0, \..) sind die Lésungen von
(3.35) durch eine glatte Kurve gegeben.

Lift man nun noch A; = + oo streben, so erhilt man

(3.37) Theorem Es gibt unbeschrinkte Kontinua Xy und Z .. von positiven
Lésungen fiir (3.29) mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Zy verzweigt von 0 in N\ und (u, \) € Z, impliziert ||ulle < sq
(2) . verzweigt von = in \.. und (u, ) € .. impliziert |[ulle > Se
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Die Aufgabenstellung bestehe nun darin, us numerisch approximativ zu berech-
nen. Wir werden sehen, daf} T in beiden Fillen zu einer Perturbation

S:PxR,~>P
Anlaf gibt, so da
(Id — 8)~%(0)

ein Kontinuum C enthilt, welches uy = 0 mit einem ux # 0 verbindet. Sinngemaf
gilt der gleiche Sachverhalt, wenn man T so numerisch approximiert, daf die
Approximation die Voraussetzungen von (3.39) erfillt. Zur Definition von S
reproduzieren wir den inzwischen klassischen Beweis fiir (3.39):

L bezeichne entweder T (0) oder T3 (c°)
X bezeichne entweder Ay oder A..
T bezeichne einen zu A gehorigen Eigenvektor aus P.

Man zeigt:

(a) Falls L keinen Eigenwert grofer als 1 bzgl. P hat, so gibt esein R>0
(R<1 fir L =Ty0) und R > 1 fiir L = T4(c°)), so da

®d(\,u) :=ALu+(1 —=A)Tu

keine Fixpunkte auf P N 9Bk (0) hat. Bezeichnet ind den Fixpunktindex in P,
so gilt als Folge der Homotopieinvarianz

ind (T, Bg(0) N P) =ind(L, Bg(0) N P)
und  ind(L, Bg(0) N P) =ind(0, B (0) N P), 0 =Nullabb.,
da ALu # u fiir alle u % 0 und A € [0, 1]. Damit gilt im Fall (a)
ind(T, BR(0) N P) = +1.

(b) L habe einen Eigenwert A>1 bzgl. 1 €P. Dann gibt eseinr >0
(r <1 fir L = T4(0) und r> 1 fiir T4(e0)), so daf}

®(\,u)=A[Lu+pu]+(1 —-N)Tu
keine Fixpunkte auf P N 8 B,(0) besitzt, sofern > 0 geniigend klein. Damit gilt:
ind (T, B,(0) N P) = ind (L + Bu, B(0) N P).
Nun zeigt man: Lu + fu # u fiir alle u € P. Damit gilt dann
ind(T, B,(0) " P)=0.
Angenommen, es gibt u € P\ {0} mit
Lu+gua=u.

Dann wihlt man 7 =0 mitu 2 700 <> u — 7,0 €EPundu —7UEP+=uFrl
fiir alle 7 > 7. Damit wiirde folgen

u=Lu +pu = 7oL + fi = (oA + f)T
mit A > 1, im Widerspruch zur Wahl von 7,.
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(2) Im Falle (3.41) gibt es ein Kontinuum C in (Id — S)~1(0) CP x R,,
welches
{0} x Ry mit (ux, 0)

verbindet (vgl. Bild 45).
Wir gebeneine Beweisidee.
Fall (3.40): Das Problem S(u, \) = u hat ,a priori Schranken® und es ist S(u, 1) #u
fiir alle u € P, falls 8 > 0 nur geniigend klein gewihlt wird. Sei nun
K=(d - S)"0) N (B,0)NP) x [0, 1].
Dann ist K kompakt. Sei
B =K N ((B,(0)\Bg(0)) NP) x {0} #
und A =(0,0).

Die Annahme, es gibt kein Kontinuum von A nach B, filhrt man mit (1.3) und
der verallgemeinerten Homotopieinvarianz des Fixpunktindex zu einem Wider-
spruch (vgl. Bild 2, Bild 3 und (2.18)).

Fall (3.41): Der Unterschied zum vorher diskutierten Fall besteht darin, daf man
hat

S(0,\)=0 firalle A €ER,.
Man kann aber analog zu (3.40) schlieBen, wenn man B wie oben und
A={0} x[0, 1]

setzt. In diesem Falle gibt es in (Id — S)~(0) ein Kontinuum, welches von
(0} x [0, 1] verzweigt, da ind(T, 0) = 0 und ind(T}(=0), 0) = +1.

Prinzipien, wie (3.39) spielen fur das Studium der Existenz positiver Lésungen
elliptischer Randwertaufgaben eine grofie Rolle (vgl. [9,41]):

Lu+Af@u)=0 in CRN
u =0 aufd

Dabei ist f : R, = R, stetig. Diskretisiert man (3.43) etwa mit einem finiten Dif-
ferenzenverfahren, so erhilt man als numerische Approximation

Ax —\W2F(x)=0

mit h = Maschenweite der Diskretisierung, A € GL(R™) und F(x) = (f(x,), . . ., f(x,)T.
Es gilt dann

A-Y(R}) CRY
und mit f(s) = mgs + Yo(s) und f(s) = Mes + Yo (s)
(Wo(8)/s=>0 firs=>0,, VYu(s)/s—>0 Mfiirs—>+ )
hat man fiir das Fixpunktproblem
x = h?AA~1F(x)

(3.43)
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die Linearisierungen h?AmoA~! bei 0 und h?Am.A~" bei e°. Damit kann man die
oben beschriebenen Perturbationen realisieren (unter geeigneten Voraussetzungen
an die Eigenwerte).

(3.44) d-Homotopie und Verzweigung von

AbschlieBend wollen wir noch kurz skizzieren, wie die der d-Homotopie
(3.13) zugrunde liegende Idee einen einfachen Zugang zu Verzweigung von & bei
abstrakten Operatorproblemen gibt. Es sei das Problem

(3.45) u—AG(u)=0, u€E =Banachraum,
vorgelegt, und G erfiille die folgenden Voraussetzungen

— G sei kompakt auf beschrinkten Mengen von E
— G sei asymptotisch linear, d. h. es gibt eine lineare Abbildung L : E - E mit

[IG(u) — Lu]|
flull

Dann kann man schreiben

-0 mit|julj=>ee

G(u) = Lu + ®(u)
mit ®(u)/llull = O fur [ful| > o°.
— \. sei ein charakteristischer Wert ungerader Multiplizitit von L (L ist ein kom-
pakter Operator).

Unter diesen Voraussetzungen hat das Problem u — AG(u) = 0 Verzweigung von o
in Aw. Der klassische Beweisvon P. Rabino witz [60] verlduft so, da® man
die Transformation

v:=u/llull? (,Inversion am Einheitskreis*)

studiert. Stattdessen wihlen wir ein w € E\ {0} und betrachten das perturbierte
Problem

(3.46) u —AG(u) tuw=0<=v —

?_\%“v)-}-w:o’ V=U/IJ

Aus den Voraussetzungen folgt, daf® fiir |u|> 1 (3.46) als kleine Stérung des
linearen Problems

(3.47) v—-ALv+w=0

aufgefaft werden kann, und daf} (3.46) ,a priori Schranken* fiir A fest (aber kein
charakteristischer Wert von L) auf beschrinkten u-Intervallen besitzt.
Damit gilt fiir alle R> 1:

deg (id — (A« £ €)G + uw, Bg(0), 0)

=deg (id — (A £ €)L + uw, Br(0), 0)

= deg (id — (A= * €)L, Bg(0), 0).
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Da A.. von ungerader Multiplizitit ist, folgt wie iiblich
deg (id — (Aw — €)L, BR(0), 0) + deg (id — (A + €)L, Br(0),0)=0,

und dies impliziert Verzweigung von oo fiir (3.45) iiber dem Intervall (A.. — €, Ao + €).

IV Perturbationen in Gegenwart von numerischen Artefakten

Seit einigen Jahren beginnt man zu verstehen, da die numerische
Analyse nichtlinearer Differentialgleichungen neben den wichtigen klassischen
Problemen der

— Effizienz von Algorithmen und der
— Konvergenz von Approximationsschemata

mit einem zundchst merkwiirdigen und gerade fiir die Praxis bedeutenden fun-
damentalen Problem konfrontiert ist. Es ist dies die Herausforderung, numerische
Artefakte zu verstehen und zu vermeiden (vgl. 3, 12,13, 20, 24, 35, 45, 47, 50,
68, 69]). Erste Ansitze machen deutlich, daB zum Verstindnis dieser Phiinomene
der Methodenrahmen der klassischen Numerik mindestens um Hilfsmittel aus der
Globalen Analysis, Nichtlinearen Funktionalanalysis und Topologie erweitert
werden muf3. Um das klassische Problem der Konvergenz von Approximations-
schemata etwas von den hier gemeinten Approximationsproblemen abgrenzen zu
koénnen, sollen zunichst zwei Beispiele vorgestellt werden, die bisher nicht in
diesem Zusammenhang beachtet wurden.

(4.1) Beispiel (Die Pohozaev-Gleichung). Wir betrachten das nichtlineare
Randwertproblem

( Au+ululk~'=0 inB C RN, A= Laplace-Operator

“.2) u=0 aufodB

(B = offene Kugel vom Radius R > 0).
Im Jahre 1965 machte S. 1. Poh oz aev [54] die dufBerst merkwiirdige und
interessante Entdeckung, dafl (4.2) k eine Losungen fiir

N+2

k>N-—2

N=3)

besitzt, hingegen fiir k < g—i—g (N = 3) bzw. alle k € N (N < 2) stets unendlich
viele Losungen zulidfit, die man fir

“2) Au+ujulk-'=0 inB .
N u=0 aufdB

wie in Bild 46 schematisch darstellen kann.

Insbesondere besitzt das Problem (4.2) k eine ,a priori Schranken‘ (N € N).
Diskretisiert man (4.2), etwa mit einem finiten Differenzenansatz (auf einem
dquidistanten Gitter), so erhilt man das System:
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(Ax —\h?F(x) =0, Ah?=p
}le- Ax entspricht der Diskretisierung von Au zusammen mit u = 0 auf 3B.

“43)  x=(xy,..., Xp) Diskretisierung von u in einem Gitter der Maschen-
weite h

s} igrmh'g'*n ind ARk i D Bl s ¥ e 0T ik it

| ' L
Bild 46 (Losungen von (4.2),)
A

Man zeigt leicht, daf fiir alle u > 0 (4.3) (im Gegensatz zu (4.2)) ,a priori Schran-
ken‘ besitzt (vgl. [47]) und kann deshalb z. B. fiir k =0 (mod 2) entlang der
Perturbation

Ax — uF(x), O0<u<a
=JB=b . _a—-p
4.4) okx,p a—b(Ax aF(x)) a—-bx’ asu<b
- X, b<u

(0 <a<b <) (vgl. [47]) die Existenz von Losungen fiir (4.3) nachweisen. (Man
zeigt globale Verzweigung in ¢~1(0) von {0} x [a, b] und argumentiert dhnlich,
wie in (3.41), Bild 45). Ist nun {(x, ui)};c  eine Folge von Lésungen mit
1%} [l = oo, s0 folgt ui— 0, denn
A xi=pi F(x)
A xt _  F(x)
1%l 11Xl oo
Da die linke Seite beschrinkt bleibt, muf auch die rechte Seite beschrinkt blei-
ben. Da
i
FGd)
(1%l oo

folgt i = 0. (Mit einem verwandten Schlu§ gewinnt man natiirlich ,a priori

b 1o 6 Y 21 1 1 e o a
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N = 1, 2, so hat (4.2), fiir alle k € N unendlich viele Losungen. Das Losungsver-
halten von (4.2) hingt im Gegensatz zu (4.3) also stark von der Raumdimension
N ab. Deshalb muf jeder Versuch, etwa Losungen von (4.2) fiir N =3 durch
numerische Experimente anhand von Ersatzproblemen, gegeben durch N=1,2
(ohne Kenntnis der Analysis), zu studieren, vollig irrefithren.

(4.5) Beispiel (Die Gel’fand-Gleichung). Wir betrachten das nichtlineare Rand-
wertproblem

Au+Aexp(u)=0 inBCRN
u =0 auf 0B

(B = offene Kugel vom Radius 1).

Zunichst schlieft man mit einem Maximumprinzip, daf alle Losungen von (4.6)
positiv in B sein miissen. Fiir N = 1, 2 ist seit langem bekannt, da (4.6) ein Kon-
tinuum positiver Losungen besitzt, welches schematisch in Bild 47 wiedergegeben
ist.

Im Jahre 1979 zeigten B. Gidas, W-M. Ni undL. Nirenberg [29] das
lange vermutete Resultat, daf} alle Losungen von

(4.6)

Au+f(u)=0 inBCRN
u =0 aufoB
radial symmetrisch sind, falls f € C!. Fiihrt man nun Polarkoordinaten ein, so
reduziert sich Problem (4.6) (u radial symmetrisch) auf
N-1

Uy, t u,+Aexp(u)=0

u(0)=u(1)=0

4.7

T r

]
|
|
X‘

A A

Bild 47 (Lésungen von (4.6) firN=1,2) Bild 48 (Ldsungen von (4.6) fir N =3 und N = 10)

Dieses Problem hatten zunichst . M. Gel’fand [25] fur N =1, 2, 3 im Jahre
1959 und spiter D.D. Joseph und T.S. Lundgren [34])im Jahre 1973
fiir alle N € N gelost und gefunden, daf} das Losungsverhalten von (4.6) wieder
in entscheidender Weise von N abhingt. Bild 48 gibt exemplarisch die Situation
fiir N = 3 und N = 10 wieder.

Diskretisiert man (4.6) fir N € N (beliebig) etwa wieder mit einem finiten Dif-
ferenzenansatz, so erhilt man das System










Topologische Perturbationen und nichtlineare Eigenwertprobleme 155

Bild 51 (Phasenportrait fiir (4.12) mit f aus Bild 50)

Bild 51 gibt das Phasenportrait zu f aus Bild 50. Dabei entsprechen den punktier-
ten Trajektorien je eine Losung auf Z, bzw. Z...

Aus dem Phasenportrait gewinnen wir die folgende fiir die Diskussion der Artefakte
wichtige Information:

(4.13) Lemma (1) Fiir jede positive Lésung u von (4.10) gilt
u) =u(r —t), O0<t< /2 (Symmetrie)

(2) Fiir alle (u, \) € Z, (vgl. (3.37)) gilt ||ulle < s und fiir alle (u,\) € 2.,
gilt lulle = 1 > s.. Dabei ist t durch die Gleichung

j f(s)ds=0, r1>sa
s

unabhdngig von \ bestimmt.
)
(3) Die Voraussetzung | f(s)ds < 0 impliziert, dafl (4.10) keine positive

)
Lésung u mit sy < ||ull. <r besitzt.

Fiir die praktische Numerik bedeutet (4.13) (1), dal man alternativ zu (4.11) eine
Diskretisierung von

U+ Af(u) =0

4.
@14 u(0) = uy(n/2)=0

untersuchen wird, die etwa durch
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4

Ax —uF(x)=0
mit
2 -1 O
1
(4.15) A,=

t;=i-h,i=0,...,n+1,h=7/2,x=u(t),
L i=la-"snsut("/2)~(xn—l—xn+l)/h

gegeben wird. Damit haben wir die Probleme

71X, N) ;= A;x —uF(x)=0
N2(X, A) 1= Ayx — uF(x) =0
x€R", AER:

Neben der Alternative n, oder n, haben wir formal auch noch die Wahl
n=0(mod2), n=1(mod?2).

Wir werden sehen, daf® je d e der modglichen Wahlen zu verschiedenen globalen,
numerischen Resultaten einer Approximation der positiven Losungen von (4.10)
fithrt. Die , A\-Dynamik*‘ indert sich in Abhangigkeit von n,, 7, und n €N. Um
die entsprechenden Resultate mit den Losungen fiir (4.10) vergleichen zu kénnen,
stellen wir ein Verzweigungsbild fiir £, und 2., fir (4.10) voran (vgl. Bild 52).

Al Al : Py

Bild 52 (Verzweigungsbild fiir (4.10) mit f aus Bild 50)

Insbesondere ist also . nach unten durch r von Null weg beschriankt. Tatsachlich
kann man mit elementaren Methoden unter Verwendung des Phasenportraits
(Bild 51) zeigen, daB £, und Z.. durch stetige Kurven gegeben sind. In Bild 53
stellen wir Kontinua von Lésungen fiir n,(x, A) = 0 und n = 0 (mod 2) dar. Wir
unterscheiden
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3 Typen von numerischen Artefakten:

Typ L-——————— ———— —
Typ ILi i

Typll: — .. — . — . — = — o — o —

1 1_
Wo= Ba/p . WS B‘/mm

Bild 53 (n]‘l(O) fiir n gerade mit Artefakten)

In Bild 53 bezeichnet B8, den eindeutigen Eigenwert von A, zu einem positiven
Eigenvektor. Eine genaue Analyse und Beschreibung der Ursache fur die darge-
stellten Artefakte findet man in [47, 50]. Wir begniigen uns mit einer knappen
Zusammenfassung:

— Die von Bild 52 zu erwartenden numerischen Approximationen Zg von Z,
und =% von X, werden reproduziert. Fiir =, gilt dies allerdings nur fiir g < px
(vgl. Bild 53).

— Artefakte vom Typ I bestehen aus positiven numerischen Losungen, die sich
auf Kontinua formieren, welche von Zg und % disjunkt sind. IThre Anzahl
wichst wie a", wo a ~ ko und ko die Anzahl der positiven Nullstellen von f ist.

— Artefakte vom Typ II bestehen aus positiven numerischen Losungen, die sich
aus Fortsetzung von X3, iiber ux hinaus ergeben. Sie sind dadurch gekennzeichnet,
daf sie fiir u > 1 das kritische Normniveau r unterschreiten.

— Setzt man
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24 Buchbesprechungen

niert werden. Dieser Baum ist das einfachste Beispiel eines sog. Bruhat-Tits-Gebiudes. Die Theo-
rie aus dem 1. Kapitel liefert eine Reihe interessanter Anwendungen, so den Satz von Ihara, da
eine torsionsfreie Untergruppe von SL,(Qp) frei ist (dieser Satz war der Ausgangspunkt des
Buchs), einen durchsichtigen Beweis des Satzes von Nagao, dal SL,(k[t]) nicht endlich erzeug-
bar ist, ferner explizite Prisentationen von Gruppen wie SL, (Z[1/p]), p prim. SchlieBlich wird
der Zusammenhang zu Tits-Systemen hergestellt, was Darstellungen solcher Gruppen als amalga-
miertes Produkt (verallgemeinerter Art!) ihrer parabolischen Untergruppen liefert.

Man sollte betonen, dafl man — von einigen Bemerkungen abgesehen — bis hierher mit
erstaunlich wenig Vorkenntnissen aus Algebra auskommt. Erst im letzten Paragraphen braucht
man noch Techniken wie Vektorbiindel iiber projektiven Kurven und Homologietheorie. Er be-
handelt arithmetische Untergruppen von SL; und GL; iiber Funktionenkorpern in einer Varia-
blen und bestimmt ihre Fundamentalbereiche bzgl. des oben genannten Baums. Damit li8it sich
z. B. das Nagao-Beispiel auf allgemeinere Ringe ausdehnen.

Bei einem Autor wie Serre ist es fast iiberfliissig zu sagen, dal das Buch ebenso durch
Eleganz wie Prizision besticht; dariiberhinaus bringt es eine Fiille von Beziigen zu anderen The-
men, vor allem durch die Bemerkungen und die vielen Aufgaben, die meist nicht leicht zu 16sen
sind, aber echte Ergiinzungen bringen. Das Beste scheint mir aber zu sein, daf in diesem Buch
eine Reihe neuer und interessanter Ideen in ihrer einfachsten Form, aber doch mit ihrem wesent-
lichen Gehalt zu finden sind.

Frankfurt H. Behr

Goodearl, K. R., Von Neumann Regular Rings (Monographs and Studies in Mathematics
Series No. 4), London — San Francisco — Melbourne: Pitman 1979, 368 pp, cased, £ 22.50

Das vorliegende Buch schlieBt eine wesentliche Liicke in der Lehrbuchliteratur. Das in
diesem Buch dargestellte Material iiber regulire Ringe hatte bisher keine lehrbuchmifige Darstel-
lung gefunden und war auf zahlreiche wissenschaftliche Publikationen iiber einen Zeitraum von
ca. 40 Jahren aufgesplittert.

Im Hinblick auf diese Situation ist dem Verfasser eine erstaunlich geschlossene, umfas-
sende und didaktisch ausgezeichnete Darstellung gelungen. Das Buch liest sich nicht nur miihelos,
sondern ist auch aufierordentlich anregend. Auch ein Leser, der nicht speziell an reguliren Ringen
interessiert ist, erhilt durch die Querverbindungen zu anderen grundlegenden Begriffen der Ring-
und Modultheorie neue Gesichtspunkte und Informationen. Der Uberblick wird dem Leser da-
durch erleichtert, da} jedem Kapitel einleitende Worte vorangestellt und historische Bemerkun-
gen angefligt sind. Zahlreiche Beispiele tragen zum Verstindnis der Begriffe bei. So ist das Buch
besonders auch fiir Studenten geeignet; in dieser Hinsicht wiren allerdings ergiinzende Ubungs-
aufgaben von Nutzen.

Da das Buch mit ca. 370 Seiten bereits recht umfangreich ist, jedoch nicht alle Ergebnisse
iiber regulire Ringe dargestellt werden konnten, muite der Verfasser eine Auswahl treffen. Wie
er schreibt, hat er sich im wesentlichen auf die rein ringtheoretischen Resultate beschrinkt und
die Teile der Theorie weggelassen, bei denen tiefergehende Hilfsmittel aus der Verbandstheorie,
der Theorie der Kategorien, der Garbentheorie und der Funktionalanalysis benutzt werden miis-
sen. Gewisse Hilfsmittel iiber kompakte, konvexe Mengen sind (mit Beweisen) in einem Anhang
angefiigt. Der Zusammenhang der reguliren Ringe mit der Funktionalanalysis, der Geometrie
und mit den modularen Verbianden wird in der Einleitung (ohne Beweise) dargestellt.

Die einundzwanzig Kapitel des Buches konnen nach Angabe des Verfassers folgender-
maflen zu vier Teilen zusammengefait werden.
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1. Teil: (Kap. 1 und 2): Grundtatsachen, insbesondere iiber Idempotente und projektive
Moduln.

2. Teil: (Kap. 3—14): Darstellung der folgenden Typen von reguliren Ringen: ,,Abelian
regular* (alle Idempotente sind zentral), ,,unit-regular (zu x € R gibt es Einheit u € R mit
xux =x), ,,directly finite* (aus xy = 1 folgt yx = 1), ,,all primitive factors are artinian*, ,,bounded
index of nilpotence*, ,,comparability axiom* (zu x, y € R gibt es Monomorphismus xR - xR
oder Monomorphismus yR > xR), ,.self-injective, ,,continuous and Ro-continuous®.

3. Teil: (Kap. 15—18): Grothendieck-Gruppen fiir regulire Ringe und Pseudo-Rang-Funk-
tionen.

4. Teil: (Kap. 19—21): Komplettierung im Bezug auf eine Pseudo-Rang-Funktion.

Das Buch schliet mit einer Liste von 57 offenen Problemen und einem Schriftenverzeich-
nis mit 270 Nummern.

Leider ist dem Verfasser die Begeisterung fiir sein Buch beim Index (verstindlicherweise)
ausgegangen; dieser ist mehr als diirftig und sollte bei einer Neuauflage erginzt werden.

Leider wird das an sich schone Schriftbild des Buches durch fette, schwarze Quadrate,
die wie Kleckse wirken, beeintrichtigt. Man muf8 doch nicht gleich ,,mit der Faust aufs Auge
schlagen®. nm dem I gser zu sienalisieren. dafl ein Beweiszu Ende ist. Ein weniger auffallises.

;

aber schéneres Zeichen tut’s auch.

Wie schon anfangs zum Ausdruck gebracht, halte ich dies Buch fiir eine hervorragende
Leistung und bin iiberzeugt, daf es als Standardwerk zu betrachten ist, das jeder Fachmann zur
Hand haben muf. Es kann aber auch als ein interessanter und konkreter Zugang zur Theorie der
Ringe und Moduln allgemein fiir Studenten dienen.

Miinchen F. Kasch

Davenport, J. H., On the Integration of Algebraic Functions (Lect. Notes in Comp. Sci.
102), Berlin — Heidelberg — New York: Springer 1981, 194 S., DM 21,50

In jeder Calculus-Vorlesung wird klar, daB die Integration elementarer Funktionen weit-
aus weniger ein Kalkiil ist als die Differentiation; sobald man den Bereich der rationalen Funktio-
nen und einiger sorgfiltig ausgewihiter Klassen algebraischer und transzendenter Funktionen
verldft, kann man in der Regel damit rechnen, durch Integration eine neuartige Funktion zu er-
halten, die sich aus den bekannten Funktionen nicht durch algebraische Operationen und
Schachtelung gewinnen 148t. Den ersten mathematischen Nachweis dieser ,,Erfahrungstatsache*
fihrt Liouville 1833, eine neuere Darstellung findet man in dem 1948 erschienenen Biichlein von
J. F. Ritt: ,,Integration in Finite Terms*. Doch kommt es immer wieder vor, da Integrale ele-
mentar darstellbar sind. Fiir rein transzendente Integranden lassen sich diese Ausnahmefille
durch ein Verfahren von Risch behandeln, das schon mehrfach implementiert wurde. Fiir alge-
braische Integranden (d. h. abelsche Integrale) beschreibt das vorliegende Heft ein programmiertes
Entscheidungsverfahren dariiber, ob ein abelsches Integral ,.elementar* ist oder nicht und inte-
griert es im positiven Falle.

Solange der Integrand auf einer Riemannschen Fliche vom Geschlecht O lebt, also durch
Substitution in eine rationale Funktion verwandelt werden kann, ist das Integral stets elementar
darstellbar — fast der ganze explizite Integralkalkiil lebt von dieser einen Tatsache. Den ersten
interessanten Fall bilden die auf einem Torus lebenden elliptischen Integrale, die in normalisier-
ter Form die Gestalt [ R(x, v/f(x)) dx haben mit einem doppelwurzelfreien Polynom f(x) dritten
oder vierten Grades, wobei R eine rationale Funktion bedeutet. In seinem Cambridge Tract iiber
Integration berichtet Hardy 1916, dafl keine Methode bekannt sei, um (wahre) elliptische Inte-



26 Buchbesprechungen

grale von (elementar darstellbaren) pseudo-elliptischen Integralen zu unterscheiden, und die Inte-
gration im letzten Fall durchzufiihren; er fihrt fort: ,,there is reason to suppose that no such
method can be given®. Tatsichlich ist aber eine solche Methode, wie Risch 1970 bemerkte, im
Satz von Liouville verborgen, wonach ein pseudo-elliptisches Integral (wie im rationalen Fall) bei

n
Integration die Gestalt ¢ + 2 lci log ¢; enthiilt mit elliptischen Funktionen ¢; und (rational un-
i=

abhingigen) Konstanten c;. Der logarithmische Teil wird hierbei ganz von den Residuen des Inte-
granden Rdx bestimmt, die Zahl n z. B. ist der Rang des von den Residuen aufgespannten Moduls;
hat man fur diesen eine Basis c; gewihlt, so sind auch Pole und Nullstellen der Funktionen ¢;
wohlbestimmt bis auf einen festen Faktor der Vielfachheit, d. h. ¢; sind bis auf konstanten Fak-
toren und Potenzbildung bestimmt. Damit zerfdllt das Entscheidungsproblem in zwei Teile: 1.
Priife, ob die Residuen von Rdx durch logarithmische Terme beseitigt werden konnen, 2. priife,
ob ein elliptisches Integral zweiter Gattung (d. h. residuenfrei) elementar, d. h. eine elliptische
Funktion ist. Diese Analyse gilt ebenso fiir abelsche Integrale hoheren Geschlechtes.

Die Umssetzung dieser Analyse in ein automatisches Entscheidungs- und Integrationsver-
fahren erfordert nun eine Vielzahl von Algorithmen, von denen einige wenige hier genannt
seien. Der erste wichtige Algorithmus COATES bestimmt Funktionen mit vorgegebenen Pol-
und Nullstellen auf einer Riemannschen Fliche F, genauer eine Basis der Riume L(D) im Satz
von Riemann-Roch. Er wurde 1970 von Coates angegeben, findet sich im Prinzip aber schon in
dem Buch von Hensel-Landsberg aus dem Jahre 1901, das die Theorie der algebraischen Funk-
tionen von Dedekind-Weber algorithmischer machte (vgl. auch W. Scharlau: Richard Dedekind
1831/1981, Vieweg, S. 131). Mit COATES l4ft sich das Geschlecht einer Kurve F bestimmen,
ebenso eine Basis der ganzen leferentlale und der 2. Teil des Entscheldungsproblems 16sen.

P L R T TR ) g e [

¢

aufgespannten Moduls zu finden. Daraus ergeben sich dann Divisoren D;, die geeignet verviel-
facht die Divisoren der Funktionen ¢; werden sollen. Der 1. Teil des Entscheidungsproblems
lduft schlieflich darauf hinaus, festzustellen, ob die D; Torsionspunkte auf der Jacobischen
Mannigfaltigkeit zu F sind oder nicht. Die Schwierigkeit hierbei ist, da} iiber die Ordnung der
Torsion a priori nichts gesagt werden kann.

Eine ganze Anzahl von Algorithmen wird zur Losung dieses Torsionsproblems ange-
boten. Enthilt der Integrand transzendente Parameter, so liefern die aus den Picard-Fuchsschen
Differentialgleichungen fiir die Perioden abgeleiteten Gaul-Manin-Operatoren wertvolle Hilfe zur
Erkennung von Torsionspunkten. Gute Reduktion auf Mannigfaltigkeiten iiber endlichen Kérpern
liefert erste Abschdtzungen der Torsionsordnung. Bei elliptischen Integralen hat man schnellere
Methoden: Ist alles iiber Q definiert, wird die Torsion nach Mazur durch 12 beschrinkt, i. ii.
hat man Algorithmen von Nagell-Lutz u. a. zur Bestimmung von Torsion.

Implementiert ist das beschriebene Verfahren bisher nur fiir elliptische Integrale und fiir
den Fall, daf sich auftretende Konstanten mit Zirkel und Lineal konstruieren lassen. Die ausfiihr-
lich beschriebenen Beispiele (eines deckt einen Fehler in einer Integraltafel auf) zeigen manche
praktische Unzulinglichkeit des Verfahrens auf, wichtige theoretische Hilfsmittel (etwa das
Néron-Modell bei schlechter Reduktion) werden gar nicht benutzt. Auch in die reichhaltige
Dokumentation der theoretischen Grundlagen haben sich mehrere Unklarheiten bzw. Fehler ein-
geschlichen, besonders trifft das fiir die Beschreibung der von CebyZev gefundenen Zusammen-
hinge zwischen pseudo-elliptischen Integralen und Kettenbruchentwicklungen auf S. 72 zu. Den-
noch ist dieses sehr informative Heft eine eindrucksvolle Demonstration der Fortschritte, die das
symbolische Rechnen auf Computern in den letzten Jahren gemacht hat; beeindruckend ist die
Fiille an theoretischer Mathematik, die zur Durchfiihrung gebraucht wird; die vorhandenen Unzu-
langlichkeiten sind auch eine Herausforderung an die Theorie.
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dere Gebiete, ist lebendig und anregend geschrieben, und ohnehin wird in dem vorliegenden Buch
von Massey gelegentlich fiir Beweise auf dieses und die anderen zitierten Biicher verwiesen.

Regensburg Th. Brocker

Colton, D. L., Analytic Theory of Partial Differential Equations (Monographs and Stud-
ies in Mathematics, vol. 8), London — San Francisco — Melbourne: Pitman Publ. Ltd. 1980,
240 pp, caseed, £ 24.00

. Diages Ruch jlharamgicsfntinnanthgarstiropy fanelrr apadalipadyifemy-

erinnert in Thematik und Intention an das schéne Buch von Garabedian (Partial Differential
Equations, John Wiley 1964). Bei niherem Studium bemerkt man aber, wie stark sich auch dleser

n,} - mﬂllnf- Niffownntialalaicksimons fms Ladmdne Fohumak cd and—ui-lay

dieser Entwicklung selbst starken Anteil, und so wundert es nicht, daR der Leser immer wieder
fast miihelos von klassischen Fragen zu neuen Ergebnissen gefiihrt wird. Zum Inhalt:

1. Maximum-Prinzipien. Auf die Darstellung der klassischen Hopfschen Lemmata fiir
elliptische Gleichungen zweiter Ordnung in zwei Unabhiingigen folgen parabolische Gleichungen
und die Sitze von Phragmen-Lindelof nach Protter und Weinberger; abgeschlossen wird das
Kapitel durch Abschétzungen von Payne und Stakgold fir die erste Eigenldsung des Laplace-
Dirichlet-Problems mit einer Anwendung aus der Reaktortechnik.

2. Ganze Losungen elliptischer Gleichungen. Hier werden zunichst Harnacksche Unglei-
chung und Liouvillescher Satz nach Protter und Weinberger fiir eine Gleichung zweiter Ordnung
im R? dargestellt. Sodann wird die Wellenausbreitung in inhomogenen kugelsymmetrischen Me-
dien des R behandelt. Hier kombiniert der Autor Separation der Verinderlichen mit geeigneten
Bergmanschen Integraltransformationen und leitet so Reihendarstellungen der Wellen her. Der
letzte Teil ist eine Zusammenfassung neuerer Arbeiten des Autors und bereitet die spiter behan-
delten inversen Streuprobleme vor.

3. Analytische Losungen partieller Differentialgleichungen. Dies Kapitel beginnt mit
dem Satz von Cauchy-Kowalewski und seinem Beweis fiir das hyperbolische Cauchy-Problem
im R? mit Hilfe der zum Charakteristiken-Verfahren gehorenden Volterraschen Integralgleichung.
Sodann wird der entsprechende Zugang fiir elliptische Cauchy-Probleme im Komplexen skizziert.
Anschliefend werden analytische Fortsetzbarkeit und der Approximations-Satz von Runge sowie
Analytizitit der Losungen nach Garabedian und H. Lewy behandelt. Zum Abschlufl wird nach
Garabedian und Grushin eine Differentialgleichung ohne Losung diskutiert.
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lich wird die Losung duBerer Randwertaufgaben der Helmholtz-Gleichung im R mittels sphiiri-
scher Wellenfunktionen approximiert.

6. Pseudoanalytische Funktionen. Dies ist eine recht kurze Einfithrung in die Bers-Vekua-
Theorie der verallgemeinerten Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Ahnlichkeitsprin-
zip, Liouville-Satz und Maximum-Prinzip werden mit den klassischen Methoden behandelt. So-
dann folgen Vekua-Bergman-Operator, H. Lewys Spiegelungsprinzip und einige entsprechende
Verallgemeinerungen nach Chung Ling Yu.

7. Die riickwdrtige Wirmeleitungsgleichung. Bekanntlich ist das Cauchy-Problem der
Wirmeleitungsgleichung fiir die Vergangenheit inkorrekt gestellt und wurde deshalb fiir lange
Zeit als nicht sinnvoll angesehen. Erst in neuerer Zeit hat man sich inkorrekt gestellten Proble-
men durch viele Impulse aus den Anwendungen wieder stirker zugewandt. Hier werden zwei
verschiedene Regularisierungsmethoden behandelt. Motiviert durch die Methode der logarith-
mischen Konvexitit, behandelt der Autor zuerst Tychonoffs Regularisierung und formuliert
das zugehorige Optimierungsproblem. Dann werden auf Lattes und Lions zuriickgehende Regu-
larisierungen mit Hilfe von Differentialgleichungen héherer Ordnung eingefiihrt und Methoden
von Friedman, von Gajewski, Zacharias und Showalter und schliefilich von Colton und Ewing
behandelt. Letztere fithren auf eine pseudoparabolische Gleichung dritter Ordnung, die wieder
mit analytischen Methoden gelost wird, die in den letzten Jahren vom Autor, R. Gilbert, u. a.
entwickelt wurden.

8. Inverse Streuprobleme. Hier werden i. w. zwei Probleme der inversén Streutheorie
fir kleine Frequenzen behandelt, nimlich fiir dreidimensionale Wellenausbreitung in in-
homogenen kugelsymmetrischen Medien die Bestimmung der Schallgeschwindigkeit bzw. Dichte
und fiir zweidimensionale Probleme in homogenen Medien die Bestimmung des Streukérpers
aus dem Fernfeld der gestreuten ebenen Welle. Dazu wird zunichst das Fernfeld nach C. Miiller
charakterisiert und dann das Problem zur Bestimmung der Schallgeschwindigkeit mit Hilfe der
Born-Approximation auf ein Momentenproblem zuriickgefiihrt. Zur Behandlung der zweidimen-
sionalen inversen Probleme wird zunichst eine kurze Einfilhrung in die klassischen C. Neumann-
schen Randintegralgleichungen der Potentialtheorie gegeben und der Satz von Plemelj (Theorem
8.14) bewiesen. Hier hitte ich gerne einige Referenzen auf die klassischen Originalarbeiten gesehen.
Dann wird die Integralgleichungsmethode fiir die Helmholtz-Gleichung mit der Riemannschen
Abbildungsfunktion des AuBengebietes des Streuquerschnitts verkniipft und sowohl fiir das
duflere Neumann-Problem als auch fiir das dufiere Dirichlet-Problem jeweils ein rekursives Ver-
fahren zur Berechnung der Laurent-Koeffizienten der Abbildungsfunktion aus den Fourierkoef-
fizienten des Fernfeldes hergeleitet. Dies sind neue Ergebnisse, die der Autor erst kiirzlich mit
Kleinman und Kress erzielt hat.

Das Buch ist sorgfiltig geschrieben. Ofter werden Zwischenrechnungen dem Leser iiber-
lassen, dies wird aber immer aus dem Text deutlich klar. Jedem Kapitel schlieRen sich Ubungs-
aufgaben an. Diese sind von unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad; einige konnte ich schnell und
ohne Hilfsmittel 16sen, fiir einige benétigte ich z. B. Biicher iiber spezielle Funktionen.

Literaturhinweise und Index sind sorgfiltig ausgewihlt und i. a. hinreichend ausfiihr-
lich.

Dies ist ein durchaus eigenwilliges Buch und wegen seiner vielen Beziige zu konkreten
Anwendungen sowie der vielen neuen Ergebnisse in einer zusammenfassenden Darstellung an-
regend und interessant. Ein Student im zweiten Studienabschnitt kann dieses Buch gut verstehen,
aber auch Spezialisten bietet es viele Neuigkeiten. Als Vorlesungstext diirfte es ebenfalls gut ge-
eignet sein. Die Ausstattung und der Druck sind schén. Ich bin sicher, da dieses Buch viele
Freunde finden wird.

Darmstadt W. Wendland
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Rolewicz, S., Funktionalanalysis und Steuerungstheorie (Hochschultext), Berlin —
Heidelberg — New York: Springer 1977, 10 Abb., xi + 442 S., DM 39,60

Die Steuerungstheorie physikalischer Prozesse, die durch lineare Differentialgleichungen
beschrieben werden, hat eine Reihe von allgemeinen Aspekten, die sich mit Mitteln der Funk-
tionalanalysis einheitlich darstellen lassen. So fiihrt zum Beispiel die Frage nach der Ansteuerbar-
keit vorgegebener physikalischer Endzustinde aus ebenfalls vorgegebenen Anfangszustinden
heraus auf die Untersuchung der Losbarkeit linearer Operatorgleichungen.

Fiir einen Fachmann der Funktionalanalysis wie den Autor dieses Buches ist es daher
reizvoll, den funktionalanalytischen Hintergrund fiir eine lineare Steuerungstheorie systematisch
zu entwickeln und anzuwenden. Der Entwicklung dieses Hintergrundes sind die ersten vier Kapi-
tel dieses Buches gewidmet, in denen mit grofler Ausfiihrlichkeit und unter Verwendung zahl-
reicher Beispiele aus den Anwendungen die Grundlagen der Funktionalanalysis dargestellt wer-
den, die fiir die Steuerungstheorie bedeutsam sind. Hier hitten vielleicht zugunsten einer stirke-
ren Betonung der Anwendungen auf die Steuerungstheorie die Kapitel III und IV geniigt, in
denen die relevanten Ergebnisse aus der Theorie der linearen Operatoren in Banachriumen und
die schwache Topologie behandelt werden.

In Kapitel V wird dann eine allgemeine Theorie der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
bei linearen Systemen entworfen, in die auch Optimalitdtsaspekte eingehen, wie z. B. Steuerbar-
keit in minimaler Zeit oder mit minimalem Aufwand. Im Zentrum der Untersuchungen steht hier
ein sog. abstraktes Pontrjaginsches Maximum-Prinzip fiir optimale Steuerungen (vgl. Korollar
V.2.7), das aber in der angegebenen Form in Spezialfillen nicht unmittelbar in die bekannte
Form des Pontrjaginschen Maximum-Prinzips iibergeht. Eine solche Form 148t sich aber unter den
angegebenen allgemeinen Bedingungen herleiten und wiirde dann auch eine Beweisliicke schlieflen,
die bei der Anwendung auf endlich-dimensionale Probleme in Kapitel VI auftritt (hier ist nimlich
nicht evident, wie sich die Aussage (3 11) aus (3. 2) und (3 4) erglbt) Das genannte abstrakte
Pnntnamnschﬁ Maximumn-

zustecken (vgl. hierzu Satz V.2.8). Interessant ist in Kapitel V auch die Riickfiihrung zeitminima-
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Prinzipien der Stochastik

Von Prof. Dr. rer. nat. Hermann Dinges, Universitat Frankfurt,
und Prof. Dr. rer. nat. Hermann Rost, Universitat Heidelberg

1982. 294 Seiten mit 34 Bildern, 98 Aufgaben und zahlreichen Beispielen. 13,7 X 20,5 cm.
(Teubner Studienbiicher) ISBN 3-519-02062-9. Kart. DM 34,—

Das Ziel des Buches ist es, aufbauend auf elementaren kombinatorischen Ansétzen in den
verschiedensten Zusammenhéngen, ein erstes Verstdndnis flr Stochastik zu vermitteln. Von
Anfang an werden dabei in die Darlegung der Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie statistische Fragestellungen mit einbezogen. Das Hauptgewicht liegt auf der Entwick-
lung, Diskussion und Interpretation der stochastischen Begriffsbildungen (oft mit Hilfe histo-
rischer Exkurse), weniger auf einem deduktiv-axiomatischen System von Definitionen und
Sétzen. MaBtheorie im bendtigten Umfang wird im Text selbst bereitgestellt; es wird auf ele-
mentarem Niveau gezeigt, wie sie in stochastische Denkweisen eingeht — auch im Hinblick
auf eine Fortsetzung des Studiums an Hand technisch anspruchsvollerer Texte.

Aus dem Inhalt: Laplace-Mechanismen / Stichproben mit und ohne Zuriicklegen / Normal-
approximation der Binomialverteilung / Konfidenzintervalle fiir den Parameter einer Bino-
mialverteilung |/ Chiquadrattest /| Simulation | Zufédllige Wege durch einen Graphen | Wahr-
scheinlichkeitsrdume und ihre Interpretation / Entropie / Codierung / MeBbare Raume und
Abbildungen / Entscheidungstheorie / Integrationstheorie / Bedingte Wahrscheinlichkeiten /
Likelihoodfunktionen / Satz von Bayes

Statistische Qualitatskontrolle
Eine Einfiihrung
Von Prof. Dr. rer. nat. Werner Uhlmann, Universitat Wiirzburg

2., Uberarbeitete und erweiterte Auflage. 1982. 292 Seiten, 35 Bilder, 10 Tabellen, 93 Aufga-
ben. 13,7 X20,5 cm. ISBN 3-519-12306-1. Kart. DM 38,—
(Leitfaden der angewandten Mathematik und Mechanik, Bd. 7 — Teubner Studienbiicher)

In der vorliegenden Neuauflage der ,Statistischen Qualitédtskontrolle wurden neuere Ergeb-
nisse beriicksichtigt und erhebliche Ergdnzungen vorgenommen. In den ersten beiden Ab-
schnitten werden alle erforderlichen Begriffe und Lehrsétze aus der Wahrscheinlichkeits-
theorie und der mathematischen Statistik so breit dargestellt, daB die Lektiire ohne Rick-
grift auf andere Lehrbiicher méglich ist. Im Hauptteil werden dann die grundlegenden Ideen
und Konzepte der statistischen Kontrollverfahren vorgestellt, ihre Konsequenzen und Eigen-
schaften untersucht, und es wird dargelegt, wie man bei einmal gewédhitem Konzept das sta-
tistische Verfahren fir eine gegebene Anwendungssituation konkret festlegt. Die wesentli-
chen Erweiterungen sind den fir die Anwendungen so wichtigen die Kosten erfassenden
Verfahren gewidmet, fir die sich bei der Eingangs- und Endkontrolle die Kennzeichnung
~kostenoptimal“ eingebiirgert hat. Fiir die lautende Kontrolle eines Produktionsprozesses
ergibt sich durch solche Verfahren die Mdglichkeit, auch die Kontrollabstinde sachgerecht
festzulegen.

Aus dem Inhalt: Wahrscheinlichkeitstheoretische und statistische Grundlagen / Statistische
Qualitatskontrolle: Eingangs- und Endkontrolle, laufende Kontrolle einer Produktion / Stich-
probenpléne fir ein qualitatives Merkmal: Einfache Stichprobenplane, kostenoptimale Prif-
pléne, zweifache Stichprobenpline, sequentieller Test, Erfassung der Kosten / Stichproben-
pléne fur ein qualitatives Merkmal: Normalverteilung, Abweichung von der Normalvertei-
lungs-Annahme, kostenoptimale Priifpldne / Kontrollkarten: Kontrollkarten fir normalver-
teilte Grundgesamtheiten, verteilungsfreie Verfahren, Kontrollkarten fiir qualitative Merk-
male, Kosten und Kontrollabstand, kostenoptimale Priifplane / Kontinuierliche Stichproben-
pléne: Kontinuierlicher Stichprobenplan von Dodge, Erfassung der Kosten, kontinuierlicher
Stichprobenplan von Wald und Wolfowitz

E B. G. Teubner Stuttgart
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Nur wenige Biicher der letzten Jahrhunderte haben soviel Aufsehen erregt und sind so
bahnbrechend fiir den wissenschaftlichen Fortschritt geworden wie Galileis ,,Dialog”. Die-
ses Hauptwerk des genialen Mathematikers und Naturforschers ist nicht nur wissenschaft-
liche Streitschrift von welthistorischem Rang, sondern zugleich philosophisches Lehrbuch
und literarisches Kunstwerk — eine der ganz seltenen Schépfungen eines universalen Gei-
stes.

Genau 350 Jahre nach dem Erscheinen der Erstausgabe und neun Jahrzehnte seit der Her-
ausgabe der ersten und einzigen Ubersetzung ins Deutsche (die lange Zeit vergriffen war),
erscheint als Gedenkausgabe der vorliegende, um wesentliche Beitrdge erweiterte Nach-
druck der 1891 bei B. G. Teubner herausgegebenen Ubersetzung von Emil Strauss.

Zusétzlich aufgenommen wurde ein Aufsatz von Albert Einstein zur Bedeutung und Persén-
lichkeit Galileis sowie ein tir die Neuausgabe geschriebenes Vorwort von Stillman Drake,
einem der kompetentesten lebenden Galilei-Forscher. Drake macht den Leser mit dem mo-
dernen Stand der Forschung vertraut und ergédnzt, wo erforderlich, die Anmerkungen von
Emil Strauss.

Die Bibliographie wurde neu verfaBt, insbesondere wurden zahlreiche neue Untersuchungen
aufgenommen, die sich mit dem wissenschaftlichen Verméchtnis Galileis auseinandersetzen.
Hinweise auf den inneren Zusammenhang der einzelnen Teile dieser Neuausgabe sowie
einen kurzen Einblick in die Entwicklungen, die durch den ,Dialog” ausgeldst wurden, ent-
hélt ein Nachwort der Herausgeber, welches den schénen und bedeutsamen Band ab-
schlief3t.

E B. G. Teubner Stuttgart



