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Schwache Invarianzprinzipien fiir reguliire Funktionale
von Verteilungsfunktionen

M. Denker, Gottingen

Kaum ein Gebiet in der Statistik ist so unmittelbar von wahrscheinlichkeits-
theoretischen Uberlegungen beeinflult worden wie gerade die asymptotische Ver-
teilungstheorie der nichtparametrischen Statistik. Grundlegende Konvergenzsitze
der Wahrscheinlichkeitstheorie (wie z. B. der zentrale Grenzwertsatz) und ,,stocha-
stisch dquivalente** Prozesse bilden die Grundlage dieser Theorie. Abgesehen von
wenigen Ausnahmen (z. B. [93], [113], [165]), bei denen eine Grenzverteilung
direkt ausgerechnet wurde, erhielt man zunichst allgemeine Grenzwertaussagen
auf Grund des klassischen zentralen Grenzwertsatzes und abgeleiteter Verteilungs-
aussagen. Es war Doobs Verdienst ([55]), im Jahre 1949 darauf hinzuweisen, da}
die Verteilungen der Kolmogoroff-Smirnoff-Statistiken aus dem kolmogoroffschen
zentralen Grenzwertsatz fiir empirische Prozesse herleitbar sein miissen. Nachdem
Donsker ([54]) hierfiir einen ersten Beweis gab, riickte die Verteilungstheorie
empirischer Prozesse immer mehr in den Mittelpunkt des Interesses (vgl. [18],

[39], [45], [69], [130] u. a.). Tatsichlich kann man aus dem Grenzwertsatz fiir
empirische Prozesse den klassischen zentralen Grenzwertsatz herleiten; ebenso wie
es moglich ist, dazu das Donskersche Invarianzprinzip ([53]) zu verwenden.
Filippova ([60]) hat 1962 dieses ausgenutzt und erweitert: Durch Einfiihrung eines
multiplen stochastischen Integrals iiber die Brownsche Briicke gelang es ihr, das
Grenzverhalten der von-Mises-Funktionale ([113]) zu beschreiben. Allgemeinere
Aussagen als solche ,,eindimensionalen* Grenzwertsitze erhilt man in Form von
funktionalen zentralen Grenzwertsitzen oder Invarianzprinzipien in Analogie zum
Donskerschen Satz. In den letzten Jahren wurden fiir von-Mises-Funktionale und
die Hoeffdingschen U-Statistiken ([78]) verschiedene Invarianzprinzipien mit den
unterschiedlichsten Methoden bewiesen. Das klassische Donskersche Resultat
([53]) kann man in den Fillen benutzen, wenn sich die Statistik wie ein Partial-
summenprozeR unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariabler verhilt. Miiller
[114], Bickel-Wichura ([17]) und Kiefer ([92]) haben Invarianzprinzipien fur
empirische Prozesse gezeigt, und diese Resultate kann man nun dazu verwenden,
die Filippova-Methode fiir Invarianzprinzipien auszubauen. Die ,,reversed martingale*‘-
Eigenschaft der U-Statistiken liefert iiber ein allgemeines Invarianzprinzip fiir solche
Martingale ([104]) zusammen mit der Invarianz der Brownschen Bewegung bei
Zeitumkehr ebenfalls Invarianzprinzipien fiir reguldre Funktionale. Man kann aber
auch aus fast sicheren Invarianzprinzipien die gewiinschten schwachen Konvergenz-
aussagen gewinnen, wenn nur die Approximationsgiite an die Brownsche Bewegung,
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Solche Paare von Prozessen, die die erste Voraussetzung in 1.1 erfiillen, nennt man
stochastisch dquivalent. Nach dem Portmanteau-Satz ist die schwache Konvergenz in
d) (unter anderem) dquivalent zu lim u,(B) = u(B) fiir alle u-randlosen Borelschen

n
Mengen, d. h. also alle Mengen B € # mit u(dB) = 0, wobei dB den topologischen
Rand von B bezeichnet. Zwei einfache Konsequenzen aus der schwachen Konver-
genz werden sich spiter als niitzlich erweisen:

Satz 1.2 Seien (E, B) und (E', #') zwei (separable, vollstindige, metrische)
Rdume und p, p, (n = . .) Wahrscheinlichkeitsmafle auf 3.

a) Sei ferner h E - E eine meﬁbare Abbzldung und es. sei D,, dte Menge
el

b) Seien p, u, (bzw. v,v,) (n =1, 2, . . .). Wahrscheinlichkeitsmafe auf
(E, #) (bzw. E', #')). Dann gilt fiir die Produktverteilungen p, X vy, . X v
(n=1,2,. )aufExE' Bx B

u,,—»uundvn Eveouxv,Suxv

Betrachten wir den Raum C([0, 1]) aller stetigen Funktionen auf [0, 1], versehen
mit der Supremumsnorm. Das Standard-Wienermaft W auf C([0, 1]) ist eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf den Borelschen Mengen von C([0, 1), das durch die .
Eigenschaften

u2

{ e 2t du

HWr, <x)= rl_

fiir alle Projektionen m,(f) = f(t) (0 <t < 1) und

ii) fiir jede Auswahl von 0 <t, <t, <...<t, <1 sind die Zufallsvariablen
Moy — My _ 45 - - - My — My, , Ty, Unabhiéingig.
J ede C([O 1])-wert1ge Zufallsvariable mit Verteilung W heifdt Standard-Wiener-
prozef3, geschrieben W = (W(t)), < ;< 1. Daraus kann man sofort die Brownsche
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diesen Eigenschaften. Fy (9,1 isti. a. nicht mefibar bzgl. der Borelschen Mengen erzeugt
von der Topologie der gleichmifigen Konvergenz. Skorohod ([163]) filhrte 1956
eine Metrik ein, bzgl. der D, ein vollstindiger, separabler, metrischer Raum und
F, meBbar wird. Auf Straf ([171]) und Neuhaus ([116]) geht eine Verallgemeinerung
zuriick. Sei Dg die Menge aller Funktionen f : [0, 1]¥X - R mit folgenden Eigenschaf-
ten: Fir alle tund A C{1, ..., K} existiere lim f(s) und ist gleich f(t) fiir
A={l,...,K}. 51t IS A

sjiti€A
Der Raum C([0, 1]¥) ist stets eine abgeschlossene Teilmenge von D in der
Skorohod-Topologie; fiir K = 1 lassen sich das Wienermaf} und die Verteilung der
Brownschen Briicke und fiir K = 2 die Verteilung des Kieferprozesses als Maf auf
D, bzw. D, auffassen.

Satz 1.3 Sei (X); >, eine Folge unabhingiger, auf [0, 1] gleichmdgig ver-
teilter Zufallsvariabler. Dann konvergieren die Dywertigen Zufallsvariablen,
(s, t) > [ns] n=Y2(Fnq)(t) — t) schwach gegen den Kieferprozef.

Dieser Satz geht auf Bickel-Wichura ([17]) zuriick. Ein Teilresultat wurde von
Miiller in [114] gezeigt. Kiefer ([92]) (und spiter eine Reihe von anderen Autoren)
untersuchten die fast sichere Konvergenz, und erzielten Resultate, aus denen 1.3
folgt. Fiir s = 1 erhilt man wegen 1.2.a) Kolmogoroffs Resultat: die schwache Kon-
vergenz von t *\/E(Fn(t) — t) gegen die Brownsche Briicke W°. Neuhaus und Sen
([119]) zeigten einen zu 1.3 analogen Satz.

Satz 1.4 Unter den Voraussetzungen von 1.3 konvergieren die Zufallsvari-
ablen (s, t) > nY2(F, 514 1 (t) — t) schwach gegen den Kieferprozeg.

Eine ausfiihrliche Darstellung der Resultate iiber den empirischen ProzeB fiir unab-
hiingige Zufallsvariable findet man in dem Artikel von Ginssler und Stute ([64]).
Einen analogen Satz fiir schwach abhingige Prozesse findet man in der Arbeit von
Berkes und Philipp [15], auf den im letzten Teil noch niher eingegangen wird.

2 Vier wesentliche Typen von Statistiken

Der x?-Anpassungstest, den K. Pearson ([128]) im Jahre 1900 beschrieb,
ist wohl das erste nachweislich besprochene Verfahren zur Behandlung statistischer
Probleme, bei denen nur wenig Information iiber die betrachteten Wahrscheinlich-
keitsmafde vorausgesetzt wurde; zumindest so wenig, daf® es unmoglich ist, diese
Verteilungen in ,,natiirlicher und verniinftiger Weise*‘ mit endlich vielen Parametern
funktionell zu beschreiben. (So geartete Problemstellungen nennt man daher
,,hichtparametrisch*‘. Nebenbei bemerkt, haben nichtparametrische Verfahren im
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Gebiet findet und mit den Namen Kolmogoroff, Smirnoff, Wallis, Krupka, Kendall,
Friedman, Mann, Whithney, Wilcoxon, v. d. Waerden, Fisher-Yates u. a. verbindet.
Eines der Hauptprobleme bei diesen Untersuchungen ist die Bestimmung der
asymptotischen Verteilung der benutzten Statistiken im Sinne der schwachen
Konvergenz, wenn die Anzahl der Beobachtungen wichst. Denn das erlaubt nach dem
Portmanteau-Satz die approximative Bestimmung der Fehlerwahrscheinlichkeiten.
Man unterscheidet heute im wesentlichen vier Typen von Statistiken, die dieses
asymptotische Verhalten beschreiben. Mit einer Klasse wollen wir uns niher
beschiftigen; die anderen drei aber doch kurz besprechen, um einige Zusammen-
hidnge anzudeuten.

a) Die Kolmogoroff-Smirnoff-Statistik und gewisse Anpassungstests
Es sei F eine stetige Verteilungsfunktion und X, X,... . . eine Folge unab-

EQgT :

If,’ 4‘

" |
L.
. ‘

x €R xE€ER
werden als Kolmogoroff-Smirnoff-Statistiken bezeichnet. Fiir ihre Grenzverteilung
gilt der

Satz 2.1 ([93],[164])

lim PG/NDy<e)=1-2 X (~1)&-De=26% (4> )
-> 00 k

=1

lim PL/N Dt <a)=1 _ o—202 (o> 0)
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tige Zufallsvariable, deren Verteilung invariant unter allen moglichen Koordinaten-
vertauschungen ist. Es gebe ferner einen Vektor a, € R* mit P(X,=2,) = (kD7
mit gleicher Wahrscheinlichkeit wird also jeder Vektor, der aus einer Permutation
der Koordinat®n von a, entsteht, von X,, als Wert angenommen. Gleiche Koordi-
natenwerte von a, lilt man hierbei nicht zu. Ist nun b, € R*, s0 nennt man das
zufillige Skalarprodukt ¢b,, X, ) eine (lineare) Permutationsstatistik. Fiir den

kn kn
Hauptsatz der Verteilungstheorie kann man o. E. annehmen, da ). a ;= Y by =0

i=1 i=1

und Y a%; = Y b2, = n gelten:

Satz 2.2 Die folgenden Aussqeen sind douivalent:

(AYmax n”'a..% a Ormaxei 'h2. = () (n > o) yad die Verteilungen van

1
n~Y2(b,, X,,) konvergieren schwach gegen die Standard-Normalverteilung.
(B) Fiir jedes € > 0 gilt
kn
L ('agby)? >0 (k).
Lj=1
lapj —bpjl > evn
In dieser Form ist der Satz von Hajek ([73]) angegeben worden. Urspriinglich geht
er auf Wald-Wolfowitz ([182]), mit Verbesserungen von Noether ([122]) und
Hoeffding ([80]) zuriick. Hajek konstruiert Zufallsvariable Y, und Z, auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum, so daf die Koordinaten von Y, unabhingig sind,
P(Yoi= 2,y = k' (1 <i,j <k,), XZ,) = %(X,) und n""? (b, Y, — Z,) stocha-
stisch gegen Null streben. Dann bedeutet (B) gerade die Lindeberg-Bedingung fiir
das Schema (Yyi)1<i<k, (n=1,2,...)unddie Aquivalenz folgt unmittelbar
aus dem Zentralen Grenzwertsatz unter der Lindeberg-Bedingung. Weitere Refe-
renzen und einen Uberblick iiber die Verteilungstheorie und zusammenhingende
Fragen findet man in dem Buch von Puri und Sen ([129]). Diese Beweistechnik
wird von Nandi und Sen ([115], [144], [146], [147]) u. a. dazu verwendet, die Ver-
teilungskonvergenz fur U-Statistiken unter Permutations-invarianten Beobachtungen
zu studieren. Der hier zugrunde liegende Prozefd besteht nicht mehr aus unab-
hingigen Beobachtungen. Die Abhingigkeitsstrukturen, die im letzten Teil betrach-
tet werden, sind jedoch anderer Natur und erfordern daher auch andere Methoden.

c) Rang- und Ordnungsstatistiken

Sehr viele nichtparametrische Statistische Verfahren beruhen auf Funk-
tionalen, angewandt auf die Ringe der zugrunde liegenden Beobachtungen.
(Sind X,, X,, . . ., X, reelle Zufallsvariable, so heifst

n
Ri= ¥ 1j_. x; Xe)
k=1
der Rang von X, unter X, . . ., X,,.)

Einige Statistiken, die in diese Klassifizierung fallen, kénnen auch als von-Mises-
Funktionale oder U-Statistiken angesehen werden, aber nicht alle. V. d. Waerdens
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z
Test ist hierfiir ein typisches Beispiel. Es sei ¢(z) = 1 [ e V2 4t die Vertei-
V2T —w
tungsfunktion der Standard-Normalverteilung N(0, 1). Es seien X,,, Y, (n=1,m = 1)
unabhingige Zufallsvariable mit £(X,) =F, (Y ) = G; F und G seien dabei ste-

tige Verteilungsfunktionen. Man definiert sodann

-5 ot () - T o

i=1 =1

ot Ve N=@em),

wobei R, (1 <i<n) den Rang von X unter allen X, . . ., X,, Y,, ..., Y, bezeich-
net und wobei Vi = 1 ist, wenn die k — t kleinste Beobachtung ein X, (1 <2<n)
ist, und Vy = 0 sonst gilt. Setzt man Ay = n(n + m)~! und HN (t) =AgFa(t) +

+ (1 = A)Gp (1) (t €ER), .so kann man auch Ty = | ¢! ( HN) dF, schreiben,

N+1
also Ty als stochastisches Integral (im Sinne eines Lebesgue-Stieltjes Integral fiir
jedes w € §2) darstellen.

Allgemein bezeichnet man eine Statistik der Form

TN:Ih(N.'_ 1 HN)dF
als eine Rangstatistik. Das wohl schénste und allgemeinste Resultat fiir die Stati-
stiken wurde von Chernoff und Savage ([40]) 1958 erhalten:

Satz 2.3 Es sei h eine auf 10, 1{ definierte, nicht konstante Funktion, die
fiireinK>0und 6 >0

h(x) | <SKx(1 —x)CYD*8 ynd  |h'(x)| <SK(x(1 — x))(~3/2)*8
erfiillt. Fiir ein Paar (n, m) sei Hyy=AyF + (1 — A\y)G,
kn = [ h(H))dF
und  Noy=2(1-2y){ I(S G(x) (1 — G(y)h'(Hp)(x))h'(Hpny(v))dF (x)dF(y)
X<y
1 —An

v § § FG) (1 = Fy)h'(Hpo(x)h'(Hpy(y))dG(x)dG(y)}

x<y

+

gesetzt. Gilt nun fiir lim n_+£?n— =X€ 10, 1{ lim o} > 0, so konvergiert ox'(Tn — Un)
schwach gegen N(O, 1).

Die zu diesem Satz existierenden Beweise sind sehr aufwendig; besonders die
Beweise in [69] und [130] verlangen einige trickreiche Abschitzungen iiber die
empirischen Prozesse F,,, G,, und Hy. Kiirzlich wurde ein einfacher Beweis von
U. Roésler und dem Autor gefunden.

d) v. Mises-Funktionale und U-Statistiken

Ihrer Definition nach sind diese beiden Typen von Statistiken vollkommen
verschieden; in ihrem Grenzverhalten dhneln sie sich jedoch stark.
In seiner grundlegenden Arbeit [113] im Jahre 1947 fiihrte v. Mises eine Klasse von
Statistiken ein, die heute nach ihm benannt werden. Filippova ([60]) gab eine Ver-
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allgemeinerung (das Restglied) betreffend, die sich jedoch schon implizit in der
Arbeit von v. Mises findet.

Essei T : U~ R ein Funktional auf einer Teilmenge aller Wahrscheinlich-
keitsverteilungen auf R. Zu zwei Verteilungsfunktionen F(® und F() und fiir
t €0, 1] setzt man F® = (1 — t)F® + tF1), und nennt T m-mal differenzierbar
im Punkt F© € U in bezug auf die um F© sternfdrmige Menge A C U, wenn fol-
gende zwei Bedingungen erfiillt sind.

P
i) Fir alle t €[0, 1], alle FDE€ A und alle p = 1, . . ., m existiert d%FT(Fm)'

i) Firalle p =1, . . ., m existieren Abbildungen T%) : R? - R, so daB fir
alle F(Ne A

P p
Edt? TED 0= Teoy Ors- %) [T dFEDy) — FO3y)
i=

Definition 2.4 Ein Funktional T : U = R heifit von-Mises-Funktional der
Ordnung m im Punkt F© € U, falls es eine um F© sternformige Menge A C U
gibt, so daf die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir die empirischen Verteilungsfunktionen F, von n unabhdingigen
nach F© verteilten Zufallsvariablen gilt lim P(F,€ A) = 1.

- n—> o0
(2) T ist m-mal differenzierbar im Punkt F° in bezug auf die sternférmige
Menge A.
(3) Fiirallee,6>0und allep=1, ..., mgilt:

P
lim P@®™-5 sup | TED)|>e)=0,
n—»e o<t<1 dtP
wobei FP=(1 — t)F®+tF,
gesetzt wird.

Satz 2.5 ([113], [60]) Es sei T ein v.-Mises-Funktional der Ordnung m + 1
im Punkt F©), und es gelte Tg!?o)E 0,p=1,... m— 1. Dann sind die Zufallsvaria-

m
blen n™2(T(F,) — T(F®) und % n™2 [ TSy -+ Vm) T[] d(Fa(yi —FO(y)
: i=1
stochastisch dquivalent im Sinne von Satz 1.1.

o Thepttus g iy Vay'oitins finasarishfioen G tiaans pindailpAugs St

ken der Form
Vo) =§...[h(yy, ..., ¥m) [l dF,(y) —F(yi)
i=1

beschrieben; man bezeichnet deshalb letztere ebenfalls als v.-Mises-Funktionale,
und in diesem Sinn werden im folgenden Abschnitt von-Mises-Funktionale verstan-
den.

Auch verwendet man des 6fteren den Begriff des von-Mises-Funktionals fiir Stati-

m
stiken der Form § ... { h(x,,..., xn) [] dFa(xp).
i=1
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Sei F(-, 8) (@ € R) eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
—o0=3,<2,<...<a =oeine Zerlegung von R und f;(6) = F(a;+,, 6)
—F(a; —, 0) (6 €ER).
Sei

d
— £;(0) 8j+1
T gt ®
Ht,0)= Y ——i— dF\Y,
i=1 fl(e) a{ "

Der klassische Maximum-Likelihood-Séhéitzer T(Ff,')) ist durch die Forderung
H(, T(Ff,‘))) = 0 definiert. Ist f; dreimal stetig differenzierbar in 8, f;> 0

r
i=1,..,Dund V=Y (fi(85))*/fi(6) # 0, dann kann mit 2.5 gezeigt werden,
i=1
r fi'(eo) 8+1

daB nY2(T(F,) — T(Fy)) und V™! Y F § d(F,(-) — F(-, 85)) stochastisch
i=1 i(eo) a

dquivalent sind.

Analoges gilt fiir den x2>-Minimum, den w?-Minimum und Hubers M-Schitzer
([85], [86]), die gewissen Differenzierbarkeitsforderungen geniigen. Unter die
von-Mises-Funktionale fallen ferner beispielsweise Statistiken der Form

N
% Y (X; — EX,), die Cramér-von-Mises-Statistik oder der x?-Anpassungstest
i=1

von Pearson
2 r N
xx= 2 pe'| L 13(X)) —Npy|*.
k=1 i=1

Dabei ist (Iy |k =1, . . ., r) eine endliche Zerlegung von R und py die theoretische
Wahrscheinlichkeit von I (1 <k <r).

Die Definition einer U-Statistik, die auf Hoeffding ([78]) im Jahre 1948 zuriick-
geht, ist vergleichsweise einfach. Sie wurde zunichst fiir den Ein-Stichprobenfall
gegeben, spiter (1951, [98]) von Lehmann verallgemeinert. Firk=1,.. ., K

K

n=1,2,...seien Zufallsvariable X, (k) mit Werten in E, gegeben. Seih: || Ex*—R
k=1

eine Funktion in m; Argumenten aus E;, m, Argumenten aus E, usw.

Definition 2.6 Zu N=(N,, ..., Ny) € N¥ hund (X,(k)) ist eine U-Stati-
stik durch

Un(h) = X' h(X,1)(1), - . -, Xem, (11 Xty 2)(2); - - - KXoy ) (KD)
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K
gewihlt. Bis auf Summierung iiber die Diagonale und die Normierung durch [] Ng*
k=1
kann eine U-Statistik als endliche Summe von verallgemeinerten v.-Mises-Funktio-
nen geschrieben werden. Das sieht man leicht durch Ausrechnen ein. Es ist dann —
wenigstens intuitiv — klar, daf die asymptotische Theorie fiir beide Statistiken in
gleicher Weise behandelt werden kann.
Zum Schlufd seien noch einige illustrative Beispiele angegeben. In dem Buch
von Randles und Wolfe ([131]) findet man weitere Beispiele ausfithrlich besprochen.
Alle Zufallsvariablen Xq, Xn(k) seien unabhingig.

(l) 1 Z X; ist ein Schitzer fir den Erwartungswert.

i'l

1 _ 1 .
| (2) n(n 121 Xi - (j =21 XJ) ] - m(n _ I)Un(h) mit h(xla XZ)

= 5 (x; — X,)? ist ein unverfilschter Schitzer fiir die Varianz E(X; — EX,)?.

(3) Fiir h = 1}9, . ist U, (h) die Statistik fiir den Vorzeichentest von Fisher
([61D.

(4) Fir h(xy, X3) = Lo m((Xs + %), W'(X) = T, a( %) ist Up(h') + 3 Up()
gerade Wilcoxons ,,signed rank‘*-Statistik .

(5) Fir h(xy, X3, X3) = ljp,)(X; — X5 — X3) kann man die Statistik Uy, (h)
benutzen, um die Bedingung 1 — F(s+t) =(1 — F(s)) (1 — F(t)) gegen 1 —F(s +1)
<(1 — F(s)) (1 — F(t)) (V t, s = 0) zu testen. Man setzt hierbei voraus, daB F
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3 Verteilungstheorie fiir unabhingig, identisch verteilte Zufallsvariable

V. Mises (1947) beschreibt das Grenzverhalten seiner Funktionale so:
,,Volterra (1913) also introduced the notion of derivatives and of Taylor-develop-
ment for a ‘fonction de ligné’. Using these concepts a more specific statement can
be pronounced: The type of asymptotic distribution of a differentiable statistical
function T(F,(x)) depends on which is the first non-vanishing term in the Taylor
development of T at the point F; if it is the linear term the limiting distribution is
normal, under restrictions that can easily be derived from the CLT; in other cases
higher types of asymptotic distributions result.* von Mises beweist ,,second type
asymptotic distribution* und gibt einen vollstdndigen Ausdruck der charakteri-
stischen Funktion in der Form 1/D(ui), wobei D()) im allgemeinen die Fredholm-
Determinante eines symmetrischen Kernes ist, der von der 2. Ableitung von T
im Punkt F und von F selbst abhingt.

Filippova ([60]) hat eine sehr einfache Methode angegeben, wie man fiir von-Mises-
Funktionale der Form

m
n™2 f . fh(xy, . Xw) [T d(Fa = F) (%)
i=1
die asymptotische Verteilung bestimmen kann. Fir eine Zerlegung a = {A,, .. ., A/}
von {1, ..., m} sei h, die durch

ha(Yl5'"’yr)=h(zl7'-"zm)’ mitzi=yQ¢>iEAQ’

definierte Funktion. Sodann sei H(F) der Banachraum aller Funktionen h : R™ —> R
mit endlicher Norm

r
mE=y7f...J 0. y)?* [1 dFy).
] i=1
Ist F die Verteilungsfunktion des Lebesguemafes auf [0, 1], schreiben wir anstelle
von H(F) lediglich H.
(Man ist bei den folgenden Untersuchungen nicht daran gebunden, nur reelle Kerne
h € H(F) zu betrachten. Ohne wesentliche Anderungen kann man Abbildungen h
mit Werten in einem endlich dimensionalen euklidischen Raum zulassen, ja sogar
solch h, die Werte in einem Typ 2-Banachraum annehmen. Letzteres kann mittels
[96] und einigen Standardiiberlegungen erreicht werden.).
Fiir eine Treppenfunktion

h =thl see i llcil —1,%, [x ...x[cim — l’cim[
0=c¢;<c,<...<cp=1)kann ein stochastisches Integral Z, (h) sofort durch

m

Zy() =Ehe; ,..ey,, [T WOCeig) = Wolcsp— 1)
1

erklart werden. Filippova zeigte, da} es eine Konstante C (unabhéngig von h) mit
E|Z,(h)*< C||h||? existiert, so daB fiir beliebiges h € H Z,(h) durch Approxima-
tion mittels Treppenfunktionen wohldefiniert ist, geschrieben

Z,()=[... h(xg,.. . xm) [T dWO(xy).
i=1
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Stochastische Integration mittels der Brownschen Briicke wurde spiter von Jeulin
und Yor ([90]) in anderem Zusammenhang untersucht.

Fiir h(x, y) = Z g (x)gx (y) wird beispielsweise Z, (h) = Z (Z,(g))?. Sind nun
k=1

die g orthogonal, zentriert und normiert, so ist die Verteilung von Z, (h) gerade

eine zentrale x?>-Verteilung mit r — 1 Frejheitsgraden.

Fiir die Gleichverteilung folgt aus dem kolmogoroffschen Resultat

m
(£6/n(Fy — F)) £ (W) und Satz 1.2, da n™/2 | ... fh(xy,...,Xm) []
i=1
d(F, — F) (x;) schwach gegen Z, (h) fiir jede Treppenfunktion h konvergiert.
Benutzt man nun noch die fast triviale Abschitzung

E(f... fhxy, .., xm) [] d(Fn—F) (x))* <Clh|?,
i=1

so erhilt man mittels 1.1 die schwache Konvergenz fur jedes h € H. Fiir beliebiges F
und h € H(F) konstruiert man lelcht eine Funktion h € H, so daf} die Prozesse
m™2V,(h))y», und (n™/2V (h))n;, ; dieselbe Verteilung besitzen. Man erhilt
damit Filippovas Resultat ([60[) (cf. von Mises [113] fiir m = 2).._.

Satz 3.1 Fir alle h € H(F) konvergiert n'/2™V, (h)schwach gegen Z,(h).

Man wird natiirlich sofort versuchen, Satz 1.3 anstelle des kolmogoroffschen
Resultates in voller Allgemeinheit anzuwenden. Z,(h) (h € H) ist ebenso wie Z,(h)

fiir beliebiges 0 <t <X | wohldefiniert, wenn man die Brownsche Briicke durch den
Prozef K(t, -) ersetzt. Fiir Treppenfunktionen h besitzt dann der Proze® (Z,(h))p < (< 1
eine Verteilung, die auf C[0, 1] konzentriert ist, d. h. (Z,(h)) besitzt stetige Pfade.

Die Abschitzung der zweiten Momente kann man durch

P( sup |Zy(h)|=e€)<Ce?|/h|? (¢>0)
0<t<1

ersetzen und wie gehabt vorgehen. Es empfiehlt sich, dies sogleich mit mehreren
Stichproben durchzufiihren.

Betrachten wir also K Verteilungsfunktionen FU, . . | F(K) 0 <m, (1 <k <K),
m = ). my und bilden das verallgemeinerte v. Mises-Funktional Vx(h) wie im
Anschluf an Definition 2.6. Die diesem Funktional zugrunde liegenden Zufalls-
variablen seien dabei alle unabhingig. Wir nehmen o. E. an, daf alle Zufallsvariablen
reell sind, denn fiir beliebige Bildriume gibt es einen mafdtheoretischen Isomor-
phismus zu einer Verteilung auf R. Den Raum H(F(®), . . ., F(X)) und die zugehorige
Norm bildet man ganz dhnlich wie im Fall K = 1; bei der Norm summiert man
lediglich iiber alle Zerlegungen «, die die durch die Stichproben induzierte Zerlegung
der Koordinatenmenge verfeinern. Sind alle F® die Gleichverteilung auf [0, 1],
lassen wir wiederum die Indizierung fort. Den bisher betrachteten Kieferprozeft
ersetzt man durch K unabhingige Kopien K, . . ., K¢ und man kann nun leicht
mittels Approximation durch Treppenfunktionen zeigen, daf} fir h € H

K mg
Z?(h)= ,“ L] j h(Xu, ey lel, . e ey meK) H l_l de(t, xki)

k=1i=1
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einen wohldefinierten ProzeR Z°(h) mit stetigen Pfaden ergibt. Das fiihrt auf den
folgenden, von Miller-Sen [111] in einem Spezialfall bewiesenen

Satz 3.2 Fiir jedes h € HFW, . . ., F&)) existiert ein h € H, so daB die durch
t=> N2V g, e ()
1/2m

K

definierten D,-wertigen Zufallsvariable schwach gegen [] oy’ "™k Z°(h) konver-
k=1

gieren, wenn die Quotienten NNy ! fiir N> oo gegen oy >0 (k =1, .. ., K) streben.

Da die Projektion m, f = f(1) eine stetige Abbildung auf D, ist, erhilt man fir K = 1
die Resultate von Filippova und von Mises zuriick. Weiterhin erhilt man fir K = 1,
m = 1 und h(x) = x das Donskersche D,-Invarianzprinzip ([53])

1 [nt]

Y Xk—EX)EW
O/ k=1

wobei 02 = Var X, und fiir t = 1 den zentralen Grenzwertsatz.
Es ist naheliegend, den Zeitparameter t sogleich durch einen K-dimensionalen Vek-
tor zu ersetzen. Fiir Treppenfunktionenh € Hund t = (t,, . . ., tg) € [0, 11X ist

K mg

Zh)=§ ... fh(xyy, ..o Xkmg) 11 [T dKi(ti, Xi)
kK=1i=1
wohldefinierter ProzeR mit stetigen Pfaden; die Erweiterung kann mittels der
Abschitzung von P( sup< | Z,(h) | = €) erfolgen. Fiir K < 2 benutzt Neuhaus
osty<1

in [118] ein Resultat von Smythe ([166]) aus dem Jahre 1974 (neben einigen
anderen Dingen, die nicht unbedingt notwendig sind.) Tatsidchlich empfiehlt es
sich, eine Verallgemeinerung einer Martingal-Ungleichung von Doob auf *-Martin-
gale zu verwenden, die auf Cairoli (1970) zuriickgeht. Damit entfillt die Restrik-
tion auf K < 2. Man betrachtet auf N¥ die lexikographische Ordnung. Dann heifit
eine Familie (My), cyk von Zufallsvariablen ein *-Martingal bzgl. der Familie

(i )xenk von g-Algebren, falls &7, C o7 (k < Q) und E(My | %) = My . gilt.
Cairolis Ungleichung besagt nun

E kmélXIMkI" <@/(1 -p)EM, P  (p>1,K=>1).

Mit dieser Ungleichung erhilt man ziemlich unmittelbar
Lemma 3.3 Sei Ty (h) die durch
In K .
t=(ty,. . >N [ §9 Vangpigee®  (N=XNp)
i=1

definierte D -wertige Zufallsvariable. Dann gibt es fir 0 < a < f < 1 eine Kon-
stante C, so dap fiir jedes h € HFW, . . . F&) jedes € > 0 und jedes Ny mit
a<NN;'<p

P( sup  |Tn(h) ()| =€) <Ce | h|?
te(0,1]

gilt.







TInvarianzprinzipien fiir regulire Funktionale 177

definierten Dy-wertigen Zufallsvariablen schwach gegen die Zufallsvariable

t=(ty,...te)> £ Il & [1 of/?ZEgch)
FE %o (i,j)EF (i,j)EF

konvergieren, sofern N = o und Ny IN - o > 0 (1 <k <K) streben.

,f,_ . 5o lp < mei FL PRI | PO | "T-A- SLiofena  3in fa Ao -

letzten Jahren bewiesen wurden:

1) Es sei #={0Q}. Dannist %, ={{(, j)}I1 <i<K, 1 <j<m;}, und man
erhilt Konvergenz gegen

K
Y I timkallclzwk(tk)
k=1j#k
unter zusitzlicher Annahme, da® h symmetrisch in den zu einer Stichprobe geho-
renden Argumenten ist. Die Zufallsvariablen Wy sind in dieser Darstellung unab-
hingige Wienerprozesse.

Dieses Resultat findet sich in der Arbeit von Sen ([153]), eine vereinfachte Form
(1-dimensionale Zeit) wurde von Miller und Sen ([111]) bewiesen. Die Normierung
in diesen Artikeln wird etwas anders vorgenommen, fiihrt im wesentlichen aber zu
dem gleichen Ergebnis. Sen betrachtet in [153] auch den Fall eines von-Mises-Funk-
tionals der Form

K mg
[ S, o Xkmg) [T TT dFS) (ki)

k=1i=1
mit h € HFW, . . ., FX)) und kommt zu ganz analogen Ergebnissen.
Firt,=1(k=1,...,K) erhilt man den zentralen Grenzwertsatz von Lehmann

([98)) fiir das Mehrstichprobenproblem, der sich im Falle K = 1 weiterhin auf den
Grenzwertsatz von Hoeffding ([78]) reduziert:

VN Un(h) 4 N(O, m?[|h[?).
2)Essei K=1,m=2und #={1, 2}. Man erhilt — wieder unter Symmetrie-

annahme — die schwache Konvergenz gegen ). )\j((W,-(t))2 — t) (Neuhaus [118]).
j=1

Dabei sind W; unabhingige Standard-Wienerprozesse, die man zusammen mit den

A; folgendermafien bestimmt: Wenn h symmetrisch ist, ist Af(x) = | h(x, y)f(y)dy

ein Hilbert-Schmidt-Operator. Dann hat h eine Darstellung in H® der Form

h(x,y)= Y NGOy,

i=1
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3)WennK = 21m, =m, =2und Z={{(1, 1), (2, D}, {(1, 2), (2, 2)}} ist,
kann man fiir ein h € H (F®), F®), das

h(xyy, X312, X21, X22) =h(Xy3, Xq1, X22, X21)
erfiillt, dhnlich vorgehen und erhilt:

1
_ h(X,(1), X,(1), X.(2), X,(2
[N;t;] [N,t; ] 1<u¢vz<|Nltl] Xy (1), Xy(1), X(2), Xs(2))

1<r#s<[Nyt;y]

t}tiN(

E4 Y Nt ailzvljwlj + tn“i””zjwzj)z - tltz(t2alV%j + tlang,-)]-
i=1
Hier sind die {W;;} unabhingige Standard-Wienerprozesse, v}; = E(| f;dF®))?,
v3; = E(f f;dF)? . Das Resultat findet sich ebenfalls bei Neuhaus ([118]).

Es gibt mehrere Moglichkeiten, schwache Invarianzprinzipien zu beweisen.
Die eine Methode ist bisher beschrieben worden. Auf Grund von Lemma 3.3 sind
r: ﬂl-;‘rili-‘:\—_:_-‘?n_l‘—“'—';i‘ — 1 S - = J

a
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Loynes wendet diesen Satz auf die folgenden Prozesse, gebildet aus U-Statistiken,
an. Es sei K = 1, h {(0}-degeneriert und symmetrisch, und E(E{l }ch)2 > 0. Man
definiert:

Y (t) = 0 ' Uy (h) (t = 03 20%) 02 = Var Up(h)
Y®t) = A7 02U (h) (t=n/k) A =m?||hl|?
YOm=A""20"2U.()  _(t=0;’d)

Y®(t) = 07 Uy (h) (t=n/k)

fiir k 2 m und setzt Yf,i) konstant auf den durch obige Vorschrift definierten links
abgeschlossenen Intervallen, insbesonders also auch auf den Intervallen [n/m, oof
bzw. [02/02,, =[. Die Voraussetzungen von 3.7 sind leicht nachpriifbar und man
erhilt so

Satz 3.8 [105] Firjedesi=1,. .., 4gilt Z(Y{) % W (in D). Durch
hf(t) = tf(t~1+) (t > 0), hf(0) = lim t~'f(t) wird eine Isometrie h von Dy, defi-
t —> o

niert, deren Einschriankung auf Cy ebenfalls eine Isometrie ist. Es gilt weiterhin
2 Y LW (inDyp).

Die behauptete Isometrie findet man fiir Cy schon in [114]. Die zweite Konver-
genzaussage folgt mittels 1.2 und der wohlbekannten Tatsache, dafl mit dem Stan-
dard-Wienerproze W auch t~'W(t) den Standard-Wienerprozef darstellt.

Fiir i = 1 wurde das Ergebnis Yﬁ,') % W von Loynes ([104]), 1970 bewiesen, fiir
i=2lieferth Yff) % W das Resultat von Miller und Sen [111]. Ebenso erhilt man
aus 3.7 iibrigens das Invarianzprinzip 1.3 fiir den empirischen Prozef.
Bemerkenswert an dieser Betrachtungsweise ist folgendes: Es werden zugleich
Invarianzprinzipien erhalten, die durch Bildung des iiblichen Partialsummenpro-
zesses aus Uy, Up 41, - - ., Up charakterisiert sind, als auch solche, die die ,,tails*
U,, Un+1, Un+2, . . . benutzen. Sitze der letzten Art finden sich noch in den Arbei-
ten von Sen und Neuhaus ([118], [119], [153]). Speziell ist auch Satz 1.4 von die-
sem Typ, und in Analogie zur Filippovaschen Methode ist zu vermuten, da} ein
analoger Schlu ausgehend von Satz 1.4 méglich ist. Die Resultate von Neuhaus
und Sen benutzen wiederum einen mehrdimensionalen Zeitparameter, und behan-
deln teilweise den nichtdegenerierten Fall (# # {0}). Es wire jedoch interessant
zu wissen, ob die Resultate von Loynes allgemeiner gelten.

Satz 3.9 (Sen [153]) Es sei h € AFW, .. . FX)) symmetrisch und

( I (N“)_lmL,)UN(h)

k=1 \Mg Kk

r?(N) = Var

(N=(N,,...,Ng)).

Falls NN ' = o > 0 und of := m§ E(E(,1)ch)*> > 0 fiiralle k = 1, . . ., K gelten,
so konvergieren die Dy-wertigen Zufallsvariablen

K [N t-—l
t=r 0= @ T () Uy ety ~En
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schwach gegen einen Prozef Y, der durch
K

5 0,-209)_1/ Wity

i=1

K
Yt = Y opep?
k=1

erkldrt ist. Dabei bezeichnen die Prozesse Wy (k = 1, . . ., K) unabhingige Stan-
dard-Wienerprozesse.

Ein dhnliches Resultat wird von Sen fiir Funktionen h € H(F®), . . ., F&)) fiir von-
Mises-Funktionale gezeigt (vgl. Satz 3.5, 1. Anmerkung). Fiir den folgenden Satz
bezeichne [x] die kleinste ganze Zahl = x.

Satz 3.10 (Neuhaus [118]) Es sei m; = m, =2, h € HF®, F?)) sym-
metrisch und

UX = (NN NTHANG T IN G D72 Uy oty st ().
Ist h F-degeneriert mit # wie in Anmerkung 3 zu 3.5, so konvergieren fiir
NN~ > o, > 0 (k =1, 2) die D,-wertigen Zufallsvarzablen Uy schwach gegen
einen Prozef Y, definiert durch

Y(t;, 1) = Y N{(2Wyo(ty) + boWao(ty)? — (a2t +b2t,)}.
o=1

Die Prozesse W;; (i = 1, 2, j € N) bezeichnen wiederum unabhingige Standard-
Wlenerprozesse h(x, y) Z N\, f,(x)fo(y) die Hilbert-Schmidt-Operator-Darstellung
von h und aj = &, E(E(¢}f,)?, b2 = oy E(E{;}£,)%.

Eine letzte Methode zum Bewels von schwachen Invarianzprinzipien bleibt zu
besprechen. Sie benutzt fast sichere Invarianzprinzipien. Ist nimlich die Approxi-
mationsgiite besser als/n, so folgt das gewiinschte Resultat unmittelbar. Wie man
aber schon im Fall K = 1, m = 1 sehen kann, erreicht man eine solche Approxima-
tionsgeschwindigkeit nicht allgemein; die Existenz hoherer Momente als das zweite
ist meistens notwendig.

Fir nichtdegenerierte U-Statistiken findet man ein fast sicheres Invarianzprinzip

in [155] bewiesen. Essei K=1und h € H(F ) symmetrisch. Die Brownsche Bewe-
gung auf C([0, o°[) sei mit (B(t))g << - bezeichnet. Man betrachtet nun einerseits
den PartialsummenprozeB S(t) (0 < t < o0) mit

sk =k A~ KoM U, () (A?=m E(E(,ych)? >0, Eh = 0)

und S(t) = S(k) (k <t <k + 1), andererseits Funktionen f : [0, o[> R,, die strikt
monoton wachsend in t sind, fir die aber t~!f(t) strikt monoton fallend ist und die

2 [f(cn)]~'E[(E(, }ch)? HE(13en> e 3] <o

n=1
fir jedes ¢ > O erfiillen. Es gilt unter diesen Annahmen
Satz 3.11 ([155]) Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem ein

Prozef S(t) zusammen mit der Brownschen Bewegung definiert werden kann, so
da L((S(t))o<t<w) = LS ())o< <) und
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IS(t) — B(t)| = OG/T T(D) log t) f.s.
gelten.

Setzt man z. B. fiir den Kern h € H(F) E|h(X,, . . ., Xp)|?*® <eofiirein § > 0
voraus, kann f so gewihlt werden, daf t f(t) = t! * € fiir ein € > O gilt. Damit wird

in 3.11 die Approximation so gut, daf} das Invarianzprinzip von Miller-Sen [111]
unmittelbar ableitbar wird. Des weiteren ist 3.11 anwendbar bei sequentiellen
Verfahren, dem Satz vom iterierten Logarithmus und beispielsweise der Bestimmung
der asymptotischen Verteilung von . <rr11(a1<)(N Ui (h) (vgl. [155D]).

Wihrend Sen fiir den Satz 3.11 ein fast sicheres Invarianzprinzip fiir den Partial-
summenprozef’ in der klassischen Form von Strafien verwendet, gibt es aber zumin-
dest Ansitze dafiir, weiterfithrende Resultate wie das fast sichere Invarianzprinzip
fiir empirische Prozesse ([44], [92] u. a.) zu verwenden und dabei ebenso kanonisch
vorzugehen, wie zu Anfang dieses Abschnittes beschrieben. Fiir Kolmogoroff-
Smimoff- und Cramér-von-Mises-Statistiken findet man dieses in der Arheit van

Burke ([33]) durchgefiihrt. Er betrachtet u. a. Statistiken gler Form

K K K
Sn(X)= ¥ NF) —Fyx)Pmit Fyx)= ¥ NFEx)/ ¥ N
k=1 k=1 j=1
(N =(Ny,. .., Ng)), und zeigt (unter gewissen Voraussetzungen, die etwas lang-
wierig zu beschreiben sind), dafl Sy von einer endlichen Linearkombination von
Quadraten unabhingiger Brownscher Briicken einen Supremumsabstand der
GroRenordnung N~V4 (log N)¥2 (N = ) N, ) besitzt. Hieraus folgt ebenfalls die
schwache Konvergenz unmittelbar.
Wihrend Loynes mit seiner Betrachtungsweise 1978 einen generellen Gesichts-
punkt fir die Betrachtung der Partialsummenprozesse gebildet aus U, , . . ., U,
und U,, U, 44, . . . einfiihrt, hat Hall ([75]) 1979 ein Invarianzprinzip bewiesen,
das die Anmerkungen 1) und 3) nach Satz 3.5 zusammenfafdt.
Sei zunichst K = 1, m = 2 und h eine symmetrische Funktion in ﬁ(F) mit
E h(X,;X,) = 0. Die Projektion der U-Statistik Uy (h) ist gerade Sy(h) = 2(n — 1)

N
Z (E{21h) (X;). Sei h(x,y) = Y Nf5(x) fj(y) die Ly(F x F)-Darstellung von h,

i=1
und Y die Kovarianzmatrix von

(Egyh; £1(Xy) — Efy (X)), .. ),

die natiirlich positiv semidefiniert ist. Dann existiert eine untere Dreiecksmatrix Y o
mit Y oY.¢ = 2. Seien WoW,, . . . unabhingige Standard-Wienerprozesse und

n
V=(VoVy, . ) =2oWW=(WoWy, .. ), Ya() = ¥ NIWi()? — t(1 — (E£;X,)?)].
i=1
Hall zeigt, dad Y,, stochastisch gegen einen Proze Y konvergiert. Die Zufallsvari-
able (Vy, Y) (mit Pfaden in D, x D,) bestimmt nun die Limesverteilung im

Satz 3.12 [75] Die D, x Dy-wertigen Zufallsvariablen (£y, ny), definiert
durch 1
En(t) = 5 N=3/2t=1 Upn4y(h)
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a) (X,,) heifdt gleichmdflig mischend (p-mischend), falls die Folge
@(n) :=sup {|IP(B|A) —P(B)||AE€F! ,BE Z,,t€Z)

gegen Null strebt. ([89])

b) Xpnez heiflt zweiseitig gleichmdfig (p-Ymischend, falls der Prozef (X,,)
und seine Zeitumkehr p-mischend sind. ([49]) Den Koeffizienten bezeichnen wir
mit p*(n).

¢) (X,) heift absolut regulir (3-mischend), falls

B(n) = E( _sup |P(B|ZL ) —P(B)|)

BE Z¢{+n,tEZ
gegen Null strebt. ([87])
d) (X,) heifit stark mischend (a-mischend), falls

a(n) =sup {|{P(ANB) —P(A)PB)| |A€#. , BEF ., tE€E 2}
gegen Null strebt ([118]).

Es gelten die Implikationen b) = a) = ¢) = d). Die Umkehrungen gelten i. a. nicht
([88], [28]). Markoffketten erfiillen b), wenn sie aperiodisch sind.

Von spezieller Bedeutung erweist sich c¢). Ornstein (cf. [125]) fithrte den Begriff
der schwachen Bernoullieigenschaft fur dynamische Systeme (2, .%, P, T) (einer
invertierbaren, mafitreuen Abbildung auf einem Wahrscheinlichkeitsraum) ein,
der — stochastisch gesehen — dquivalent zur absoluten Regularitit ist.

Definition 4.2 Eine mefibare Zerlegung o= {A,,A,, . . .} von S heifit
schwach Bernoulli, falls fiir alle e > 0 ein N € N derart existiert, daf fiir alle

0 N+m
m=>1 V T eunabhingigvon \ Tiaist. Dabei heifit eine Zerlegung B e-unab-

-m N
hdngig von der Zerlegung vy, wenn es eine Familie von Atomen & Cymit P(&)> 1 —€

und Y, IP(I?TQ)C) — P(B)| <€ fiir alle C € & gibt. Man sagt sodann, T besitze die
BES

schwache Bernoullieigenschaft, falls eine schwache Bernoulli-Zerlegung existiert.

Das Problem des Nachweises dieser Eigenschaft bei speziellen Systemen erweist
sich als ein schwieriges Problem, ist aber in einigen Fillen gelost: Die folgenden
Systeme sind schwach Bernoulli und damit absolut regulir:

1) Jeder unabhingige Prozefd mit diskretem Zustandsraum und jeder dazu
isomorphe Prozef, insbesondere jede aperiodische Markoffkette. ([125])

2) Jeder hyperbolische Automorphismus auf einer kompakten Mannigfaltig-
keit, speziell jeder hyperbolische Automorphismus auf dem Torus ([27], [10]).

3) Das Sinai-Billiard und abgeleitete Systeme ([95], [66], [160], [161],
[162]).

4) Transformationen T : [0, 1] = [0, 1], die der Hofbauer-Keller-Bedingung
geniigen ([82]), speziell der Lasota-Yorke-Bedingung [97], wenn sie schwach
mischend sind.

Nebenbei bemerkt, haben fast alle dieser Systeme als Modell ihre spezielle Bedeu-
tung in verschiedenen wissenschaftlichen Disziplinen: Physik, Biologie, Okonomie,




Invarianzprinzipien fiir regulire Funktionale 185

Medizin, Okologie (z. B. als Populationsmodelle; bei Krankheitsabliufen wie
haemolytischer Animie; Preis-Nachfrage-Modelle in der Okonomie; die sog. Lorenz-
Formulierung eines meteorologischen Problems, bei dem die vertikale Konvektion
einer Fliissigkeit mit groer Prandtizahl untersucht wird).

Auf den ersten Blick scheint es ein Paradoxon zu sein, auf Systeme, die durch
deterministische Abbildungen oder Differentialgleichungen beschrieben werden,
statistische Verfahren anzuwenden. Es ist jedoch zweierlei zu bedenken. Auch
wenn ein System deterministisch gesteuert wird, kann das Erscheinungsbild so
chaotisch werden, daf} eine stochastische Beschreibung am sinnvollsten ist. Umge-
kehrt, kann ein unabhingiger Prozef stets durch eine deterministische Abbildung
beschrieben werden (z. B. ist fiir Tx = 2x mod 1 0 <x < 1 die Folge 1o 3; © T"
unabhingig).

Statistische Untersuchungen fiir schwach abhingige Prozesse erschienen seit den
60er Jahren ([102], [110], [120], [142], [145], [170], [184], [190]). Die Ergeb-
nisse, die U-Statistiken und v. Mises-Funktionale betreffen, sollen nun zum
AbschluB® kurz dargestellt werden. Es ist nicht moglich, eine einheitliche Darstel-
lung wie im unabhingigen Fall zu geben. Das liegt vor allem an unterschiedlichen
Mischungsraten und Momentenbedingungen, die gemacht werden kénnen. Die
Verteilungstheorie von U-Statistiken und v. Mises-Funktionalen hiingt vor allem
von guten Abschitzungen der zweiten Momente ab. Im unabhingigen Fall sind
diese sehr einfach zu berechnen. Im schwach abhiingigen Fall sind z. T. sehr feine
und diffizile Abschidtzungen notwendig.

In Abschnitt 3 spielte die Anzahl der Stichproben eine wesentliche Rolle. Im
schwach abhingigen Fall ist jedoch die Theorie erst so weit entwickelt, da® diese
Anzahl praktisch keine Rolle spielt. Deshalb soll der Einfachheit halber nur der
Einstichprobenfall dargestellt werden. Fiir einen Proze (X,), > ; sei die Bedingung
o4 s wie folgt definiert:

1
(04,8) : 5up E[IB(Xy;, - Xi)I* " P78 oo fiir A C N und § >0,
te

Seien A, = {t EN™ |t; # t; Vi#j}, Ay = N™.

Satz 4.3 [49] Sei (X,)necz ein stationdrer Prozef3 mit Werten in E,
h : E™ > R. Es sei Eh = 0 und h symmetrisch und nicht degeneriert, d. h.
—m)!
E(E{1}ch)? > 0. Dann konvergiert die Folge EI—I:— (EN'L) Uy (h) schwach gegen
N !
die Standard-Normalverteilung unter einer der folgenden Bedingungen:
a) (0a,,s) fiir ein § > 0, 0% > o und 4.1b)
b) (04,,0), 4.1b), 2 o*(n) <oound 0* # 0
¢) (0a,,s) fiir ein >0, 4.1c), 2. p2/(2*%)(n) < oo und ¢ # 0.
Dabei ist

N
a§=E[( > E{l}ch(x,))z}
t=1

und  0*=E[E(3ch(X)P+2 ¥ E[Eg)ch(Xy) - ByychXpl.
t=2
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Die gleiche Aussage, % V(h) £ N(0, 1), gilt fiir v. Mises-Funktionale, Vi (h)
N

=Nm Y h(Xy,, Xips - - o Xtm ), wenn in a) — ¢) A, durch A, ersetzt wird.
1<H<N
Unter der éedingung a) ist N"'o% eine langsam variierende Funktion, und ¢2 in
b) und c) existiert stets (diese Reihe ist absolut konvergent ([88]).
Man ist bei 4.3 nicht auf die Stationarititsbedingung angewiesen. Man benétigt
dann jedoch eine stirkere (0, 5)-Bedingung und eine weitere Zusatzeigenschaft.
Die Ausdehnung auf K Stichproben ist ebenfalls moglich, aber recht kompliziert
darzustellen ([49]). Dabei konnen die Stichproben untereinander Abhingigkeits-
strukturen aufweisen. Sen ([152] hat 4.3 fiir Prozesse bewiesen, die einer stirkeren
Mischungsbedingung (der *-Mischung [21]) und stirkeren Bedingungen an die
Mischungskoeffizienten geniigen. Fiir absolut regulire Prozesse (4.3¢)) ist das
Resultat von Yoshihara ([189]) bewiesen worden. Der unabhiingige Fall (Hoeffding)
ist mit 4.3b) abgedeckt. Die Grenzwertaussagen fur m-abhingige Prozesse in [2],
[145], [110] folgen natiirlich ebenfalls aus 4.3b). Im schwach mischenden Fall ist
so gut wie kein Ergebnis bekannt (wenn man von trivialen Varianzabschitzungen
absieht). Zum Beweis der Aussage von 4.3 benutzt man eine Varianzabschitzung,
um einen stochastisch dquivalenten Prozef} zu erhalten, auf den dann zentrale
Grenzwertsitze von Ibragimov und Rosenblatt ([88]) angewandt werden kénnen.
Invarianzprinzipien lassen sich ebenfalls formulieren:

Satz 4.4 Die Zufallsvariablen t >/N ;:—5 ([N—;I]\“—T@l Uin¢y(h) konver-
gieren schwach gegen das Standard-Wienermafl, wenn (X,), ez ein stationdrer
Prozef3, h eine symmetrische, nicht degenerierte, zentrierte Funktion ist und eine
der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist.

a) (0a,,0), 4.1b), X p*(n) <eound 0 # 0

, b) (04,,s) fiir ein 8> 0, 4.1c), p*/2*4(n) = O(n=~ ) fiir ein € > 0 und
o* #0.

Fiir v. Mises-Funktionale gilt eine analoge Aussage, wenn A, durch A, ersetzt wird.
Im Falle der *-Mischung wurde 4.4 von Sen ([152]) unter stirkeren Bedingungen

an die Mischungskoeffizienten und unter der Forderung der Existenz héherer
Momente bewiesen. 4.3b) wurde von Yoshihara ([189]) unter stirkeren Voraus-
setzungen gezeigt (Existenz hoherer Momente, stirkere Fallrate der Mischungs-
koeffizienten). 4.4a) deckt natiirlich wiederum den unabhingigen Fall ab (Miller,

Sen [111], Sen [153]). Der Beweis von 4.4a) erfolgt mit Theorem 20.1 von Billings-
ley ([18]), der von 4.4b) benutzt ein Invarianzprinzip von Oodaira, Yoshihara ([123]).
Fiir dynamische Systeme, die schwach Bernoulli sind (mit entsprechender Zelegung o
und entsprechendem Mischungskoeffizienten der absoluten Regularitit), kann man
unter Benutzung der Sitze 4.3 und 4.4 statistische Verfahren entwickeln. Das setzt

v iag anr-p ol A oy~ ~ Ao imld T g U gag gim e lania weose indanh

darauf nicht hoffen, z. B. wenn T die Anzahl der Individuen nach einer Generation
bei einem Populationsmodell mit nichtiiberlappenden Generationen bedeutet,
besitzt man nur Kenntnis iiber den Prozef T°, T!, T2, ... . Man kann aber in vielen
Fillen zeigen, dad E(T — E(T |(«)?,))2 gegen Null strebt fiir ein q. E(T [()2,,)

herveichnet hier die hedinote Frwartiine von T h7ol der a-Aloehra die van allen
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Satz 4.8 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.5 fiir ein Funktional (X,)
mit Verteilungsfunktion F und fiir einen beschrinkten symmetrischen Kern
h : R?—> R mit Eg, }h = 0 konvergieren die Zufallsvariablen N—1Uy(h) schwach
gegen Z,(h) mit

A h(F~'x, F! X #F
h(x,y) = 0( * y) ‘= z, sofern

i) B(n) = O(n~?)

ii) F(b) — F(a) <C(b — a)" fiira<b,ein C>0und r>0.

iii) PXy,=X,)=0 Vn.

Ist fl(x, y) =Y, N (x)f;(y) (in L,) die Darstellung durch den Hilbert-Schmidt-
Operator und ist Z,(f;) (j € N) wohldefiniert, so folgt auch Z,(h) = Y 7\,~[Zl(f,-)2 —1].
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Buchbesprechungen

Locher-Ernst, L., Projektive Geometrie, Dornach 1940, 19802, DM 29 ,—

Locher-Emst, L., Urphinomene der Geometrie, Dornach 1937, 19802, DM 22,—

Locher-Emst, L., Raum und Gegenraum, Dornach 1957, 19702, DM 35,50

Locher-Ernst, L., Mathematik als Vorschule zur Geist-Erkenntnis, Dornach 1944,
1973%, DM 39,80

Locher-Ernst, L., Geometrische Metamorphosen, Dornach 1970, DM 32,80

Als Mathematiker in einem keineswegs mathematikfreundlichen Lande (Ungarn, du
hast es besser) freut man sich, wenn man unvermutet auf Sympathisanten sto8t. Der Begriinder
der Anthroposophie Rudolf Steiner (1861—1925) hat u. a. auch Mathematik studiert, sich dann
seine eigentiimlichen Gedanken dazu gemacht und diese in seinem umfangreichen Schriften-
und Vortragswerk immer wieder anklingen lassen. Die Anthroposophie hat sich in iiber einem
halben Jahrhundert als eine stabile, im Gebaren wohltuend solide Weltanschauungsbewegung
etabliert, der Offentlichkeit bemerkenswerte Alternativen zum staatlichen Schulsystem und der
herkémmlichen Behindertenfiirsorge — um nur zwei Beispiele zu nennen — vorgestellt und nam-
hafte Personlichkeiten wie den Dirigenten Bruno Walter (1876—1962), den Architekten Hans
Scharoun (1893—1972) und den mit einer bekannten Mathematikerin verheirateten Literatur-
nobelpreistriger Saul Bellow (* 1915) zu interessieren vermocht. Der bekannte und verdiente
Mathematiker Louis Locher-Ernst (1906—1962) ist Anthroposoph gewesen. Er hat der mathe-
matischen Offentlichkeit drei Lehrbiicher (Differential- und Integrairechnung, Basel (Birkhiuser)
1948; Einfiihrung in die freie Geometrie ebener Kurven, Basel (Birkhiuser) 1951, Arithmetik
und Algebra, Ziirich 1945), den Anthroposophen jedoch mindestens ein halbes Dutzend Biicher
anthroposophisch-mathematischen Inhalts hinterlassen. Fiinf davon méchte ich hier zum Anlaf®
nehmen, einige schlaglichtartige Einblicke in die anthroposophische Mathematik-Beschiftigung
zu versuchen.

Rudolf Steiners personliche Begegnung mit der Mathematik begann in seiner Schulzeit.
Ein freundlicher Lehrer iiberlie ihm leihweise ein Geometrie-Lehrbuch. Steiner schreibt hierzu
in seiner Autobiographie (Mein Lebensgang, Dornach 71962) auf S. 20/21: ,.. . . konnte der
Hilfslehrer mit etwas in mein Leben eingreifen, das fiir mich richtunggebend geworden ist. Bald
nach meinem Eintreten in die Neudérfler Schule entdeckte ich in seinem Zimmer ein Geometrie-
buch. Ich stand so gut mit diesem Lehrer, daf ich das Buch ohne weiteres eine Weile zu meiner
Benutzung haben konnte. Mit Enthusiasmus machte ich mich dariiber her. Wochenlang war
meine Seele ganz erfiillt von der Kongruenz, der Ahnlichkeit von Dreiecken, Vierecken, Viel-
ecken; ich zergriibelte mein Denken mit der Frage, wo sich eigentlich die Parallelen schneiden;
der pythagoreische Lehrsatz bezauberte mich.

Dafl man seelisch in der Ausbildung rein innerlich angeschauter Formen leben konne,
ohne Eindriicke der dufleren Sinne, das gereichte mir zu hochsten Befriedigung. Ich fand darin
Trost fiir die Stimmung, die sich mir durch die unbeantworteten Fragen ergeben hatte. Rein
im Geiste etwas erfassen zu kénnen, das brachte mir ein inneres Gliick. Ich weifl, daf} ich an
der Geometrie das Gliick zuerst kennen gelernt habe.

Solche Worte bekommt ein Mathematiker von Nichtmathematikern selten zu héren.
Die spatere mathematische Beschiftigung Steiners scheint im wesentlichen der projektiven
Geometrie, so wie sie am Ende des 19. Jahrhunderts vorlag, gegolten zu haben. Die ihm eigentiim-
liche Art der Beschiftigung bestand weniger im Handhaben-Lernen von Beweismethoden, sondern
in der erlebnismaBigen Erfassung von Satz- und Definitions-Inhalten. Diese Eigenart Steiners ist
auch fiir die obengenannten fiinf Biicher von Locher-Ernst charakteristisch. So heift es z.B.
in ,,Raum und Gegenraum auf S. 8:
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daf der Raum keineswegs ein Gefif ist, das von Seiten eines deus ex machina fiir den
Ablauf der Geschehnisse bereitgestellt worden wire. Der Raum ist ein Begriff, mit
dessen Hilfe das Denken die Wahrnehmungswelt durchdringt . . . Die tiefwurzelnde
Meinung, der Raum sei ein totes Gefif, stellt eine der Ketten dar, mit denen Ahriman
den Menschen in Fesseln hilt . . . .

So ein Zitat konnte den Eindruck erwecken, als wiirde Louis Locher-Ernst seinen Lesern nur
jene methodische Phantastik bieten, fiir die ich den Grofteil des von Rudolf Steiner Geduferten
halte. Dem ist aber nicht so. Die drei Binde ,,Urphdnomene der Geometrie*, , Projektive Geo-
metrie* und ,,Raum und Gegenraum* bieten ein solides geometrisches Training. Besonders her-
vorzuheben ist das iiberaus sorgfiltig gestaltete, rein schwarzweifle Abbildungsmaterial. Der
,,Gegenraum* ist eine Ausgestaltung der Vorstellung ,.ein solides Tetraeder wird durch ein Loch
im solide gedachten Restraum ersetzt*. Das Gergonne-Pongeletsche Dualititsprinzip bildet die
Leitlinie aller geometrischen Darlegungen von Rudolf Steiner und Louis Locher-Emst (S. 6).
Charakteristisch ist auch eine Stelle ,,Urphdnomene der Geometrie“ S. XI:

Das Wort Axiom wird im folgenden vermieden, es hat heute recht stark den Beigeschmack
einer ganz in der menschlichen Willkiir liegenden, beliebigen Setzung angenommen. Da

fiir mich das mathematische Begriffsgebaude nicht ein blofies Hirngespinst ist, sondern

einen abstrakten Abklang einer wesenhaften Welt, deren Erzeugnis die physisch-sinnliche

ist, darstellt, scheint mir das von Geothe in die Farbenlehre eingefithrte Wort ,,Urphidnomen*
vielsagender, mehr auf die Wirklichkeit hinweisend, zu sein.

Die AbschlieBung der euklidischen Ebene durch eine unendlichferne Gerade wird erlebnismifig
vertieft. So heift es in ,,Urphinomene der Geometrie* auf S. 41:

Wir wollen uns dazu aufschwingen, zwei parallelen Geraden einen und nur einen unend-
lichfernen Punkt anzuerkennen.

Und ebenda auf S. 44:

Wenn wir uns im Endlichen umschauen, welche Figuren die Eigenschaft haben, mit
jeder Geraden genau einen Punkt gemeinsam zu haben, so sagt uns die geometrische
Anschauung, da8 nur die Gerade selbst diese Eigenschaft. besitzt, so da wir auf die
Idee kommen:

Die unendlichfernen Punkte einer Ebene bilden eine Gerade, die unendlichferne Gerade
g dieser Ebene.

... Wie sehr sie zum Organismus des Raumes hinzugehort, wird sich immer mehr
erweisen . . .

Der normale Hochschulmathematiker sieht die Sache der Geometrie natiirlich anders u. z. mit
guten Griinden. Der in anthroposophischer Geometrie Gebildete sollte irgendwann einmal auf
eine ihm verstindliche Gegen-Auflerung des Establishments stofen. Hierzu ist in einer Rezension
nicht geniigend Raum. Was der Anthroposophie, auch in Sachen Mathematik, m. E. nottut, ist
eine Personlichkeit, die sie aus der engen Bindung an die vom 19. Jahrhundert geprigte Vorstel-
lungswelt Rudolf Steiners herausfithrt. In den hier vorgestellten Biichern von Louis Locher-Ernst
ist eine derartige Bewegung noch nicht zu spiiren. Vielmehr bleiben die beiden z. T. iiber die
Mathematik hinausfilhrenden Aufsatzsammlungen ,,Geometrische Metamorphosen* und
,,Mathematik als Vorschule zur Geist-Erkenntnis‘‘ noch vollig im Banne des Griinders. Daf3 dieser
Griinder Ehrfurcht vor allen Kulturtraditionen predigte, macht ihn mir sympathisch. Daf} er im
Vorzimmer der Mathematik seine eigene Mathematik-Schule aufmachte, gibt Anla zum Schmun-
zeln, aber nicht zur Vertreibung. Wer wollte auch einen so kompetenten Mathematiker wie Louis
Locher-Ernst wegen seines anthroposophischen Engagements aus der Mathematik vertreiben
wollen? Meinen hoflichen Respekt!

Erlangen K. Jacobs
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Wolfowitz, J., Selected papers, Editor: Kiefer J. with the assistance of Augustin, U.
and Weiss, L., Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1980, 1 portrait, 6 figs., 1 tab.,
xxiii + 642 pp., cloth, DM 69,—

Jacob Wolfowitz war eine der hervorragenden Personlichkeiten der modernen mathe-
matischen Statistik und Informationstheorie. Der Band seiner ausgewihlten Arbeiten wurde
fiir seinen 70sten Geburtstag herausgegeben, und in der Einleitung wurde der Wunsch ausge-
sprochen, daf er seine fruchtbare wissenschaftliche Titigkeit noch fiir viele Jahre fortsetzen
mdoge. Leider ist dieser Wunsch nicht erfiillt worden, denn am 16. Juli 1981 ist er gestorben.

So ist jetzt diese Arbeitensammlung auch als Gedenkband fiir einen groen Wissenschaftler
anzusehen.

In dem Band werden nach einer kurzen Biographie und einer Besprechung der Themen
und der Bedeutung der Forschungsarbeit von J. Wolfowitz 49 seiner Arbeiten reproduziert, die
aus seinen zwischen 1939 und 1979 erschienenen 120 Publikationen ausgewihlt wurden. Eine
Liste samtlicher Publikationen ist am Ende des Bandes zu finden.

Wie die Herausgeber betonen, war Wolfowitz auch ein hervorragender Lehrer und Vor-
tragender, der seine Zuhorer nie in dem mathematischen Formalismus verlorengehen lie8. Er
vermochte die wesentlichen Gedanken mit grofier Klarheit darzustellen. Der Besprecher hatte
leider keine Gelegenheit, die Klarheit der Vorlesungen von Wolfowitz zu geniefen, doch kann

er wohl feststellen. dal die Lektiire seiner Arbeiten einen dhnlichen Elg%rgﬁlﬁ iﬁ; 252 =]
—l_&—t—'r! -

nicht der Mann, der groangelegte abstrakte Theorien schaffte. Vielmehr vermochte er mit
relativ kleinem mathematischen Aufwand grundlegende Fragen zu kliren und in neueren For-
schungsrichtungen bahnbrechende Arbeit zu leisten.

Die erste Periode seiner wissenschaftlichen Titigkeit war geprigt durch die Zusammen-
arbeit mit Abraham Wald, dem Begriinder der modernen statistischen Entscheidungstheorie und
sequenziellen Analyse, die zu mehreren viel zitierten Ergebnissen auf diesen Gebieten fiihrte.
Aus der Vielfiltigkeit der weiteren Forschungen von Wolfowitz seien hier nur die asymptotische
statistische Theorie und die Informationstheorie erwihnt. Charakteristisch fiir sein Streben nach
Klarheit und sinnvolle Fragestellungen ist seine Kritik an der klassischen Maximum ILikelihood
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erhoht hitte. Aber trotz dieser kritischen Bemerkungen ist der Besprecher iiberzeugt, dafl die
Herausgabe dieser Arbeitensammlung ein sehr niitzliches Unternehmen war. Er mochte deren
Lektiire jedem warm empfehlen, der sich fiir mathematische Statistik und Informationstheorie
interessiert und hofft, daf der Leser die Lektiire genief3t, so wie er selber sie genossen hat.

Budapest — Bielefeld I. Csiszér

Potthoff, K., Einfiihrung in die Modelltheorie und ihre Anwendungen, Darmstadt:
Wissenschaftliche Buchgesellschaft 1981, xii + 277 S., kart., DM 48,—

Modelltheorie ist eine Teildisziplin der Mathematischen Logik. In ihr untersucht man
die Modelle elementarer (erststufiger) Axiomensysteme unter lokalen und globalen Gesichts-
punkten, d. h. man untersucht die Eigenschaften einzelner Modelle sowie Eigenschaften der
Gesamtheit aller Modelle. Thre Wurzeln hat die Modelltheorie einerseits in den Arbeiten von
Loéwenheim und Skolem aus den Jahren 1915 und 1934, andererseits in einer grundlegenden
Arbeit von Godel aus dem Jahre 1930. In den Arbeiten von Lowenheim und Skolem wird mit
einer Konstruktion, die im wesentlichen die Ultraproduktkonstruktion darstellt, die Nicht -
charakterisierbarkeit der natiirlichen Zahlen durch ein elementares Axiomensystem gezeigt.
Diese Methode der Konstruktion von sogenannten Nichtstandard Modellen eines Axiomen-
systems stand Pate bei der Entwicklung der Nichtstandard Analysis durch Abraham Robinson
in den sechziger Jahren. In der Arbeit von Godel wurde fiir eine Formalisierung des Beweisbe-
griffes gezeigt, daf} diese alle mathematischen SchluBweisen vollstindig erfalt, daf} also eine
Unbevgeisprkeit nowendi in einem ,,Gegenbeispiel“ beeriindet sein muf, Die Konstruktion
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Die Darstellung ist meist sehr sorgfiltig und durch zahlreiche Ubungen erginzt. Die
Auswahl der Ubungen ist gut getroffen. Bedauerlicherweise hat bei ihrer Erstellung der Autor
jedoch nicht die gleiche Sorgfalt walten lassen wie beim Text: die Ubungen 3.4, 3.8,4.3,13.3
enthalten falsche Behauptungen.

Ein bemerkenswerter Schwerpunkt dieser Einfithrung in die Modelltheorie ist der
Anhang I iiber Nichtstandard Analysis. In diesem Anhang, der etwa ein Viertel (!) des ganzen
Buches einnimmt, wird eine Grundlegung der Nichtstandard-Analysis gegeben, die derjenigen
von Machover und Hirschfeld (Lecture Notes in Math. Nr. 94, Springer) folgt. Die Entwicklung
der Begriffe und Methoden in diesem Anhang ist sowohl gut motiviert (was man nicht von
allen Teilen des Buches gleichermafien behaupten kann) als auch prizise durchgefiihrt. — Bei
einer Grundlegung der Nichtstandard-Analysis ist oft gerade die Prizision ein Hindernis fiir die
Verstindlichkeit. — Die Darstellung darf ohne Zweifel als gelungen bezeichnet werden. Nur
schade, da8 das Integral nicht mit einbezogen wurde. Statt dessen front der Autor der Darstel-
lung allgemeiner topologischer Begriffe im Rahmen der Nichtstandard-Analysis.

Neben dieser kleinen Kritik an der Themenauswahl in Anhang I (es gibt noch einen
weiteren, sehr kurzen Anhang iiber Mengenlehre) sei noch eine Kritik an dem Beweis des
Godelschen Vollstindigkeitssatzes angemerkt. Zum Beweis dieses wohl wichtigsten Satzes der
Mathematischen Logik verwendet der Autor eine Methode (Forcing), die sich zwar auch an
anderen Stellen des Buches verwenden 1a8t (und eben deshalb vom Autor benutzt wird), die
aber in ihrer Undurchsichtigkeit ein Verstindnis dieses Beweises behindert. Nicht umsonst for-
dert der Autor den Leser auf, den Beweis erst einmal zu iiberspringen, um ihn dann zu einem
spiteren Zeitpunkt ,,nach einer intensiven Beschiftigung mit der Modelltheorie* wieder aufzu-
greifen.

Trotz aller geduferter Kritik mochte ich den an der Modelltheorie und ihren Anwen-
dungen Interessierten dieses Buch empfehlen. Es vermittelt einen guten Einblick und ist nicht
zuletzt wegen seiner etwas eigenwilligen Zusammenstellung eine wertvolle Erginzung der Litera-
tur zur Modelltheorie.

Konstanz A. Prestel

Fenstad, Jens E., General Recursion Theory, an Axiomatic Approach (Perspectives in
Mathematical Logic), Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Verlag 1980, XI + 225 S., geb.,
DM 78,—

Die gewdhnliche Rekursions-Theorie verfolgt das Ziel, den intuitiven Begriff der
,»Berechnung* so einzufangen und zu formalisieren, dafl er mathematischen Untersuchungen
zuginglich wird. Diese etwa 50 Jahre alte Theorie gehort lingst zum klassischen Bestand der
Mathematik insbesondere aufgrund ihrer zahlreichen Anwendungen etwa in der Algebra
(Wortprobleme in Gruppen, . .), Logik (Godels Unvollstindigkeitssatz, . .), Komplexitits-Theorie
und Computer-Wissenschaft. Es waren zunichst Probleme der Deskriptiven Mengenlehre und
der Logik infinitirer Sprachen, die vor etwa 30 Jahren zu Verallgemeinerungen der Rekursions-
Theorie fiihrten. Die gewohnliche Rekursion auf der Reihe N der natiirlichen Zahlen ist so gut
wie Rekursion auf der Menge HF der erblich endlichen (hereditarily finite) Mengen. Rekursion
auf N fithrte zur Rekursion auf Ordinalzahlen und diese wiederum zu einer Theorie sogenannter
»Zuldssiger Strukturen* (admissible sets); Rekursion auf HF wurde zur Mengen-Rekursion verall-
gemeinert.

Das vorliegende Buch hat das Ziel, in diese und #hnliche verallgemeinerten Rekursions-
Theorien einzufiihren. Der Zugang ist axiomatischer Natur und das bedeutet, dal Berechnungs-
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Strukturen zugrunde gelegt werden, die jeweils bestimmten Forderungen (Axiomen) geniigen
miissen. Das Buch ist in vier groflere Teile gegliedert.

Teil A entwickelt die allgemeine Theorie und fiihrt die Theorie der Berechnungen bis
zu einer verallgemeinerten Fassung des ersten Rekursions-Theorems und einem Darstellungssatz.

Teil B befalt sich mit ,,endlichen Theorien*, d. h. mit Berechnungs-Theorien, die einen
,verniinftigen** Endlichkeits-Begriff zulassen. Die hohe Bedeutung, die einer addquaten Verall-
gemeinerung des Begriffes der endlichen Menge in der verallgemeinerten Rekursions-Theorie
zukommt, hatte G. Kreisel erkannt. Der Verfasser wihlt den von Y. Moschovakis vorgeschlagenen
Endlichkeits-Begriff. [hm wird als zweiter fundamentaler Begriff der der Priwohlordnung an die
Seite gestellt. Dariiber wird das Gebaude der Spector-Theorien aufgebaut, das sich als eine
,Tichtige* Verallgemeinerung der hyperarithmetischen Theorie erweist.

Teil C ist den unendlichen Theorien gewidmet. Hier werden allgemeine Versionen der
gewohnlichen Rekursions-Theorie und vor allem die Theorie der ,,zuldssigen Mengen** behandelt.
Die Theorie der Inadmissibilitit wird nur kurz gestreift. Ausfiihrlicher wird die Theorie der
Grade (und Reduzibilitdt) dargestellt.

In Teil D wird im wesentlichen Rekursion in hoheren Typen und ihr Zusammenhang
mit rudimentiren Mengen-Funktionen und Mengen-Rekursion behandelt.

Das Buch gehort der anspruchsvollen Reihe der , Perspectives in Mathematical Logic*
an. In den Monographien dieser Reihe sollen die behandelten Themen aus einer einheitlichen
und deutlich umrissenen Perspektive heraus entwickelt werden. In dem vorliegenden Band ist
es der axiomatische Standpunkt, von dem aus die verschiedenen Entwicklungslinien der Rekur-
sions-Theorie gesehen werden. Seine Sicht der Dinge teilt der Autor in zahlreichen klar formulier-
ten Bemerkungen mit, Ansichten, die Einsichten sind. Diese Bemerkungen sind eine grofie Hilfe
fiir den Lernenden und zugleich aber auch ein GenuB fiirr den Kenner.

Tiibingen U. Felgner

Davenport, H., Multiplicative Number Theory (2nd ed. revised by Montgomery, H. L.)
(Graduate Texts in Mathematics, vol 74). Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag
1980, xiii + 177 pp, Cloth, DM 37 ,—

Wie in anderen Gebieten der Mathematik gibt es auch in der Zahlentheorie gewisse
Hauptstromungen, darunter das ,grofle Sieb*. Es gibt ausgezeichnete Buchdarstellungen davon,
und das zu besprechende Buch nimmt dabei eine besondere Stellung ein. Es hat eine ganze
Generation von Zahlentheoretikern nachhaltig beeinflu8t, und vielen einen Zugang zum grofien
Sieb eroffnet. Im Zusammenhang mit dem grofen Sieb hat es in unserer Zeit spektakulire
Entdeckungen gegeben.

Es geht in erster Linie um die Verteilung von Primzahlen in primen Restklassen. Nach
Vorarbeiten von Linnik, Renyi und Roth wurde 1965 der mittlerweile beriihmte Mittelwertsatz
von Bombieri und A. I. Vinogradov bewiesen. Als Anwendung bestitigte Chen danach beinahe
die Goldbach-Vermutung; er bewies, daf} jede grofle gerade Zahl sich in der Gestalt P, + P,P;
(Py,2,3 prim) schreiben lifit.

Das vorliegende Buch fand in der ersten Auflage grofen Zuspruch. Jetzt ist es erfreu-
licherweise wieder erhiltlich. Montgomery hat in der Revision viel von seiner eigenen Erfahrung
eingebracht, doch den Stil des Buches weitgehend beibehalten. Die wichtigsten Vereinfachungen
gehen auf Vaughan zuriick.

Das Buch handelt unter anderem von multiplikativen Charakteren (daher auch der
Titel Multiplikative Zahlentheorie), Funktionalgleichung und Nullstellenverteilung zugehoriger
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L-Funktionen, Siegels Satz von der Ausnahmenullstelle, Exponentialsummen mit Primzahlen
(mit Anwendung auf die Summe von 3 Prinzahlen) und vom grofien Sieb.

Es ist anzunehmen, daf auch diese Auflage Anregungen zu neuen Entdeckungen geben
wird.

Hannover G. J. Rieger

Bellman, R., Analytic Number Theory: An Introduction (Mathematics Lecture Notes
Series, No 57) New York — Amsterdam: The Benjamin/Cummings Publ. Company 1980, 195 pp,
hardbound, $ 19.50

Das vorliegende durch und durch ungewohnliche Buch des renommierten Verfassers
soll eine Einfiihrung in die analytische Zahlentheorie geben; “‘the theme is the mean value of
certain important elementary arithmetic functions, the Euler ¢ function, the divisor function,
the squarefree function, and the prime divisor function.”

Der Verfasser weist im Vorwort darauf hin, daf viele Themen ausgelassen wurden, insbe-
sondere werden keine Exponentialsummen behandelt. Der Verfasser betont “. . . we have concen-
trated on the areas in which we have had greatest personal interest.” Demnach befafit sich der Autor,
der viele wichtige Beitrdge zur Analysis geleistet hat, reichlich mit Hilfsmitteln aus der klassischen
Analysis; diese werden nach Meinung des Referenten gegeniiber den eigentlich zahlentheoreti-
schen Themen etwas iiberbetont.

Der Inhalt des Buches mag aus den unten folgenden Kurzbeschreibungen des Inhalts
der einzelnen Kapitel hervorgehen. Jedes Kapitel schliet mit Kommentaren und einer Fiille
von Literaturhinweisen. In jedem Kapitel finden sich auch viele ,,Exercises*, die oft den Text
ganz wesentlich ergiinzen; der Schwierigkeitsgrad dieser Ubungsaufgaben ist unterschiedlich, er
reicht von einfachsten Ubungen zur Analysis (Show that 1 — e ™ > 0, if x > 0) iiber recht
schwierige zahlentheoretische Aufgaben (*““Use this result (gemeint ist die Perronsche Formel)
to obtain an error term for the higher divisor function” oder “Show that if f(n) is additive
and monotone, it must be a multiple of the logarithm”) bis zu Forschungsprojekten (“Construct
a theory of multiplicative functions for Gaussian integers™).

Kap. I. “Estimates™: Spezialfille der Eulerschen Summenformel, die Cauchy-Schwarz-
sche Ungleichung, Abelsche partielle Summation, fg exp (—x2)dx. — Kap. II. “Transforms”’;
Fourierreihen und Cesaro-Summierbarkeit, Parsevalsche Gleichung, die Fourier-, Laplace- und
Mellin-Transformation. — Kap. III “Congruences”: Der kleine Satz von Fermat, die Kongruenz
F(n) =0 mod p fir F(X) € Z [X]. — Kap. IV. “The I" Function”: Funktionalgleichung, Stirlings
Formel, Weierstrasche Produktdarstellung, die Betafunktion. — Kap. V. “Riemann Zeta Func-
tion”: Definition, Eulerprodukt, Mobiussche Umkehrformel, Multiplikative Funktionen, Funk-
tionalgleichung der Zeta-Funktion, Primzahlsatz. — Kap. VI. “The Poisson Summation Formula®*:
Summenformel, Anwendung auf Thetafunktionen, Gaufische Summen. — Kap. VII. “Functional
Equations”: Funktionalgleichungen von Thetafunktionen. — Kap. VIIIL. “The Euler ¢ Function”:
Multiplikativitit, die Mittelwerte M(p), M(¢?), und M(p © F) fiir ein Polynom F(X) € Z[X]. —
Kap. IX. “The Divisor Function”: Perrons Formel, die Mittelwerte M(r), M(7?), and M(7 © F)
fir quadratische Polynome F. — Kap. X. “The Squarefree Problem” (welch “abus de language™!):
Mittelwert M(u?), Pellsche Gleichung, asymptotische Auswertungvon  p2(n? +1). —

n<N
Kap. XI. “The Prime Divisor Function, Selberg’s Sieve Method, and Algebraic Independence”:

Es werden die Mittelwerte M(w), M(w?) und M(w © F) fiir F(X) € 2[X] bestimmt, die obere
Abschitzung bei Selbergs Sieb skizziert und die algebraische Unabhingigkeit gewisser zahlen-
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L-Reihen an negativen ganzen Stellen dargestellt wird. In einem zweiten Teil wird die analytische
Klassenzahlformel fiir binire quadratische Formen hergeleitet und dann auf quadratische Zahl-
korper uminterpretiert. DaBl dabei nicht auch Ringklassencharaktere betrachtet wurden und
somit nur die Theorie fiir Fundamentaldiskriminanten korpertheoretisch interpretiert wurde,

ist zu bedauern. Das Buch schliet mit der Darstellung der wunderschonen Zusammenhinge
zwischen Kettenbriichen, Klassenzahlen und der Berechnung der Zetafunktionen an der Stelle O
fiur indefinite Formen.

Graz F. Halter-Koch

Cohn, P. M. Universal Algebra, 2nd edition (Mathematics and its Applications, vol 6),
Dordrecht: D. Reidel Publ. Comp. 1981, xv + 380 pp, Cloth, Dfl 85,—: paper, Dfl 37,50 (1st
edition: Harper & Row, 1965)

Die Neuauflage von P. M. Cohns Buch ,,Universal Algebra* ist ein revidierter Neudruck
der ersten Auflage, der durch vier weitere Kapitel erginzt wurde. Dieses Taschenbuch ist als
Einfithrungstext fiir den Anwender angelegt und nicht fiir den Spezialisten auf diesem Gebiet
gedacht. Es stellt eine vorzigliche Einfithrung in die Grundbegriffe und fundamentalen Resultate
der allgemeinen Algebra dar, aber der Leser, der einen Einblick in den heutigen Stand der Allge-
meinen Algebra gewinnen will, wird andere Biicher dieses Titels zu Rate ziehen miissen. Die erste
Auflage dieses Buches (hier Kap. 1 bis 7) bezog ihre Motivation aus Problemen der klassischen
Algebra, die zusitzlichen Kapitel (8 bis 11) der zweiten Auflage erweitern das Blickfeld auf
Aspekte der Kategorientheorie, der Modelltheorie sowie der Linguistik und Automatentheorie.
Das Augenmerk dieses Buches bleibt jedoch die Rolle der Allgemeinen Algebra als iibergreifende
Theorie der verschiedenen algebraischen Einzeldisziplinen. Die ersten vier Kapitel enthalten die
Grundbegriffe und den Aufbau der Allgemeinen Algebra, angefangen von den Grundlagen der
Mengenlehre, der geordneten Mengen und Verbiande sowie der Kategorientheorie iiber Algebren,
Unteralgebrenverbinde, Kongruenzverbinde, subdirekter Darstellungen, freie Algebren und
Wortprobleme bis zu Varietiten. Die Darstellung ist sehr stark kategorientheoretisch ausgerichtet.
Die folgenden Kapitel V und VI enthalten eine Einfihrung in die Grundlagen der Modelltheorie
und insbesondere die Konstruktion von Ultraprodukten und Axiomatisierungsfragen. In Kapitel
VII und X werden Anwendungen auf die klassische Algebra msbesondere im Hmbhck auf die
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vor mehreren Jahren hatte ich das Buch, von einem anderen Verlag herausgegeben, fliichtig
gesehen. In unserer Bibliothek war es wohl aus Sparsamkeitsgriinden nie angeschafft worden.
In Erinnerung war mir daher nur, da} es einige zwar wohlbekannte aber in Lehrbiichern nur
selten zu findende Sitze enthielt. Inzwischen habe ich mich davon iiberzeugt, daf} es mehr als
das bietet.

Wenn man einem Studenten eine umfassende Einfihrung in den Gesamtbereich der
Algebra anbieten will, ohne dabei auf den einzelnen Gebieten schon in den Bereich der Spezial-
vorlesungen vorzudringen, dann scheint dieses Lehrbuch wie geschaffen dafiir: Gruppentheorie
bis zu den nilpotenten und auflésbaren Gruppen, dem Satz von Krull-Schmidt und den Sylow-
schen Sitzen (mit einem neuartigen, eleganten Beweis) — Ring- und Modul-Theorie mit Lokali-
sierungstechniken und der Struktur der Moduln iiber Hauptidealringen — Korpertheorie inklu-
sive unendlich-dimensionaler Galoistheorie und Theorie der transzendenten Kérpererwei-
terungen — kommutative Algebra bis zum Hilbertschen Nullstellensatz — Strukturtheorie der
nichtkommutativen Ringe mit der Theorie der zentral einfachen Algebren, der halbeinfachen
Algebren, des Jacobson- und Prim-Radikals — und schlief8lich eine kurze Einfiihrung in die
Kategorientheorie. Auffillig ist, da die meisten Beweise die Uberschrift ,,Sketch of Proof*
tragen. Fiir den routinierten Mathematiker ist es ein Vergniigen, diese Beweise zu lesen. Die
Beweisidee wird schnell klar, die Routine-Schritte, wie z. B. vollstindige Induktion werden im
Detail nicht ausgefiihrt. Fiir den ungeiibten Studenten mag hier gelegentlich ein groferes
Problem auftauchen. Es ist fiir ihn jedoch eine hervorragende Ubung, die kleinen Punkte in den
Beweis-Skizzen zu finden, die eines weiteren Arguments bediirfen, um dieses auszufiihren. Der
fortlaufende Text ist intensiv mit Beispielen durchsetzt. Dariiber hinaus findet der Leser eine
ungewohnlich umfangreiche Aufgabensammlung (insgesamt 825 iiberwiegend sehr geschickt
gewihlte Aufgaben). Natiirlich konnte sich auch hier der Autor nicht ganz der Versuchung ent-
ziehen, Lehrstoff in den Aufgaben unterzubringen, z. B. die Struktur der teilbaren abelschen
Gruppen, der Satz von Wedderburn iiber endliche Schiefkorper, Hopkins’ Satz, daB jeder artinsche
Ring noethersch ist. Jedoch bezieht sich der Lehrstoff des Buches nicht auf solche Aufgaben.

Alles in allem ein Lehrbuch im guten amerikanischen College-Stil, das sowohl ein wert-
volles Handbuch fiir den Dozenten einer Algebra-Vorlesung abgibt, als auch fiir den an der
Algebra interessierten Studenten eine breite Basis bietet.

Miinchen B. Pareigis

Brieskorn, E., Knorrer, H., Ebene algebraische Kurven, Basel — Boston — Stuttgart:
Birkhiuser Verlag 1981, XI + 964 S., sFr. 44,—/DM 48, —

Das vorliegende maschinengeschriebene, reichhaltig mit schénen Abbildungen und
vielfiltigen Reproduktionen (von Diirers Spinnenlinie bis zum Wankelmotor, von-Quechua-
Webtechnik bis zu keltischen Knotenornamenten) versehene Buch ist das im Frithjar 1978 fer-
tiggestellte Skriptum einer einfiihrenden Vorlesung iiber ebene algebraische Kurven, die der
erste Autor 1975/76 fiir Studenten mittlerer Semester hielt. Dem Birkhiuser-Verlag ist zu dan-
ken, da} er diese inhaltsreiche Materialsammlung und Anregungsquelle in handlicher Form
preiswert dem mathematischen Publikum zugiinglich macht.

Das Buch will kein Lehrbuch (im iiblichen Sinn), sondern ein Lesebuch sein. Es kommt
ihm nicht darauf an, die Theorie der algebraischen Kurven méglichst weit zu entwickeln, son-
dern es will Appetit anregen. Die ebenen algebraischen Kurven dienen als Paradigma fiir das Wech-
selspiel algebraischer, analytischer und topologischer Methoden. An vielen Stellen wird weit aus-
geholt zu Themen, die im Detail dann doch nur im elementaren Fall ebener Kurven oder nur fir
einfache Typen von Kurven (die elliptischen Kurven nehmen mehrfach den Platz eines exemplari-
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schen Beispiels ein) explizit durchgefiihrt werden. Verbunden damit ist ein ausfithrlicher Vorle-
sungsstil, in dem heuristische, historische und methodische Uberlegungen einen breiten Raum

einnehmen (viele Seiten dienen nur der Suche nach der richtigen Definition eines Begriffes).

Wer wenig Zeit hat, wird es vielleicht schwierig finden, das Buch zu benutzen; auch das 18seitige
Stichwortverzeichnis macht es nicht zu einem knappen, formal prizisen, iibersichtlichen Nach-

schlagewerk.

Wer sich die Zeit nimmt, den verschlungenen Pfaden des Buches zu folgen, wird reich
belohnt, auch wenn der Anfinger nicht alle Bemerkungen verstehen oder in ihrer vollen Trag-

weite erfassen wird. Eine Fiille von héherer Mathematik in elementarer Ausprigung wird vor
dem Leser ausgebreitet in ausgefeilter und reich bebilderter Form, die das jeweils betrachtete

Objekt von moglichst vielen Seiten und in seinen mannigfachen Verbindungen im Gesamtgebiude
der Mathematik sieht. Dies ist bisweilen mithsamer zu lesen als zu héren — der lebendige Vortrag,
der mit leichter Hand Ubersichtsskizzen entwirft und Einblicke vermittelt ohne auf alle Details
einzugehen, wird in einem Skriptum nur unvollkommen eingefangen, wo u. a. auch die vorhan-
denen Liicken durch Literaturzitate oder weitere Anmerkungen gestopft werden. Die angestrebte
Vielseitigkeit fithrt dazu, da der Leser nicht nur von Kaustiken und Katastrophen, von exoti-
schen Sphiren und Chernschen Klassen, von regulir-singularen Punkten und Monodromiegrup-
pen bei linearen homogenen Differentialgleichungen, von Ehresmann- und Gauss-Manin-Zusam-
menhingen hort, er erhilt auch nebenbei eine elementare Einfiihrung in die algebraische Topo-

logie (simpliziale Homologie, Schnittring, Poincaré-Dualitiit, de Rham-Cohomologie, Lerays
Corand).

Das Buch ist in 3 Kapitel gegliedert. Das erste, besonders attraktive Kapitel behandelt
die Geschichte der algebraischen Kurven. § 1 (Ursprung und Erzeugung von Kurven) stellt eine

Reihe einzelner algebraischer Kurven mit historischen Bemerkungen vor, eine wunderschéne

Einfithrung in die Biicher von Loria und Gomez Teixeira sowie die Ubersichtsartikel von Berzolari

und Kohn-Loria in der alten Encyclopadie der Math. Wiss. § 2 (Synthetische und analytische
Geometrie) wiirdigt Descartes’ Leistung durch Koordinatisierung der Beispiele aus § 1 und

Newtons reelle Klassifikation der kubischen Kurven. § 3 (Entwicklung der projektiven Geometrie)

Theorie der kubischen Kurven, und untersucht die Topologie der auftretenden Objekte (Tori
und Degenerationen).
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taren Eigenschaften von Carathéodory- und Kobayashipseudometrik zu geben. Dazu gehort
dann auch eine Einfithrung in die unendlichdimensionale Funktionentheorie.

Entstanden ist ein sorgfiltig ausgearbeiteter Text, der von Studenten mit Grundkennt-
nissen in Funktionentheorie und Funktionalanalysis gelesen werden kann.

Tiibingen W. Kaup

Zimmermann, U., Linear and combinatorial optimization in ordered algebraic structures
(Annals of Discrete Mathematics 10) Amsterdam — New York — Oxford: North-Holland 1981,
x+3808S., geb. Dfl. 125,—

Da die kombinatorische Optimierung keine generellen Methoden zur Optimierung
nichtlinearer ganzwertiger Funktionen iiber diskrete Mengen kennt, hat man in den letzten Jah-
ren immer wieder spezielle Methoden fiir einzelne — fiir die Anwendung relevante — Funktions-
typen entwickelt. Die Fiille von Publikationen zur Algebraisierung kombinatorischer Optimie-
rungsprobleme hat jedoch gezeigt, daf oftmals eine Reformulierung des kombinatorischen
Optimierungsproblems als Optimierungsproblem iiber eine spezielle, geordnete algebraische
Struktur von groBem Nutzen ist und die Anwendung klassischer Verfahren zur algorithmischen
Losung solch nichtlinearer Probleme erlaubt.

Herr U. Zimmermann hat in dem hier vorliegenden Buch (seiner Habilitationsschrift)
den umgekehrten und interessanteren Weg gewihlt und dargestellt, in welchen algebraischen
Strukturen man kombinatorische Optimierung betreiben kann. Dabei geht er von einer algebra-
ischen Struktur (H, *, R, &) aus mit einem Semimodul H, Semiring R, innerer Komposition *
auf H und 4uBerer Komposition = und betrachtet fiir S C R" , lineare* algebraische Optimie-
rungsprobleme der Form inf {i :_"': JXiTe |x € S}.

Wie in der klassischen kombinatorischen Optimierung kann er nun, durch Aufprigung
einer kombinatorischen Struktur auf S, algebraische Wegeprobleme, algebraische Netzwerkfluf-
probleme, algebraische Matroid- und algebraische Matchingprobleme unterscheiden. Interessant
an diesem algebraischen Ansatz ist, da® man bei Fixierung der kombinatorischen Struktur auf S
aber Variation der algebraischen Struktur bekannte kombinatorische Probleme erhilt, deren
Gemeinsamkeiten bisher nicht so offengelegt werden konnten.

Bei der Untersuchung algebraischer, kombinatorischer Optimierungsprobleme verfolgt
der Autor vornehmlich folgende Ziele: a) Lineare Charakterisierung der zuléssigen Mengen
(Darstellung des zulissigen Bereichs als Losungsmenge eines algebraischen Gleichungs- bzw.
Ungleichungssystems), b) Entwicklung einer Dualititstheorie und c) Angabe eines wenn mog-
lich polynomialen Algorithmus (im Sinne der Komplexititstheorie) zur Losung des Problems.
Die Ausfithrungen in den einzelnen Kapiteln zeigen dabei oft, da bekannte Verfahren in sehr
schoner Weise verallgemeinert werden konnen, bzw. dal verschiedene Verfahren als ein und
der selbe Algorithmus — jedoch ausgefiihrt in verschiedenen algebraischen Strukturen — inter-
pretiert werden konnen.

Das hier vorliegende Buch ist die erste umfassende Darstellung des heutigen Wissens-
standes auf dem Gebiet der algebraischen Optimierungsprobleme. Der Autor hat sich der Miihe
unterzogen, fast alle wichtigen und bekannten Resultate auf diesem Gebiet in seine Theorie ein-
zuarbeiten und hat eine Reihe von eigenen neuen Resultaten hinzugefiigt. Das Buch zerfillt in
2 Teile. Im ersten Teil stellt der Autor alle wichtigen Resultate iiber geordnete algebraische
Strukturen zusammen, die er im zweiten Teil bei der Darstellung linearer algebraischer Opti-
mierungsprobleme benétigt. Auch dieser erste Teil ist vollstindig mit Beweisen versehen, so dafl
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auch der nur mit Grundkenntnissen der Algebra ausgeriistete Leser eine gute Einfiihrung in die
Problemstellungen erhilt.

Zum Inhalt: In den ersten drei Abschnitten werden geordnete Mengen, geordnete
Gruppen und verbandsgeordnete Gruppen eingefiihrt und die wesentlichen Definitionen zur
Matroidtheorie zusammengestellt. Abschnitt 4 fiihrt zu den Dekompositionssitzen linear geord-
neter Teilethalbgruppen von Clifford und Lugowski. Die Grundlagen zur Formulierung von
Gleichungs- und Ungleichungssystemen und linearen Abbildungen iiber geordnete Semimoduln
werden schlielich in Abschnitt 5 gelegt und mit Abschnitt 6 iiber linear geordnete Semimoduln
iiber den reellen Zahlen sind nun alle Werkzeuge bereitgestellt, um mit dem eigentlichen Thema
des Buches zu beginnen. Teil 2 des Buches beginnt mit algebraischen Wegeproblemen. Die
Algebraisierung erlaubt hier einen einheitlichen Ansatz fiir eine Reihe sehr verschiedener kom-
binatorischer Probleme. Zur Losung algebraischer Wegeprobleme werden wie im klassischen
Fall Matrixmethoden verwendet. Es zeigt sich, dafl die Gau-Jordan Elimination eine Verall-
gemeinerung in gewissen idempotenten Semiringen zulidfit, sofern die zu behandelnde Matrix
eine Stabilitidtsbedingung erfiillt. Damit hat man eine gemeinsame Wurzel fiir eine Vielzahl ver-
schiedener kombinatorischer Algorithmen in sehr schéner Weise herauskristallisiert. Im Abschnitt 9
werden Eigenwertprobleme in Semiringen betrachtet. Der Autor zeigt hier die Verwandtschaft
algebraischer Eigenwertprobleme mit algebraischen Wegeproblemen auf und zeigt insbesondere
Anwendungen fiir die Semiringe (R, max, +) und (R4 U {e}, max, min). Abschnitt 10 behandelt
Extremal-Linearprogramme iiber Semiringe, welche von residuierten verbandsgeordneten kom-
mutativen Monoiden G abgeleitet sind und beweist fiir den Spezialfall verbandsgeordneter, kom-
mutativer Gruppen G einen starken Dualititssatz. Als Anwendungen werden u. a. Maschinen-
reihenfolgeprobleme diskutiert und explizite Losungsmethoden fiir extremale Gleichungs- und
Ungleichungssysteme im Fall beschrinkt linear geordneter kommutativer Gruppen vorgestellt.
Fiir Gleichungssysteme werden mittels Schrankenmethoden dhnliche Ergebnisse hergeleitet. Wie
im Klassischen Fall ist die Theorie algebraischer linearer Programme Grundlage fiir eine Algebra-
isierung schwieriger kombinatorischer Optimierungsprobleme. Im Abschnitt 11 wird deshalb
auch recht ausfiihrlich dargestellt, welche minimalen Anforderungen an die algebraische Struk-
tur zu stellen sind, damit eine Dualitdtstheorie fiir algebraische lineare Programme méglich wird.
Zum Beweis eines Dualititssatzes geniigt ein linear geordneter Teilermonoid H mit schwacher
Kiirzungsregel, welcher gleichzeitig ein linear geordnetes Semimodul iiber den positiven Kegel R,
eines Unterrings des geordneten reellen Zahlenkorpers ist. Es zeigt sich jedoch, daB8 die gewohnte
Symmetrie dualer Programme dabei verloren geht. Mittels einer Indexbedingung lassen sich
jedoch Komplementarititsbedingungen herleiten und im Falle eines erweiterten Semivektor-
raums iiber R, gibt der Autor sogar ein primal-duales Simplexverfahren an, welches als konstruk-
tiver Beweis fiir einen starken Dualititssatz algebraisch linearer Programme dient. Zahlreiche
Beispiele und Spezialisierungen schlieBen dieses sehr inhaltsreiche Kapitel. Im Abschnitt 12
werden algebraische Fluprobleme behandelt. Es zeigt sich, daR die primaldualen Verfahren
von Ford und Fulkerson ebenfalls eine Algebraisierung erlauben und somit auch Transport- und

Zuordnungsproblem mit eingr aleebrajschen Zielfunktion varsehen werden kinnen. [mletzten
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Heuser, H., Lehrbuch der Analysis, Teil 1 (Mathematische Leitfiden), Stuttgart:
B. G. Teubner Verlag 1980, 644 S., Kart. DM 48, —*)

Es fehlt nicht an Lehrbiichern der Analysis fiir das erste Semester, und man muf auch
sagen, dafl die meisten ganz brauchbar sind; ein wirklicher Fortschritt iiber gute Biicher, die
schon vor 50 Jahren existierten, ist allerdings selten zu sehen. Das Hauptbedenken gegen die
meisten Biicher ist, daB sie so wenig Material enthalten, und man wird daher mit Interesse in
dieses Buch schauen: Es ist ein dickes Buch, und in der Tat, es bringt eine Fiille von Material.

Diesen Vorzug guter alter Biicher versucht der Verfasser nun mit unseren hochgeschraub-
ten Forderungen nach begrifflicher Strenge zu verbinden, und er bietet seinen Lesern iiberdies
viele historische Hinweise, literarische Reminiszenzen und etwas blumige Ermunterungen. Hier-
in gefillt mir das Buch weniger; ich sage das rundheraus vorweg, weil es doch in anderer Hinsicht
ein lobenswertes und niitzliches Buch ist. Die ,,Grundlagen* zunichst: Erst auf Seite 142 beginnt
die Analysis mit der Lehre von den Grenzwerten. So lange mus} der Leser sich im Grunde in Pen-
danterien, Konventionen, Definitionen und Trivialititen herumtreiben, und soviel auch vom rei-
chen Teppich der Analysis, von Hohenluft, hellem Licht und dem Apostel Paulus die Rede sein
mag, es hilft nicht: Die Sache ist substanzlos und fiir den am Logischen und Axiomatischen In-
teressierten ist die Darstellung schlieflich doch ungeniigend. Was soll man sich bei dem Satz:
»Eine Gesamtheit von Dingen, die nicht notwendigerweise alle verschieden sind, nennen wir
nicht Menge, sondern System, . . .“ (17) denken? Warum wird z. B. der Wohlordnungssatz fiir
N (sehr ungeschickt) bewiesen, wenn man doch bald manches viel weniger Klare gutglaubig oder
anschaulich hinnehmen mu8? Das ,,Auswahlaxiom* wird in dem Buch nicht erwihnt und das
Unkonstruktive der heutigen Mathematik sogar in unzulissiger Weise verschleiert, wenn es heifit,
mit dem Cauchykriterium kénne man ,,grundsitzlich bei jeder Reihe entscheiden, ob sie konver-
giert oder divergiert®, (203). Ein Student, der das Grundlegende noch nicht kennt, wird sich trotz
gutem Zureden auch spiter manchmal verlieren: Was ist ein Integral? Mehrere Seiten wiister Kon-
struktion mit Riemannschen Summen (447ff). Und dann das Differential: ,,Heute verstehen wir
ganz unmystisch unter dem Differential dx der unabhiingigen Verinderlichen x irgendeine Zahl
und definieren das zugehorige Differential df der Funktion f an der Stelle ¢ durch df: = f'(§) dx
(die Schreibweise df ist insofern unbefriedigend, als sie weder die Stelle £ noch das Differential
dx erkennen LiBt)* (269). — Im zweiten Teil soll iibrigens auch der Satz von Stokes kommen.

Nun zum Historischen: Wir erfahren das Geburts- und Todesjahr vieler Mathematiker,
und entgehen fast keiner der abgenutzten Kolleggeschichten — ohne daf es je einen Beleg gibe.
Was sagte doch Kronecker? ,,Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott geschaffen . . .« (33),
auf Minkowski geht angeblich die Dreiecksungleichung im R" zuriick (97). Wirklich? ,,Strenge
Konvergenzbetrachtungen, ja erst die Skrupel dariiber, was denn iiberhaupt ein Grenzwert sei,
sollten erst mit Cauchy und GauB beginnen®, (385). Hatte Newton wirklich keine ,,Skrupel“?

— bei diesem ,,kecken Vereinfachungsverfahren* (320)? und Bolzano? Von Aristoteles erfah-
ren wir, daf er ,,kein aktual Unendliches, sondern nur ein potentiell Unendliches . . . zulassen
wollte®, und dal er den Fallgesetzen ganz zuwiderlaufende Vorstellungen hatte (326), es ,,mufite
erst ein Newton kommen . . .* — vielleicht auch ein Galilei? Man darf ja im Kolleg zur Unterhal-
tung mancherlei erzihlen, aber wenn ich wieder einmal eine Entstellung der Zenonischen Lehre
lese, und die Behauptung: ,,Zenon hiitte sein Sprinterparadoxon schwerlich auf den Markt der
Meinungen zu bringen gewagt, wenn ihm bewuft gewesen wire, dafl eine streng wachsende Zah-
lenfolge sehr wohl nach oben beschrinkt sein kann* (194), so kommen mir Zweifel, ob hier
Ergebnisse ernstlichen Quellenstudiums mitgeteilt werden.

Wozu iiberhaupt will man sich mit so viel Bildungsreminiszenzen schmiicken, wenn man
doch von ganz anderen Interessen geleitet ist: Uber Konvergenz muft man sich Gedanken machen,
um ,,den Bediirfnissen der Praxis“ zu geniigen (142). Was , eine Erstinvestition im Werte von K

*) Anmerkung: Die 2., durchgesehene Auflage erschien im September 1982, DM 52,—.
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Mark nach n Konsumschritten‘* (143) fiir eine Erh6hung des Volkseinkommens bewirkt (wenn
man an die Theorie von Keynes glaubt, der iibrigens nie erwihnt wird, obwohl er doch oft gegen-
wiirtig ist), darauf ein ,,helles Licht* zu werfen, ist ein anhaltendes Bemiihen des Autors.

Und in der Tat, wenn man von den Anwendungen, den Beispielen, den Rechenverfahren,
asymptotischen Formeln angezogen ist, und im Allgemeinen und Grundsitzlichen nicht weit
iiber den Schulstoff hinausgehen mochte, dann ist dies das richtige Buch. Es bietet eigentlich,
was viele Kollegen der angrenzenden Fakultiten von uns erwarten: Reiche Ubung in Beispielen,
Anwendungen auf Raketenstart, Autobremsung, Konstruktion von Radios, Sparen der Heizener-
gie, Ausbreitung von Liausen, Wahrscheinlichkeit von Unfillen, Bekimpfung des Lirms, Wachs-
tum der Menschheit. Und in dem dicken Buch findet sich Raum fiir viele schéne klassische und
substanzreiche Rechnungen und Sitze: Die Eulersche Summenformel, die Stirlingsche Formel,
das Abelsche Theorem, die Zetafunktionen, Riuber-Beute-Gleichungen. Hier liegt der Nutzen
und Gewinn des Buches. Die Lust an elementaren Formeln und ihrer moglichen Bedeutung, zu-
mal aufBerhalb der Mathematik, aber auch aulerhalb ihres Entstehungsgebietes in der Mathema-
tik — analytischer in der Zahlentheorie — ist das eigentliche Element, wo der Autor sich entfal-
ten kann. Im Geometrischen fehlt es wieder (das zeigt sich bei der Behandlung der Schwingungs-
gleichung, auch beim Integral). Nach dem Gewinn, den es bringt, soll das Buch beurteilt werden,
und so wollen wir es empfehlen, fiir Lehrer, fiir Volkswirte, fiir Studenten nach den ersten Se-
mestern als Ubungsfeld, fiir Professoren als reiche Materialquelle.

Regensburg Th. Brocker

Heuser, H., Lehrbuch der Analysis, Teil 2 (Mathematische Leitfiden), Stuttgart:
B. G. Teubner Verlag 1981, 736 S., Kart. DM 58,—

Auch der zweite Teil des Lehrbuches der Analysis von H. Heuser ist mit seinen rund
700 Seiten weit mehr als eine diirre Anhdufung von Definitionen, Sitzen und Beweisen aus
wichtigen Bereichen der Analysis, mit denen ein Mathematikstudent sich nach Méglichkeit
in seiner ersten Studienhilfte vertraut machen sollte.

Zunichst kurz zum Inhalt: Auf eine Behandlung von Banachriumen mit Anwendung
auf die Losung von Differential- und Integralgleichungen und eine Einfihrung des Lebesgueschen
Integrals auf der Zahlengeraden folgt eine ausfiihrliche Diskussion von Fourierreihen mit ver-
schiedenen Anwendungen. Uber Umgebungsfilter werden topologische Riume eingefiihrt und
die fiir die Analysis wichtigen topologischen Grundtatsachen bereitgestellt. In einem rund 100
Seiten langen Kapitel wird dann die Differentialrechnung im RP dargestellt, ergéinzt durch kurze
Abschnitte iiber Differentiation in Banachriumen und komplexe Differentiation. Ein Kapitel
iber Wegintegrale fiihrt u. a. bis zur Cauchyschen Integralformel. Nach einer Behandlung von
mehrdimensionaler Riemann-Integration werden zunichst die Gaufischen Integralsitze und eine
klassische Version des Stokesschen Integralsatzes bewiesen, ehe dann die allgemeine Form des
Stokesschen Satzes mit der dazu erforderichen Maschinerie behandelt wird. Wie nach dem
Abschnitt iiber Wegintegrale schlieBt sich ein Kapitel mit Anwendungen an. Ganz kurz wird
dann noch Lebesgueintegration im RP behandelt. Die Fixpunktsitze von Brouwer, Schauder
und Kakutani mit Anwendung des letzteren auf die Existenz von Wettbewerbsgleichgewichten
in einer reinen Tauschwirtschaft schlieBen den rein mathematischen Teil des Buches ab. In
einem immerhin 70seitigen geschichtlichen Abrif werden dann mit kriftigen Strichen wesent-
liche Schritte in der Entwicklung der Analysis von den Pythagoriem bis zur Gegenwart darge-
stellt. Jeder der mathematischen Abschnitte ist durch Ubungsaufgaben erginzt.

Ein groBer Gewinn ist das Buch vor allem wohl in zweierlei Hinsicht: Zum einen wer-
den darin so ausfiihrlich und iiberlegt formuliert, wie man es sich in einer Vorlesung nur wiin-
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schen kénnte, die Absichten erldutert, die in den einzelnen Abschnitten, Sitzen oder Beweisen
verfolgt werden, und die Einfithrung neuer Begriffe ausgiebig motiviert. Zum anderen ist das
Buch immer wieder aufgelockert durch viele Anwendungen in den verschiedensten Bereichen,
wie sie in dieser Fiille und Ausfithrlichkeit wohl kaum in einer Vorlesung unterzubringen sind.
Daher wird es nicht nur der Student gern zum Selbststudium, sondern auch der Lehrende als
Fundgrube fiir eine Vorlesung benutzen. Andererseits fordert selbstverstindlich die gewiahite
Art der Darstellung, bei der wesentlich mehr als bei einer ganz knappen Schreibweise person-
liche Vorstellungen zum Ausdruck kommen, in einzelnen Punkten zur Kritik heraus. Auch
iiber die rein mathematische Behandlung — so wird hier und dort ohne Notwendigkeit sogleich
mit Koordinaten gearbeitet (z. B. Ableitungen als Matrizen eingefiihrt) — mag man an verschie-
denen Stellen anderer Auffassung sein.

Insgesamt halte ich aber das Buch von H. Heuser fiir eine wertvolle Bereicherung des
Angebots an deutschsprachigen Biichern iiber Analysis.

Bielefeld W. Hansen

Strubecker, K., Einfiihrung in die Hohere Mathematik. Band III: Integralrechnung
einer reellen Verinderlichen, Miinchen — Wien: R. Oldenbourg 1980, XV + 807 S., 256 Abb.,
DM 88,—

Der Verfasser setzt sein eindrucksvolles Werk mit dem Band III (Integralrechnung)
fort. Die beiden ersten Binde (Grundlagen, Differentialrechnung) wurden im Band 72 des
Jahresberichts besprochen. Ein vierter Band wird Funktionen von zwei und mehr Verdnder-
lichen behandeln. Im Vorwort beschreibt der Verfasser die Richtung des Buches: ,,eindringliche
Breite der Darstellung, zahlreiche Beispiele, viele Anwendungen und manche erlduternde
Bemerkungen*; und er gibt die Stichworte: Lehrbuch, Vertiefung, Selbststudium, zu Rate
ziehen; Mathematiker, Ingenieure, Lehrer. Das folgende Referat schildert den Aufbau des
Buches und manche Einzelheiten, um dem Leser ein Bild von der Reichhaltigkeit des Werkes zu
geben.

Die zum Integralbegriff fiihrenden Uberlegungen werden besonders ausfiihrlich moti-
viert und erliutert, auch mit historischen Beispielen (Archimedes, Cavalieri, Fermat). Der Auf-
bau folgt zunichst der Linie Darboux und Jordan (EinschlieBung), um schlieBlich in die
Riemannsche Definition (Grenzwert) einzumiinden. Behandelt werden auch die Integrierbar-
keitskriterien von Lebesgue sowie die Totalvariation. Geometrische Deutungen und Anwen-
dungen (Sektorformel, Spiralen, Drehkérper; Arbeitsleistung bei Seilwinde, Dehnung, Kolbenhub)
sowie die Keplersche Fairegel (elliptische Dauben; Fehlerformel und Rechenbeispiele) vermitteln
dem Leser einen zusitzlichen Einblick.

Das anschlieBende Kapitel bringt Mittelwertsitze, Ungleichungen, Stammfunktionen
(mit analytischen und numerischen Beispielen sowie Anwendungen: Temperatur, Wechselstrom).
Dann wird die Lehre von den systematischen Integrationen sehr ausfiihrlich dargestellt: Grund-
integrale, partielle Integration, Substitution; rationale, algebraische, transzendente Funktionen;
Reihen. All das ist versehen mit vielen didaktischen Hinweisen, Tabellen, Zeichnungen, Kon-
kretisierungen (spezielle Kurven und Integrale). Der Verfasser geht auch auf grundsitzliche
Fragen ein (Liouville, Richardson, Turing) und gibt insbesondere bei den Reihenentwicklungen
zahlreiche interessante Beispiele.

Die umfangreichen Lehrerfahrungen des Verfassers zeigen sich besonders bei der Ein-
fiihrung uneigentlicher Integrale: Er kennt die Lernschwierigkeiten und beugt ihnen durch griind-
liche Erliuterungen vor. Die allgemeinen Sitze und Regeln erginzt er durch etliche Einzelfille
(Gammafunktion, Normalverteilung, Fresnelsche Integrale). Den Cauchyschen Hauptwert ver-
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,,Losungen‘* des GauB-Manin-Differentialsystems charakterisiert; unter anderem erhilt man
dabei einen neuen Beweis der Picard-Lefschetz-Formeln.

Unabhingig von der Anwendung auf die Theorie des Gauf-Manin-Zusammenhangs
ist das vorliegende Buch auch denen zu empfehlen, die sich allgemein mit der Theorie der Dif-
ferentialsysteme vertraut machen wollen. Ohne eine derartige Vorbereitung ist es schwer, auch
nur ungefihr zu erfassen, um was es in der einschlagigen Literatur geht.

Miinster H. A. Hamm

Goldstine, H. H., A History of the Calculus of Variations From the 17th through the
19th century (Studies in the History of Mathematics and Physical Sciences, vol 5) Berlin — Hei-
delberg — New York: Springer Verlag 1980, 66 figs., xviii + 410 pp., cloth, DM 88,—

Der vorliegende Band ist der fiinfte in einer hochst beachtlichen Reihe “Studies in the
History of Mathematics and Physical Science”. Das Gewicht der erschienenen Biande und das
geistige Ziel, das sich abzeichnet, konnten es sehr wohl empfehlen, alle Binde einmal unter
einem gemeinsamen Gesichtspunkt zu referieren. Hier soll aber nur der 1980 erschienene Band S
von H. H. Goldstine iiber die Geschichte der Variationsrechnung besprochen werden.

Die prinzipielle Alternative zwischen einer ideengeschichtlichen Darstellung und einer
biographisch-historischen Beschreibung wird hier konsequent zugunsten der ersten Méglichkeit
entschieden. Ein neugieriger Betrachter kann das manchmal bedauern. Nach einer gewissenhaften
Diskussion von Eulers Buch ,,methodus inveniendi lineas curvas . . .* mag man gespannt sein,
was ein so auerordentlicher Mann in den Jahrzehnten seines Lebens danach getan oder gedacht
hat — das vorliegende Buch verliert ihn aber rasch aus dem Auge. Der nichste Abschnitt im Text
bespricht die ersten Arbeiten von L. de Lagrange.

Wenig erfahren wir auch iiber die alltiglichen Lebensumstinde, die seinerzeit dieser oder
jener grofle Mathematiker vorfand. Die Spannung des Textes lebt von den Problemen, die schon
dem 17. Jahrhundert geldufig waren, und die erst unser Jahrhundert in einem gewissen Sinn
vollstindig gelost hat.

Das Buch bespricht die wichtigen Arbeiten aus der Geschichte der Variationsrechnung
mit Genauigkeit und Ruhe. Der Text beginnt mit einer spektakulidren Arbeit von L. Newton
iiber ein erstaunliches Problem: , Wie soll ein Schiffsrumpf aussehen, damit der Widerstand des
ihn umstromenden Wassers minimal wird? ‘. Danach kommen die Arbeiten von Leibniz und die
der beiden Bernoullis. Selbst der Satz des Buches ist hier sehr schon. Abgedruckt sind (als Foto-
druck) die alten Figuren der Originalarbeiten, die Erklarungen verwenden die Symbole der alten
Figuren; und der Verfasser findet doch stets einen Weg, im Text mit den alten Symbolen so in
die Sprache heutiger Mathematik hiniiberzugleiten, dal ein guter Student sofort verstehen kann,
wie Probleme der Analysis damals bearbeitet worden sind. Manche Bemerkung im Text ver-
dient es, Allgemeingut unter den heutigen Mathematikern zu werden, (e.g. p. 139: (Notice that
Legendre seems to have invented the symbolism for a partial derivative. He says: . . .)).

Man kénnte meinen, da der zweite Teil des Buches iiber die Entwicklung der Variations-
rechnung im vergangenen Jahrhundert weniger bedeutsam sein konne. Da8 dies nicht so ist, liegt
zu einem Teil daran, daB die Arbeiten von C. C. J. Jacobi (1836, 1838) so kurz und soweit ohne
Beweise geschrieben sind, daf ihre Kommentierung und Entfaltung zwei Generationen beschif-
tigt hat. Auch diese Entwicklung ist, wenn wir jetzt zuriickblicken, lehrreich und lohnend.

Wir sehen schlieflich am Schlu8 des Buches, wie unter den Hinden von K. Weierstrafi,
D. Hilbert, A. Kneser und anderen die Variationsrechnung fiir Funktionen einer unabhingigen
Verinderlichen die uns heute vertraute Gestalt angenommen hat, die etwa in den Lehrbiichern
von C. Caratheodory heute noch gelesen wird.
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Vorkenntnisse werden vom Leser kaum erwartet: Gute Analysiskenntnisse, Funktionen-
theorie und ein geringes Grundwissen aus der Funktionalanalysis, insbesondere der Hilbertraum-
theorie. Alle wichtigen Begriffe der Hilbertraumtheorie werden erklirt, die wichtigsten Sitze
werden bei Bedarf angegeben und meist bewiesen. Der Spektralsatz fir selbstadjungierte Operato-
ren wird am Ende des ersten Kapitels ohne Beweis angegeben, was aber nicht bedeutet, da8 die
Vertrautheit mit diesem Satz vorausgesetzt wird. Nicht bewiesene Sitze werden so erliutert und
benutzt, dal der Leser auch dann gut damit umgehen kann, wenn er den Beweis nicht in einem
anderen Buch nachliest.

In Kapitel 1 wird der mathematische Rahmen fiir die Quantenmechanik eines Teilchens
in einer Dimension aus den Axiomen der Quantenmechanik entwickelt. Die Kapitel 2 bis 5 sind
der Untersuchung des Spektrums gewidmet: wesentliches Spektrum, diskretes Spektrum (insbe-
sondere negative Eigenwerte) einschlieBlich zahlreicher Kriterien zur Bestimmung des Spektrums.
Auch Storungssitze fiir relativ beschrinkte (Rellich-Kato) und relativ kompakte Stérungen sind
hier enthalten. In Kapitel 6 und 7 schiiefien sich die Grundlagen der zeitabhiingigen Streutheorie
fiir ,,short range* und ,,long range* Potentiale an, wobei viel Miihe auf die Klirung des Begriffs
,»Streuzustand* verwendet wird. Nach der Einfihrung in die stationiire Theorie in Kapitel 8 wird
in Kapitel 9 und 10 das wichtige Problem der Vollstindigkeit der Wellenoperatoren untersucht.
Hier spielt die Faktorisierungsmethode (wie sie insbesondere von Kato-Kuroda und Schechter
entwickelt wurde) eine zentrale Rolle. In Kapitel 11 wird u. a. gezeigt, da auch bei oszillieren-
den Potentialen die Wellenoperatoren existieren und vollstindig sein konnen. Kapitel 12 gibt
eine Eigenfunktionsentwicklung an. In Kapitel 13 wird das Teilchen in einem beschrinkten In-
tervall und auf der Halbachse untersucht, auch die Streutheorie auf der Halbachse wird darge-
stellt. Dabei wird gezeigt, daB mit Hilfe der Dirichletrandbedingung ein selbstadjungierter Ope-
rator erkirt wird; es wird aber nicht darauf eingegangen, weshalb gerade diese Randbedingung
gewihlt wird. In Kapitel 14 wird die Streuung an ,hardcore* Potentialen behandelt. Kapitel 15
gibt das Invarianzprinzip fiir Wellenoperatoren, und in Kapitel 16 wird die Streutheorie unter
Spurklassenbedingungen dargestellt und auf den eindimensionalen Fall angewandt.

Dieses insgesamt, auch in der dufleren Aufmachung, gut gelungene Buch macht viele
der jiingsten Ergebnisse der Storungs-Spektral- und Streutheorie und ihre Anwendung auf ge-
wohnliche Differentialoperatoren gut zuginglich. Gemessen an der Schwierigkeit des Gegen-
standes ist es sehr gut lesbar. Die Orientierung in dem Buch ist allerdings nicht ganz leicht: Das
Stichwortverzeichnis lit viele Wiinsche offen, und wer wiirde schon den Satz von Rellich-Kato
unter der Uberschrift ,,The Potential* suchen. Als Vorlage fiir eine Vorlesung iiber mathemati-
sche Methoden der Quantenmechanik und als Begleittext zu einer entsprechenden Vorlesung
oder einem Seminar scheint mir das Buch sehr gut geeignet.

Frankfurt/Main J. Weidmann

Hua, L.K., Wang, Y., Applications of Number Theory to Numerical Analysis, Berlin —
Heidelberg — New York: Springer Verlag 1981 und Beijing: Science Press, ix + 241 pp., cloth,
DM 78,—

Seit etwa 30 Jahren beschiéftigt man sich mit Methoden, bei denen zahlentheoretische
Resultate zur Losung gewisser analytischer Aufgaben herangezogen werden. Das vorliegende
Buch stellt die wesentlichen Zweige dieser Forschungsrichtung zusammenhingend dar.

Bei den analytischen Aufgaben handelt es sich um die Berechnung von Integralen
itber dem s-dimensianalen Einheitswiirfel G. . inshesondere im Falle s-fach neriodischer Funk-

tionen, um die Bestimmung der Losungen Fredholmscher Integralgleichungen iiber dem Bereich
G, um das Cauchysche Anfangswertproblem der s-dimensionalen Warmeleitungsgleichung iiber
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satz beruht auf dem schon lange bekannten Zusammenhang des Momentenproblems mit Ketten-
briichen, der hier in neuer Form ausgenutzt wird.

Zu einer formalen Potenzreihe f(t) = X citi ist eine rationale Funktion w/v mit Zahler-
i=0
grad k — 1 und Nennergrad k eine (k — 1/k)¢ Approximation vom Padéschen Typ, wenn bei vor-
gegebenem v die Beziehung

w(t)/v(t) - f(t)=0(t)  t->0

erfiillt ist.

Die freie Wahl von v erlaubt es, Pole der Approximation vorzugeben. Fat man die
Koeffizienten c; als Momente eines linearen Funktionals c iiber den reellen Polynomen auf, so er-
gibt sich die klassische Padé Approximation mit der Ordnung O(t“‘), wenn v orthogonal zu allen
Polynomen kleineren Grades gewihlt werden kann, d. h., es muf dann c(vxi) =0firi=0,1,...,
k — 1 gelten. Hier liegt der Zusammenhang mit verallgemeinerten orthogonalen Polynomen. Ap-
proximationen (p/q)f vom Padéschen Typ werden iiber die (k — 1/k) Approximationen definiert
die grundlegende Eigenschaft der Pole bleibt dabei erhalten.

Diese Approximation wird im ersten Kapitel eingefiihrt und auf grundlegende Eigen-
schaften hin untersucht. Die Méglichkeiten, die in ihrer Variationsbreite liegen, werden nur an-
gedeutet, insbesondere ist der Bericht iiber Anwendungen zu kurz gehalten. Das schwierige
Problem, die Pole der Padé Approximationen unter Kontrolle zu halten, wurde mit einer klugen
Idee umgangen. Die allgemeine Konvergenztheorie ist aber auch hier nur wenig untersucht.

Das folgende Kapitel beschiftigt sich mit verallgemeinerten orthogonalen Polynomen
und ihren Beziehungen zu verschiedenen Themenkreisen der numerischen Analysis. Die Ergeb-
nisse sind wohlbekannt, sie werden ausfiihrlich und fliissig dargestellt, wobei geschickt kompiliert
und erginzt wird.

Hierauf baut das dritte Kapitel auf, in dem ein Zugang zu wichtigen Teilen der Padé
Approximation mit Hilfe verallgemeinerter orthogonaler Polynome gegeben wird. Die algebra-
ischen Eigenschaften und Rekursionsbeziehungen werden formalisiert und dann zur Herleitung
der wichtigen Algorithmen zur konkreten Berechnung benutzt. Ein solcher Algorithmus ist als
Fortran Programm beigefligt, er erwies sich bei einem kurzen Test als sehr zufriedenstellend.

Im vierten Kapitel werden Verallgemeinerungen der Grundidee studiert. Es geht um
einen topologischen e-Algorithmus und um Padé Approximation fiir doppelte und Funktions-
Potenzreihen.

Das Buch verlangt vom Leser Grundkenntnisse in angewandter Analysis und ist in sich
selbst abgeschlossen. Es ist nicht unbedingt als Einstieg in die Padé Approximation geeignet,
vermittelt aber einem fortgeschrittenen, am Thema interessierten Leser viele Informationen. Es
werden reizvolle neue Fragestellungen eroffnet, deren Untersuchung lohnenswert erscheint.

>

[1] Baker, G. A., jun.: Essentials of Padé Approximants. New York: Academic Press 1975

[2] Brezinski, C.: Accélération de la convergence en analyse numérique (Lecture Notes in Math.
584) Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1977

[3] Chui, C. K.: Recent results on Padé approximants and related problems. In: Approximation
Theory II, ed. by G. G. Lorentz, C. K. Chui, L. L. Schumaker, 79—115. New York — San
Francisco — London: Academic Press 1976

[4] Gilewicz, J.: Approximants de Padé (Lecture Notes in Math. 667), Berlin — Heidelberg —
New York: Springer Verlag 1978

Erlangen ' H. J. Schmid
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Ivanov, V. V., The theory of approximate methods and their application to the numeri-
cal solution of singular integral equations (Mechanics: Analysis, vol 2) Leyden: Noordhoff
International Publ., 1976, 348 pp., Cloth, Dfl 80.00

Das Buch ist fiir das Gebiet der numerischen Losung singulérer linearer Integralglei-
chungen eine sehr gute Zusammenstellung der Theorie, verschiedener numerischer Methoden
und Algorithmen und einer Anzahl von Anwendungsgebieten; es sind die bis zum Erscheinen
des Buches gingigsten Verfahren behandelt, wobei der Autor auch viele eigene Ergebnisse ein-
gearbeitet hat.

Zunichst wird in Kap. I eine allgemeine Theorie von Niherungsverfahren fiir Operator-
gleichungen in Hilbert- und Banachriumen gegeben mit Betrachtungen iiber Konvergenz, Konver-
genzrate, Stabilitit, Algorithmen und Vergleich verschiedener Methoden, insbesondere Fehler-
quadratmethode, Ritz-Galerkin-Verfahren, Iterationsverfahren, auch fiir nichtlineare Fille, und
Momentenmethode. Kap II bringt allgemeine Betrachtungen iiber lineare singulire Integral-
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Diese Inhaltsiibersicht zeigt, dafl das Buch zu einem Standardwerk der Numerischen
Quadratur und Kubatur werden wird. Es besticht durch einen nahtlosen Ubergang von Theorie
zur konkreten Anwendung. Hier wird das ganze Spektrum der augenblicklich zur Verfiigung ste-
henden Hilfsmittel beriicksichtigt, bis hin zu nichtnumerischen Programmiersprachen. Die um-
fangreichen Referenzen zum dargestellten Gebiet wurden sorgfiltig aufbereitet. Sie helfen auch in
speziellen Fragen weiter, die nicht mehr explizit behandelt wurden. Ubungsaufgaben, Bemer-
kungen und Literaturhinweise schlieBen die einzelnen Kapitel ab.

Eine Vielzahl von Beispielen, Tabellen und graphischen Darstellungen hilft beim Einar-
beiten in den Stoff, bietet auerdem dem Fortgeschrittenen eine niitzliche Arbeitshilfe.

Das Buch ist in gut lesbarer, abwechslungsreicher Form geschrieben, der Aufbau ist da-
bei so gehalten, dal Anfinger und Kenner sich bei richtigem Gebrauch gleichermafien angespro-
chen fiihlen.

Ein Wermutstropfen mag fiir Studenten der Preis des Buches sein, der aber sollte bei
einem ausgezeichneten Buch nie ausschlaggebend sein.

Erlangen H. J. Schmid

Meis, Th., Marcowitz, U., Numerical Solution of Partial Differential Equations (Applied
Mathematical Science 32) New York — Heidelberg — Berlin: Springer-Verlag 1981, 541 S.,DM 52,—

Dieses Buch ist eine Ubersetzung des unter dem deutschen Titel ,,Numerische Behand-
lung partieller Differentialgleichungen® im Jahre 1978 in der Reihe Hochschultexte im Springer-
Verlag erschienenen Monographie. Nach Aussage der Autoren ist der Text hervorgegangen aus
einschlagigen Vorlesungen an der Universitit Koln. Entsprechend den Vorkenntnissen der Stu-
denten enthilt das Buch auch einige Grundlagen (meist ohne Beweis angegeben) aus Funktions-
analysis und der Theorie partieller Differentialgleichungen, die in den Text eingearbeitet wurden.
Das macht die Lektiire dieser Monographie in angenehmer Weise unabhiingig vom Studium
umfangreicher Zusatzliteratur. Die Autoren legen Wert darauf, da zum Verstehen numerischer
Algorithmen theoretische Gesichtspunkte ebenso von Bedeutung sind wie algorithmische Dar-
stellungen bis hin zu lauffahigen Computerprogrammen. Dieses Selbstverstindnis von Numeri-
scher Mathematik kann auch nach Auffassung des Referenten nicht oft genug betont werden.
Das vorliegende Buch geniigt diesem Anspruch voll und ganz. Die Einheit von Theorie und
numerischer Praxis durchzieht dieses Lehrbuch wie ein roter Faden. In der Exaktheit der mathe-
matischen Darstellung gibt es nicht viel Vergleichbares auf dem recht komplexen Gebiet der
numerischen Losung partieller Differentialgleichungen.

Im einzelnen werden die folgenden Themenkreise behandelt:

I. Anfangswertprobleme bei hyperbolischen und parabolischen Differentialgleichungen.
Im Zentrum dieses Kapitels steht der Aquivalenzsatz von Lax-Richtmyer. Die dazu benétigten
Begriffe wie ,,sachgemaf gestellte Aufgabe, Konsistenz, Konvergenz und Stabilitit* werden
eingefiihrt und an zahlreichen Beispielen erklirt. Es ist iiberhaupt eine Stirke der Darstellung
in diesem Buch, daf Begriffe anhand von Beispielen eingefiihrt und Resultate durch weitere
Beispiele vertieft werden. Den Schluf dieses Kapitels bildet ein kurzer Exkurs iiber Extrapola-
tionsmethoden.

II. Randwertaufgaben bei elliptischen Differentialgleichungen. Es werden zunichst
Differenzenverfahren betrachtet, sowie der theoretische Hintergrund (z. B. Maximum-Prinzip)
entwickelt und verschiedene bekannte Verfahren auf ihre Konvergenz hin analysiert. Numeri-
sche Algorithmen, die auf Variationsmethoden beruhen, werden ausfiihrlich dargestellt und
Fehlerabschitzungen aufgezeigt. Schlielich gehen die Autoren noch auf Kollokationsmethoden
und Randintegralverfahren ein.




58 Buchbesprechungen

III. Losung von Gleichungssystemen. Hiufig wird in Biichern iiber die Numerik
partieller Differentialgleichungen auf die Darstellung der Losungsmethoden der finiten Pro-
bleme (Gleichungssysteme) wenig Wert gelegt. In der vorliegenden Monographie stellen die
Autoren diesen Themenkreis gleichberechtigt neben die theoretische Fundierung von numeri-
schen Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen. Nach dem Grundsatz ,,die Brauch-
barkeit einer Diskretisierung hingt von der Effektivitat der Verfahren zur Losung der Gleichungs-
systeme ab“ werden zahlreiche gebrauchliche Gleichungslser entwickelt und auf ihre Effektivi-
tit hin analysiert.

In einem Anhang zu diesem Buch sind FORTRAN-Programme zu ausgesuchten Ver-
fahren enthalten und dokumentiert,

Insgesamt gesehen stellt das vorliegende Buch eine ausgezeichnete Bereicherung der
schon vorhandenen Lehrbuchliteratur iiber das behandelte Gebiet dar. Es eignet sich fiir Leh-

rende als begleitende Lektiire zur Vorlesung, wie auch als Buch zum Selbststudium fiir Studenten.

Augsburg K.-H. Hoffmann

Integrable Systems — Selected papers, by S. P. Novikov, V. B. Matveev, I. M. Gelfand,
I. M. Krichever, L. A. Dikii, A. M. Vinogradov, B. V. Yusin, B. A. Kuperschmidt, B. A. Dubrovin,
I. S. Krasilshchik (London Mathematical Society Lecture Notes Series, vol 60) Cambridge —
London — New York — Melbourne: Cambridge University Press 1981, 266 pp, paper, £ 13.00

There are many aspects to the study of integrable Hamiltonian systems. This collection
of papers by Soviet mathematicians emphasizes the algebraic side of the subject, in particular
the formal algebraic side. The book, edited and introduced by G. Wilson, is evenly divided be-
tween the general discussion of Hamiltonian mechanics as well as formal variational calculus
and the precise relationship between the Korteweg — deVries equation and the theory of
algebraic curves. Wilson explains that the purpose of the book is to collect fundamental papers
from leading Soviet workers in the field. From this point of view it is a little surprising that
there is no paper by V. E. Zakharov (or, for that matter, by any of his coworkers, e.g. Manakov,
Mikhailov, Shabat). After all, it was Zakharov (along with Faddeev) who first showed that the
Korteweg — deVries equation is an integrable Hamiltonian system.

Ziirich E. Trubowitz

Michlin, S. G., Profidorf, S., Singulire Integraloperatoren (Mathematische Lehrbiicher
und Monographien, Abt. II, Band 52) Berlin: Akademie-Verlag 1980, 544 S., Leinen, DM 88 ,—

Die Theorie der singulidren Integraloperatoren hat in ihrer Geschichte einige Male
Ideen hervorgebracht, die zu weit iiber ihren Ursprung hinausgehenden Entwicklungen Anlafl
gaben. Beispiele sind Fredholmoperatoren, Indexformel, Pseudodifferentialoperatoren. Das vor-
liegende Buch zeigt, daB die Theorie auch heute noch reich an lebendigen Ideen ist. Mit seiner
leicht lesbaren und dabei zugleich detaillierten wie umfassenden Darstellungsweise eignet es
sich als Standardlehrbuch und Nachschlagewerk fiir das Gesamtgebiet der singularen Integral-
operatoren.

T
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in Kap. V § 6ff.), die durch die hier verwendete einheitliche Betrachtungsweise leichter zuging-
lich werden. Daneben sind auch einige neue Resultate angegeben, z. B. iiber mehrdimensionale
singuldre Gleichungen mit entartetem Symbol und iiber die niherungsweise Lésung von mehr-
dimensionalen singuldren Gleichungen.

Nicht behandelt werden nichtlineare Gleichungen, Pseudodifferentialoperatoren und
die Methode der maximalen Funktionen. Somit erstreckt sich der Inhalt, bei selbstverstindlicher
Verwendung moderner funktionalanalytischer Methoden, auf die , klassische‘ Theorie der sin-
guldren Integraloperatoren.

Etwa die Hilfte des Buches ist den eindimensionalen singuliren Integralgleichungen
gewidmet. Inhaltliche Schwerpunkte sind dabei neben zahlreichen Anwendungsbeispielen die
Gleichungen mit stiickweise stetigem und diejenigen mit entartetem Symbol. Bei den mehr-
dimensionalen Gleichungen finden die Differenzierbarkeitseigenschaften von Symbol und
Charakteristik sowie die Losungstheorie in verschiedenen Funktionenrdumen mit und ohne
Gewicht besonderes Interesse.

Die Kapiteliiberschriften lauten: Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis; Das eindi-
mensionale singuldre Integral; Eindimensionale singulire Integralgleichungen mit stetigen Koef-
fizienten auf geschlossenen Kurven; Eindimensionale singulire Integralgleichungen mit unstetigen
Koeffizienten; Systeme eindimensionaler singulérer Gleichungen; Eindimensionale singulire
Gleichungen mit entartetem Symbol; Einige Aufgaben, die auf singulire Integralgleichungen
fihren; Einige weitere Hilfsmittel; Mehrdimensionale singuléire Integrale in Riumen mit gleich-
maBiger Metrik; Das Symbol des mehrdimensionalen singuliren Integraloperators; Singulire
Integraloperatoren in Riumen mit Integralmetrik; Mehrdimensionale Integralgleichungen;
Singulire Gleichungen auf glatten Mannigfaltigkeiten ohne Rand; Systeme mehrdimensionaler
singulirer Gleichungen; Das Lokalitatsprinzip; Singulire Operatoren auf Mannigfaltigkeiten
mit Rand; Merhdimensionale singulire Gleichungen mit entartetem Symbol; Methoden der
ndherungsweisen Losung von eindimensionalen singuliren Integralgleichungen; Niaherungsweise
Losung mehrdimensionaler singulirer Integralgleichungen.

[1] Gakhov, F. D.: Boundary value problems. Pergamon Press, London 1966

[2] Gochberg, I. Z. und Feldman, I. A.: Faltungsgleichungen und Projektionsmethoden zu ihrer
Ldsung. Birkhduser Verlag, Basel — Stuttgart 1974

[3] Gohberg, 1. C. und Krupnik, N. J.: Singular integral operators with piecewise continuous
coefficients and their symbols. Math. USSR — Izv. 5§ (1971). 955—979

[4] Gohberg, I. und Krupnik, N.: Einfihrung in die Theorie der eindimensionalen singulidren
Integraloperatoren. Birkhduser Verlag, Basel — Stuttgart 1979

[5] Mihlin, S. G.: Multidimensional singular integrals and integral equations. Pergamon Press,
Oxford 1965

[6] Muschelischwili, N. I.: Singulire Integralgleichungen. Akademie-Verlag, Berlin 1965

[7] ProBdorf, S.: Einige Klassen singulirer Gleichungen. Akademie-Verlag, Berlin 1974

[8] Stein, E. M.: Singular integrals and differentiability properties of functions. Princeton Univ.
Press, New Jersey 1970

[9] Vekua, N.P.: Systems of singular integral equations. Nordhoff Publ. Comp., Groningen 1967

Darmstadt E. Meister

de Finetti, B., Theorie der Wahrscheinlichkeit (Scientia Nova), Wien — Miinchen: Olden-

. bowe Vedao JORL i3 R19 S, DM 12§ —

Die mathematische Statistik wird an unseren Universititen (und teilweise auch an den
Gymnasien) als eine rein mathematische Disziplin gelehrt: man definiert und zieht logische Folge-
rungen. Von den Anléssen, Wahrscheinlichkeitstheorie zu betreiben, ist ein begleitender, moti-









Lehrbuch der Analysis

Von Prof. Dr. rer. nat. H. HEUSER, Universitat Karlsruhe

Ziel dieses zweiteiligen Werkes ist es, ausgehend von der axiomatischen Beschreibung
der reellen Zahlen den Aussagenbestand der klassischen Analysis méglichst lebendig
und taBlich zu entwickeln und von dieser Basis aus weiter vorzudringen bis hin zu den
moderneren Begriffen und Sétzen dieser Disziplin, wie z. B. Netzkonvergenz, Banach-
rdume, metrische und topologische Rdume, Lebesguesches Integral, die Sétze von Arzela-
Ascoli und Stone-WeierstraB, der Stokessche Satz (iber die Integration von Differential-
tormen und die Fixpunktsétze von Banach, Brouwer, Schauder und Kakutani.

Das Buch ist iiberwiegend ,reell“. Da aber Naturwissenschaftler und Ingenieure schon
sehr friihzeitig komplexe Zahlen benétigen und viele analytische Fragen erst im Kom-
plexen befriedigend gekidrt werden kénnen, wurde ein Unterkurs iber komplexe Zahlen
und Funktionen eingebaut, der bis zu den Cauchyschen Integralsdtzen und der Entwickel-
barkeit holomorpher Funktionen in Potenzreihen fihrt. Ein historischer Bericht rundet das
Buch ab. Uber 1300 Aufgaben sollen dem Leser helfen, die Analysis zum sicheren Besitz
(working knowledge) zu machen.

Teil 1: 2., durchgesehene Auflage. 1982. 643 Seiten mit 128 Bildern und 780 Aufgaben,
zum Teil mit Losungen. (Mathematische Leitfaden) Kart. DM 52,—

Aus dem Inhalt des ersten Teiles

Mengen, Zahlen und Funktionen: Mengen / Axiomatik der reellen Zahlen / Komplexe
Zahlen / Kombinatorik / Metriken / Funktionenrdume und -algebren / Lineare Abbildun-
gen / Der Differenzenoperator / Interpolationspolynome / Mengenvergleiche

Zahlenfolgen und unendliche Reihen: Grenzwertbegriff / Prinzipien der Konvergenztheo-
rie / Allgemeine Potenz und Logarithmus / Exponentialprozesse / Haufungswerte / Kon-
vergenz- und Divergenzkriterien

Stetige und differenzierbare Funktionen: Stetige Funktionen / Fixpunkt- und Zwischen-
wertsdtze / Der Umkehrsatz / Grenzwerte von Funktionen / Grenzwerte von Netzen /
Doppelreihen / Die Ableitung / Mittelwertsatze / Extremalprobleme / Konvexe Funktionen
und Ungleichungen

Taylorscher Satz und Potenzreihen: Mittelwertsatz fiir hohere Differenzen / Taylorscher
Satz und Taylorsche Entwicklung / Reelle und komplexe Potenzreihen / Abelscher Grenz-
wertsatz / Fundamentalsatz der Algebra / Partialbruchzerlegung / Die lineare Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Integration: Unbestimmte Integrale / Riemannsches Integral / Die Hauptséatze der Differen-
tial- und Integralrechnung / Das Cauchysche, Riemannsche und Lebesguesche Integrabili-
tatskriterium / Integralungleichungen und Mittelwertsdatze / Uneigentliche Integrale /
Riemann-Stieltjessche Integrale / Funktionen von beschréankter Variation / Die Differen-
tialgleichung mit getrennten Veranderlichen
Vertauschung von Grenziibergdngen: GleichméaBige Konvergenz / Vertauschung von
Aiihiaibdadintls i e e — i :

Ascoli / Vertauschung von Grenziibergédngen bei Netzen / Monotone Konvergenz

Tail 9 10R1 728 Qaoitean mit 100 Rildarn 11ind 278 Anfaabhoan 21im Tail mit | Aclinman







Humor in der Mathematik

Humor in der Mathematik

Eine unnétige Untersuchung lehrreichen Unfugs, mit scharfsinnigen
Bemerkungen, durchlaufender Seitennumerierung und freundli-
chen Griilen

von

Friedrich Wille

1982. 120 Seiten mit zahlr. Abb., kart. DM 19,80

Wie fangt man einen Lowen in der Wiiste, mit den Mitteln der Mathe-
matik? Wie erzihlt der Mathematiker das Mirchen vom Rotkapp-
chen? Haben Sie schon einmal in einem Hotel mit unendlich vielen
Betten geschlafen? Wissen Sie, wie der Mathematiker Ful3ball spielt,
Kartoffeln schilt, Wasser kocht oder seine Heiratsprobleme 16st? Auf
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