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Arithmetische Progressionen

K. Jacobs, Erlangen

Ein Bericht, Herrn van der Waerden zu seinem 80. Geburtstag am
2. 2. 1983 erstattet

§1 Arithmetische Progressionen und ,,schéne‘‘ Mengen

Eine endliche Menge A von k ganzen Zahlen heif’t eine arithmetische Pro-
gression der Linge k, wenn ihre Elemente dquidistant liegen, wenn sie sich also,
mit anderen Worten, in der Form

A={a,at+d,a+2d,...,a+ (k- 1)d}

darstellen lidf3t. Das bedeutet erst ab k = 3 eine nichttriviale Forderung. Man koénnte
statt ,,arithmetische Progression‘‘ auch ,,Restklassen-Intervall* sagen.

Eine Menge S von ganzen Zahlen soll schén heifen, wenn sie arithmetische
Progressionen beliebiger Linge enthilt. Es ist leicht, schone Mengen herzustellen:
man lasse immer langere Blocke von aufemanderfolgenden Zahlen auftreten Lai?st

ment der Menge schén. Die Zahlen 1, 2,4, 9, 19, ... (man mache die nichste Liicke
immer um 1 grofier als die letzte Zahl) bilden eine unschéne Menge: man hat das
Auftreten von arithmetischen Progressionen der Linge 3 verhindert; die Liicken
sorgen freilich dafiir, dafl das Komplement der Menge schén wird. — Weniger einfach
ist das

Beispiel 1.1 ,,Der Geist, der stets verneint* bildet die sog. Thue-Morse-Folge
(Thue [1906], Morse [1921], Hedlund-Morse [1944], Gottschalk-Hedlund [1964],
Keane [1968], Jacobs [1969])

0110100110010110. ..
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Der Beweis sei dem Leser als Ubung iiberlassen. Auch der ,,Mephisto-Walzer*
001001110001001110110110001 ...
(Bildung: 0, 001, 001001110, . . .) hat die analoge Eigenschaft.

§2 Der Satz von van der Waerden (1926)

Im Jahre 1926 formulierte der spéter jung verstorbene hollindische Mathe-
matiker Baudet eine Vermutung, deren Bestitigung im selben Jahre dem damals
23jahrigen Bartel Leendert van der Waerden gelang. Der folgende Satz gehért zu
jenen mathematischen Ergebnissen des 20. Jahrhunderts, die durch Einfachheit der
Formulierung und Tiefe der im Beweis angesprochenen Ideen die Fachwelt begei-
stert und eine lange Kette von vertiefenden und erweiternden Untersuchungen in
Gang gesetzt haben.

Satz 2.1 (van der Waerden [1927]) Uberdeckt man die Menge N der natiir-
lichen Zahlen mit endlichvielen Mengen, so ist mindestens eine dieser Mengen schon.

Van der Waerden selbst hat die Geschichte der Entdeckung des ersten Bewei-
ses fiir dies Theorem liberaus reizvoll, in fairer Anerkennung des Anteils von Emil
Artin (1898—1962) und Otto Schreier (1901—1929), sowie mit zahlreichen Aus-
blicken auf die Psychologie der mathematischen Forschung — auch unter Bezug auf
berithmte Mitteilungen von Henri Poincaré (1854—1912) und Jacques Hadamard
(1865—1963) zu diesem allgemeinen Thema — niedergeschrieben (van der Waerden
[1973]).

Wie sieht nun der urspriingliche Beweis von van der Waerden [1927] ungefihr
aus? Wer die Originalabhandlung nicht zur Hand hat, findet in dem bekannten Biich-
lein ,,Drei Perlen der Zahlentheorie‘‘ von A. J. Chintschin 1951 eine Variante; eine
in moderne Systematik eingebaute Version liest man bei Graham-Rothschild-Spencer
[1980] (vorverdffentlicht in Graham-Rothschild [1974]). Es handelt sich dabei stets
um einen finitdren Beweis, d. h. man zeigt

Aussage W Zu jedem Paar (r, k) von natiirlichen Zahlen gibt es eine kleinste
natiirliche Zahl w(r, k) mit folgender Eigenschaft: Uberdeckt man eine Menge M
von w(r, k) aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen mit r Mengen, so enthdilt min-
destens eine dieser r Mengen eine arithmetische Progression der Linge K.

Beim Beweis dieser Aussage verwendet man
a) Induktion nach k
b) das Dirichletsche Schubfachprinzip.

Man darf die r iiberdeckenden Mengen als disjunkt annehmen und sich r
verschiedene Farben zur Einfirbung ihrer Elemente vorstellen. Gesucht sind mono-
chrome arithmetische Progressionen. Blocke von d aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen aus M stellen dann Farbmuster dar, und bei festem d werden diese Blocke
nach den 1% moglichen Mustern in Klassen eingeteilt. Die Induktionsannahme sichert
dann k — 1 gleichgemusterte Blocke in arithmetischer Progression und damit d
monochrome arithmetische Progressionen der Linge k — 1; nach dem Schubfach-
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und aus der letzteren Subadditivitit folgt sofort die Existenz von

re=tim =12 )

r; =1, = 0 ist klar. Klaus Friedrich Roth widmete der Untersuchung von r3(n) und
rq(n) mehrere bedeutende Arbeiten (Roth [1952], [1953/4], [1967]), nachdem

F. A. Behrend [1938], [1946] die Alternative

I3=14=...=0 oder lim r,=1
k— o
bewiesen hatte. Roth gelang der Beweis von r; = r; = 0. Erd6s’ 1000-$-Vermutung
lautete nun 15 =15 = .. .= 0. Sie wurde 1973 von E. Szemerédi bewiesen:
Satz 3.2 (Szemerédi [1975]) 1, =1, =1r3=...=0.

Satz 3.1 ist in der Tat ein Corollar von Satz 3.2. Hat M C N positive obere
Dichte, so braucht man nur € > 0 und n so zu bestimmen, daf
MN{l,...,
r__k(n) <€ und ————l t l >e€
n n
gilt (das geht dann offenbar), und schon enthilt M N {1, . . ., n} eine arithmetische
Progression der Linge k:

r(n) <|M{1,... n}l,

d.h. M N {1, ..., n}ist zu dick, um nicht k-schén zu sein.

Wie beweist Szemerédi sein Theorem? Diese Frage ist fiir mich nur mit dem
Verweis auf die Originalabhandlung Szemerédi [1975] zu beantworten. Diese stellt
in meinen Augen eine der bewundernswiirdigsten Mathematik-Partituren dar, die
je komponiert wurden, aber sie ist kaum zum Klingen zu bringen. Im Sommer 1975
gelang der Kombinatorikergrupne yum Klaus Leeb und Volker Strehl in Erlangen eine

Art von Auffithrung. Sie dauerte ein ganzes Semester, ich hérte zu und traute meinen
Ohren nicht so recht. Ubrigens verwendet Szemerédi stindig den Satz 2.1 von van
der Waerden, um sein schirferes Resultat zu beweisen.

§ 4 Die Furstenberg-Katznelson-Weiss-Saga

Weihnachten 1975 hatte ich bei einem Vortrag in Jerusalem Gelegenheit,
den Satz von Szemerédi vorzufiihren. Man war mitten im sog. ,,Ergodentheorie-
Jahr Jerusalem 1975/76‘ und hatte sich aus anderen Griinden bereits intensiv mit
Mengen positiver oberer Dichte beschiftigt. Hillel Furstenberg nahm sich nun des
Szemerédi-Theorems auf seine Weise an und produzierte in wenigen Monaten fol-
genden

Satz 4.1 (Furstenberg [1977]) Sei (2, B, m, T) ein normiertes dynamisches
System (d. h.: (82, B, m) ist ein auf Q € B, m(2) = 1 normierter Mafiraum, und
T : Q —> Q ist eine m-treue B-mefbare Abbildung: m(T~'B) = m(B) (B € B)). Sei
B € 8, m(B) > 0. Dann gibt es zu jedem k € N ein d € N mit

(D mBNT4BN...NT-&-Ddp)> 0,
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T, :g->gg, ..., Ty : g > gg§ ! gilt an. Wir wihlen eine stetige Funktion f =0
auf G mit f(e) > 0 und f(g) = O fiir alle g auBierhalb einer Umgebung U von e. Die
Funktion

h(g) = | f(x)f(xg) . . . f(xg*~ ) m(dx)

ist stetig und > 0 mit h(e) > 0. Also gilt | h(g)m(dg) > 0. Dies Integral kommt
aber nach dem Ergodensatz auch in der Form

1n—l

lim — Y hig

n—o Il j___o
zustande. Also kommt h(g{,) > 0 vor. Es folgt die Existenz eines x € G mit
f(x)f(xgo) . . . fixg—1) >0,

d. h. X, xg,, . . ., xg§ ! € U, was bedeutet, daB xg,, . . ., xg&k~ ! nahe bei x liegen:
das erwiinschte Resultat.

Furstenberg stand vor der Aufgabe, sich von solchen relativ einfachen Spe-
zialfillen zum allgemeinen Fall durchzukimpfen. Er setzte dazu eine starke Maschi-
nerie aus Ergodentheorie und topologischer Dynamik in Gang, die er z. T. in eigenen
dlteren Arbeiten (z. B. Furstenberg [1963]) vorfand, iiberwiegend aber eigens kon-
struieren mufdte. Die Fiille des dabei Entstandenen ist in dem Buch Furstenberg
[1981] zusammenfassend dargestellt.

Zusammenfassend kann man sagen: Furstenberg’s Szemerédi-Beweis ist rein
masseméfig nicht leichter als der Beweis in Szemerédi [1975], aber er besteht aus
organisch gewachsenen Bausteinen, die auch anderweitig verwendbar sind; man
zieht aus diesem Beweis umfassendere mathematische Belehrung. Dariiber sollte
man die Unglaublichkeit von Szemerédis Leistung nicht vergessen.

§5 Der topologische Beweis des van-der-Waerden-Theorems

Szemeredis tiefliegende Erweiterung des van-der-Waerden’schen Resultats
ist mit tiefliegenden topologisch-mafitheoretischen Methoden bewiesen worden.
Frage: 14t sich das van-der-Waerden-Theorem mit einfacheren Mitteln aus diesem
Methodenkreis beweisen? Die positive Antwort haben Furstenberg-Weiss [1978]
gegeben. Sie leiten das Theorem aus dem folgenden neuen Wiederkehrsatz der
topologischen Dynamik her.

Satz 5.1 (Furstenberg-Weiss [1978]) Sei Q ein kompakter metrischer
Raum, seien T,, . . ., Ty kommutierende stetige Abbildungen von S in sich. Dann
8ibt es einen Punkt wqo € Q und eine Folge n, <n, <. . .von natirlichen Zahlen,
derart, daf

T wo = wg
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Spencer [1980], Jacobs [1983]), auf dessen Formulierung und Beweis wir hier ver-
zichten. Gleich Satz 2.1 erlaubt das Hales-Jewett-Theorem neuerdings einen topo-
logischen Beweis.

Eine Menge A C N heif3t eine IP-Menge, wenn es eine Folge n; <n, <. ..
von natiirlichen Zahlen mit

A={nkl +...+nk1|r,k1,...,k,€N}
gibt. Eine Menge M C N heif’t Aiibsch, wenn sie eine IP-Menge enthilt. Es gilt der

Satz 7.1 (Hindman [1974]) Von r Mengen, die zusammen N iiberdecken,
ist mindestens eine hiibsch.

Dieser Satz, urspriinglich kombinatorisch bewiesen, 148t sich heute mit relativ ein-
fachen Methoden aus der Theorie der halbtopologischen Halbgruppen gewinnen
(Furstenberg-Weiss [1978]). Bellow-Furstenberg [1979] enthiilt eine iiberraschende
Anwendung von Satz 7.1.
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Der Satz von van der Waerden
iiber arithmetische Progressionen

W. Deuber und B. Voigt, Bielefeld

Herrn van der Waerden zum 80. Geburtstag gewidmet

§0 Einleitung

Leitthema dieses Berichtes ist folgendes, 1926 von dem damals 23jahrigen
B. L. van der Waerden bewiesenes Resultat, das heutzutage ,,der Satz von van der
Waerden iiber arithmetische Progressionen‘ genannt wird:

0.1 Satz [55] (van der Waerden) Zu jedem Paar k und r von positiven gan-
zen Zahlen gibt es eine positive ganze Zahl n = vdW(Kk, 1) so, daf es zu jeder Firbung
A:{0,...,n—1}—>{0, ..., r— 1} der nichtnegativen ganzen Zahlen kleiner als n
mit r Farben eine einfarbige arithmetische Progression a,a+d,...,a+(k —1)-d
bestehend aus k Termen gibt, d. h. A(a)=A(a+i-d),0<i<k.

Die zentrale Bedeutung dieses Satzes fiir die kombinatorische Zahlentheorie
wurde rasch erkannt, vgl. etwa [5], und gab Anla zu weiteren Untersuchungen. Ein
erster Hohepunkt wurde schon in den 30er Jahren mit der Dissertation von Rado
[42] erreicht. In den 60er Jahren setzte eine weitere starke Entwicklung ein, die
auch heute noch nicht abgeschlossen ist.

Es kann nicht das Anliegen dieses Berichtes sein, einen vollstindigen Uber-
blick iiber all die Fragen, Entwicklungen und Resultate zu geben, zu denen der Satz
von van der Waerden den Anstof} gegeben hat. Vielmehr werden wir uns auf einige
Aspekte konzentrieren, die uns besonders bemerkenswert erscheinen. Um weitere
Informationen zu erhalten, kann der Leser etwa Kapitel 2 von [17], Kapitel 3 und
4 von [35], sowie [29], [22], [32] konsultieren.

§1 Der Satz von Hales und Jewett

Beweise fiir den Satz von van der Waerden findet man aufier bei van der
Waerden [55] selbst, etwa bei Chintchin [9] in seinem hiibschen Biichlein, bei Witt
[58] oder auch bei Graham und Rothschild [28]. In all diesen Beweisen wird die
additive Struktur der natiirlichen Zahlen ausgenutzt. Hales und Jewett [30] bewie-
sen 1963 ein Resultat, das vordergriindig nichts mit arithmetischen Strukturen zu
tun hat. Bei niherem Hinsehen bemerkt man jedoch, daf dieses Resultat eine rein
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kombinatorische, auf arithmetische Struktur keinen Bezug nehmende Version des
Satzes von van der Waerden darstellt. Es verwundert daher nicht, dad heutzutage
viele Verallgemeinerungen des Satzes von van der Waerden sich leicht mit Hilfe des
Satzes von Hales und Jewett beweisen lassen.

Der Grundgedanke von Hales und Jewett besteht darin, anstelle der natiir-
lichen Zahlen die cartesische Potenz A" einer endlichen Menge A mit geeignetem n
als die zu fairbende Grundmenge zu betrachten und hierzu eine einfarbige ,,Parame-
termenge zu finden. Mit A = {0, . . ., k — 1} sowie mit der Abbildung F : A® > N,

n—1
die durch F(ay, .. .,a,_,)= Y a; definiert ist, kann dann die arithmetische Struk
i=0
tur wieder ins Spiel gebracht werden, um damit den Satz von van der Waerden zu
erhalten.

1.1 Definition Es sei A eine endliche Menge. A™ bezeichnet das n-fache
cartesische Produkt A x ... xA. Einm-Funktional f in A" ist ein n-tupel
f=o,.. s fa_ 1) EAU{Ng, ..., \y_ D", in dem jeder der ,,Parameter*

Ao, . . s Am _ 1 mindestens einmal auftaucht. Dabei ist es veruiinftig zu vereinharen -
) n “E

jenige n-Tupel, das aus f entsteht, indem man iiberall \; durch a, ersetzt. Mengen der
Gestalt f- A™ ={f(ay, ..., 2 _1)|(20, . . -, 3y _ 1) EA™} CA" heifen m-Para-
metermengen in A"

1.2 Beispiel Essei A ={0, 1, 2}. Die Menge
M={(0,1,0,2),(1,1,1,2),(2,1,2,2)}
ist eine 1-Parametermenge. Hierzu gehort das 1-Funktional f = (A, 1, Ay, 2). Die
oben definierte Abbildung F liefert die arithmetische Progression F(M) =
{3+2-%l% €10, 1, 2}}. Die Menge
N={(1,2,1,0),(2,1,1,0),(0,0,1,0)}
ist keine 1-Parametermenge.
Faf3t man die Menge A = {0, 1, 2} als den Koérner Z. auf. so sind.spwoh! M

als auch N affine Geraden in (Z;)*. Allgemein ist jede m-Parametermenge in (GF(q))"
ein m-dimensionaler affiner Unterraum von (GF(q))", aber wie das obige Beispiel
zeigt, gilt im allgemeinen nicht die Umkehrung.

Die Moglichkeit, Parametermengen einmal als arithmetische Progressionen,
einmal als affine Unterrdume oder sogar noch anders zu interpretieren, ist einer der
grofien Vorteile dieses Ansatzes.
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bige arithmetische Progression. Sei fur t <r-(m — 1) — 1 die arithmetische Progres-

sion a, +1i - dy, 0 <i<Ry,, bereits derart gefunden, daB® (i) a; + i-d, ist einfarbig

fiir A und (i) a, +i-d,€d,_, - {1, ..., R}, wobei man d_, = 1 setzt. Betrachte

dann die Menge d, - {1, . . ., R;+, }, nach Wahl von Ry findet man eine arithmetische

Progression ag 41 +1i-d;41, 0 Si<Ry4p,ind;- {1, ..., Ry,}, die einfarbig fur A

ist. SchlieBlich setze a;.(m — 1) = dr-(m - 1)— 1-

Dann gilt A( 21 ;) = A(@pnp) fur jede nichtleere Teilmenge I C {0, ..., - (m — 1)}.
i€

Nach dem Schubfachprinzip gibt es Zahlen X, . . ., Xp -1 €{8;|0 <i<r-(m - D},
die alle gleichgefirbt sind und damit die gewiinschten Eigenschaften besitzen. [

Dieser Satz, der tatsichlich nur ein Spezialfall des noch zu erwéhnenden
Satzes (2.5) von Rado ist, wurde des 6fteren neu entdeckt und bewiesen.
Interessant ist die Anwendung, die Aautov [2] daraus zieht. Mit Hilfe von (2.3)
zeigt er, daB es zu jedem unendlichen Ideal I eines abzéhlbaren Ringes R eine nicht-
diskrete Ringtopologie gibt, in der I ein offenes Ideal ist.

Um nun die Radoschen Untersuchungen zu motivieren, betrachten wir die

Wg@n (laichunnssiietame-
|

(ii) Y X =X furl C{0,...,m—1},1#0Q

iel
(i) x,+x;=3:%¢

Die ersten beiden haben folgende Eigenschaft: Zu jeder Zerlegung der posi-
tiven ganzen Zahlen in endlich viele Klassen gibt es in einer der Klassen Zahlen
Xo, - - -, Xk, die eine Losung von (i) bilden. Ebenso gibt es in einer Klasse Zahlen
Xos - - -» Xm— 1 SOwie Zahlen x; firr jedes nichtleere I C {0, ..., m — 1}, die eine
Losung von (ii) bilden. Dies folgt sofort aus (2.2) bzw. (2.3).

Gleichungssystem (iii) besitzt eine solche Eigenschaft nicht: Schreibt man
jede positive ganze Zahl n als n = 57" n" mit n” # 0 (mod 5), so erhilt man eine
Firbung Ag : N— {1, 2, 3,4} durch Ag(n) =i <> n" =i(mod 5). Man rechnet leicht
nach, daB es keine 3 Zahlen x,, X;, X, gibt, die (iii) erfillen und unter A; alle gleich-
gefirbt sind.

2.4 Definition Eine ganzzahlige Matrix A (bzw. das durch A beschriebene
homogene lineare Gleichungssystem A - x=0)ist partitionsregulir,
genau wenn zu jeder Zerlegung der positiven ganzen Zahlen in endlich viele Klassen
stets in einer dieser Klassen Elemente X, . . ., Xo _ 1 existieren mit A - (Xq, . - ., Xn _ OF
=0, d. h. eine der Klassen enthilt eine Lésung von A - x = 0.

Rado gelang in seiner Dissertation die folgende schone Charakterisierung der
partitionsreguldren Matrizen:
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(i) ¥ a'=0,d. h. die Summe der Spalten, die zur Spaltenklasse 0 gehoren,
i€lg

ist der Nullvektor, )
() Y a'=Y\;.,a'li€l, U... UL} fiir geeignete rationale Zahlen
i€l j+1
A j+1,d. h. die Summe der Spalten in der Spaltenklasse j + 1 lapt sich als rationale
Linearkombination der Spalten friiherer Spaltenklassen darstellen.

Um zeigen zu konnen, daf partitionsregulire Matrizen die im Satz angege-
bene ,,Spalteneigenschaft besitzen, beniitzt Rado Farbungen Ay :N->{1,..,p—13},
die analog der oben angegebenen Fiarbung A4 definiert sind. Um zu zeigen, daB die
Spalteneigenschaft die Partitionsregularitit nach sich zieht, kommt der Satz von van
der Waerden ins Spiel, der Beweis von (2.3) mag einen Eindruck davon vermitteln.
Noch deutlicher wird der Zusammenhang zwischen partitionsreguliren Gleichungs-
systemen und arithmetischen Progressionen, wenn man anstelle der Matrizen solcher
Systeme Mengen von natiirlichen Zahlen charakterisiert, die als Losungsmengen fiir
partitionsregulidre Gleichungssysteme in Frage kommen.

2.6 Definition Es seien m, p, c positive ganze Zahlen. Eine Teilmenge
M C N heift (m, p, c)-Menge, genau wenn es positive ganze Zahlen do, ..., dp der-
art gibt, daff M genau aus den Zahlen besteht, die in folgender Liste auftauchen:

cdo + Nyd; +Ad, +. . L+ N d,,
cdy +X,dy +. ..+ ALd,,
cdy +.. .+ A, d,,
cd,,
NEZ, —psSN<p i=1,...,m
Firc=1,m=1und p=k — 1 enthalten (1, k — 1, 1)-Mengen Losungen des
Gleichungssystems (i), wihrend fiir c = 1 und p = 1 die (m, 1, 1)-Mengen Losungen

des Gleichungssystems (ii) enthalten. Intuitiv sind (m, p, c)-Mengen ,,m-fach iterierte
arithmetische Progressionen mitsamt den c-fachen Differenzen® .

2.7 Satz [10] (Deuber) (1) Eine ganzzahlige Matrix A (bzw. das Gleichungs-
system A - x = Q) ist partitionsregulir, genau wenn es positive ganze Zahlen m, p, ¢
gibt, so daf3 jede (m, p, c)-Menge eine Losung von A - x = 0 enthdlt. Insbesondere sind
(m, p, c)-Mengen selbst Teilmengen von Lisungen partitionsregulirer Gleichungs-
systeme.

(2) Zu jeder Wahl von positiven ganzen Zahlen m, p, ¢ und r gibt es Zahlen
n, q, d, daf zu jeder Firbung A : N> {0, .. .,r — 1} einer (n, q, d)-Menge N eine
einfarbige (m, p, c)-Menge M C N existiert.

Teil (2) dieses Satzes wurde urspriinglich mit Hilfe des Satzes von van der
Waerden bewiesen. Spiter bemerkte dann Leeb [33], [34], daB man durch Benut-
zung des Satzes von Hales und Jewett einen kiirzeren Beweis erhalten kann.

Mit Hilfe von (2.7) gelang es, eine alte Vermutung von Rado zu 16sen: Nennt
man eine Menge von natiirlichen Zahlen partitionsregulir, falls in ihr alle partitions-
reguliren Gleichungssysteme 16sbar sind, so besagt (2.7.1): M ist partitionsregulir,
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genau wenn M zu jedem Tripel (m, p, ¢c) mindestens eine (m, p, ¢)-Menge enthilt.
Aus (2.7.2) folgt dann die Vermutung von Rado [42]:

2.8 Satz [10] Ist M C N partitionsregulir und A : M~ {0, ..., r — 1} eine
Firbung von M, dann gibt es eine einfarbige partitionsregulire Teilmenge von M.

Erwihnt sei eine weitere alte Vermutung von Rado, die noch immer unbe-
wiesen ist: Eine Matrix A heifle r-regulir, wenn es zu jeder Zerlegung der positiven
ganzen Zahlen in r Klassen in einer dieser Klassen eine Losung von A - x = 0 gibt.
Zum Beispiel ist das Gleichungssystem (iii) 2-regulér (aber natiirlich nicht regulir).

2.9 Vermutung [42] (Rado) Zu jedem n gibt es ein r(n) so, daf jede r(n)-
regulire Matrix A mit hochstens n Spalten (d. h. A - x = 0 besitzt hochstens n Unbe-
kannte) sogar regulir ist.

Es ist immer noch nicht bekannt, welche unendlichen homogenen Gleichungs-
systeme partitionsregulir sind.
Das unendliche Gleichungssystem

(%) Xj+1 —X=X%Xg, i>0

ist nicht partitionsregulir. Dies zeigt die Fiarbung A : N - {0, 1} mit A(m) = 0, genau
wenn 2¥ <m < 2%*! und k =0 (mod 2).
Dagegen ist das unendliche Gleichungssystem
Gi*) Y x=x; furl CN, I1#0Q, |I| <oo

iel
partitionsregulir. Dies ist die Aussage des Satzes von Hindman [31], der eine starke
Verallgemeinerung des Radoschen Summensatzes darstellt.

Das ,,grofite* derzeit bekannte unendliche partitionsregulire Gleichungs-
system besteht aus der Vereinigung aller endlichen partitionsreguliren Gleichungs-
systeme mit dem Hindmanschen System (ii*):

2.10 Satz [24] (Furstenberg und Weiss) Zu jeder Zerlegung der natiirlichen
Zahlen in endlich viele Klassen gibt es in einer dieser Klassen Losungen fiir (ii*)
sowie fiir jedes endliche partitionsregulire Gleichungssystem.

Es ist nicht klar, ob es — abgesehen von Subsystemen des Systems aus 2.10
— Uberhaupt weitere unendliche partitionsregulire (lineare, homogene) Gleichungs-
systeme gibt. Ein Kandidat dafiir kénnte das in der folgenden Frage angegebene
System sein:

2.11 Frage Ist das Gleichungssystem xfﬂ - xf =Xo flirl=1,2,...,
i=0,...,2—1,inden Unbekannten x{ und x, (beliebig lange arithmetische Pro-
gressionen, alle mit derselben Differenz) partitionsregulir?

§3 Induzierte und restringierte Versionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mif Veralleemeinemneen der bisher yor-
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durch eine Abbildung T : [V]* = {0, 1} der zweielementigen Teilmengen von V in
die Menge {0, 1} gegeben ist. Dabei bildet {x, y} eine Kante, genau wenn I'({X, y})
= 1ist. G =(V, I') ist ein Subgraph von G* = (V*,I'*), wenn V C V* gilt, und
['({x, y}) = 1 stets auch I'*({x, y}) = 1 impliziert. Man nennt G einen induzierten
Subgraphen, falls auch die Umkehrung gilt, d. h. I ist die Restriktion von I'* auf
[V]?, also I = I'* 1 [V]2. Induzierte Substrukturen respektieren also die durch I'*
aufgeprigte Struktur in einem sehr strengen Sinne.

Spencer [48] und Nesetril und Rodl [38] zeigen, dafd man arithmetischen
Progressionen eine zusitzliche Struktur aufprigen kann und trotzdem noch ein zu
dem Satz von van der Waerden dhnliches Resultat erhilt.

3.1 Satz ([38],[48]) EsseiT': {0, ...,k — 1} > {0, 1} eine Abbildung.
Ferner sei 1 eine positive ganze Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n und
eine Abbildung T* : {0, ...,n — 1} > {0, 1} so, dag es zu jeder Farbung A : {0, ...,
n— 1} > {0,...,r — 1} eine arithmetische Progression a+i-dmiti=0,.. .,k —1

derarf gibt,dag

(i) @) =T*@+i-d) firale 0<i<Kk,d. h. diearithmetische Progression
a+i-d tragt, als induzierte Substruktur von (n, I'*), die durch T" geforderte
Struktur, und

(i) A(a+i-d)=A(a+j-d) firalle 0<i,j<k mit T3{)=TQ().

In [14] gelang es Rothschild und den Autoren dieses Berichtes einen allge-
meineren induzierten Partitionssatz zu beweisen, nimlich eine induzierte Version
des Satzes von Hales und Jewett. Als Korollar erhilt man eine Verallgemeinerung
von (3.1), und zwar eine induzierte Version des Satzes von Gallai und Witt:

3.2 Satz Essei X={Xg,..., % _1} C E?® eine endliche Menge von Punkten
im Q-dimensionalen euklidischen Raum und T : X = {0, 1} sei eine Abbildung. Aufer-
dem sei 1 eine positive ganze Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n und eine
Abbildung T'* : X* ->{0, 1}, wobei

t—1 t—1
X*={Z >\i'xi|>\ieN3 Z )\i=n}
i=0 i=0
so, dap folgendes gilt:
Zu jeder Firbung A : X* > {0, ..., r — 1} gibt es eine homothetische Kopie a +d -
X C X*, d. h. es gibt a € E* und eine positive ganze Zahl d, so daf8

(6))] I(x,) =T*@a+d - x;) fiir alle x; € X
(ii) Ala+d - x) = A(a+d - x;) fiiralle 0 <i, j <t mit T'(x;) = T'(x;).

Mit etwas Arbeit erhilt man als weiteres Korollar aus der induzierten Version
des Satzes von Hales und Jewett eine induzierte Version von (2.7.2), d. h. einen
induzierten Partitionssatz fiir (m, p, ¢)-Mengen.

Der Einfachheit halber wollen wir hier lediglich einen wichtigen Spezialfall explizit
vorstellen, nimlich ¢ = 1 und p = 1. Dieser Fall ergibt eine induzierte Version des
Radoschen Summensatzes (2.3). Dieses Resultat ist unabhingig auch von Nesetril
und Rédl gefunden worden:
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3.3 Satz [14),[37] Essei T : P(m) ~> {0, 1} eine Abbildung, die jeder Teil-
menge lvon {0, ..., m— 1} den Wert T(I) €{0, 1} zuordnet. Auperdem sei 1 eine
positive ganze Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n und eine Abbildung
r*:{1,...,n} >{0, 1} mit folgender Eigenschaft:

Zu jeder Firbung A : {1, ..., n} -0, ..., r— 1} findet man Zahlen Xo, . . -, Xm —1
€{1,...,n} so, dag gilt:

(i) ') =T*( Y x) fiir jede nichtleere Teilmenge 1 € P(m)
i€l

(i) ACY x;) = A( Y. x,) fiir alle nichtleeren Teilmengen I, J € P(m) mit
ie1 i€l

ra=rq.

Promel [40] zeigte kiirzlich, daft fur den Partitionssatz fiir Parametermengen
von Graham und Rothschild und den Partitionssatz fur endliche affine und projek-
tive Raume von Graham, Leeb und Rothschild induzierte Analoga gelten. Dabei
beobachtete er, daP induzierte Versionen nicht nur fiir Strukturabbildungen I gel-
ten, die auf Punkten wirken, sondern sogar fiir Strukturabbildungen auf hoherdi-
mensionalen Objekten.

Als nichstes wollen wir uns mit restringierten Versionen des Satzes von
van der Waerden beschiftigen. Ausgangspunkt ist folgende Frage von Erdos [16]:
Gibt es Mengen A positiver ganzer Zahlen, die einerseits arm an langen arithmetischen
Progressionen sind, d. h. keine arithmetische Progression der Linge k + 1 enthalten,
die andererseits aber reich an kurzen arithmetischen Progressionen sind, d. h. zu
jeder Zerlegung von A in Teilmengen X und Y enthilt einer der beiden Teile (d. h.
X oder Y) eine arithmetische Progression der Lange k? Spencer sowie Nesetril und
Rodl zeigten unabhingig voneinander, dafd dies der Fall ist, ndmlich

3.4 Satz [48], [38] Es seien k und 1 positive ganze Zahlen. Dann gibt es

eine endliche Menge A C N positiver ganzer Zahlen derart, daf

@) A enthilt keine arithmetische Progression der Linge k + 1,

(ii) aber zu jeder Firbung A : A—~>{0, ..., 1 — 1} existiert eine einfarbige arith-
metische Progression a+i-d,0 <i <Kk, der Lingek, d. h. es gilt A(a) =
Aa+i- d) fiir jedes 0 <i <k.

Wie schon im induzierten Fall, so zeigt sich auch hier, daf} Eigenschaften
von arithmetischen Progressionen auch fiir den Satz von Hales und Jewett gelten:

3.5 Satz [13] Es sei A eine endliche Menge, und es seien m und r positive
ganze Zahlen. Dann gibt es eine positive Zahl n und eine Menge S C A" so, dap gilt:

@) S enthilt keine (m + 1)-Parametermenge, d. h. f- A™*! N (A"\S) # Q fiir
jedes (m + 1)-Funktional f in A", aber

'(ii) zu jeder Firbung A : S—~>{0, ..., 1 — 1} gibt es eine einfarbige m-Parameter-

menge, die ganz in S enthalten ist, d. h. es gibt ein m-Funktional f in A" so,
dap f- A™ CSund A1f- A™ = constant.

3.6 Bemerkung Zur Verdeutlichung dieser Aussage wollen wir den Fall

2t T e cndbn eonon (N 110,10

Yy 7
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so gehort zu jedem m-Funktional f in A® genau ein P(m)-Subverband L von P(n),
(wobei P(n) den Verband der Teilmengen vonn={0,...,n — 1} bezeichnet), so
dad L =f. A™. Wie man leicht sieht, gilt auch die Umkehrung, d. h. zu jedem
P(m)-Subverband L von P(n) gehért genau ein m-Funktional f in A® mit f- A™ = L.
(3.5) besagt dann:

. Zu m und r gibt es eine Menge S C P(n) von Elementen des Potenzmengenverban-

des einer n-elementigen Menge, die keinen P(m + 1)-Subverband enthilt, doch zu
jeder Farbung A : S—>{0, .. ., r — 1} enthilt S einen einfarbigen P(m)-Subverband.

Mit einem etwas geschickteren Ansatz als beim Beweis von 1.5 erhilt man
eine simultan induzierte und restringierte multidimensionale Version des Satzes von
van der Waerden:

3.7 Satz Esseil' :{0,...,k — 1}*>{0, 1} eine Strukturabbildung des
L-dimensionalen Wiirfels der Grofe k, auperdem sei 1 eine positive ganze Zahl. Dann
gibt es eine endliche Menge X* C N* des S-dimensionalen Gitters, und es gibt eine
Strukturabbildung I'* : X* - {0, 1} so, daf folgendes gilt:

(i) X* enthdlt keine homothetische Kopie von {0, . . ., k}*, des R-dimensionalen

Wiirfels der Grofie k + 1,

(ii) zu jeder Farbung A : X* > {0, ..., r — 1} gibt es ein a € N2 und eine posi-
tive ganze Zahl d so, daf

(ila) T(b)=T*(a+d-b)firallebeqo,... k- 13%,d h.a+d-{0,.. .,k — 1}*
ist eine induzierte homothetische Kopie des %-dimensionalen Wiirfels der

Grofle k, die ganz in X* liegt,

(iib) A(a+d-b)=A(a+d-c) fiiralle b,c€{0,... ., k- 1}* mit

I'(b) = I'(c).

Fiir die Situation des Satzes von Hales und Jewett ist es ein noch ungelostes
Problem, ob simultan induzierte und restringierte Versionen gelten oder nicht. Jeden-
falls fiir den einfachsten Fall, nimlich m = 1, ist dies der Fall [13].

AbschlieBend wollen wir noch zwei weitere restringierte Partitionssitze angeben,
der erste stellt eine restringierte Version von 1.6 dar:

3.8 Satz [13] Es sei q eine Primzahl, und es seien m und I positive ganze
Zahlen. Dann gibt es eine Menge S C (GF(q))" von affinen Punkten im n-dimen-
sionalen Raum iiber GF(q), wobei n hinreichend grofs ist, mit folgender Eigenschaft:
(i) S enthilt keinen (m + 1)-dimensionalen affinen Unterraum von (GF(g)"

(ii) zu jeder Firbung A : S— (0, ..., r — 1} enthdilt S einen einfarbigen m-dimen-
sionalen affinen Unterraum.

Der nichste Satz stammt von Nesetril und Rodl. Hierbei handelt es sich um
eine restringierte Fassung des Radoschen Summensatzes:

3.9 Satz [37] (Nesetril und Rodl) Es seien m und r positive ganze Zahlen.
Dann gibt es eine endliche Menge S C N von positiven ganzen Zahlen derart, daf3

(i) fiir alle X, . . ., Xy, € S gibt es eine nichtleere Menge 1 C {0, ..., m} so, daf

2 Xxi €8, d h. S enthdlt nicht m+ 1 Zahlen und alle deren Summen, aber
iel
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(ii) zu jeder Farbung A : S— {0, ...,r — 1} gibt es m Zahlen Xq, . . ., Xm 1 €S

so, daf3 fiir alle nichtleeren Teilmengen 1 C {0, ..., m — 1} die Summen

Y x; in S liegen und alle gleichgefirbt sind, d. h. A(xe) = A(Y. X;).

i€l i€l

Spencer betrachtet eine weitere Verallgemeinerung des van der Waerdenschen
Satzes, bei der Ideen aus der Graphentheorie einfliefien.

Wir bezeichnen mit AP} die Menge der k-elementigen arithmetischen Pro-
gressionen in {0, .. .,n — 1}, d. h. wenn {ay, . . ., 3, _ ; } € AP}, so ist (eventuell
nach umnumerieren) a; = ay +1i - d fiir eine positive ganze Zahl d. AP} bildet die
Kantenmenge eines k-uniformen Hypergraphen auf der Knotenmenge {0, ..., n—1}.
Wie iiblich bezeichnet die chromatische Zahl x(AP}) die kleinste natiirliche Zahl r
so, dafd es eine Farbung A : {0, ...,n — 1} = {0, .. ., r — 1} derart gibt, daf keine
Kante {ay, . . ., ax_ ; } € AP} einfarbig ist. Der Satz von van der Waerden besagt,
daB x(AP¥V &)y =1+,
Ein Kreis der Linge g im Hypergraphen AP} besteht aus g Kanten A,, . . ., A, €
APy und g Zahlen ay, . . ., a,_; derart, daP a; EA; N Ay, firi=0,...,g — 1, wo-
bei man natiirlich A, = A, setzt. Offensichtlich besitzt AP} jede Menge kurzer Kreise,
im allgemeinen sogar schon Kreise der Linge 2. Mit Hilfe von probabilistischen
Methoden zeigte Spencer:

3.10 Satz [48] (Spencer) Es seien K, r und g positive ganze Zahlen. Dann
gibt es eine positive ganze Zahl n und eine Menge H C AP} von arithmetischen
Progressionen der Linge k in {0, . . .,n — 1} derart, dag gilt:

(1) girth(H) > g, d. h. der kiirzeste Kreis in H besitzt mindestens g + 1 Kanten,
(ii) X(H)>r1,d. h. zu jeder Farbung A : {0,...,n — 1} {0, ..., r — 1} gibt
es eine einfarbige arithmetische Progression {a,, . . ., ax_ 1 } € H.

Es ist immer noch ungelost, ob sogar folgende Verschirfung von Satz (3.10)
gilt:

3.11 Frage [48] Es seien k, r und g positive ganze Zahlen. Gibt es dann
eine (endliche) Menge S von positiven ganzen Zahlen derart, daf die Menge AP
der arithmetischen Progressionen der Linge K, die in S enthalten sind, die Bedin-
gungen
()  girth(AP}) > g und
(i)  x(APY) > rerfiillt?

Jedenfalls fiir g = 2 ist die Antwort bejahend [48].

Wieder stellt sich die Frage, ob ein dhnliches Resultat auch fiir den Satz von
Hales und Jewett gilt. In der Tat ist das der Fall, wie Rodl kiirzlich, ebenfalls mit
probabilistischen Methoden, zeigen konnte:

3.12 Satz [44] (Ro6d]) Es sei A eine endliche Menge und m, r und g seien
positive ganze Zahlen. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n und eine Menge F
von m-Funktionalen in A™ so, dafi der Hypergraph H = {f - A™ |f € F} der m-Para-
metermengen, die durch F gegeben sind, erfiillt:

(i) girth H > g und
(ii) X(H)>r.
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Im allgemeinen wird man also fiir den Satz von Hales und Jewett kein ,,ein-
farbig* oder ,,injektiv* Resultat fiir Firbungen mit beliebig vielen Farben erwarten
konnen. Lediglich fiir den Fall zweielementiger Alphabete folgt dies aus (4.6). In
der Interpretation von 3.6 heifdt das:

4.7 Korollar [41] Zu jeder positiven ganzen Zahl m gibt es eine positive
Zahl n mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jeder Firbung A : P(n) > N des Booleschen Verbandes P(n) mit beliebig vielen
Farben gibt es einen P(m)-Subverband L so, daf AL = constant oder AL injek-
tiv ist.

Ebenfalls ein ,,einfarbig* oder ,,injektiv‘‘ Resultat bekommt man fiir Far-
bungen von affinen Punkten:

4.8 Satz [57] Es sei q eine Primzahlpotenz und m sei eine positive ganze
Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n mit folgender Eigenschaft:
Zu jeder Farbung A : (GF(q))" = N der Punkte des n-dimensionalen affinen Raumes
iber GF(q) gibt es einen m-dimensionalen Unterraum A C (GF(q))" so, daf ent-
weder A1 A = constant oder A1 A injektiv ist.

Bevor wir zu arithmetischen Progressionen zuriickkehren, sollen noch zwei
kanonisierende Resultate im Zusammenhang mit dem Radoschen Summensatz bzw.
der unendlichen Verallgemeinerung von Hindman Erwihnung finden. Die kanoni-
sierende Version des Hindmanschen Satzes stammt von Taylor:

4.9 Satz [54] (Taylor) Zu jeder Firbung A : N - N der positiven ganzen
Zahlen findet man stets unendlich viele Zahlen xo <x, <X, . . . derart, daf einer
der folgenden S Fille fiir alle endlichen, nichtleeren Teilmengen 1, J C N gilt

N ACY x)=A(Y xp)

iel i€l
(2)  ACY x)=A(Y x)*minl=minJ
i€l ield
A3) ACY x)=A(Y x;)® max]=max]J
iel i€l
4  ACY x)=ACY x)*minl=min] wund maxI=max]
iel i€lJ
(5)  ACY x)=A(Y x)el=1.
iel ielJ

Man kann sich leicht iiberlegen, da tatsichlich alle 5 Fille notwendig sind,
d. h. man kann keinen der Fille (1) bis (5) weglassen. Anders verhilt sich die Situa-
tion beim Radoschen Summensatz, d. h. bei der endlichen Version von (4.9). Hier
kann man sich auf (1), (2) und (5) beschrinken, ebenso sicht man schnell, daf® (1)
und (5) (d. h. ,,einfarbig*‘ oder ,,injektiv*‘) nicht ausreichen:

4.10 Satz [41] Zu jeder positiven ganzen Zahl m gibt es eine positive ganze
Zahl n mit folgender Eigenschaft:
Zu jeder Farbung A : {0, ...,n — 1} > N gibt es m Zahlen xo <x; <. .. <ZXm-_1
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so, dafs einer der Fille (4.9.1), (4.9.2) oder (4.9.5) fiir alle nichtleeren Teilmengen
I,JC{0,...,m— 1} gilt.

Nun kommen wir noch einmal direkt zu arithmetischen Progressionen, ndm-
lich zu einer kanonisierenden Version des Satzes von Gallai und Witt. Da ,,Homothe-
tie* ein geometrischer Begriff ist (ndmlich ,,Streckung plus Translation®), liegt es
nahe zu vermuten, da® man eine geometrische Beschreibung der moglichen Fille
erhilt; tatsichlich ist dies der Fall.

Um dieses schone Resultat besser verstehen zu konnen, studieren wir zu-
nichst einen Spezialfall. Betrachte die 6 Aquivalenzrelationen auf E?, die im fol-
genden Bild skizziert sind:

2.W={(x,y)Ix=0} 3.W={(x,y)|ly =0}

4. W={(x,y)Ix=y} 5W={(x,yIx=-y} 6.W={(0,0)}

Die Konstruktion der 6 genannten Aquivalenzrelationen besteht darin,
Nebenklassen gewisser linearer Unterrdiume W von E? als Aquivalenzklassen zu neh-
men.

Der Spezialfall des Satzes besagt nun: Zu jeder Féarbung A : 2% - N des
Quadratgitters mit beliebig vielen Farben gibt es eine homothetische Kopie K des
Einheitsvierecks {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} (im obigen Bild jeweils durch die 4
fetten Punkte angedeutet), so dafd A 1K von einer der 6 oben skizzierten Typen ist.
Offensichtlich kann man keinen dieser 6 Fille weglassen.

Damit ist aber schon die allgemeine Situation erreicht:

4.11 Satz [12], [50] Es sei X ={Xq, . . ., X; _1} C E* eine endliche Menge
von Punkten im %-dimensionalen euklidischen Raum. Dann gibt es eine endliche
Menge X* C E* mit folgender Eigenschaft:

Zu jeder Firbung A : X* — N gibt es einen linearen Unterraum W C E® sowie eine
homothetische Kopie a+d - X C X*, a€ E*, d € N, von X so, dap fiir alle x;,
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x; € X gilt:
*) A(@td-x)=A@@+d-x)®x — X EW,
d. h. x; und x; liegen in derselben Nebenklasse von W.

Zunichst konnten Graham, Promel und die Autoren dieses Berichtes den
Fall, da® X C N® im Gitternetz liegt, erledigen. Spencer zeigte anschliefend, wie
man den allgemeinen Fall darauf zuriickfiihrt.

Der erste Teil dieses Satzes (ndmlich der Fall X C N%) wird mit Hilfe eines
Zihlargumentes aus dem Satz von Fiirstenberg und Katznelson gewonnen. Wie bei
der kanonisierenden Version des Satzes von van der Waerden stellt sich also die
Frage, ob man (4.11) nicht direkt, d. h. ohne Zuriickfiihrung auf ein Dichtheitsresul-
tat, beweisen kann.

Zum Schluf® wollen wir noch zwei weitere Spezialfille von 4.11, die auch
fiir sich von Interesse sind, explizit angeben:

4.12 Korollar (1) Es sei X C E? eine endliche Menge von Punkten im zwei-
dimensionalen Raum, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Dann gibt es
zu jeder Firbung A : E* - R eine homothetische Kopie K von X so, dap einer der

folgenden 2 + IX| ) Fille gilt:

2

A1 K = constant,

es gibt zwei Punkte x, y € K mit A(x) = A(y), aber sonst ist AT K\{y}
injektiv,

A1 K ist injektiv.

(2) Es sei X C E® eine Menge von affinen unabhdingigen Punkten. Dann gibt
es zu jeder Firbung A : E* — R eine homothetische Kopie K von X und eine Teil-
menge Y C K so, daf8 ATY konstant, aber ATK\Y injektiv ist.

Im Zusammenhang mit den Ergebnissen von Abschnitt 2 ergeben sich zahl-
reiche, bisher noch ungeloste Probleme. Der Einfachheit halber formulieren wir die
Fragen fiir arithmetische Progessionen:

4.13 Fragen (1) Gibt es zu jeder positiven ganzen Zahl k eine (endliche)
Menge S C N positiver ganzer Zahlen, die keine arithmetische Progression der Linge
k + 1 enthdlt, d. h. APEH = Q, welche aber zu jeder Firbung A : S — N eine arith-
metische Progression a +i- d der Linge k enthalt, die entweder einfarbig oder injek-
tiv gefdrbt ist?

(2) Gibt es zu je zwei positiven ganzen Zahlen g und K eine positive ganze
Zahl n und eine Menge H C AP} von arithmetischen Progressionen der Linge k
mit girth H > g, welche zu jeder Firbung A : {0, . ..,n — 1} = N eine arithmetische
Progression der Linge k enthdlt, die entweder einfarbig oder injektiv gefiirbt ist?
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Unzerlegbare Darstellungen
endlich-dimensionaler Algebren®

C. M. Ringel, Bielefeld

Im folgenden Bericht mochte ich die Grundziige der Darstellungstheorie
endlich-dimensionaler Algebren skizzieren, wie sie in den letzten zehn Jahren ent-
wickelt wurde. Ich erinnere daran, dafd das Grundproblem der Darstellungstheorie
die Klassifikation der unzerlegbaren Darstellungen einer Algebra ist. Dabei gehen
wir von folgender Situation aus: Gegeben ist ein Korper k, oft werden wir voraus-
setzen, daf® k algebraisch abgeschlossen ist, und dann geniigt es fiir alle Uberlegungen,
an den Korper C der komplexen Zahlen zu denken. Wenn hier von k-Algebren die
Rede ist, so handelt es sich immer um assoziative Algebren, fast immer werden wir
voraussetzen, daf sie endlich-dimensional sind, und endlich-dimensionale Algebren
sollen ein Einselement besitzen. Ist eine solche Algebra A gegeben, so fragen wir
nach allen moglichen Darstellungen von A, nach den A-Moduln, dassind
k-Vektorriume, auf denen A von links operiert, mit den {iblichen Distributivgesetzen.
Bei Moduln werden wir immer voraussetzen, daf sie endlich-dimensional sind. Unter
einer direkten Zerlegung des A-Moduls M versteht man eine Vektorraumzerlegung
M=M'eM", wobei M’ und M" beides A-Untermoduln sind; sie heifdt trivial, falls
M’ =0 oder M" = 0. Ist M # 0, und besitzt M keine nicht-trivialen Zerlegungen, so
spricht man von einem unzerlegbaren Modul. Natiirlich kann jeder
(endlich-dimensionale) Modul als direkte Summe unzerlegbarer Moduln geschrieben
werden, und der klassische Satz von Krull-Schmidt besagt, daf’ eine solche Zerlegung
bis auf Isomorphie eindeutig ist. Um also alle Moduln zu kennen, geniigt es, die
unzerlegbaren Moduln zu beschreiben. Im allgemeinen wird es unendlich viele Isomor-
phieklassen unzerlegbarer Moduln geben, wie das folgende Beispiel zeigt: Seil das
von den Polynomen X2, XY, Y2 erzeugte Ideal des Polynomrings C[X, Y], und
Aq=C[X, Y)/I. Dann ist A, eine 3-dimensionale kommutative Algebra, und wir
erhalten fiir jede komplexe Zahl A einen 2-dimensionalen A Modul M,, indem wir
als zugrundeliegenden Vektorraum C? wihlen, und die Operation von X auf C? durch
die Matrix [g (l)l, die von Y auf C? durch g 0
fert dies eine Operation von C[X, Y] auf C?, und man rechnet leicht nach, daf} I
den Modul annulliert). Alle diese Moduln M, sind unzerlegbar, und sie sind paar-

festsetzen (offensichtlich lie-

*) Dies ist der ziemlich wortliche Text eines Vortrages, gehalten auf der DMV-Tagung
in Dortmund, 1980. Eingearbeitet wurde lediglich der Satz von Ovsienko [17], und Hinweise
auf die neuen Arbeiten [4], [7], [12], [19].
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weise nicht-isomorph. Besitzt eine endlich-dimensionale Algebra nur endlich viele
Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln, so nennen wirsie darstellungsend-
lich. Ein wichtiger Satz von Rojter [23] besagt nun, da eine endlich-dimensionale
Algebra entweder darstellungsendlich ist, oder aber unzerlegbare Darstellungen
beliebig groer Dimension besitzt. Die entsprechende Vermutung war in den vier-
ziger Jahren von Brauer und Thrall formuliert worden [21]. Fiir unsere Algebra A,
erhalten wir grofie unzerlegbare Moduln, indem wir X und Y auf C?" vermége der
Matrizen

und

operieren lassen. Ich sollte betonen, daf ein Aj-Modul offensichtlich nichts anderes
ist als ein C-Vektorraum, mit zwei Endomorphismen «, g, firr die o = %= of = pa=0
gilt — dabei ist o durch die Operation von X, und 8 durch die von Y gegeben, die ja
die entsprechenden Relationen erfiillen. Die vollstindige Klassifikation aller unzer-
legbaren Ay-Moduln geht zuriick auf Kronecker, sie folgt direkt aus seiner Klassifi-
kation aller Matrizenbiischel [15], [10], also der Paare von nicht-notwendig quadra-
tischen Matrizen. Wir schreiben dafiir symbolisch

O/No
N~—

um auszudriicken, dafd zwei Vektorraume V, W und zwei lineare Abbildungen
v, 6 : V> W gegeben sind, also

und dafd wir nun geeignete Basen in V und W suchen, um y und § in eine relativ
einfache Form zu bringen. Die Probleme der Darstellungstheorie sind Matrizen-
probleme, auch wenn im allgemeinen ein basisfreier Zugang gewihlt wird.

Ich mochte im weiteren besonders das folgende Beispiel diskutieren:

o—a>oD B

wir haben es mit zwei Vektorrdumen U, V, einer Abbildung « : U~ V, und einem
Endomorphismus 8 : V= V zu tun. Dabei kénnen wir voraussetzen, dafl « eine
Inklusionsabbildung ist, denn andernfalls spalten wir den Kern von « ab (die einzige
unzerlegbare Darstellung, fiir die « nicht injektiv ist, ist k —> OQ). Zu untersuchen
haben wir deshalb einen Vektorraum V, mit einem Endomorphismus 8 und einem
Unterraum U. Wenn wir keine weiteren Voraussetzungen machen wiirden, so wire
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dies ein ziemlich hoffnungsloses Unterfangen: Es gibt viel zu viele unzerlegbare
Darstellungen, als dafd man eine Klassifikation erwarten konnte. (Man kann recht
leicht zeigen, daf’ es zu jeder endlich-dimensionalen Algebra A einen Vektorraum V,
einen Endomorphismus 8 : V= V und einen Unterraum U von V gibt, so daf® A
isomorph zum Ring aller Endomorphismen von V, die mit § kommutieren, und U
in sich abbilden, ist; man sagt daher, daf® man es mit einem ,,wilden‘ Problem der
Darstellungstheorie zu tun hat [6]). Wir werden zusitzlich noch voraussetzen, dafl
die Relationen

f*=0 und fa=0

gelten: Gesucht sind also Tripel (V, U, 8), mit V ein Vektorraum, § ein nilpotenter
Endomorphismus von V mit Nilpotenzindex <4, und U ein Unterraum von V, der
im Kern von 2 enthalten ist. In diesem Fall, so werden wir sehen, gibt es 27 un-
zerlegbare derartige Tripel, also, zusammen mit k - 0:), erhalten wir genau 28
unzerlegbare Moduln, wir sind im darstellungsendlichen Fall. — Ich sage ,,Moduln®,
und sollte noch einmal herausarbeiten, dafy die Quadrupel

U-%V ) mitp*=pa=0

gerade den Moduln iiber einer 7-dimensionalen Algebra A, entsprechen, die man

auf folgende Weise erhilt: man betrachtet die ,,Wege-Algebra‘‘ zum Kocher

Oiw:) B, und faktorisiert das von den Relationen * und %« erzeugte Ideal

heraus [8]; in unserem Fall besitzt A, eine kanonische k-Basis, namlich zwei Idem-
potente, die den beiden Punkten des Kdchers entsprechen, und die (Restklassen
der) Wege «, 8, 82, 83, Bo — die iibrigen Monome liegen in dem von % und 2«

erzeugten Ideal und sind daher null gesetzt. Der U &, VD B zugeordnete A,-Modul
ist gegeben durch den Vektorraum U @ V, mit der offensichtlichen Operation von
AjaufUe V.,

Wenn man die unzerlegbaren Moduln einer Algebra klassifizieren mochte,
so braucht man ,,Etiketten‘‘, mit denen man sie bezeichnen kann, also irgendwelche
Invarianten, die man einerseits leicht bestimmen kann, die andererseits den Modul
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen. Als erste und wichtigste Invariante erweist
sich der sogenannte Dimensionsvektor dim M. Eine endlich-dimensionale Algebra A
hat nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher (= irreduzibler) Moduln, etwa
Sy, ..., S,. Fiir einen A-Modul M bezeichnet dim M das n-Tupel, dessen i-te Koor-
dinate (dim M); angibt, wie oft S; in einer Kompositionsreihe von M als Faktor auf-
tritt. Nach dem klassischen Satz von Jordan-Holder sind diese Anzahlen Invarianten
des Moduls. Im Fall der Algebra A, gibt es die beiden einfachen Moduln

S;=(k—>0_)) und S,=(0~>K ),
und es ist

dim (U %> v )p) = (dim U, dim V).
Im allgemeinen wird der Dimensionsvektor nicht ausreichen, um die unzerlegbaren
Moduln zu klassifizieren, selbst wenn wir es mit einer darstellungsendlichen Algebra

zu tun haben. So gibt es im Fall der Algebra A, drei Isomorphieklassen von unzer-
legbaren Moduln mit Dimensionvektor (2, 6), namlich die folgenden:
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0 1
0 0
00 _ -
00 0 1 ;
0 1 o1
1 0 0 1
K k) |
b0l
L : B
1 0
0 1
00 B . 1
0 0 0 1 !
0 1 o1 |
00 0 1 !
k2 —— k¢ |
Dl o .
L0 1
E 0
0 0
0 1
00 -
00 0 1 ; ]
0 1 01
1 0 0 1 |
k2 ——— kS ) 0 !
L0 1
| 0
L ' -

Es stellt sich also das Problem, fiir welche Algebren die unzerlegbaren Moduln durch
ihren Dimensionsvektor charakterisiert werden, und wir werden sehen, daf jedem
Modul M iiber einer darstellungsendlichen Algebra ein Modul M iiber einer verwandten
Algebra zugeordnet werden kann, der durch seinen Dimensionsvektor charakterisiert
wird, und der viele Eigenschaften von M widerspiegelt.

Soweit zu den Fragestellungen. Als erstes, grundlegendes Hilfsmittel der
neueren Darstellungstheorie mochte ich den sogenannten Auslander-Reiten-Kdcher
vorstellen.

1 Der Auslander-Reiten-Kécher I'(A)

Ein Kécher, dieser Sprachgebrauch hat sich eingebiirgert, ist nichts anderes
als eine Sammlung von Punkten und Pfeilen, wobei jedem Pfeil sein Anfangs- und
sein Endpunkt zugeordnet ist (also ein orientierter Graph, méglicherweise mit
Doppelpfeilen und Schleifen). Unser Interesse gilt der Menge der Isomorphieklas-
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sen der unzerlegbaren A-Moduln einer vorgegebenen endlich-dimensionalen Alge-
bra A, und wir werden sogleich sehen, wie wir diese Menge als Punktmenge eines
Kéchers auffassen konnen, der vielfach Aufschluf iiber die Struktur sowohl von A
als auch der A-Moduln gibt. Wir brauchen dazu den Begriff einer irreduziblen
Abbildung, wie er von Auslander und Reiten [2] eingefithrt wurde: Eine Abbildung
f:M—>NheiBt irreduzibel, wenn f einerseits weder zerfallender Monomor-
phismus, noch zerfallender Epimorphismus ist, und wenn f andererseits nur triviale
Faktorisierungen besitzt. (Natiirlich kann man f immer auf folgende Weisen fak-
torisieren

M———-——>N M——>N

RV BV

wobei Z ein beliebiger Modul, und g : Z—> N, h : M = Z beliebige Abbildungen sind,
und man sagt, daf® eine Faktorisierung f = f'f" trivial ist, falls f’ ein zerfallender
Monomorphismus oder f” ein zerfallender Epimorphismus ist.) Der Auslander-
Reiten-Kocher I'(A) von A hat als Punkte die Isomorphieklassen [M] der unzerleg-
baren A-Moduln M, und es gibt einen Pfeil [M] — [N] genau dann, wenn es eine
irreduzible Abbildung M — N gibt (Oft notiert man noch iiber den Pfeilen entspre-
chende Vielfachheiten [21], doch werden wir im folgenden darauf verzichten).

Die Existenz geniigend vieler irreduzibler Abbildungen ist nur fiir darstellungsend-
liche Algebren offensichtlich: wenn wir eine vorgegebene nicht-invertierbare Abbil-
dung f zwischen zwei unzerlegbaren Moduln immer weiter faktorisieren, es aber
nur endlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln gibt, so sieht man leicht,
daB} dieser Vorgang stationir wird, daf sich also f als Summe von Produkten von
irreduziblen Abbildungen schreiben 1aft. Im allgemeinen ist dies keineswegs so.
Allerdings gibt es auch dann immer noch viele irreduzible Abbildungen. Zu jedem
unzerlegbaren Modul Z gibt es nimlich eine sogenannte minimale rechts-
fast-zerfallende Abbildung g : Y = Z (das soll folgendes heifien: Erstens,
g ist kein zerfallender Epimorphismus; zweitens, ist g’ : Y' = Z eine Abbildung, die
kein zerfallender Epimorphismus ist, so gibt es g” mit g’ = g"g; und drittens hat Y
fiir alle derartigen Abbildungen g : Y = Z die kleinst-mogliche Linge), und eine
solche Abbildung ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt — ein wichtiger, grund-
legender Satz von Auslander und Reiten. Wie ist nun der Zusammenhang mit irre-
duziblen Abbildungen? Zerlegen wir Y = @ Y; als Summe von unzerlegbaren Moduln,
und schreiben wir g = (g;); mit g; : Y; = Z, so sind diese Abbildungen g; irreduzibel,
und man erhilt auf diese Weise im wesentlichen alle irreduziblen Abbildungen mit
Ziel Z und unzerlegbarer Quelle. Es gilt auch das Duale: Zu jedem unzerlegbaren
Modul X gibt es eine, und bis auf Isomorphie auch nur eine, minimale links-fast-
zerfallende Abbildung f : X = Y, und zerlegen wir Y = @ Y; mit unzerlegbaren
Moduln Y; und f = (f});, so sind die Abbildungen f; : X = Y irreduzibel, und dies
sind im wesentlichen alle irreduziblen Abbildungen mit Quelle X und unzerlegba-
rem Ziel. Wir sehen also, da} der Auslander-Reiten-K6cher lokal-endlich ist (jeder
Punkt ist Ziel oder Quelle von nur endlich vielen Pfeilen), insbesondere sind die
Zusammenhangskomponenten von I'(A) endlich oder abzéihlbar. Endliche Zusam-
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menhangskomponenten treten nur im darstellungsendlichen Fall auf, wie die fol-
gende Verschirfung des Satzes von Rojter zeigt:

Satz (Auslander [1]) Sei A zusammenhdingend (also nicht direktes Produkt
zweier echter Unteralgebren). Sind die Moduln einer Zusammenhangskomponente
von T'(A) von beschrinkter Linge, so ist A darstellungsendlich und T'(A) ist zusam-
menhdngend.

Wir wollen noch etwas genauer nach den minimalen fastzerfallenden Abbil-
dungen fragen. Ist Z unzerlegbar und projektiv (also ein unzerlegbarer direkter
Summand der reguliren Darstellung , A), so hat Z genau einen maximalen Unter-
modul Y, und die Inklusionsabbildung Y = Z ist gerade die minimale rechts-fast-
zerfallende Abbildung mit Ziel Z. Ist Z unzerlegbar, aber nicht projektiv, so ist die
minimale rechts-fast-zerfallende Abbildung g : Y = Z surjektiv, der Kern X von g
ist wieder unzerlegbar, und die Inklusionsabbildung f : X = Y ist minimal links-
fast-zerfallend. Wir erhalten also eine (nicht zerfallende) exakte Sequenz

0—X-1>y-2s7—0,

mit unzerlegbaren Moduln X, Z, einer minimalen links-fast-zerfallenden Abbildung
f, und einer minimalen rechts-fast-zerfallenden Abbildung g, eine sogenannte Aus-
lander-Reiten-Sequenz. Im Auslander-Reiten-Kocher fiihrt dies zu folgender Pfeil-
konfiguration (einer ,,Masche*):
Y]
=
[Y,]
wobei Yy, . . ., Y, eine maximale Menge paarweise nicht-isomorpher unzerlegbarer
direkter Summanden von Y ist. Wie wir oben gesehen haben, ist [X] eindeutig
durch[ Z] bestimmt (und umgekehrt), wir schreiben [X] = 7{Z], und nennen 7 die
Auslander-Reiten-Translation. Sie ist auf der Menge der Isomorphieklassen nicht-
projektiver unzerlegbarer Moduln definiert, und hat als Bild die Menge der Isomor-
phieklassen der nicht-injektiven unzerlegbaren Moduln. Wie wir ebenfalls schon gese-
hen haben, gilt folgendes: die Anfangspunkte der Pfeile mit Endpunkt [Z] sind
gerade die Endpunkte der Pfeile mit Anfangspunkt 7[Z]; der Auslander-Reiten-
Kocher ist ein sogenannter Translationskécher.
Es sollen nun einige Beispiele von Auslander-Reiten-Kdchern betrachtet

werden. Sei A, die Algebra der oberen 5 x S-Dreiecksmatrizen iiber dem Korper k.
Als Auslander-Reiten-Kocher erhalten wir

Die Auslander-Reiten-Translation 7 ist gestrichelt angegeben (jeweils von rechts
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nach links). Die Moduln am linken Rand sind die unzerlegbar projektiven Moduln,
die am rechten Rand die unzerlegbar injektiven (ein einziger Modul ist sowohl pro-
jektiv als auch injektiv). Die Moduln am unteren Rand sind die einfachen Moduln,
und offensichtlich kann man hier fiir jeden Punkt die Kompositionsfaktoren des
zugehorigen Moduls ablesen, indem man die entsprechenden Auslander-Reiten-
Sequenzen verwendet.

Gabriel und Riedtmann haben vorgeschlagen, Translationskécher als 2-di-
mensionale Simplizialkomplexe aufzufassen: Als 0-Simplizes nimmt man die Punkte
des Kochers, als 1-Simplizes nimmt man neben den Pfeilen zusitzlich noch die Ele-
mente des Graphen der Translation 7, und als 2-Simplizes (= Dreiecke) nimmt man
die Tripel (7z, y, z), wobei z ein Punkt ist, fiir den 7 definiert ist, und y = z ein
Pfeil. Wie man sieht, ist die geometrische Realisierung des Simplizialkomplexes
I'(A,) gerade ein grofies Dreieck.

Als zweites Beispiel betrachten wir eine Unteralgebra von A, , nimlich

k k k k k
k
Az = k 0
0 k
k

(also die Algebra aller 5 x 5-Matrizen, die hochstens an den angegebenen Stellen
Koeffizienten # 0 haben). Die A3;-Moduln entsprechen gerade den Darstellungen
des Kochers

O

o&:
0/7

O

e}

sie sind also gegeben durch Vektorrdume U,, U,, U;, Uy, V und lineare Abbildun-
genq; : U; »> V, 1 <i<4. Wir konnen wieder voraussetzen, dafy die Abbildungen
o alles Inklusionsabbildungen sind, das heifst, wir untersuchen Vektorrdume mit
vier Unterrdiumen. Dieses Klassifikationsproblem wurde von Nazarova [16] und von
Gelfand-Ponomarev [11] gelost. Die Algebra Aj; ist nicht mehr darstellungsendlich,
alle Komponenten von I'(A ;) miissen also abzéhlbar sein. Es gibt zwei spezielle
Komponenten: die sogenannte priaprojektive Komponente

enthilt ganz links die funf unzerlegbaren projektiven Moduln, die priinjektive
Komponente
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Was passiert mit einem unzerlegbaren A-Modul M beim Ubergang zur uni-
versellen Uberlagerung? Wohlgemerkt, wir haben ja nur den Translationskdcher
['(A) iiberlagert, dem Modul M entspricht in I'(A) ein einziger Punkt, nimlich [M],
und unter der Uberlagerungsabbildung =: F(A) - I'(A) ist [M] das Bild einer Reihe
von Punkten, nimlich gerade der Punkte in einer Bahn der Uberlagerungsgruppe
— ahode=Tasdemeetlaurac wrn Dad lad=s palol

von Bongartz und Gabnel wieder als Isomorphieklasse eines unzerlegbaren Moduls,
namlich eines A-Moduls _aufgefafit werden, und wir wihlen nun einen derartigen
unzerlegbaren A-Modul M also mit 1r([M]) [M]. Wir wollen nun die beiden
Moduln M und M miteinander vergleichen. Es erscheint vorteilhaft, feste Repri-
sentanten der Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln zu wihlen, und als Punkte
der Auslander-Reiten-Kocher diese Moduln selbst zu nehmen; wenn wir im weiteren
von unzerlegbaren Moduln sprechen, meinen wir diese Reprisentanten. Ist nun
neben M ein weiterer unzerlegbarer A-Modul N gegeben, so gibt es funktorielle
Isomorphismen

® Homj (X, M) > Hom, (N, M), und
X

@® Homjz (M X) - Hom, (M, N),
X

wobei links die Summe jeweils iiber alle Urbilder X von N unter 7 zu bilden ist.

Wir wollen den ersten Isomorph1smus im Fall, da N prOJektlv ist, naher betrach-
x!r‘ k’f' g - s .| , . 77—1 W e . 1.0 _
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0 k k 0 0
i
o 1)
0 2l e k 0«—
0 k k 0 0 0
(1] H
: 1J( [1 0] J(z o ﬂk2 B ) s
0 0 k k 0
I '
1 0} {l}
0 k [t 0] k2 01 k2 0 k 0«—

Wir sehen, daf} die drei A -Moduln schon durch ihre Dimensionsvektoren unter-
schieden sind. Wie erhélt man aus einem unzerlegbaren A -Modul M den A,- 1- Modul
1r(M)" Der Modul M ist gegeben durch Vektorrdume und lineare Abbildungen

U, U,
(¢ 7 o [¢9)
vty By By,

wobei natiirlich nur endlich viele dieser Vektorrdume # 0 sind. Bilde U=® U;,
V=@V;,a=@q;: U~ V,und 8 : V-V sei die durch die verschiedenen B; defi-

nierte Abbildung. Wir erhalten auf diese Weise U —= V:)B und dies ist natiir-
lich ein A ;-Modul.

Wir wollen abschlieflend eine ziemlich offensichtliche, aber dufierst wichtige
Eigenschaft der universellen Uberlagerung I‘(A) herausstellen: I‘(A) besitzt keine
orientierten Kreise, 1st also gerichtet. D1e Untersuchung einer darstellungsendhchen
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Do) J

(ohne Relationen), die des dritten ist gegeben durch den Kocher

(o]

e} o}

: > o mitg,8,a=0.
B B2
4 Algebren mit gerichtetem Auslander-Reiten-Kécher

Wir betrachten eine endlich-dimensionale darstellungsendliche Algebra A
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k, und setzen nun zusitzlich voraus,
daf der Auslander-Reiten-K6cher I'(A) gerichtet ist, also keine orientierten Kreise
besitzt. Als erstes sehen wir, daft in diesem Fall jeder unzerlegbare A-Modul durch
seinen Dimensionsvektor dim M, also die Vielfachheiten der einzelnen Komposi-
tionsfaktoren eindeutig charakterisiert ist:

Satz Sind M, M’ unzerlegbare A-Moduln mit dim M = dim M/, so sind M
und M' isomorph.

Dies wurde gemeinsam mit Happel [14] mit Hilfe der sogenannten Kipp-
theorie bewiesen; ein analoges Ergebnis steht bei Bautista-Larrion [3]. Mittlerweile
gibt es einen direkten Beweis von Happel [12].

Wir wollen nun die Menge der Dimensionsvektoren der unzerlegbaren
A-Moduln kombinatorisch beschreiben, und daraus Folgerungen iiber die Struktur
der unzerlegbaren Moduln ziehen. Wir gehen davon aus, dafs unsere Algebra A
genau n einfache Moduln S, . . ., S, besitzt, die Dimensionsvektoren sind also
n-Tupel ganzer Zahlen. Die Menge Z" aller ganzzahligen n-Tupel kdnnen wir als die
Grothendieck-Gruppe Go(A) auffassen, die folgendermafien definiert ist: wir bil-
den die freie abelsche Gruppe F mit Basis die Menge aller A-Moduln, und betrachten
die von den Elementen M' — M + M”, mit 0 > M’ > M - M" = 0 eine exakte Folge
von A-Moduln, erzeugte Untergruppe R. Es ist G4 (A) = F/R, und nach dem Satz
von Jordan-Holder bilden die Restklassen S; + R der einfachen Moduln eine Basis
von G4 (A). Unter Verwendung dieser Basis wollen wir G, (A) mit Z" identifizieren;
die Restklasse des Moduls M in G4 (A) ist dann gerade dim M. Die nicht-trivialen
n-Tupel nicht-negativer ganzer Zahlen nennen wir positiv, es sind dies die Dimen-
sionsvektoren der Moduln # 0. Da wir voraussetzen, dal A einen gerichteten Aus-
lander-Reiten-Ké&cher besitzt, hat A endliche globale Dimension gl. dim A, und wir
konnen auf G, (A) eine Bilinearform vermoge

(dim M, dim N)= X (—1) dim Ext‘(M, N)
i=20

definieren (dabei steht Ext® fiir Hom, und die langen exakten Hom-Sequenzen zei-
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gen, daf’ dieses Produkt wohldefiniert und bilinear ist). Wir bezeichnen mit q, die
zugehorige quadratischen Form, also q 4 (x) = (x, x). Fiir die im letzten Abschnitt
betrachteten Trigeralgebren notieren wir deren quadratische Form: zur Wegealgebra
des Kochers (ohne Relationen)

2

!

1 5

W

(@)}

gehort die quadratische Form

6
Y OXP— X X5 - XoXa — X3Xs — Xa X5 — X5 X,
i=1

zum Ko6cher

1 2

|

4 5 6 mitp;B,a=0

B B,

gehort die quadratische Form

6
Y OXP-X Xs —XoXs — X3Xs — XaXs — XsXg + X2 X5.

i=1

Da wir voraussetzen, daf I'(A) gerichtet ist, ist offensichtlich fiir jeden
unzerlegbaren Modul M einerseits End(M) = k, andererseits Ext{(M, M) =0 firi=> 1,
also ist dim M eine positive Wurzel von q, (dabei nennen wir jede Losung von
qa(x) = 1 eine Wurzel von q, ). Im allgemeinen ist nicht jede positive Wurzel auch
Dimensionsvektor eines unzerlegbaren Moduls. Setzen wir jedoch einschrinkend
voraus, daf’ die globale Dimension von A klein ist, so haben wir:

Satz Falls gl. dim. A <2, 50 ist qa schwach positiv, und die Dimensions-
vektoren der unzerlegbaren Moduln sind genau die positiven Wurzeln von q,.

Dabei heifdt eine quadratische Form q schwach positiv, falls fiir alle posi-
tiven x gilt q(x) > 0. Der Beweis dieses Satzes aus [14] soll hier kurz angedeutet
werden. Sei ein positives x € Z" gegeben. Wihle einen Modul X mit dim X = x und
kleinst-méoglicher Dimension von End(X). Sei X = ®X;, mit X; unzerlegbar. Nach
[20] gilt wegen der Minimalitit von dim End(X), daf Ext!(X;, X;) =0 furi+j.

Da wir auch wissen, da Ext'(X;, X;) = O fiir alle i gilt, haben wir Ext!(X, X) = 0.
Also ist

qa(x) = dim End(X) + dim Ext?(X, X) > 0,

und aus g, (x) = 1 folgt, daB End(X) = k (und Ext?(X, X) = 0) gilt, also 1st X
unzerlegbar.

Die Voraussetzung des Satzes ist nicht so einschneidend, wie sie erscheinen
mag. Es gilt nimlich:
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Lemma Falls A einen unzerlegbaren Modul M besitzt, der jeden einfachen
Modul als Kompositionsfaktor enthilt (einen sogenannten aufrichtigen Modul),
so ist gl. dim. A < 2.

Beweis. Angenommen, Ext3(X, Y) # O fiir gewisse unzerlegbare Moduln
X, Y. Wihle exakte Sequenzen 0 > X'>P->X->0und 0> Y~>1->Y >0 mitP
projektiv, I injektiv. Dann ist Ext!(X’, Y') = Ext3(X, Y) # 0, also gibt es eine nicht-
zerfallende exakte Sequenz 0 = Y' = Z - X' — 0. Es ist nun leicht, einen orientier-
ten Kreis in I'(A) zu konstruieren, indem man Abbildungen

M->I->Y>Z->X->P->M

betrachtet, und zu geeigneten direkten Summanden der angegebenen Moduln uiber-
geht, im Widerspruch zur Voraussetzung, da® I'(A) gerichtet ist.

Wir sehen also, dafd man beim Studium einzelner unzerlegbarer A-Moduin
M immer voraussetzen kann, daf gl. dim. A < 2 gilt, indem man A durch die Triger-
algebra A(M) ersetzt.

Wir konnen nun den folgenden, ziemlich iiberraschenden Satz von Ovsienko
[17] iiber ganze quadratische Formen anwenden (dabei heif3t eine quadratische
Form q auf Z" ganz, falls sie ganzzahlige Werte annimmt, und zusétzlich die kano-
nischen Basisvektoren von Z™ Wurzeln sind; unsere quadratische Form q, ist natiir-
lich ganz, denn die kanonischen Basisvektoren von Z" sind gerade die Dimensions-
vektoren der einfachen Moduln):

Satz (Ovsienko) Ist x = (X4, . . ., X,) positive Wurzel einer schwach positi-
ven ganzen quadratischen Form, so gilt x; <6 fiir alle i.

Daf} der Wert 6 wirklich angenommen wird, siecht man an der ldngsten
Wurzel der quadratischen Form zum Dynkin-Diagramm Eg.

Folgerung Ist M ein unzerlegbarer A-Modul, so ist die Vielfachheit jedes
einfachen A-Moduls als Kompositionsfaktor von M durch 6 nach oben beschrinkt.

Ohne Verwendung des Satzes von Ovsienko wurde dies von Bongartz in
[4] bewiesen. Es folgt ziemlich unmittelbar, daf es zu vorgegebenem n nur endlich
viele Morita-Aquivalenzklassen endlich-dimensionaler darstellungsendlicher Algebren
mit gerichtetem Auslander-Reiten-Kécher und n einfachen Moduln geben kann [5],
denn einerseits ist eine solche Algebra durch ihren Auslander-Reiten-Kocher bis auf
Morita-Aquivalenz eindeutig bestimmt, andererseits gibt es nur endlich viele Trans-
lationsk&cher mit hochstens 7" Punkten.

Abschlieffend bemerken wir, daf} sich der Auslander-Reiten-Kocher I'(A)
sehr einfach berechnen 14t, man kann ihn von links nach rechts miihelos ,,stricken®‘.
Dabei bildet man induktiv fiir jede Masche den entsprechenden Cokern, und fligt,
falls ein gerade neu konstruierten Modul direkter Summand des Radikals eines
unzerlegbaren projektiven Moduls P ist, diesen Modul P ein. Begonnen wird mit
den einfachen projektiven Moduln, dies sind gerade die Quellen von I'(A). Da die
unzerlegbaren Moduln schon durch ihren Dimensionsvektor eindeutig charakteri-
siert sind, geniigt es, statt mit Moduln mit Dimensionsvektoren zu arbeiten; die
Cokernbildung wird also ersetzt durch eine leichte Subtraktionsaufgabe. Zum
Beispiel erhalten wir fur
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o @]

o . C O  mitBB,a=0
B1 B2

den folgenden Auslander-Reiten-Kocher:

% /m\ /m\ /w\ /”\ /m\ o

0l10 I221 0IIl 00]0

und man sieht, da® dies ein voller Unterkdcher von ZEg ist.

5 Ausblick

Ich fasse zusammen: ausgehend von einer endlich-dimensionalen darstel-
lungsendlichen Algebra A iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k kon-
struiert man eine lokal-beschriankte Algebra A, auf der eine Gruppe G operiert,

so daf® man den Auslander-Reiten-Kocher I'(A) als I'(A)/G erhilt. Da man
den Auslander-Reiten-K6cher I'(A) von A vollig mithelos berechnen kann, erhilt
man auf diese Weise ein effektives Hilfsmittel zur Bestimmung auch von I'(A)
selbst. Jedem unzerlegbaren A-Modul M entspricht auf diese Weise eine G-Bahn
unzerlegbarer . A-Moduln M und man kann an M viele Eigenschaften des Moduls M
ablesen. Um M zu studieren, wird man iiblicherweise zur Trigeralgebra A(M) iiber-
gehen, und es zeigt sich, da} die moglichen Trageralgebren A(M) vollstiandig klassi-
fiziert werden koénnen [4].

In diesem Bericht habe ich versucht, einen kleinen Einblick in die Methoden
und Ergebnisse der neueren Darstellungstheorie zu geben. Ich habe mich dabei im
wesentlichen auf darstellungsendliche Algebren iiber algebraisch abgeschlossenen
Grundkorpern beschrinkt, doch auch hier mufite ich vieles ausklammern, was von
Interesse gewesen wire, wie weitergehende Strukturaussagen fiir die Auslander-
Reiten-Kocher, das Zuriickfihren der Moduln iiber Algebren mit gerichtetem Aus-
lander-Reiten-Kocher auf Moduln iiber erblichen Algebren, und die Frage nach mul-
tiplikativen Basen fiir Algebren und Moduln. Auch ist fiir spezielle Klassen von dar-
stellungsendlichen Algebren, zum Beispiel fiir die selbstinjektiven, mittlerweile
eine vollstindige Klassifikation sowohl der Algebren, als auch ihrer Moduln
bekannt. Nicht erwihnt habe ich die Probleme, die auftreten, wenn der Grundkér-






Unzerlegbare Darstellungen endlich-dimensionaler Algebren 105

[23] Rojter, A.V.: The unboundedness of the dimension of the indecompasable represen-
tation of algebras that have an infinite number of indecomposable representations. Izv.
Acad. Nauk SSR 32 (1968) 1275—1282

[24] Todorov, G.: Almost split sequences for TrD-periodic modules. Representation
Theory II. Springer 1980. = LNM 832, 600—631

Claus Michael Ringel

Fakultit fiir Mathematik

Universitit

Postfach 8640

D-4800 Bielefeld (Eingegangen: 16.7.1982)







Buchbesprechungen

Jacobs, K., Measure and Integral (with an appendix by Kurzweil, J.) (Probability and
Mathematical Statistics, A Series of Monographs and Textbooks) New York — San Francisco —
London: Academic Press 1978, xv + 575 pp, cloth, $ 55.00

A standard upper level introductory course in measure and intergration theory as
offered today in numerous universities around the world contains, generally, as its core, the
following chapters: (1) Construction of measures and integrals and their convergence properties
(e.g. Lebesgue’s dominated convergence theorem); (2) the so-called Radon-Nikodym type theo-
rems; (3) measures in product spaces and Fubini-Tonelli type theorems. The core is usually
completed by discussions of (4) LP-spaces, (5) properties of Lebesgue measure in R™ and often
(6) Haar measure on general locally compact groups This i 1s in most cases, more than suffxclent

of these, in arbitrary order, are: lifting theory, differentiation theory, vector valued measures,
measurable selection and section theory, capacitability, Choquet theory, Lusin and Souslin
spaces, finitely additive measures, cylinder measures, projective limits, weak convergence theory,
ergodic theory, stochastic integrals, surface area theory, Hausdorff measures, Denjoy-Perron
integrals etc. Certain other topics in probability theory, potential theory, harmonic analysis

and functional analysis can also be considered as specialized chapters of measure and integra-
tion theory. Thus, the prospective writer for a new book in this area has ,,un embarras de choix*
both as regards material and the manner of presentation. Strangely enough, however, most (but

fortunately, not all) of the recent books in measure and integration theory restrict themselves
+ta the miich trodden rante deceribed by (1)_(&) abhove One mearit Af the nrecant valiyme by
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Krickeberg, K., Ziezold, H., Stochastische Methoden (Hochschultext), Berlin — Heidel-
berg — New York: Springer-Verlag 1979 (2te korrigierte Auflage), x + 201 S., DM 32,—

Dies Buch hat verdientermaflen rasch die 2. Auflage erreicht. Neben gediegener, anre-
gender Stoffdarstellung bietet es einen Themenkanon, der zwischen theoretischer Griindlichkeit
und Praxisnihe hervorragend ausgewogen ist. — Man kann , diskrete Stochastik* exakt als den-
jenigen Zweig der mathematischen Statistik definieren, der mit hochstens abzihlbaren Wahr-
scheinlichkeitsriumen auskommt. Das vorliegende Buch bietet nicht reingeziichtete diskrete
Stochastik, doch kann man die ersten 6 Kapitel (I. Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume II. Drei
Grundverfahren der mathematischen Statistik III. Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhingigkeit
IV. Momente V. Statistische Inferenz iiber unbekannte Wahrscheinlichkeiten. VI. Grenzwert-
siitze) als einen auf etwas iiber 100 Seiten konzentrierten Grundkurs in diskreter Stochastik
ansehen. Schon der dem I. Kapitel voraufgehende Einfilhrungsparagraph schligt gleichzeitig
mit dem wahrscheinlichkeitstheoretischen das statistische Thema an, eine Kompositionsweise,
von der das gesamte Buch profitiert. Monieren liefe sich: die Markoff-Modelle fehlen, von
Informationstheorie wird zu wenig, iiber Momente fast zuviel gebracht. — Mit Kap. VIL. Allge-
meine Wahrscheinlichkeitstheorie. VIII. Statistik normalverteilter zufilliger Variabler. IX. Regres-
sions- und Varianzanalyse stellt das Buch den Anschluf an die weiterfithrende, auf maftheoreti-
scher Grundlage arbeitende Literatur so her, da der Leser mit einem praxisbezogenen Einstieg
an sie herangehen kann. — Die Themen ,Fluktuationstheorie*, ,,Stochastische Felder*, ,nicht-
parametrische Statistik* werden, obwohl in der diskreten Stochastik weitgehend darstellbar,
soweit ich sehe, gar nicht, das Thema ,,Shannon’sche Informationstheorie* nur andeutungsweise
beriihrt. So bleibt Raum fiir andere Behandlungen der Aufgabe, die sich die Verfasser gestellt
haben. Jede solche andere Behandlung kann aber nur profitieren, wenn sie sich die Darstellungs-
weise des vorliegenden Buches, insbesondere das Geschick, mit dem die Ubungsaufgaben gewihit
wurden, zum Vorbild nimmt. Ein rundum empfehlenswertes Kurz-Lehrbuch.

Erlangen K. Jacobs

Eberl, W., Moeschlin, O., Mathematische Statistik (de Gruyter Lehrbuch) Berlin —
New York: de Gruyter 1982, viii + 294 S., gebunden, DM 58,—

Die Autoren behandeln grundlegende Fragestellungen aus der Mathematischen Statistik,
das Schitzen (von Parametern) und das Testen (von Hypothesen iiber Parameter) betreffend,
unter ausgiebiger Verwendung der Maftheorie. Dabei werden die mafitheoretischen Hilfsmittel
vorausgesetzt, wobei die benétigten Aussagen iiber bedingte Erwartungswerte und bedingte
Verteilungen in einem Anhang zusammengestellt sind. Bemerkenswert ist, dafl neben den
klassischen (parametrischen) Schitz- und Testmethoden auch die Bayessche Theorie des Schitzens
und Testens ausfithrlich behandelt wird. In diesem Zusammenhang wird auch auf Fragen der
Zulissigkeit und Minimax-Verfahren eingegangen. Die Briicke zwischen Test- und Schitzmetho-
den schlagen die Autoren im Kapitel iiber Bereichsschitzungen, wobei hier auch das Konzept der
minimalen mittleren Langen unter Verwendung von Korrespondenzen behandelt wird. Die dazu
benotigten mathematischen Hilfsmittel sind in einem Anhang iiber Korrespondenzen (mit mef-
barem Graphen) zusammengestellt. Den Spezialisten wird sicherlich interessieren, dafl dariiber
hinaus auch die folgenden Resultate, die neuere oder zu Unrecht in der Lehrbuchliteratur bisher
noch unberiicksichtigte Ergebnisse darstellen, behandelt werden:

Existenz optimaler Tests im nicht dominierten Fall, das Kriterium von Neyman fiir Suf-
fizienz im nicht dominierten Fall fir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen sowie die Charakteri-
sierung der Normalverteilung (Gaufiverteilung) im nicht dominierten Fall durch Suffizienz des
Stichprobenmittels fiir Translationsklassen. Ferner wird die Ungleichung von Chapman und
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Nach meiner Meinung verlangt die Durchfihrung derartiger Programme ein geistiges
Virtuosentum, das ich den Verfassern ohne weiteres zusprechen mochte. Die Frage ist, wer von
diesem Virtuosentum lesend profitieren kann. Man sollte das ausprobieren. Meine vorldufige
Meinung hierzu ist die folgende: das Buch ist ein vielseitiges und geistig hoch-anspruchsvolles
Buch fiir Stochastik-Dozenten. Von der Zielsetzung her stoit es in eine im westdeutschen
Stochastik-Leben von mir als bedauerlich empfundene Liicke hinein. Die historischen Anmer-
kungen und Klassiker-Zitate machen den Text zu einer Fundgrube fiir bildungshungrige Sto-
chastiker. Dagegen glaube ich, da nur wenige studentische Leser besagter Virtuositit lesend
gewachsen sein werden; ein junger Mensch, der sich mit der Mathematik, und insbesondere mit
der Stochastik erst vertraut machen will, wird es nur schwer ertragen, wenn ihm stindig jede
vermeintliche Klarheit wieder aus der Hand geschlagen wird.

Das Inhaltsverzeichnis: Kap. I: Vom Abzihlen zur Wahrscheinlichkeit, Kombinatorische
Ansiitze, Normalapproximation der Binomialverteilungen, Besetzungszahlen, Folgen von Zufalls-
entscheidungen, Anhang (einige allgemeine Zihlprinzipien, 4 Tafeln); Kap. II: Wahrscheinlich-
keiten als MaRe: Wahrscheinlichkeitsriume, Erwartungswerte, Entropie, Mefbarkeit und Integra-
tion, bedingte Wahrscheinlichkeiten. Der Text ist auch vom Stoff her sehr vielseitig, geht aller-
dings — absichtlich — technisch nie besonders weit.

Ein Buch, mit dem sich jeder Stochastiker auseinandersetzen sollte.

Erlangen K. Jacobs

Liptser, R. S., Shiryayev, A. N., Statistics of Random Processes, vol I: General Theory,
vol II: Applications (Application of Mathematics 5, 6), New York — Heidelberg — Berlin:
Springer 1977, 1978, vol I: x + 394 p, cloth, DM 68,—, vol II: x + 339 p, cloth, DM 66,—

Die vorliegende umfassende Monographie beschiftigt sich mit einem Problemkreis, in
dessen Mittelpunkt die Aufgabe des optimalen Filterns steht. Sie 1a8t sich wie folgt skizzieren:
Gegeben sei ein zweikomponentiger stochastischer Prozef (84, £ )¢> o mit diskreter oder kontinuier-
licher Zeit. Aus Beobachtungswerten des Teilprozesses (£;);> ¢ sollen optimale Schitzwerte fiir
den als unbeobachtbar angesehenen Prozef (6¢)y> o gewonnen werden. Dies Problem hat eine
allgemeine Losung in Form von bedingten Erwartungen, doch sind bedingte Erwartungen oft nur
schwer rechnerisch handhabbar. Man sucht daher unter speziellen Annahmen iiber die Natur des
Gesamtprozesses entweder eine rechnerisch einigermafien zu erfassende Darstellung des schitzen-
den Prozesses oder aber einen relativ optimalen Schitzer in einer unter rechnerischen Gesichts-
punkten eingeschriankten Klasse von Prozessen, die nur von (£;);>¢ abhingen. Die Vorhersage-
Theorie (prediction theory) ordnet sich als Spezialfall ein. Der Bereich der Prozesse, in dem sich
die Theorie heute abspielt, ist durch die Stichworte ,,Wiener-Proze8, Markov-Prozesse, Martin-
gale‘ gekennzeichnet. Generell dient die Untersuchung des zeitkontinuierlichen Falles als Schritt-
macher fiir Untersuchungen im zeit-diskreten Falle. Die technischen Stichworte lauten ,,stocha-
stische Integrale‘, ,,stochastische Differentialgleichungen*‘. So stellt das zentrale Theorem der
Filterungstheorie fiir den Fall einer stochastischen Integraldarstellung des zu schitzenden Pro-
zesses eine stochastische Differentialgleichung fiir den schitzenden Prozef bereit. Grundlegend
fiir die gesamte Theorie sind z. B. Arbeiten von Kiyoshi Ito (jetzt Kyoto), aber auch den Autoren
der vorliegenden Monographie verdankt man wesentliche Beitrige.

Das seinen Gegenstand sorgfiltig und umfassend darstellende Werk zerfillt in einen
theoretischen Teil (Band I) und eine Darstellung von Anwendungen (Band II). Die Uberschriften
der durch beide Binde hindurch fortlaufend numerierten Kapitel lauten:

1. Essentials of probability theory and mathematical statistics, 2. Martingales and semi-
martingales; discrete time, 3. Martingales and semimartingales: continuous time, 4. The Wiener
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process, the stochastic integral over the Wiener process, and stochastic differential equations, 5.
Square integrable martingales, and structure of the functionals on a Wiener process. 6. Nonnegat-
ive supermatingales and martingales, and the Girsanov theorem, 7. Absolute continuity of measu-
res corresponding to the Ito processes and processes of the diffusion type. 8. General equations
of optimal nonlinear filtering, interpolation and extrapolation of partially observable random
processes, 9. Optimal filtering, interpolation and extrapolation of Markov processes with a count-
able number of states, 10. Optimal linear nonstationary filtering, 11. Conditionally Gaussian pro-
cesses, 12. Optimal nonlinear filtering: interpolation and extrapolation of components of condi-
tionally Gaussian processes, 13. Conditionally Gaussian sequences: filtering and related problems,
14. Application offiltering equations to problems of statistics of random sequences, 15. Linear
estimation of random processes, 16. Application of optimal nonlinear filtering equations to some
problems in control theory and information theory, 17. Parameter estimation and statistical
hypotheses for diffusion type processes. 18. Random point processes: Stieltjes stochastic inte-
gral, 19. The structure of local martingales, absolute continuity of measures for point processes,
and filtering.

Das Werk wendet sich an Stochastiker mit hochkaritiger maBtheoretischer Vorbildung.
Fiir die einschligigen Spezialisten diirfte es zu einem Standardwerk werden.

Erlangen K. Jacobs

Benoussan, A., Lions, J.-L., Applications of Variational Inequalities in Stochastic Con-
trol (Studies in Mathematics and its Applications, vol. 12) Amsterdam: North-Holland Publ.
1982, xii + 564 p., Dfl. 175.00 (Ubersetzung von: Benoussan/Lions: Applications des inéquali-
tions variationelles en contr6le stochastique, Paris: Bordas (Dunod) 1978)

Die Autoren machen in dem vorliegenden Buch den Versuch, die Verbindung zwischen
einer Theorie der Variationsungleichungen und der stochastischen Kontrolltheorie, insbesondere
Stopproblemen aufzuweisen. Solche Probleme der stochastischen Kontrolltheorie wurden anfangs
hauptsichlich mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden angegangen, so dafl der analytische
Zugang mit Hilfe von Variationsungleichungen hier neu ist: wihrend der Wert wahrscheinlich-
keitstheoretischer Methoden in der Theorie partieller Differentialgleichungen hinlinglich bekannt
ist, werden hier analytische Methoden zur Lsung wahrscheinlichkeitstheoretischer Probleme
entwickelt.

Ein typisches Stopproblem ist gegeben durch eine stochastische Differentialgleichung

® dy = g(y)dt + o(y)dw,
y(0) =x

G)  u(®) = inf J(6)
O ATy

1,0)=E [ fy(s))ds+ Y(yx(ONXfs <7y}
]

wo 0 eine Stopzeit und 7, die Austrittszeit aus einer offenen Menge O des Raumes ist, in dem
die Dynamik (i) des Systems lebt. Methoden der dynamischen Programmierung liefern die fol-
genden analytischen Charakterisierungen der Funktion u in (ii):
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Fiir z. B. 0 = id, g = 0 ist u Losung des Problems

(i) ——=Au<f

das umgeschrieben werden kann in die von Stampaccia und Lions eingefiihrte Variationsunglei-
chungsform:

(iv) a(u,v—u)=(f,v—u) (u,vEH}O))

v
¥y

=4 <
VAN A\

wo a(u, v) := 1 { Du Dv dx.
25

Die Untersuchung von Variationsungleichungen wie in (iv) zur Charakterisierung der
Funktion u und somit zur Losung des Stopproblems (ii) und zur Charakterisierung optimaler
Stopzeiten ist Gegenstand des Hauptteils des vorliegenden Buches (Kapitel 3). Dabei werden
stationire Probleme wie oben und als Erweiterung evolutionire Probleme betrachtet, wobei
eine Reihe von neuen Resultaten sowohl zur Theorie der Variationsungleichungen als auch zur
Behandlung von Stopproblemen vorgestellt werden. Die hierbei benutzten Begriffe des stochasti-
schen Kalkiils und der Theorie der partiellen Differentialgleichungen sind in Kapitel 2 gesam-
melt, was dieses Buch leichter lesbar macht fiir Leser. die in der einen ader anderen Thearie nicht

unbedingt Experten sind.

Das letzte Kapitel 4 betrachtet ein kombiniertes Stop- und Kontrollproblem. In das
Problem (i), (ii) wird zusitzlich eine Kontrollvariable eingefiihrt. Mit dhnlichen analytischen
Methoden wie in Kapitel 3 wird dieses Problem untersucht, wobei nun der in (iii) auftretende
Operator nichtlinear ist.

Fiir den Fall, daB keine Stopzeit in dem Problem auftritt, wird aus der Variationsungleichung
zu diesem allgemeinen Problem die bekannte Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung. Deren

Beziehung zu Kontrollproblemen ist z. B. schon in dem Buch von W. Fleming und R. Rishel,
Optimal deterministic and stochastic control, Springer Verlag 1975, dargestellt und dieses sei
zum Verstindnis von Kapitel 4 des vorliegenden Buches als grundlegende Lektiire empfohlen.

Dieses Buch riickt zwei Gebiete der Mathematik unter einem anwendungsbezogenen
Aspekt niher, die sich lange Zeit unabhingig voneinander entwickelt haben, womit es interessant
wird fiir Mathematiker der beiden Teilgebiete der Mathematik: Ein — leider auch vom Preis her —
wertvolles Buch.

Bei der Benutzung des Buches in Seminaren war das fehlende alphabetische Inhaltsver-
zeichnis ein erheblicher Mangel. In jedem Fall jedoch eignet sich dieses Buch nicht unbedingt
zum Einstieg in die Theorie. Zu diesem Zweck — insbesondere zur Benutzung in Seminaren —
sei vielmehr das Buch [Bensoussan, A.: Stochastic control by functional analysis methods.
Studies in Mathematics And Its Applications 11, North-Holland Publishing Co 1982, XV + 410p,
US § 58,25] empfohlen.

Hamburg M. Kohlmann
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Berger, J. O., Statistical Decision Theory; Foundations, Concepts and Methods (Springer
Series Statistics), Berlin — Heidelberg — New York: Springer 1980, 20 figs, 4 tab., xv + 425 p.,
cloth, DM 45,—

Das vorliegende Buch will eine Einfiihrung in die wesentlichen Ideen der Statistischen
Entscheidungstheorie geben. Daf} dieses Ziel erreicht worden ist, kann allerdings nur mit Vorbe-
halten bejaht werden. Man beobachtet heute zwei gegensitzliche Stromungen der Statistik: einer-
seits die von A. Wald begriindete Statistische Entscheidungstheorie, die sich zum Ziele setzt,
statistische Methoden ausschlieRlich mit mathematischen Mitteln zu klassifizieren. Die Grundlage
bildet dabei John v. Neumanns Spieltheorie. Andererseits sind immer noch Vorstellungen ver-
wurzelt, die die Brauchbarkeit von statistischen Methoden nach auiermathematischen ,,Prinzi-
pien* beurteilen wollen. Die Vielfalt dieser ,,Prinzipien® sollte eigentlich durch die Statistische
Entscheidungstheorie iiberwunden werden. Dies ist aber offenbar nicht gelungen. Biicher wie das
vorliegende verwenden Terminologie und Apparat der Entscheidungstheorie hauptséchlich zur
Formulierung und Bekriftigung von ,,Prinzipien* wie dem ,,Likelihood principle®, ,,Bayesian
principle*, Conditionality principle®, usw.

Die klassische Testtheorie, in der entscheidungstheoretische Kriterien besonders erfolg-
reich sind und dabei zu so eindeutigen Resultaten fiihren, daf8 Kontroversen iiber ,,Prinzipien*
iiberfliissig sind, wird nicht behandelt. Auch scheint der Anspruch auf mathematische Genauig-
keit eher gering zu sein. Seit ungefihr 40 Jahren werden Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeits-
theorie in der Statistischen Entscheidungstheorie mit Erfolg eingesetzt und haben zu berithmten
Resultaten gefiihrt. Dieser gesamte Bereich der Asymptotischen Entscheidungstheorie wird im
vorliegenden Buch leider ignoriert. Was bleibt, ist eine mathematisch eher magere Diskussion, die
allerdings mit Beispielen reich illustriert ist. Als Einfiihrung ist dieser Text fiir Studenten, die sich
in Statistische Entscheidungstheorie einarbeiten wollen, nur mit Vorbehalten zu empfehlen.

Bayreuth H. Strasser

Lienert, G. A., Verteilungsfreie Methoden in der Biostatistik (zweite, vollig neu bear-
beitete Auflage in 3 Binden), Meisenheim am Glan: Verlag Anton Hain
Band 1(1973): 736 S, 127 Tab., kt. DM 81,50, geb. DM 93,50
Band 2 (1978): 1276 S, 501 Tab., kt. DM 198,—, geb. DM 216,—
Tafelband (1975): 686S.151 Tab kt. DM 59,—, geb. DM 68,—

Soweit ich sehe, schlagt dies dreibindige Werk im Bereich der nichtparametrischen
Statistik simtliche Rekorde. Man kann sich kaum etwas Griindlicheres, Umfassenderes denken,
als praktischer Ratgeber wird dies Buch durch kaum ein erfahrungswissenschaftlich vorgegebenes
Problem in Verlegenheit zu bringen sein. Es ist lediglich zu erwarten, da die durch Tukeys
,JExploratory Data Analysis (EDA)* dokumentierte Entwicklung auf eine eventuelle 3. Auflage
Auswirkungen haben wird. Der Stochastik-Dozent wird in diesem Werk eine Fiille gut aufgear-
beiteten konkreten Materials vorfinden; er steht vor dem Problem fiir seine jeweiligen Zwecke
die notige Auswahl, Straffung — die erlduternden Texte sind sehr breit geschrieben — und gef.
Modernisierung des Stils vorzunehmen. Um einen Eindruck von der Fiille des ausgebreiteten
Materials zu vermitteln, geben wir im folgenden die Inhaltsverzeichnisse von Bd. I und Bd. II,
jeweils um ca. 98% gekiirzt wieder: Kap. 1 Einfiihrung, Kap. 2 Beobachtunge, Hypothesen
und Tests, Kap. 3 Messen und Testen, Kap. 4 Verteilungsfreie und klassische Tests, Kap. 5
Testmethoden, die auf Haufigkeitsinformationen beruhen, Kap. 6 Testmethoden, die auf Rang-
mfonnatmnen beruhen Kap 7 Methoden d1e auf Me[&wertmformaﬂonen beruhen, Kap. 8
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beurteilung, Kap. 11 Verteilungsfreie Schitzmethoden, Kap. 12 Verteilungsfreie Sequenzanalyse,
Kap. 13 Verteilungsfreie Zeitreihenanalyse, Kap. 14 Verteilungsfreie Zeitreihentests, Kap. 15
Analyse zweidimensionaler Kontingenztafeln: Globalauswertung, Kap. 16 Spezifizierte Kontin-
genzpriifung in Mehrfeldertafeln, Kap. 17 Analyse dreidimensionaler Kontingenztafeln, Kap. 18
Mehrdimensionale Kontingenztafeln, Kap. 19 Verteilungsfreie Auswertung uni- und multivari-
ater Versuchsplane, Kap. 20 Analyse von Richtungs- und Zyklusmafien.

Das Buch diirfte vor allem als praktisches Arbeitsbuch wertvoll sein. Thm ist weite Ver-
breitung zu wiinschen.

Erlangen K. Jacobs

Martin, N. F. G., England, J. W., Mathematical Theory of Entropy (Encyclopedia of
Mathematics and its Application, vol. 12) London — Amsterdam: Addison-Wesley 1981,
xxii + 257 p., hardbound, $ 29.50

Die Autoren streben das folgende Ziel an:

“Our intent in this book is to give a rather complete and selfcontained development

of the entropy function and its extension that is understandable to a reader with a
knowledge of abstract measure theory as it is taught in most first-year graduate courses
and to indicate how it has been applied to the subjects of information theory, ergodic
theory, and topological dynamics.”

Das Buch enthilt sechs Kapitel. Im ersten Kapitel werden einige Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitstheorie wiederholt, im wesentlichen Wahrscheinlichkeitsriume, Zufallsvari-
able, bedingte Wahrscheinlichkeiten, Unabhingigkeit, bedingte Erwartungen und stochastische
Prozesse, wobei die Autoren die durch die russische Schule entwickelte Sprache der mefibaren
Zerlegungen und Lebesgue-Raume einfihren und benutzen. Am Ende des Kapitels werden
Standardbeweise fiir den individuellen Ergodensatz und den Martingalkonvergenzsatz gegeben.

Das zweite Kapitel enthilt eine vollstindige mit vielen Beispielen angereicherte Dar-
stellung der Begriffe ,,Entropie* und ,,Information*. (Gegeben ein Zufallsexperiment mit héch-
stens abzihlbar vielen Elementarereignissen 1, 2, 3, . . ., mit den zugehorigen Wahrscheinlich-
keiten py, pa, p3, - . ., ist die Entropie des Experiments durch die Zahl

h=—2%;p;logp;

definiert. Diese Zahl quantifiziert im gewissen Sinne die dem Experiment inhirente Unsicherheit
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die in der Kenntnis des Resultats enthaltene Information.)
Ein Beweis des Shannon-McMillan-Breiman-Satzes wird gegeben.

Kapitel 3 beschiftigt sich mit Anwendungen des Entropiebegriffs in der Informations-
theorie. (In diesem Gebiet wird Entropie gebraucht, um die Quantitit von Information, die man
durch einen gegebenen Kanal schicken kann, zu messen, und dabei die Kapazitit des Kanals zu
definieren. Diese Ideen erméglichen die Entwicklung von Methoden, deren Anwendungen zu
einem effektiven Gebrauch des Kanals fithren.) Neuere Resultate von Gray, Neuhoff und Ornstein
werden behandelt.

In Kapitel 4 wird der Ornsteinsche Beweis der Isomorphie von Bernoulli-Schemata mit
der gleichen endlichen Entropie ausgefiihrt. Die neueren Entwicklungen dieses Zweigs der Ergo-
dentheorie, u. a. ,,finitely determined* Partitionen eines dynamischen Systems, die sogenannte
relative Isomorphietheorie, sowie jiingere Resultate zur Kakutani-Aquivalenz, werden ohne
Beweise zitiert.
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Kapitel 5 enthilt eine kurze Einfiihrung zur topologischen Entropie. Kapitel 6 disku-
tiert den Gebrauch des Entropiebegriffs in der Gleichgewichtstheorie fiir Gittersysteme der
klassischen statistischen Mechanik.

Soweit der Inhalt des Buchs. Die sprachliche Darstellung ist sorgfaltig und in dieser
Hinsicht ist das Buch angenehm und gut lesbar. Leider kann ich aus folgenden Griinden das
Buch weder als Einfiihrung noch fiir den Spezialisten empfehlen.

Erstens wirkt die Idee einer einheitlichen Entropietheorie kiinstlich; als Leitfaden durch
die angesprochenen Anwendungsgebiete ist sie ungeeignet. Zweitens 1at sich die Wahl
der mef8baren Zerlegungen und Lebesgue-Riume nur rechtfertigen und mit dem angekiindigten
Ziel der Autoren vereinigen, wenn man eine ausfiihrliche Darstellung der Rokhlin-Theorie vor-
legt, denn diese Theorie ist in der urspriinglichen Fassung schwer lesbar und sie ist (meines
Wissens) nirgendswo zuginglicher présentiert. Drittens werden allzu viele Sitze ohne Beweis
zitiert, fiir meinen Geschmack oft gerade die interessantesten.

Von dieser Kritik mochte ich das zweite Kapitel ausnehmen; dort werden die Begriffe
,,Entropie und ,Information* ausfiihrlich und sorgfiltig behandelt. Hier sind Konzeption und
Gewichte dem Stoff angemessen.

Das Buch ist mit einem guten Literatur- und einem ausreichenden Stichwortverzeichnis
versehen. Der Preis (257 Seiten, US $ 29.50 z. Z. ungefihr DM 70,—) ist normal.

Delft M. Keane

Csiszar L., Komer, J., Information Theory, Coding Theorems for Discrete Memoryless
Systems, Budapest: Akadémiai Kiad61981,452S.,65,— DM

Seit dem Erscheinen der fundamentalen Arbeiten von Claude Shannon (* 1916) im
Jahre 1948 hat die stochastische Informationstheorie eine interessante Geschichte durchgemacht,
in die Shannon zu verschiedenen Zeiten selbst noch eingegriffen hat. Das zu 16sende Problem
war a) die Quellencodierung mit minimaler Verlustrate b) die Korrektur von stochastischen
Stérungen (Rauschen) in einem Ubertragungskanal. Die Theorie bediente sich zeitweilig einiger
Methoden, die die Ergodentheorie bereitstellte; die in dieser Richtung gehenden Untersuchungen
sind seit langem zum Stillstand gekommen; man kann eher sagen, da die Ergodentheorie im
Ganzen der Informationstheorie mehr zu verdanken hat als umgekehrt. Das Typische an der
Ergodentheorie ist der Schritt ,,weg von der Unabhingigkeit*, noch iiber die Markoffsche
Abhingigkeit hinaus. Gerade im Falle unabhingiger Nachrichtensymbole (,,gedéchtnislose
Systeme*) ermdglichte eine geschickte Verbindung kombinatorischer Uberlegungen mit
Abschitzungen vom Typ der Tschebyschev-Ungleichung Ergebnisse von einer weit iiber alle
ergodentheoretisch gewonnenen Resultate hinausgehenden Schirfe. Dementsprechend hat sich
die Forschung am erfolgreichsten und ausgiebigsten mit dem gedachtnislosen Fall beschiftigt.
Das vorliegende Buch liefert eine systematische Darstellung der auf diesem Gebiet bis ca. 1980
gewonnenen Resultate. Wihrend das Quellencodierungs-Problem fiir den gedéchtnislosen Fall
mit einer frithen Arbeit von V. Strassen 1964 zu einem gewissen kronenden Abschluf gelangte,
hilt die Entwicklung bei der Kanalcodierung heute unvermindert an, typisch ist die Untersu-
chung von Kanilen mit mehrfachem Zugang und von Netzwerken von Kanilen. Methodisch
zeichnet sich ein verstirkter Rickgriff auf kombinatorische Ideen ab, von dem man auch in
den nichsten Jahren schone Ergebnisse erhoffen darf. Die Autoren bilden, mit R. Ahlswede
und anderen, selbst den Mittelpunkt dieser Forschungsrichtung, die in der algebraischen Codie-
rungstheorie einen in der informationstheoretischen Praxis reicher mit Erfolg gesegneten Kon-
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systems). Die einzelnen, trocken und systematisch geschriebenen Paragraphen (insgesamt 15)
miinden stets in eine lingere Serie von ,,problems* aus, in denen z. T. nicht einfache Forschungs-

1) 2 eing- ahha dda+ 40 0ino  atomr- ad ile oa-.dif§ DN 3
e il N ] e et 0 ;

Erlangen K. Jacobs

Konheim, A. G.: Cryptography: A Primer. (Wiley-Interscience) New York: Wiley, 1981
xiv + 432 pp., Cloth, $ 36.95

Dies ist der erste als mathematische Einfiihrung in die Kryptographie anzusehende Text
der in Lehrbuchform erschienen ist.
Das Buch ist aus einer Vorlesung hervorgegangen, die der Autor am Courant Institut gehalten hat.
Im Gegensatz zu vielen anderen Autoren (vgl. etwa: Ryska, N.; Herda, S.: Kryptographische
Verfahren in der Datenverarbeitung, (Informatik-Fachbericht 24), Berlin — Heidelberg —
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