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Die Vermutungen von Tate und Mordell

G. Faltings, Wuppertal

§1 Vorwort

Der folgende Aufsatz verfolgt das Ziel, die neueren Entwicklungen zu be-
schreiben, welche kiirzlich zum Beweis der im Titel auftauchenden Vermutungen
gefithrt haben. Dabei soll aber nicht der Inhalt der Arbeit [9] wiederholt werden.
Vielmehr ist daran gedacht, auch dem Nichtspezialisten eine Vorstellung davon zu
geben, wie und warum die Beweise funktionieren, und welche Entwicklungen
ihnen vorausgingen. Allerdings ist ein gewisses Verstindnis der algebraischen Geo-
metrie im folgenden recht niitzlich. Ich werde zunichst einen kurzen historischen
Abrif geben und dabei die auftretenden Probleme und Losungsversuche zu erkliren
versuchen. Danach folgen einige Erlduterungen iiber Hohen und zum Schluf Be-
weisskizzen der Vermutungen von Tate, Shafarevich und Mordell.

Allgemein 1dft sich sagen, daf} die Beweismethoden aus der algebraischen
Geometrie stammen und schon in den sechziger Jahren von J. Tate und der rus-
sischen Schule um I. R. Shafarevich (insbesondere Parshin, Arakelov und Zarhin)
entwickelt worden sind. Neu hinzugekommen ist in den letzten Jahren nur die
Theorie der Kompaktifizierung von Modulriumen, welche wir hauptsichlich
Mumford verdanken. Es scheint jedoch, als ob die Tragweite dieser Entwicklungen
von vielen Zahlentheoretikern nicht voll erkannt worden ist. Es zeigt sich hier
einmal mehr, daf die Zahlentheorie zwar zu Recht die Konigin der Mathematik
genannt wird, sie aber ihren Glanz, wie auch Ko6niginnen sonst, nicht so sehr aus
sich selbst als vielmehr aus den Kriften ihrer Untertanen zieht.

Endlich sei erwihnt, daf die vorliegenden Resultate einen weiteren Erfolg
der von A. Grothendieck vorgenommenen Umformulierung der algebraischen
Geometrie darstellen. Dies muf} hier um so mehr betont werden, als diese Um-
wilzung gerade in Deutschland auf mancherlei ungerechtfertigte Ablehnung ge-
stoflen ist, und weil auch in jiingster Zeit manche eine Abkehr von ihr zu ,,kon-
kreter‘‘ Mathematik propagieren. Diese beklagen, dafl man heute zu viel abstrakte
Mathematik lernen muf}, bevor man sinnvoll arbeiten kann. Diese Entwicklung
ist zwar zu bedauern, doch darf man nicht iibersehen, daf sie uns andererseits
michtige Hilfsmittel in die Hand gibt, und es erlaubt, komplizierte Sachverhalte
einfach und klar darzustellen. Wer diese Methoden ablehnt, wird bei seinen For-
schungen meist an der Oberfliche bleiben miissen. Er wird dabei vielleicht eine
grof3e Masse von Beispielen und Sitzen anhidufen, doch wird dieser Masse der
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obigen Gruppe ein Ma# fiir ihre Anzahl ist. Es wird vermutet, daf r beliebig groff
werden kann.

In seiner Arbeit stellte Mordell auch die Frage, ob auf Kurven vom Ge-
schlecht groer als Eins vielleicht immer nur endlich viele rationale Punkte liegen.
Dies wurde unter dem Namen Mordell-Vermutung bekannt, und schien lange un-
angreifbar zu sein. Den ersten Fortschritt erzielte 1928 A. Weil in seiner Promo-
tionsschrift ([32]). Er verallgemeinerte den Satz von Mordell auf abelsche Varie-
titen. Das Resultat heif’t heute Satz von Mordell-Weil, und einen sehr schénen Be-
weis kann man zum Beispiel in [18] oder [12] finden.

Fiir algebraische Kurven X enthilt dieser Satz die folgende Information:
Man bettet X in die Jacobische

J=J(X)

ein. Dann bilden die rationalen Punkte auf J eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.
Die Mordell-Vermutung besagt, daf diese Gruppe nur einen endlichen Durch-
schnitt mit X hat, falls das Geschlecht von X grofier als Eins ist, also falls X echte
Teilmenge von J ist.

Man hat versucht, die Mordell-Vermutung auf diese Weise zu zeigen, doch
ist dies meines Wissens noch niemandem gelungen. Es gab zum Beispiel die Ver-
mutung, daf fiir eine beliebige komplexe Kurve X vom Geschlecht grofier als Eins
jede endlich erzeugte Untergruppe von J endlichen Durchschnitt mit X hat. Dies
ist in der Tat richtig, und daraus folgt auch die Mordell-Vermutung. Leider braucht
man aber diese schon zum Beweis der obigen Tatsache.

Den nichsten Fortschritt erzielte 1929 C. L. Siegel ([26]). Er zeigte, da®
auf einer affinen Kurve vom Geschlecht mindestens Eins nur endlich viele ganze
Punkte liegen. Bei unserem Beispiel heift das, daf fiir b) und c) nur endlich viele
Losungen (x, y) mit ganzen x und y existieren. Der Beweis benutzt diophantische
Approximation und ist daher nicht effektiv, das heifit, man kann nicht abschitzen,
wie grof} x und y maximal sein konnen. Das Ergebnis wurde spiter von K. Mahler
([13)) auf den Fall ausgedehnt, daB x und y rationale Zahlen sind, in deren Nen-
ner nur endlich viele vorgegebene Primfaktoren aufgehen diirfen. Einen Beweis
dieses Resultats findet man zum Beispiel in [12].

Wesentliche Fortschritte gab es dann erst wieder in den sechziger Jahren, als
Yu. I. Manin ([14]) und H. Grauert ([10]) 1963 bzw. 1965 die Mordell-Vermu-
tung fiirr Funktionenkorper bewiesen. Dabei muften sie benutzen, daf die Basis
eine algebraische Struktur iiber einem kleineren Korper besitzt, so dal man
Differentialrechnung betreiben kann. Aufierdem ergeben sich Komplikationen
durch die konstanten Kurven. Alles dies fiihrt dazu, daf® man die Beweise nicht
auf Zahlkorper iibertragen kann.

Jedoch gaben sie Anlaf} zu weiteren Forschungen, und A. N. Parshin be-
wies 1968 ([22]), da die Mordell-Vermutung aus der Shafarevich-Vermutung
folgt. Aulerdem bewies er einen Teil der Shafarevich-Vermutung, welcher aus-
reichte, einen neuen und gut zu verstehenden Beweis der Mordell-Vermutung fiir
Funktionenkorper der Charakteristik Null zu geben. Die Shafarevich-Vermutung
wurde fiir solche Korper 1971 von S. Arakelov gezeigt ([1]), und in positiver
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Charakteristik von L. Szpiro 1978 ([27]). Diese Beweise benutzen entweder
Hodge-Theorie oder Frobenius und eignen sich daher nicht fiir Zahlkéorper.

Bei der Shafarevich-Vermutung geht es um Kurven mit vorgegebenem Re-
duktionsverhalten. Wir erldutern dies kurz fiir Kurven iiber Q:

Sei X/Q eine glatte Kurve. Dann kann man nach allgemeinen Grundsitzen
X zu einer Kurve X/Z iiber den ganzen Zahlen ausdehnen, wobei fiir fast allé Prim-
zahlen p die Reduktion von X/Z modulo p wieder glatt ist. Die endlich vielen p,
fur die das nicht gilt, heifen Stellen schlechter Reduktion. Die Menge der Stellen
schlechter Reduktion hingt ab von der Ausdehnung X/Z, doch gibt es stets ein
minimales Modell von X, fiir das diese Ausnahme-Menge so klein wie moglich wird.

Die Shafarevich-Vermutung besagt nun, da es nur endlich viele Isomor-
phie-Klassen von Kurven X/Q vorgegebenen Geschlechts gibt, falls man nur end-
lich viele vorgegebene Primzahlen als Stellen schlechter Reduktion fiir das mini-
male Modell zulaft. Sie wurde von 1. Shafarevich auf dem internationalen Kon-
gref in Stockholm 1962 aufgestellt ([25]), und er bewies sie fiir hyperelliptische
Kurven. Man kann statt Kurven auch prinzipal polarisierte abelsche Varietiten
betrachten. Man erhilt dann eine zweite Version der Shafarevich-Vermutung,
welche nach dem Satz von Torelh die erste impliziert. Es sei Jedoch bemerkt da

Warum folgt nun die Mordell-Vermutung aus der Shafarevich-Vermutung?
Das Argument von Parshin geht wie folgt: Fiir eine Kurve X/Q und einen rationalen
Punkt x € X(Q) von X konstruiert man eine Uberlagerung Y (x) von X, welche ge-
nau iiber x verzweigt ist. AuBerdem kann Y(x) nur dort schlechte Reduktion haben,

b e o T Y e

I ey

£

p = 2). Die Shafarevich-Vermutung liefert die Endlichkeit der vorkommenden Y(x),
und daraus folgt sofort die Endlichkeit der Menge der x € X(Q). Mit einer dhn-
lichen Konstruktion kann man iibrigens auch den Satz von Siegel iiber ganze Punkte
aus der Shafarevich-Vermutung ableiten (dies ist natiirlich nur von Interesse fir
Geschlecht Eins).

Es stellte sich nun die Frage, ob man diese Ergebnisse auf Zahlkérper iiber-
tragen kann. Arakelov hat in [2] eine Methode entwickelt, mit der man Ergebnisse
aus der algebraischen Geometrie in die Sprache der Zahlkorper iibertragen kann.
Leider reichte dies aber nicht aus. Der Erfolg stellte sich iiberraschenderweise erst
ein, als man diese Uberlegungen auf die Tate-Vermutung anwandte. Die dabei ent-
wickelten Methoden reichten, auch die Shafarevich-Vermutung fiir Zahlkérper
zu zeigen.
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m = Gal (K/K)
operiert.

Firr ,,geeignete** Korper gilt dann:
a) Te(A) ®z, Qq ist halbeinfacher m-Modul.
b) Die natiirliche Abbildung

El’ld]( (A) ®Z Zsz - Endw (TQ (A))

ist ein Isomorphismus.

J. Tate bewies dies 1966 fiir endliche Korper K ([31]), und J. G. Zarhin
behandelte 1974 Funktionenkorper iiber endlichen Kérpern ([33], [34]). Die an-
gewandte Beweismethode ist etwa diese:

Sei WCV=Te(A) ®ZQ Q
ein w-invarianter Unterrauim. Dann sucht man ein Idempotent
e €Endg(A) ®z Qu,

dessen Bild genau W ist.

Wenn man stets ein solches e finden kann, so folgt unmittelbar die Aus-
sage a), und b) ist auch nicht mehr schwierig. Zur Konstruktion von e mufd man
,,geniigend viele* Endomorphismen von A finden. Dazu betrachtet man die zu W
gehorige 2-divisible Untergruppe

G. = UG, CA[2™]
n
und die abelschen Varietiten
A, =A/G,.

Wenn unendlich viele dieser A, zueinander isomorph sind, so kann man leicht die
gewiinschten Endomorphismen von A konstruieren.

Schlieflich reduziert man leicht auf den Fall, da® A prinzipal polarisiert
ist, und W ein maximal isotroper Teilraum von V. Dann sind auch die A, prinzipal
polarisiert, und liefern K-rationale Punkte im Modulraum der prinzipal polarisier-
ten abelschen Varietiten. Da der Modulraum die Isomorphieklassen solcher
abelschen Varietiten parametrisiert, reicht es, wenn wir auf diese Weise nur end-
lich viele Punkte erhalten.

Fiir endliche Korper K ist dies klar, da der Modulraum als algebraische Varietit
iiberhaupt nur endlich viele K-rationale Punkte besitzt. Fiir Funktionen- oder
Zahlkorper muf man sich mehr Arbeit machen. Man zeigt, da die H6he der zu
den A, gehorigen Modulpunkte konstant ist. Es folgt daher ein kurzer Exkurs
iber Hohen.

§3 Hohen

Die klassische Definition der Hohe eines Punktes x € P"(Q) ist folgende:
Schreibe

X=(Xg:...:Xp), mit €2, 0<i<n, ggT.(x)=1.
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Dann setze

H(x) =/x} +...+x2 (Hohe),

h(x) = log (H(x)) (logarithmische Héhe).

Aus der Definition folgt sofort, daf fiir c € R die Menge der Punkte x € P*(Q) mit
h(x) < ¢ endlich ist.

Wie schon erwihnt, hat S. Arakelov eine Theorie entwickelt ([2]), wie man
Ergebnisse aus der algebraischen Geometrie in die Zahlentheorie iibertrigt. Dabei
entspricht Spec(Z) einer affinen algebraischen Kurve. Es ist aber bekannt, da
man am besten komplette Kurven betrachten muf. Dies heifit, da® man nur dann
eine befriedigende Theorie erhilt, wenn man zu Spec(Z) noch einen unendlichen
Punkt hinzu nimmt, entsprechend der archimedischen Bewertung von Q. Die
algebraische geometrischen Objekte auf Spec(2) miissen also mit einer Struktur
im Unendlichen versehen werden. Es zeigt sich, da8 diese Struktur sich als Metrik
darstellt.

Zum Beispiel ist ein Geradenbiindel auf Spec(2) nichts anderes als ein
projektiver Z-Modul P vom Rang 1. P ist notwendigerweise frei, also

P=2Zom
mit einem Erzeugenden m € P.
Die Struktur im Unendlichen besteht darin, dafl man zu einem metrisierten

Geradenbiindel iibergeht, das heif8t, man wihlt eine hermitesche Metrik Il | auf
P ®z C. Man kann dann zum Beispiel den Grad von (P, || II) definieren:

grad (P, || 1) =—log (Il m }).

Die Definition der Hohe ordnet sich hier sofort ein: Auf P} existiert das
universelle Geradenbiindel © (1), und es gibt eine Surjektion

ot > o(1).
Wenn man ™! mit der Standardmetrik versieht, erhilt man so eine hermitesche
Metrik auf ©(1) (auf PR).

Ein Punkt x € P"(Q) definiert einen Morphismus

¢: Spec(Z) - P3.
Dann ist $*( @€ (1)) ein metrisiertes Geradenbiindel auf Spec(Z), und

h(x) = grad (¢*( & (1))).
Wir haben hier nur den Fall Q-wertiger Punkte behandelt, doch iibertrigt sich alles
auf beliebige Zahlkorper.

Man kann auch fiir ein beliebiges eigentliches Z-Schema X, ein Geraden-
biindel ¢ auf X und eine hermitesche Metrik auf .¢ ®z C jedem Punkt x € X(Q)
eine Hohe zuordnen, indem man wieder die zu x gehorige Abbildung

¢: Spec(Z) > X
betrachtet, und definiert:

hy (x) = grad ($*(£)).
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Dies ist iibrigens im Wesentlichen unabhingig von der gewihlten Metrik. Das bedeu-
tet, daf sich beim Wechsel der Metrik die Differenz der beiden Héohenfunktionen
beschrinkt. Dies liegt daran, daB der Quotient der beiden Metriken auf X(C) be-
schriankt ist, denn X(C) ist kompakt.

Es ist nun klar, daB fiir ein amples Geradenbiindel ¢ wieder die Menge der
X € X(Q) mit h, (x) < c endlich ist. Wir wollen diese Uberlegungen anwenden auf

X=A,,
den groben Modulraum der prinzipal polarisierten abelschen Varietiten der Dimen-
sion g. Dieser ist leider nicht komplett, so daff man eine Kompaktifizierung K,
wihlen muf. Solche Kompaktifizierungen wurden von W. L. Baily und A. Borel
([5]), zum anderen von A. Ash, D. Mumford, M. Rapoport und Y. Tai ([4]) kon-
struiert. Leider lassen sich diese Kompaktifizierungen nicht modultheoretisch
charakterisieren, und es gibt auch einige andere technische Schwierigkeiten. Wir
bringen daher nur das Resultat dieser Uberlegungen, das heift, wir geben eine
Formel fiir die Hohe des Modulpunktes zu einer abelschen Varietit, wobei die
Hohe mit Hilfe eines amplen Geradenbiindels auf einer geeigneten Kompaktifi-
zierung von A, definiert wird.

Sei dazu A/Q eine prinzipal polarisierte abelsche Varietit. Wir nehmen an,
daB A semistabile Reduktion hat, was heifit, daf sich A zu einer semiabelschen
Varietit

7 : A - Spec(2)
ausdehnt. (Die Fasern von 7 sind Erweiterungen von abelschen Varietiten mit
Tori.)

Dann ist 7, (Qi,z) ein Geradenbiindel auf Spec(Z), welches auf eine natiir-
liche Weise eine hermitesche Metrik erhiilt:

T+(2%,2) 82 C=T'(A(C), )
ist der Raum der holomorphen Differentiale hochsten Grades auf dem komplexen
Torus A(C). Fiir ein solches Differential « sei ||«|| definiert durch

- J ana
A(C)

i\e
2 - |-
el (2

Dann erfiillt
h(A) = grad (m, (2%,2), Il )

die Voraussetzungen an eine Hohe. Es gibt also nur endlich viele Isomorphieklassen
von A’s mit h(A) < c. Alles dies verallgemeinert sich auf beligbige Zahlkorper.

§4 Die Tate-Vermutung

Sei A eine abelsche Varietit iiber einem Zahlkorper K, To(A) ihr Tate-
Modul, 7 = Gal (K/K).
Wir wollen zeigen:

a) To(A) ®z, Qq ist halbeinfacher m-Modul,



8 G. Faltings

b) Die Abbildung
Endg(A) ®z Z; = End.(Te(A))
ist ein Isomorphismus.

Man darf annehmen, daf® A semistabile Reduktion hat. Der Einfachheit halber
setzen wir voraus, da K = Q der Korper der rationalen Zahlen ist. Es 1483t sich
aber auch alles fiir beliebige K’s zeigen.

Nach den vorhergehenden Bemerkungen reicht es, die folgende Aussage
zu beweisen:

Sei G.. C A[£"] eine R-divisible Untergruppe, A, = A/G,,.
Dann ist
h(A,) = h(A)

(Die A, haben wieder semistabile Reduktion).
Dazu untersucht man zunichst allgemein das Verhalten von h(A) bei einer
Isogenie

$:A—>B=A/G
Spec(2)
Diese induziert eine Abbildung

o*: 7'2,#(95/2) ->m,, *(ﬂi/z)
¢* verindert die Metriken um den Faktor /grad (¢) und braucht auferdem kein
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sen durch die Gruppe
s*(Q262), s:Spec(2)~>G
der Nullschnitt.
Insgesamt ergibt sich die Formel (# = Ordnung)

1
h(B) —h(A) = log (grad (¢) ~ log (# s* (Q62)

Falls G = G,, Teil einer 2-divisiblen Untergruppe ist, so haben die dabei auftreten-
den Invarianten von G, eine einfache Form: Eine 2-divisible Gruppe hat zwei In-
varianten, nimlich die Dimension d und die Hohe h.

Es ist

#(Gy) =™, #s*(Qg,) =™

und somit

h(A,) —h(A)=n - log () - (% -~ d)



Die Vermutungen von Tate und Mordell
Aus der Theorie der 2-divisiblen Gruppen (vgl. [24], [30]) erhilt man fol-
gende Zusammenhinge zwischen h, d, und der w-Aktion auf
V=To(A) oz, Q.
Sei W C V der zu G.. = (UG, gehorige Unterraum von V. Dann ist
n

h = dim(W).

Sei weiter
x =dety : 7> 2F

der Charakter, mit dem 7 auf A"W operiert. Wenn
ICw

die Trigheitsgruppe zu £ bezeichnet, so ist

xIT=x8.
Dabei sei
Xo :T—>2¢

der zyklotomische Charakter.
Weiter weil man (semistabile Reduktion), daf® x unverzweigt auerhalb
£ ist. Damit ist notwendigerweise auch auf ganz n

X = X8
\}

9
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§5 Die Shafarevich-Vermutung

Sei K ein Zahlkorper, S eine endliche Menge von Stellen von K, g = 1. Wir
wollen zeigen: Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen prinzipal polarisierter
abelscher Varietiten A/K der Dimension g, welche aufierhalb S gute Reduktion
haben. Wir wissen schon, da} daraus die Mordell-Vermutung folgt.

Der Beweis geht so, daB zunichst die Endlichkeit bis auf Isogenie gezeigt
wird. Darauf folgen Argumente dhnlich wie beim Beweis der Tate-Vermutung, nur
dafl man mit Kongruenzen statt mit Gleichungen arbeiten mufl. Man kann sich
leicht auf den Fall semistabiler A’s beschrinken, und wie immer sei K = Q.

Um die Endlichkeit bis auf Isogenie zu erhalten, muff man nach der Tate-
Vermutung die Isomorphie-Klassen der 7-Moduln T (A) ®z, Q¢ betrachten. Diese
sind halbeinfach und unverzweigt aulerhalb S und £. Sie werden dann bekannt-
lich schon bis auf Isomorphie bestimmt durch die Spuren der Frobenius-Elemente
F,. Eine genaue Betrachtung zeigt, da man endlich viele Primzahlen py, . . ., p,
finden kann, so da3 T,(A) ®z, Q; schon bis auf Isomorphie bestimmt ist durch
die Spuren der Elemente F, , .. ., Fy,.

Dies sind ganze Zahlen, und nach der Weil-Vermutung (bzw. Satz von
Weil) ist ihr absoluter Betrag nicht grofer als 2g4/p;. Es gibt also nur jeweils end-
lich viele mogliche Werte fiir die Spuren, und es folgt die Endlichkeit bis auf Iso-
genie.

Um von ,,bis auf Isogenie** auf ,,bis auf Isomorphie‘ zu kommen, reicht
es nun, prinzipal polarisierte abelsche Varietiten B/Q zu betrachten, welche isogen
zu einem festen A/Q sind. Aus der Formel fiir die Anderung von h(B) bei Isogenien
folgt dann leicht, dad

exp (2(h(B) —h(A))) € Q*

eine positive rationale Zahl ist. Weiter ergibt sich, daf’ fir zwei abelsche Varietiten
B, und B,, fiir die To(B,) und To(B,) isomorph sind, dieselbe &-Potenz in den so
fir B, und B, gebildeten Zahlen aufgeht. Da es nur endliche viele Mdglichkeiten
fiir die Isomorphieklasse des Gitters

To(B) C To(B) ®z, Q = To(A) ¥z, Q¢
gibt, ist die £-Potenz in
exp (2(h(B) — h(A)))

gleichmigig beschrinkt. Wir sind also fertig, wenn wir zeigen, dafl ,,grofe‘ Prim-
zahlen 2 nicht in der obigen Zahl aufgehen, da wir dann eine obere Schranke fiir
h(B) erhalten.

Es reicht nun, wenn fiir eine 2-Isogenie (£ ,,groB*)

¢:B, >B, =B,/G

h(B,) und h(B,) iibereinstimmen. Dazu darf man voraussetzen, dafl G von £ annu-
liert wird.
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Es ist wieder

h
h(B,) — h(B,) = log (9)(5 —d),

wobei h die Dimension des Fo-Vektorraumes
W=G(Q) CB,[2](@) = T,(B,)/2 - Ty(B,)
bezeichnet, und
= #(s* (Q};/z)).
Wenn wieder
X =dety : = F¢

den Charakter bezeichnet, mit dem  auf APW operiert, so ist wie vorher (man
muf [24] benutzen)

X=x8.
Man wihlt nun eine feste Primzahl p. Dann ist
x§ (Fp) = p?

ein Eigenwert von F;, auf ATy (B, )/® - To(B,))- Wenn Py (T) das charakteristische
Polynom der Aktion von F, auf A" T, (B,) oder auch A" Ty(A) bezeichnet, so ist
2 ein Teiler von Py, (p%).

Nun ist P,(T) unabhingig von £, und hat Wurzeln vom Betrag p"? (Weil-Vermu-
tungen).

Da 0<h<2g 0<d<g,

muf d = h/2 gelten, falls £ so grof ist, daf es keine der (von Null verschiedenen)
Zahlen

0<h<2g
Pn(p?), 0<d<g
d#h/2

teilt.
Damit sind alle Behauptungen gezeigt.

§o6 Hinweise zur Literatur

Als allgemeine Einfiihrung in die algebraische Geometrie empfiehlt sich
[11]. Die Theorie der abelschen Varietiten wird sehr gut in [18] dargestellt. Fiir
die Theorie der Modulrdume sind [3], [6], [17] und [19] gute Referenzen. Ihre
Kompaktifizierungen werden behandelt in [4], [5], [20] und [21]. Eine Einfiih-
rung in die klassische diophantische Geometrie liefert [12), und die Theorie der
p-divisiblen Gruppen findet man in [24] und [30]. [ 28] enthiilt eine gute Zusam-
menfassung der Verhiltnisse iiber Funktionenkorpern.
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Bootstrap Methods in Statistics*)
R. Beran, Berkeley

The bootstrap is a recently developed direct technique for estimating the sampling dis-
tribution of a centered statistic. Bootstrap distribution estimates are usually computed by Monte
Carlo resampling of the data. Statistical applications of the bootstrap include the construction
of confidence regions for parameters of interest and the estimation of bias or variance of param-
eter estimates. The direct, nonasymptotic character of bootstrap procedures is an important
practical advantage. Mathematical properties of bootstrap estimates and links with an earlier
resampling procedure, the jackknife, are surveyed in this paper.

1 Introduction

Suppose X,, X,, . . ., X, are independent identically distributed random
vectors with unknown cumulative distribution function F. The usual estimate of F

n
is the empirical c.d.f. le,,(x) =n~! ¥ I(X;<x), when I(A) is the indicator func-
i=1

tion which equals 1 when A occurs and equals O otherwise. Let || - || denote the
supremum norm. It is well-known that IIF,, — F|| = 0 with probability one as n = e
and that Fn is an asymptotically minimax estimate of F. If V is a functional defined
on %, the set of all c.d.f.’s on the euclidean sample space, it is natural to estimate
V(F) by V(F,). When V is || - || continuous, then V(F,) = V(F) w.p. 1 as n increases.
If V is suitably differentiable, then V(F,,) is also an asymptotically minimax estimate
of V(F).

Bootstrap methods extend these familiar ideas to certain statistically inter-
esting functionals which fail to have simple closed form expressions. Typical of
such functionals are the distributions of quantities computed from the {X;; 1 <i<n}.
Traditionally, such sampling distributions have been estimated in a two-stage process:
first find a large sample approximation to the sampling distribution; then replace F
by F,, , wherever F occurs in the asymptotic approximation. This traditional process
does not work well when the asymptotic distribution from step one is complicated.
The bootstrap avoids this difficulty by proceeding directly to the second step; that
is, by replacing F with le,, before calculating the desired exact sampling distribution.
The feasibility and possible validity of the bootstrap approach were first clearly
recognized by Efron [5].

*) Supported in part by National Science Foundation Grant MCS 80-02698. This paper
was written while I was a guest of Sonderforschungsbereich 123 at Universitit Heidelberg.
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matically sophisticated. Thirdly, the bootstrap solves certain problems for which
the traditional approach — asymptotic approximation followed by estimation of
unknown nuisance parameters — fails to work satisfactorily. Fourthly, the boots-
trap draws new attention to an old question: to what extent can information in the
data be used in selecting good statistical procedures?

2 Consistency

Do bootstrap estimates converge appropriately as sample size n increases?
Is the level of a bootstrap confidence region close to the desired level, when sample
size is large? For a variety of examples, relatively direct considerations suffice to
answer these questions.

As in the previous section, let X, X,, . . ., X,, be i.i.d. random vectors with
unknown c.d.f. F. Let R (X, F) be a real-valued function of X,, X,, ..., X, and F
whose c.d.f. is J,(x, F) = Pg[R (X, F) <x]. Fora € (0, 1), let
2.1 CpL@=inf{x:J,(x, F)=1 —a}

T cpu@=sup {x: Ju(x, F) <1 -}

Suppose the {F§ € #;n > 1} are estimates of F, F¥ being a function of (X;, X,, ...,
Xn), and suppose the {c,(«, F¥); n > 1} are random variables such that

(22)  ca,Lle FR) <cq(o, FY) <cqula, FY).

In other words, c,(a, F¥) is a “‘smallest” point beyond which the bootstrap distri-
bution J,(x, F}) assigns probability less than or equal to a.

Theorem 1 Let €y be a set of sequences {F, € #;n > 1} such that
Pr[{F3} € ¥ 1= 1. Suppose that for every sequence {F,} € €y, the sequence
{Jn(x, Fp)} converges weakly to a limit c.d.f. J(x, F) which depends only on %5.
Then, {J,(x, F¥)} converges weakly to J(x, F) with probability one. Moreover

Jlc (e, F) — ]<11m mf Pr[R.(X, F) <c,(a, F¥*)]
(2.3) <lim sup Pg[R, (X, F) < c,(a, F¥)]

< J[cy(e, F), F]
where
24) c (o, F)=inf{x:J(x,F)=1 —a},cy(e, F)=sup {(x: J(x, F) <1 —a}.
In particular, if J(x, F) is continuous in x, then
2.5) 11m Pr[R.(X,F)<c, (o, FH)]=1 -«

for every a € (0, 1).

The weak convergence asserted for J,(x, F¥) is, of course, obvious under
the theorem assumptions. The point is that these assumptions hold in many inter-
esting examples. Weak convergence of J,(x, F}¥) was treated by Efron [5] for finite
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sample spaces and, more generally, by Bickel and Freedman [3]. The latter paper
metrizes the convergences that correspond to our €. Also related are arguments
in Shorack [11] and in Singh [12].

Lidias (I I\ maner ha wearnrad on follamed ot (K

Tlaaisa 1 hae any’ feananca

of c.d.f.’s in €§. Let € > 0 be such that both c; (o, F) — € and cy(e, F) + € are
continuity points of J(x, F). Since J,(x, F,) converges weakly to J(x, F),
2.6) Jlep(@F) —e, F 1<l —a<J[cy(e, F) + ¢, Fpl

for all sufficiently large n. Consequently

Q.7 cu(a, F) —e<cypla Fy) <cqpuylo, Fp) <cyl(o, F) +e

for all sufficiently large n.

Let A, = {c (o, F) — e <cp(a, F¥) <cy(a, F) + €}. From (2.7) and the
hypothesis PF[{F*} € ¢r] =1, we conclude that P,.-[hm mf A,]=1 and therefore
lim P[A,]= 1. Consequently

n-—+> oo

Pe[R (X, F) <cq(a, F¥)] <Jjlcy(a, F) + €, F,]1 +o(1)
Pe[R.(X, F) < cp(a, F¥)]=>1J,[c (o, F) — €, Fy ]+ o(1).

Letting first n tend to infinity and then € tend to zero yields (2.3).
In general, J[c (o, F) —, F1 <1 — a while J[cy(a, F), F]= 1 — a. When
J(x, F) is continuous in x, then

(2.9) JleL(e, F)—, F]=J[cy(@, F),F]=1-a
for every a € (0, 1). This implies (2.5).

Example 1 (continued). Define ¥F as follows: {F,} € €% if
and only if lim ||F, — F|l = 0. Let Hy(x) = (FVX(x), . . ., FV/k(x)) take values in

(2.8)

Rk, For every sequence {F,} € ¢F,
(2.10) Jo(x, Fp) = J(x, F) =P[|IBy - Hyll <x],

where B, (t) is a gaussian process on [0, 1]* with mean zero and covariance func-

K k
tion Cov [By(s), By(t)]1= [ min (s;, t;) — [] (sit). To prove (2.10), observe

i=1 i=1
that for distributional purposes under F,, the random variable n*/2||F, — F,|| can
be represented as || By , - Hy pll; here Hy (x) = (FY*(x), . . ., F¥¥(x)) and B , is
the empirical process

K

(2.11) By q(t)=n" 12 Z (U <t) - ﬂl t],  te[o, 1%,
i=1 =

where U,, U,, . . ., U, are i.i.d. random vectors uniformly distributed over [0, 1]¥.

By Skorokhod’s Theorem, there exist versions of {B, ..} and B, such that
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lim Z(F,) = Z(F). For every sequence {F,} € €,

n-—> oo

(2.17) 1. (x, F) = J(x,F) =P[I1Z| <x],

where Z is a k-dimensional normal random vector with mean zero and identity
covariance matrix. Indeed, the distribution under F,, of nY 2(X — u(F,)) converges
weakly to N(0, Z(F)), by the Lindeberg central limit theorem; and S,, converges in
probability to Z(F), by Khintchine’s weak law of large numbers applied to a tri-
angular array.

The sequence {F’n, n = 1} of empirical c.d.f.’s belongs with probability one

to ’KF The Ghvenko-Cantelh theorem implies that £, =F w.p. 1, while the strong
. 5 2 bl 0 QI eI HI (WS B Yo,
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Consequently, dpplIn(x, Fp), Jo(x, F)] = 0, where dy p is the Lévy-Prohorov metric.
Since Pg[{F,} € %, u(lé,,) > u(F)] = 1, it follows that

(2.24) dpplla(x, £), 1,(x, F)]>0 wop. 1

as was asserted above. The possibility that such Lévy-Prohorov convergence may
hold when the central limit theorem does not was noted by Bickel and Freedman

[4].

Example 4 Suppose the n x 1 vector of observations Y(n) = (Y,,Y,, ..., Yy’
satisfies the linear model

(2.25) Y(n)=A_,8+U(n)

where A, ={a; j 5} is the n x p matrix of non-random regressors, rank (A,) = p,
Bisp x 1, and the components of U(n) = (U,, U,, .. ., U,)' are i.i.d. random vari-
ables with mean 0, unknown finite variance ¢(F), and unknown c.d.f. F. Let
B,, = (A AL~ lA'Y(n) be the least squares estimate of § and let s2 = (n — p)~1|Y(n)
— A, Bn 12 be the associated estimate of ¢2(F). We are interested in estimating
J.(x, F), the c.d.f. of s;}(A} A,,)"’(B -B). .

The least squares residuals U(n) = (U,, 1> - + +» Up,q) are the components of
the vector U(n) Y(n) — nﬁn U(n) — B, U(n), where B, is the idempotent
matrix A (A;A,) " 'Ap. Let F¥ be the empirical c.d.f. of the recentered residuals

n
U*(n) = (U%,, ..., U¥,) defined by U¥; =T, ;—n=' ¥ U, ;. The bootstrap
i=1
estimate to be considered is J, (x, F¥).

For the asymptotics, we will suppose that p is fixed and that as n = oo,
max n~2|a; ; |~ 0 while n=*AA, = A, which is finite and positive definite.
Define €’ as follows: {F,} € <% if and only if F, = F, u(F,) = 0, and ¢%(F,) >

0%(F). We will first check that, for every sequence {F a} € €y,

(2.26) J,(x,F,)=J(x,F)=P[Z<x],
where Z is standard p-dimensional normal; and will subsequently show that
(2.27) Pl{F}} € ¢r]l=1.

It follows that J,(x, F¥) converges weakly to J(x, F) with probability one and that
bootstrap confidence regions for 8 based on J,(x, F¥) have the correct asymptotic
level.

When {F,} € €, the distribution of (A,A,)"/?(8, — B) under F, converges
to that of o(F)Z, by the Lindeberg central limit theorem. Moreover

(2.28) s2=(n—p)~!|U() - B UM =(n—p) ! |UMm)Z — IB,UM)3) L o*(F)
under F,, because n~! |U(n) |3 14 0%(F) by Khintchine’s weak law of large numbers
and

(2.29) n~'Eg,_|B,U) I3 = n~!pa?(F,) > 0.

The weak convergence in (2.26) follows.
Let ﬁ’ be the empirical c.d.f. of the {U;; 1 <i< n} and recall that F} is the
empirical c.d.f. of the recentered residuals {Uy ;; 1 <i < n}. The mean of F} is zero.
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The prove (2.27), it remains to check that F¥ = F and ¢%(F}) - 0%(F) with prob-
ability one.

With probability one, F, = F, u(F,) > 0, 62(F,) > 0%(F), and n~! |B,U(n) |3
- 0. For the last convergence, see Lemma 2.4 in Freedman [7]. Consider a fixed
realization {U;; i 2 1} which is not in the null set N for which one or more of the
above convergences fails. To this fixed realization correspond a realization of
(F;n=> 1}, of {Ur;; 1<i<n,n>1},and of {Fg;n>1}. Let {(W3, Wy);n> 1}
be random vectors such that

(2.30) P[((W} W)= (U.",‘,i, Upl=n~}, 1<i<n.
Evidently, £(W*) =F* and #(W,) = F,,. Moreover,
2.31) EOVE —Wo)? = Var (Wi — W,) + i (Fy)
<n~!'|U(m) - Um)B +p*(F,) = n~! B,UM)Z + pu*(F,) > 0.

Thus W¥ — W, B 0. Since Z(W,) = E, = F, we conclude that F* = #(W*) = F for
every realization not in N. Equation (2.31) also implies that

(2.32) |6(F¥) — o(f,) = | Var¥/?(W*) — Var'/2(W,)| SEV2(W* —W_)? >0

and hence that 6%(F}) - ¢2(F) for every realization not in N. This completes the
argument for (2.27).

The discussion above is a less metrical variant of one given in [7]. The later
paper [4] investigates asymptotic behavior of bootstrap estimates when the number
p of regressors is allowed to increase with n.

Example 5 Suppose the {X;; 1 <i< n} are i.i.d. random row vectors of
dimension p + 1 with unknown c.d.f. F. Let Y; be the first component of X; and
let T; be the p-dimensional row vector formed by the remaining components of X;.
Suppose Ex(T;Y;) and V(F) = Eg(T.T;) exist, are finite, and V(F) is positive definite.
The minimum mean squared error linear predictor of Y; given T, has the form
T,8(F), where

(2.33) B(F) = V'(F)ER(T;Y)).

The usual estimate of §(F) is ﬁ(p,,), where F,, is the empirical c.d.f. computed from
the {X;; 1 <i< n}. Algebraically, B(le,,) coincides with the least squares estimate
3,, discussed in Example 4. However, the different models in the two examples lead
to different distribution theory.

Let J,(x, F) be the c.d.f. of

(2.34) n'2[g(F,) — B(F)] = V-1(F)n"1/2 f Ti(Y; — T;8(F)).

i=1

The bootstrap estimate of J.(x. F)is J_(x. ). To discnss fixed_n_asymptotics for
!
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This fact, the convergence of A(F,) to A(F), and the Lindeberg central limit theo-
n
rem imply that n="2 } T(Y; — T;8(F)) converges weakly, under F,, to

i=1
N(0, A(F)). By Khintchine’s weak law of large numbers, V(F,.) converges in prob-
ability to V(F). Thus J,(x, F,) converges weakly to J(x, F), the c.d.f. of the
N(0, V-1(F) A(F) V-!(F)) distribution, whenever {F.} € ¢5.
n
Let A,=n~' Y (Y; — TiB(F))*T{T;. By the strong law of large numbers,
i=1 n

£, =F, 8, > pF), V(F,) > V(F), A, > A(F),andn~! ¥ (TiT;)?> - Eg(T|T})?

i=1

with probability one. To prove Pg [{En} € ¢x]=1, it remains to show that

K

]
;
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null set N for which one or more of the already established convergences fails. Let
{(W}, W,); n > 1} be random vectors such that
P[(W7, W,) = (Ti(Y; — T;8(F,)),

236) ., _
Ti(Y; —Ti(FN]=n"!, 1<i<n.

For any p x 1 constant vector c,

E[CW: — WP =n=' 3 (c'TIT;(B(E,) — BF)])2
i=1

2.37) n
<IBF,) —BEEn" ¥ (TiT)*c~>0
i=1
which implies that EY2(c'W})? — EY2(c'W,)® = 0. Since E(c'W,)? = ¢'A,c = ¢'A(F)c
and E(c'W*)? = ¢'A(F,)c, we conclude that A(F,) = A(F), as was to be proved.
For further discussion of bootstrapping in this model, see Freedman [7].

Example 6 Suppose X, X,, ..., X, are i.i.d. random variables with c.d.f.
F and unique median m(F), both unknown. Suppose further that F is continuous
and has positive derivative f at m(F). Let J,(x, F) be the c.d.f. of n'/2|M, — m(F)|,
where M, = m(len) is the sample median. Define % as follows: {F,} € ¥ if and

~oaler 2 €
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Two natural ‘“‘parametetric bootstrap” estimates for J,(x, ) are J,(x, X.)
and J,(x, T,). Both of these estimates fail to be consistent, however. To see this,
define €,, €, as follows: A sequence of real numbers {6,,; n = 1} belongs to %,
if and only if lim 6, = 6 # 0. A sequence {6,,} belongs to ¥, if lim [+ n%* —n'/26,]

n-—> oo n-—* o
= % oo, By fairly direct calculation,
(245) Lim 1Jn(x,0,) — @X)I=0 if{6,} € %,

n-—> oo

and

(2.46) 1lim ||J,(x, 8,) — ®[b~'{x —n¥20,(b — 1)}I=0 if{6,} € F,.
n-—> oo

In particular, these limits imply (2.44).
When 0 # 0, then Py[{X,} € ¥,]1=1 and therefore

247 11,x, X,) —®x)I=>0 w.p. L.
However, when 8 = 0, then P, [{)_(n} € ¢,]1=1 and consequently
(2.48) 1T,(x, X,) — ®[b~1{x —n2X (b — D}]II=>0 w.p. 1

Comparing (2.48) with (2.44), we see that the bootstrap estimates {J,(x, X,)} are
inconsistent when 6 = 0 and b # 1. The situation is no better for the alternative
estimate J,(x, T,). Both (2.47) and (2.48) remain valid if X, is replaced by T
and convergence w.p. 1 is replaced by convergence in probability.

Other examples of bootstrap inconsistency are described in [3].

3 Asymptotic Optimality

Consistency of bootstrap estimates is a desirable but relatively weak property.
Having proved consistency, we might ask: What is the rate of convergence of boots-
trap estimates? What are the limiting distributions of suitably centered bootstrap
estimates? Are bootstrap estimates asymptotically minimax? Singh [12] addressed
the first question for the bootstrapped sample mean and sample quantiles. This
section will describe some answers to the second and third questions obtained in
[1]and [2]. ‘

We restrict attention to the following situation. Suppose X, , X;, ..., X,
are i.i.d. random variables with unknown c.d.f. in .#, which now consists of all
c.d.f.’s whose support lies within a fixed compact interval I. Let T be a real-valued
functional defined in % and satisfying the following smoothness condition.

Assumption A The functional T is locally quadratic at every F in #,in
the following sense: for every F, G € %, there exists a function f(x,y, F) such that

(3.1) T(G) =T(F) + J t(x,y, F) dG(x) dG(y) + 1(G, F).

The ratio |G — F1|721(G, F) converves to zero as |G — F|| tends to zero and
sup {IIG — FI"2K(G, F); G € #} <o for every F in #. The function t(x, y, F)
is continuous in (x, y) on I xI; | t(x, y, F) dF(x) dF(y) = 0; and flftx,y,F)
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dF(y))? dF(x) > 0. Without loss of generality, we may assume that f(x, y, F) is
symmetrical in x and y.

We will consider bootstrap estimates for the normalized moments of
T, = T(F,), where F, is the empirical c.d.f., and for the c.d.f. J(x, F) =
Pg[nY%(T, — T(F)) < x]. The framework just described covers a variety of estimates
T, that are used in statistics. Some examples:

(@) The 1-th sample moment n=' Y. Xj. Evidently, T(F) = { x* dF(x) and

i=1

t(x, y, F) = 271(x" + y*) — T(F).

n —
(b) The sample variance n=* Y (X; — X,)?, where X,, is the sample mean.
i=1

In this case. T(F) = 27! f(x —y)? dF(x) dF(y) and t(x, y, F) = 2-!(x — y)? — T(F).

1
(c) L-estimates of location. Here T(F) = j F~1(t) J(t) dt. If J is continuously
0

differentiable, then Assumption A holds with
t(x,y, F) = =271 [[I(x <z) +I(y <z) — 2F(2)] J - F(z) dz
—2-! f[I(x <z) - F(@)][I(y <z) — F(2)]J'- F(z) dz
(Serfling [10], p. 289).

(d) M-estimates of location. Let Ag(t) = [ Y(x — t) dF(x), where y is strictly
monotone with Y(—) <0 and y(e°) > 0. The functional T(F) solves the equation
Ar[T(F)] = 0. If ¥ is twice continuously differentiable, then Assumption A holds
with

(3.3) t(x,y,F)=Pp(x,y) +Br(y, x) — {2As[T(E)]} A [T(F)] ap(x) ap(y)

where

3.2)

ap(x) = — (A [TE)} ' Ylx — T(F)]
Br(x, y) = ap(x)[1 + {20 [TE)]} ' Y'(y — T(F))]

(Serfling [10], p. 256).
Let m,(F) = Eg(T,) and let

b,(F) = n[m,(F) — T(F)]  s2(F) = n E¢[T, — my(F)P?
k3 n(F) = s73(F) n2Eg [T, — m,(F)P®

be the normalized bias, variance, and skewness of T,, regarded as an estimate of
T(F). The bootstraP estimates of b, (F), $2(F), Ka o(F) are b.(F.), s2(F.). ka (F.)

3.4

@3.5)

) respectively. In practice, these could be calculated from the moments of the boots-
trap distribution estimate J,(x, F,,), which in turn could be approximated by
Monte Carlo methods.

For notational convenience in what follows, let
(36) tl(xa F) = .‘. t(xa y: F) dF(Y) t2(x’ Y: F) = t(x, y’ F) - tl(x’ F) - tl(y’ F)

By Assumption A, | t,(x, F) dF(x) = 0; t,(x, y, F) is symmetrical in the arguments
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X, y;and { ty(x, y, F) dF(x) = 0. These properties imply the orthogonality relation-
ship | t,(x, F) t,(x, y, F) dF(x) dF(y) = 0.

For every F € #, define the ball B,(F, c) as the set of all G € # such that
IG — Fll <n~Y2c, ¢ > 0. Let the notation sup, . indicate the supremum over
all c.d.f.’s in B, (F, ¢).

Theorem 2 Suppose Assumption A is satisfied. Then
lim supq . Pg[Iba(Fy) — ba(G)>€]=0

n—» oo

(3.7 lim sup. c . Pallk, ,(E,,[ = Ei E(Q) >el=0

n oo

Lim sun. e . E,;_II,S:‘F_\ —s2(GV>el=0

for every F € % and every positive c and €. Moreover, under every sequence of
distributions {G, € B,(F, c)}, the asymptotic distribution of {n'/*[s2(F,) —s2(G,)]}
is N(0, 0%(F)), where

(3.8) 0*(F)=16 | [t}(x,F) +2 | t,(x, y, F) t,(y, F) dF(y) — s*(F)]* dF(x)
and
(3.9) s*(F)=4 {t}x, F)dF(x).

Equation (3.7) asserts locally uniform consistency of the bootstrap moment
estimates under consideration. The second part of the theorem establishes locally
uniform asymptotic normality only for the bootstrap variance estimates
{sf,(Fn); n = 1}. To obtain similar results for {bn(Fn)}, {k3,,.(15,,)} requires strength-
ening of Assumption A.

How well does the bootstrap variance estimate sf,(lg'n) estimate s2(F), the
normalized variance of T, ? Suppose u is a non-negative, monotone increasing loss
function defined on R*. Let V,, be any estimate of s2(F). Because the functions
{s3(F); n = 1} are Hellinger differentiable (see [2] for details), an application of the
Hajek-Le Cam asymptotic minimax theorem yields the following lower bound on
minimax risk: for every F € %,

(3.10) lim lim infinfy_sup, f.c Eg u[n¥2|V, —s2(G)|] = Eula(F)|Z1],

¢ = o N~ o

where Z is a standard normal random variable and ¢2(F) is defined by (3.8). On
the other hand, if u is also bounded, it follows from the second part of Theorem 2
that

(3.11) lim sup, 5, Eguln'/?|V, —s3(G)[] = Eu[o(F)|Z1]

for every positive ¢ and every F € .#. Thus, the bootstrap variance estimate s?,(ls,,)
cannot be surpassed by any other estimate in the sense that its maximum risk over
B, (F, c) is as small as possible, when n and c are large.

We consider now the asymptotic behavior of J,(x, F,,), the bootstrap
estimate for the c.d.f. J,(x, F) = Pg[n"?(T, — T(F) <x]. This turns out to be
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where t(x) = 67!(x? — 1) and ®, y are the standard normal c.d.f. and density. Equa-
tion (3.12) is a first-order Edgeworth expansion for J,,(x, F), with bias correction
and coefficients replaced by their bootstrap estimates. Convergence of the Edgeworth
expansion becomes an issue here because the ball B, (F, ¢) contains lattice distribu-
tions and because of the remainder term r(G, F) in Assumption A. We deal with this
technical problem by smoothing J; g(x), J,(x, F,,), and J,(x, F) when making com-
parisons. :

Let v be the symmetrical probability density

(3.13) v(x)=a"!(1 —a'|x] if|x|<a,
whose characteristic function is
(3.14) Y(t) = 2(at)~2[1 — cos (at)].

For small positive a, v(x) approximates the delta function. At the same time, Y(t)
tends to zero with sufficient rapidity as |t| tends to infinity. The relationship
lIdlly = lld * v||, where * denotes convolution, defines a norm for real-valued func-
tions on R.

Theorem 3 Suppose Assumption A is satisfied. Then
(3.15) lim sup, g, Pg[n¥?(|J,(x, £,) — T, e(X) 1, > €] =0
n— o

for every F € Z and every positive c and €. Moreover, under every sequence of
distributions {G,, € B,(F, c)}, the processes {n¥2[J,(x, F,) — J,(x, G,)]} and the
processes {(n'/2[J, g(x) — Jo(x, G,)1} converge weakly in || - I, norm to the gaussian
process

(3.16) Yg(x) = [25*(F)] ' o(F) Zx¢[x/s(F)]

whereZ is a standard normal random variable.

This result is analogous to Theorem 2. Noteworthy are the degenerate
nature of the limiting gaussian process Yg(x) and the asymptotic equivalence, up
to order n~Y/2, of the bootstrap estimate J,(x, F,,) and the Edgeworth expansion
estimate J,, £(x). The latter property was established pointwise by Singh [12] for
T, = X,,. In this case, smoothing is easily avoided.

Let u be a non-negative, monotone increasing loss function defind on R*.
Let H,(x) be any estimate of J,(x, F). It can be shown (see [1]) that for every
Fe %,

lim lim inf iann SUP, Fc Egu[nY2||H,(x) — J,(x, Sl ]
@317 7T 7T
= Eu[{2s*(F)} ~'o(F) lIx¢[x/s(O)]ll,1Z 1]

On the other hand, if u is also bounded, it follows from the second part of Theo-
rem 3 that

lim sup, g Eguln¥?|IJ,(x, F,) — J.(x, G)II,]
(3.18) r— =
=Eu[{2s3(F)} ' o(F) lIx¢[x/s(F)1l, 1 Z ]
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for every F € Z and every positive c and €. Hence, the conclusions of Theorem 2
apply also to the jackknife estimates by 5, k3 .5, and s2 ;.

In particular, this result and the discussion following Theorem 2 imply
that s2 5, like its bootstrap competitor s2(F,), is asymptatically minimax among
all estimates of s2(F). This is of practical interest because jackknife estimates are
relatively easy to compute.

By analogy with the estimate J,, g(x), we can define the jackknife Edgeworth
expansion estimate

(4.6) T, 35(x)=®[(x —n~Y2b, ;)/sy ;] — nY2K; o yt(X/sy 5)P(X/Sn 5).
Theorem 5 Suppose Assumption A is satisfied and (4.4) holds. Then
(4.7) lim sup, g . Pg[n'/? 1Jq,5e(X) — Ja(x, Fn)llv >e]l=0

for every F € # and every positive c and €. Hence, the conclusions of Theorem 3
apply also to the processes {n"2[J, yg(x) — Jo(x, G}

Theorems 3 and 5 establish the asymptotic equivalence, up to terms of
order n~Y/2, of the three distribution estimates J(x, F,), J n,g(X), and J, jp(x). It
follows from the discussion after Theorem 3 that each of these estimates is asymp-
totically minimax for J, (x, F). The jackknife estimate J, yg (x) is usually the
simplest to calculate.

However, the jackknife is a more specialized tool than the bootstrap; its
validity depends strongly on the locally quadratic property described in Assump-
tion A. When T,, is the sample median, J,(x, ﬁn) is consistent (example 6 of Sec-
tion 2). But s? ; is not consistent in this case (see [2], [5]) and the jackknife Edge-
worth expansion estimate J,, y(x) therefore fails. It is also evident that jackknifing
will not help in dealing with Kolmogorov-Smirnov statistic, while the bootstrap
does (Example 1 of Sections 1 and 2).

References

[1] Beran, R.: Estimated sampling distributions: the bootstrap and competitors. Ann.
Statist. 10 (1982) 212-225

[2] Beran, R.:Jackknife approximations to bootstrap estimates. Prepr. 1982

[3] Bickel, P.J; Freedman, D. A.: Some asymptotic theory for the bootstrap.
Ann. Statist. 9 (1981) 1196—1217

[4] Bickel, P.J.,, Freedman, D. A.: Bootstrapping regression models with many
parameters. In: Festschrift for Erich Lehmann, Belmont: Wadsworth 1982

[5] Efron, B.: Bootstrap methods: another look at the jackknife. Ann. Statist. 7 (1979)
1--26

[6] Efron, B.: The Jackknife, the Bootstrap, and Other Resampling Plans. Philadelphia:
SIAM 1982

[7] Freedman, D. A.: Bootstrapping regression models. Ann. Statist. 9 (1981) 1218—1228

[8] Quenouille, M. H.: Notes on bias in estimation. Biometrika 43 (1956) 353-360

[9] Schmid, P.: On the Kolmogorov and Smirnov limit theorems for discontinuous dis-
tribution functions. Ann. Math. Statist. 29 (1958) 1011-1027

[10] Serfling, R.J.: Approximation Theorems of Mathematical Statistics. New York: Wiley

1980




30 R. Beran

[11] Shorack, G.R.: Bootstrapping robust regression. Commun. Statist. Theor. Meth. 11
(1982)961-972

[12] Singh, K.: On the asymptotic occurancy of Efron’s bootstrap. Ann. Statist. 9 (1981)
1187-1195

[13] Tukey, J. W.: Bias and confidence in not-quite large samples. Ann. Math. Statist. 29
(1958) 614

R. Beran

Department of Statistics

University of California

Berkeley, California 94720

USA (Eingegangen: 2. 2. 1983)




Jber. d. Dt. Math.-Verein © 1984 B. G. Teubner Stuttgart
86 (1984) 31-35
AMS subject classification: 01 A 70

Hans-Heinrich Ostmann 1913-1959

B. Hornfeck, Clausthal-Zellerfeld

Am 16. Oktober 1913 wurde Hans-Heinrich Ostmann als Sohn des Gruben-
betriebsfiihrers Otto Ostmann und seiner Ehefrau Maria, geb. Zobel, in Beuthen in
Oberschlesien geboren. Von Ostern 1920 bis Ostern 1923 besuchte er Fliegners
Privatschule in Beuthen und anschliefiend am gleichen Ort das humanistische
Hindenburg-Gymnasium bis zur Reifepriifung, die er im Friihjahr 1932 ablegte.

Vom Sommersemester 1932 an studierte er Mathematik im Haupt- und
Physik und Chemie im Nebenfach an der Universitit Berlin und fiir ein Semester
auch an der Universitdt Miinchen, bevor er 1935 an seine Heimatuniversitit Bres-
lau iiberwechselte. Einer seiner Breslauer Kommilitonen berichtet, Ostmann sei
als Student ein sehr eleganter junger Mann gewesen, von Hause aus etwas besser
gestellt als die meisten anderen, ohne jedoch damit aufzufallen. Seine Lebens- und
Arbeitsweise sei die eines kleinen Grandseigneurs gewesen. ,,Vorlesungen, die friih
um Punkt 8 Uhr begannen, fanden fiir ihn im allgemeinen nicht statt.*

Dies ergiinzt das Bild, das spiter seine Studenten und Schiiler von ihm ge-
wannen: Sein schmaler leptosomer Kdérperbau harmonierte mit seinem feinen,
vornehmen und anfangs eher etwas scheuen Auftreten. Er war zuriickhaltend und
freute sich doch sehr iiber die Kontakte zu seinen Studenten; waren die ersten
Hemmnisse iiberwunden, was etwas Zeit brauchte und auch die Mithilfe der anderen,
so zeigte sich ein vollig unprofessoraler sensibler und sehr liebenswerter Mensch.
Seine Gewohnheit, den Vormittag zumindest teilweise zu verschlafen, hatte sich
nicht gedndert; dafiir filhrte er abends mit Bekannten, die telefonisch erreichbar
waren, lange Gespriache und fiihlte sich zum Arbeiten wohl in der Ruhe der Nacht.
Und was die Technik des Studierens betrifft, so erzéihlte er eines Tages, den Ubungs-
schein zur Analysis I habe er erst im achten Semester erworben. ,,Das ging dann
wie geschmiert!“‘, kommentierte er und lachte, dafl er den Unbilden der Verhilt-
nisse eins ausgewischt hatte.

Zuriick nach Breslau. Dort lernte er eine elementare zahlentheoretische
Vermutung kennen, die seit einigen Jahren an den mathematischen Instituten im
In- und Ausland kursierte, ohne da jemand in der Lage war, diese Vermutung zu
beweisen oder zu widerlegen: Es seien A, B Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen
die beide die Null enthalten, und A + B die Menge aller Summen a+ b, a € A,

b € B; weiter sei A(n) die Anzahl aller positiven a, a < n, und die Dichte d(A) = «
A) AQ) AG)

das Infimum der Zahlen Ty T3 entsprechend d(B) = 8 und

’
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d(A + B) = . Jede solche Dichte ist eine Zahl zwischen Null und Eins; also ist
v = o + B sicher nicht immer richtig; gilt aber y = min (1, a + §)?

Etwa ab 1936 beschiftigte sich Ostmann mit dieser (« + §)-Hypothese,
und diese Beschiftigung hat seinen wissenschaftlichen Werdegang geprigt. Der
von dem russischen Mathematiker Schnirelmann eingefiihrte Dichtebegriff war
noch keine zehn Jahre alt und erschien doch als wichtiges oder zumindest niitz-
liches Hilfsmittel bei Fragestellungen der additiven Zahlentheorie wie etwa dem
Goldbachschen oder dem Waringschen Problem; angeregt durch die (« + 8)-Hypo-
these, entstand ein neuer Zweig der Zahlentheorie, elementar, aber schwierig,
und da es noch nicht allzuviel Literatur gab, konnte man mit seinem eigenen
Kopf denken.

Das Thema seiner Dissertation [1],,Uber die Dichte der Summe zweier
Zahlenmengen‘‘ hatte Ostmann also selbst gewihlt; Feigl war Referent, Radon
Korreferent; die miindliche Doktorpriifung fand im Sommer 1938 statt; die
Promotionsurkunde wurde erst 1940 nach dem Druck der Arbeit ausgefertigt.
Ostmann hat die (« + 8)-Hypothese nicht beweisen konnen; dies ist erst 1942
H. B. Mann gelungen. Ostmanns Uberlegungen betreffen direkt die Struktur der
Summenmenge C = A + B; er betrachtet A(n) + B(n) — n und stellt einen kom-
plizierten Zusammenhang mit C(n) her. Wir haben spiter die anschaulichen Hinter-
griinde nie recht verstehen kdnnen, auch wenn er bei den Erklirungen Kimme zu
Hilfe nahm. Er untersucht vorwiegend Anzahlfunktionen, was fiir sich selbst von
Interesse ist, und gewinnt damit in [1] und [2] Abschitzungen fir v nach unten,
die etwas schwicher sind als die gewiinschte. Sein Vorgehen erlaubt es ihm auch,
Aussagen iiber die unteren asymptotischen Dichten von A, B, C zu machen, die
man erhilt, indem man oben jeweils das Infimum durch den Limes inferior er-
setzt.

Nach seiner Promotion arbeitete er im wesentlichen als Volontirassistent
am Breslauer Mathematischen Institut weiter und unterrichtete im ersten Kriegs-
winter an der Staatsbauschule fiir Hoch- und Tiefbau in Beuthen, bevor er am
1. 4. 1940 planméfiger wissenschaftlicher Assistent in Breslau wurde. Im Jahr
1942 habilitierte er sich mit einer erst nach dem Krieg erschienenen Arbeit [4]
aus dem bereits beschriebenen Themenkreis, wurde im Sommer 1943 auch zum
Dozenten fiir Mathematik ernannt und blieb Dozent und Assistent in Breslau bis
zum Kriegsende. Ohne Anschluf an irgendeine Parteiorganisation war die akade-
mische Laufbahn damals kaum moglich; andererseits gehorte Ostmann zu den
wenigen, mit denen ein offenes Gesprich uber die politischen Verhiltnisse mog-
lich war; bei den Studierenden war er beliebt und hatte in Anspielung auf seinen
Vornamen den Spitznamen H, O.

Das Wintersemester 1944/45 ist nicht mehr reguldr zu Ende gegangen. Mit
der Flucht nach Westen verlor Ostmann wie viele andere sein Eigentum. Er heira-
tete 1945; aber auch diese erste Ehe zerbrach kaum ein Jahr spiter. Wie wirr die
Zeiten damals waren und wie irritiert das Urteilsvermogen der aus ihren Bindungen
gerissenen Fliichtlinge und Vertriebenen, zeigt ein Satz aus einem seiner Lebens-
laufe: ,,Jm Juni 1945 kehrte ich in Unkenntnis der politischen Lage noch einmal
nach Breslau zuriick, ging jedoch angesichts der vorgefundenen Verhiltnisse bald
wieder fort.*
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ADb Juli 1946 lebte er in Oberwolfach. Weil er kein Staatsexamen hatte,
konnte er nicht einmal als Lehrer titig sein. Statt dessen zog er als Milchpriifer
iibers Land und erschlof sich eine weitere kleine Erwerbsauelle. indem er Einsen-

e
-

i )

scheint er auf diesem Gebiet eine betrichtliche Erfahrung gewonnen zu haben. Er
erzihlte spiter fliissig von Kreisquadrierern, Fermatisten und Winkeltrisektierern,
wufdte, wie sie aussahen, welche Fehler sie machten und kannte ihr soziologisches
Umfeld. Spiter in Marburg und in Berlin behielt er den Ruf des zustindigen Ex-
perten; unbequeme Einsender wurden andernorts vielfach gleich an ihn als Fach-
mann weiterverwiesen. Das kam dann seinen Schiilern zugute, die sich nun durch
schriftliche Bearbeitungen ab und zu etwas Geld dazuverdienen konnten; nur die
personlich erscheinenden Kunden konnte er nicht mehr abwimmeln, woriiber er-
gotzliche Geschichten zu erzihlen wiren.

Im Anschluf} an die Arbeiten von Mann, Dyson und van der Corput zur
Dichtetheorie entstand in Oberwolfach 1948 Ostmanns zusammenfassende Uber-
sicht [S]. Er stellt fest, die Fragen im Zusammenhang mit der Schnirelmann-
Dichte seien jetzt erledigt, und er verweist auf das ungeklirte Analogon zur (a + §)-
Hypothese beziiglich der unteren asymptotischen Dichten. Es war nicht einmal
klar, wie eine entsprechende Vermutung iiberhaupt auszusehen hatte; einfache Bei-
spiele mit Restklassen zeigen, da} eine glatte Ubertragung falsch ist. Andererseits
entstehen in Oberwolfach auch die Arbeiten (6] und [7], die erstere zum asympto-
tischen Fall, die zweite liber Zusammenhinge zwischen A(n), B(n) und C(n), wo-
bei sich im Einzelfall durchaus bessere Resultate fiir C(n) ergeben kénnen als die
fir alle n giiltige Abschitzung C(n) = yn durch den Satz von Mann. Es ist vielleicht
schade, daB in der Folgezeit auf derartige direkte Untersuchungen der Anzahl-
funktionen von A, B, C keine gréfleren Anstrengungen mehr unternommen wurden.

Im Herbst 1948 gelang es Ostmann, wieder an einer Universitit Fufl zu
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seines Ergebnisberichts zum Korrekturlesen in der Hand. Befiirchtungen, man sei
doch zu jung dafiir, lief er nicht gelten; spitere Beschwerden iiber seine nur fiir
Experten lesbare Handschrift nahm er meckernd zur Kenntnis; nur die Leute beim
Verlag nahmen ihm das Augenpulver nicht ab. Auch auf die Textgestaltung hatten
wir natlirlich keinen Einfluf}; wir hatten ihm gern manches ausgeredet. Sein Hang,
alles mit Begriffen zu versehen und in Schubladen zu verpacken, dominierte auch
in seinen Vorlesungen, die im iibrigen in Berlin den gleichen Anklang fanden wie
zuvor in Marburg.

In Berlin wurden die Griinde dafiir noch durch die spezielle Situation ver-
stirkt. Der erste Ordinarius des neuen Instituts war menschlich schwierig; agil und
argwoOhnisch zugleich, hatte er ein starkes Dominanzbestreben. Dies fiihrte zu Kon-
flikten im Kollegenkreis, unter denen auch Ostmann sehr gelitten hat. Die Studen-
ten aber zog es in Scharen zu ihm, dessen private Sorgen kaum jemand kannte.
Den stindig zunehmenden Arger im Institut deckte er seiner Veranlagung ent-
sprechend nach auflen hin zu. Aber Mitte der fiinfziger Jahre zeigten sich erste
Hauterscheinungen, die immer unangenehmer wurden. Die Arzte, die er in wach-
sender Zahl, auch auf Veranlassung seiner spiteren Frau, in Berlin und Westdeutsch-
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Der Ergebnisbericht wurde 1956 gedruckt; die drei Jahre vorher gelungene
komplizierte Losung des asymptotischen Problems durch M. Kneser konnte noch
mit aufgenommen werden; iiber achthundert Literaturstellen der klassischen wie
der neueren additiven Zahlentheorie wurden ausgewertet; eine Riesenarbeit war
zu Ende. Die Publikation [9], die dabei mit entstand, enthilt eine sinnvolle und
fur Ostmann bezeichnende Verallgemeinerung zweier klassischer Partitionenfor-
meln.

Ostmann schrieb noch die Note [11] und, gemeinsam mit H. Liermann [12],
das Kapitel 6 iiber Zahlentheorie der ,,Grundziige der Mathematik*, wobei er
wiederum systematisierende algebraische Gesichtspunkte stark in den Vordergrund
riickte.

Im Jahre 1958 heiratete er die medizinisch-technische Assistentin Gisela
Rudzki, eine Beuthenerin, die er in Oberstdorf kennengelernt und die es wie ihn
nach Berlin verschlagen hatte. Am 4. 11. 1959 starb er in einem Berliner Kranken-
haus; die Todesursache Lupus erythematodes hat zu spit erst der Pathologe fest-
gestellt; seine Tochter Sabine, im Mirz 1960 geboren, hat er nicht mehr gesehen.

Fiir ihre Hilfe danke ich Frau Gisela Ostmann und den Herren H. J. Claus, W. Deylitz,
H.-J. Kanold, D. Reuter und E. Wirsing.
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Buchbesprechungen

Davis, Ph. J., Hersh, R., The Mathematical Experience, Boston — Basel — Stuttgart:
Birkhiuser Verlag 1981, 440 p., hardcover, DM 67,—

Der Titel des Buches 148t eigentlich die Inhaltsfrage offen. Das Vorwort beschreibt das
Buch als ein Buch iiber die Mathematik, welches auch die Philosophie und Geschichte der Mathe-
matik diskutiert. Das ist es eigentlich nicht. Es handelt sich hier vielmehr um ein Buch iiber die
Mathematiker. Dieser méglicherweise unbewuf$te Kunstgriff der Konstruktion wird dieses Buch
mit Sicherheit zu einem grofien Verkaufserfolg werden lassen. Will man allerdings wirklich etwas
iiber die Mathematik erfahren, sei es iiber ihre Philosophie und Geschichte, wenn man ein Mathe-
matiker ist, sei es iiber Entwicklungen innerhalb der heutigen Mathematik, wenn man das Buch
als interessierter Aufenstehender in die Hand nimmt, so kann man leicht enttiuscht werden. An
einigen Stellen konnte man sogar drgerlich werden, nimlich immer dann, wenn das Buch Dinge
anspricht, an denen es anscheinend nicht sehr interessiert ist (beispielsweise die Philosophie der
Mathematik und die mathematische Grundlagenforschung). Und wenn die Autoren dann an
einer solchen Stelle, wie etwa in dem 7. Kapitel ,,From Certainty to Fallibility*, das sich mit der
Philosophie der Mathematik seit der Antike befaft und in dem die Passagen zu Lakatos einen
unverhiltnismiBig grofen Raum (mehr als 35% des gesamten Kapitels) einnehmen, Engagement
zeigen, dann profiliert sich dieses Engagement etwas einseitig: Lakatos’ Identifikation von Heu-
ristik und Logik, von Wissensstruktur und Beweisfihrung in der Mathematik kann kaum als ein
realistisches Bild von Mathematik oder mathematischer Titigkeit gelten und ist auch philoso-
phisch unhaltbar.

Aber, wie gesagt, man kann das Buch als die spontane Niederschrift des Selbstverstind-
nisses zweier Mathematiker lesen, und unter dieser Primisse lassen sich sowohl die Oberflichlich-
keit wie das Engagement akzeptieren. Manchmal sieht es so aus, als sollte die Mathematik gegen
alle angrenzenden Bereiche, Mathematik- und Wissenschaftsgeschichte, Philosophie der Mathe-
matik und Logik, Computerwissenschaft usf. verteidigt werden. (In diesem Sinne ist auch die
Subjektivitit der Reaktion auf die Losung des Vierfarbenproblems durch Appel und Haken ein-
zuordnen.) Man lernt also etwas iiber die Mathematiker und dies nicht zuletzt wegen der Brillianz
und Selbstironie im Abschnitt ,,The Ideal Mathematician* und man bekommt schliefllich auch
von der Mathematik vor allem durch die Auswahl der Themen und des Materials — beides er-
scheint verniinftig und mutig — einen Eindruck. Die Orientierung muf3 man sich allerdings voll-
stindig selbst erarbeiten. Die Bibliographie umfafit 378 Titel von Biichern und Zeitschriften-
artikeln aus den verschiedensten Zusammenhingen.

Das Buch ist insgesamt sehr ungleichmifig, was Stil, Ausarbeitung, Akzentuierung usf.
betrifft. Aber wenn es die Fiille der darin angesprochenen Probleme gleichmifig, systematisch
hitte ausarbeiten wollen, dann hitte es mit Sicherheit ein Jahrhundertwerk werden miissen. Ex-
zellent ist der Anfang des Buches, das 1. Kapitel und Teile des 2. (The Mathematical Landscape;
Varieties of Mathematical Experience) insgesamt etwa 50 Seiten. Aber was folgt, entspricht
diesem Beginn nicht.

Bielefeld M. Otte

Morse, M., Selected Papers (ed. R. Bott), Berlin — Heidelberg — New York: Springer
Verlag 1981, XLVi + 882 p., cloth, DM 68,—

Marston Morse gehort zweifellos zu den einflureichsten Mathematikern dieses Jahr-
hunderts. Er hat einem der wichtigsten Gebiete zwischen Topologie und Analysis zu allgemeiner
Anerkennung verholfen, zum einen durch eigene Beitrige, zum anderen auch dadurch, daf er
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und unvollstindig in der Literatur Bewiesenes wird manchmal als Resultat angegeben (S. 115,
151, 174 etc.). Zitate sind nicht immer zuverlissig, so wire in 17.3 eine Referenz auf [5] ada-
quat. Die Begeisterung iiber diverse und simplifizierte Axiomensysteme, aus deren einfachen An-
nahmen eine mathematische Theorie aufgebaut werden kann oder konnte, ist oft nicht ange-
bracht: AuBerhalb der Theorie der C*-, W*-Algebren, der orthomodularen Theorie und der ver-
allgemeinerten Wahrscheinlichkeitstheorie sind keine substantiellen Ergebnisse vorhanden. In
diesem Sinne wirkt auch Kapitel 21, Teil III des Buches zu optimistisch, — die Hilbertraum-
charakterisierung in &._# ist nicht abgeschlossen. Die Riickverweise und Beispiele zur Quanten-
mechanik in Teil I und III sind meistens auf Ein-Teilchensysteme bezogen und fiir den Mathe-
matiker sehr niitzlich, fiir einen Physikstudenten méglicherweise zu formal mathematisch.

Insgesamt finde ich das Buch mit den Trends: physikalisch Beispiel-orientiert, mathe-
matisch Ergebnis- (aber nicht Beweis)-orientiert eine gut leserliche, jedoch nicht immer zuver-
lissige Darstellung der ,,Quantenlogik‘ mit ihren neuesten Entwicklungen.
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Ulm G. Kalmbach

Lutz, R., Goze, M., Nonstandard Analysis. A Practical Guide with Applications (Lec-
ture Notes in Mathematics, 881), Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Verlag 1981,

VIII + 261 p., DM 29,—

Richter, M. M., Ideale Punkte, Monaden und Nichtstandard-Methoden, Braunschweig —
Wiesbaden: Friedr. Vieweg & Sohn 1982, VII + 264 S., paper, DM 48,—

Die beiden Biicher geben, jedes auf seine Weise, sehr brauchbare Einfithrungen in die
Nichtstandard-Methode, die an verschiedenen Gebieten der Mathematik und ihrer Anwendungen
erldutert wird.

Dem Leser mochte ich empfehlen, irgendwo in der Mitte eines der Biicher bei einem
Thema mit der Lektiire zu beginnen, welches ihn interessiert. Man braucht dazu im Grunde nur zu
wissen, daf} fiir unendlich grofle Zahlen alles richtig ist, was fiir sehr grofie endliche natiirliche
Zahlen ,,standard* richtig ist, und man braucht noch das eine oder andere Lemma vom folgen-
den Typ (Robinson): Eine interne Folge (das ist, grob gesprochen, eine solche, die sich formel-
miBig hinschreiben Lifit), welche fiir endliche Indizes stets infinitesimale Werte annimmt, hat
diese Eigenschaft auch noch fiir gewisse unendlich grofie Indizes.
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griff zu verallgemeinern (Fouriersche Reihen, Variationsrechnung, Dirichlets Prinzip, Potential-
theorie, hyperbolische partielle Differentialgleichungen, das Cauchyproblem), er studiert Boch-
ners Arbeiten zur Verallgemeinerung der Fouriertransformation (Kapitel 3), er befait sich mit
den Arbeiten von Friedrichs, Schauder, Sobolev u. a. iiber die W-Riume und ihre Funktionale,
er diskutiert Versuche, in Verbindung mit der Greenschen Funktion die Fundamentallésung
einer Differentialgleichung exakt zu fassen, er erwihnt das ,,partie finie* von Hadamard, den
Heavisidekalkiil, den Gebrauch der §-Funktion (und anderer) durch die Physiker — alle diese
Theorien hitten zur L. Schwartzschen Distributionstheorie (= the present) hinfithren kénnen.
Laurent Schwartz lebt, wir kénnen ihn fragen, ob dem so war, seine Antwort: Nein (Interview
1978). L. Schwartz befaite sich 1944 mit einem funktionalanalytischen Approximationspro-
blem, dessen Losung zu einer verallgemeinerten Losung einer partiellen Differentialgleichung
fiihrte (siehe S. 150 u. w.). Um diese verallgemeinerte Losung besser in den Griff zu bekommen,
benutzte L. Schwartz zuerst die Convolution und faBte die verallgemeinerten Funktionen als
Operatoren auf, Oktober 1944 (siehe S. 152); die Convolution war aber fiir Definitionszwecke
(besonders der Fouriertransformation) schwierig zu handhaben, und nachdem sich L. Schwartz
ein halbes Jahr lang mit der Convolution abgemiiht hatte, kam ihm im April 1945 der Einfall,
Distributionen als Funktionale aufzufassen. Da L. Schwartz mit der Dualraumtheorie (lokalkon-
vexer Rdume) wohl vertraut war, ging die weitere Entwicklung der Distributionen so rapide vor
sich, da er schon im Winter 1945/46 eine breite Vortragsreihe am Collége de France in Paris
anbieten konnte.

Um wieder auf das vorliegende Buch ,,The Prehistory . . .* zurickzukommen, der Ver-
fasser benutzt in seinen Darlegungen recht hiufig den Begriff der ,Motivierung®, ich zitiere
eine Stelle S. 10 ,,The problems and theories which motivated the theory of distributions and
which would have given rise to a theory of generalized functions, even without the theory of
duality, arose, not in functional analysis, but in concrete analysis and mathematical physics”.
Gemif dem Interview 1978 erscheinen alle diese ,Motivierungen* als vdllig bedeutungslos
(siehe oben); erst als die Distributionstheorie fertig war, erfuhr L. Schwartz von seinen Zuhorern
am Collége de France (1946), daf man die Distributionen im Heavisidekalkiil fiir die Elektro-
technik und Physik verwenden kann, und daf er in der ,.konkreten Analysis* Vorginger in Boch-
ner, Carleman u. a. hatte, die u. a. versucht hatten die Fouriertransformation breiter zu fassen
(siehe S. 156).

Kiel J. Wloka

Dieudonné, J., Grundziige der modernen Analysis, Band 7 (Logik und Grundlagen der

Mathematik, Bd, 23), Wieshaden: Viewee Verlac 1982 314 S ohd _DM 4R

Der Band 7 enthilt den ersten Teil des 23. Kapitels (= Lineare Funktionalgleichungen)
im Rahmen des Gesamtwerkes und handelt von der Theorie der Pseudodifferentialoperatoren.
Mit anderen Worten, hier werden die wesentlichen Begriffe und Werkzeuge vor- und bereitge-
stellt, mit welchen in den letzten Jahren ein groBartiger Fortschritt auf dem Gebiete der linearen
partiellen Differentialgleichungen erzielt werden konnte. Der Philosophie von der Uberlegenheit
der Integration gegeniiber der Differentiation folgend, beginnt der Autor mit der Beschreibung
und Untersuchung linearer Integraloperatoren, insbesondere Carlemanscher und Volterrascher
Operatoren. Mit Blick auf die spiteren Anwendungen werden die einschligigen Begriffe in einem
recht allgemeinen Rahmen eingefiihrt. Der niichste Abschnitt ist dem Schwartzschen Kern-Satz
gewidmet. Es folgt ein Abrif8 (16 Seiten) der Theorie der Differentialoperatoren mit konstanten
Koeffizienten, in dessen Zentrum natiirlich die Existenz von Elementarlsungen (= Fundamen-
talldsungen) steht. Nach der Behandlung von Operatorsymbolen und oszillierenden Integralen
fiihrt der Autor den Begriff des Lax-Maslowschen Operators (meist Fourierscher Integralopera-
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tor genannt) ein. Durch Spezialisieren kommt er dann zum Begriff des Pseudodifferentialopera-
tors. Der Rest des Buches (ziemlich genau die Hilfte) befaBt sich mit dem Studium dieser Ope-
ratoren. Neben allgemeinen Betrachtungen (z. B. iiber das Symbol, iiber die Zusammensetzung,
iiber die Bildung des Adjungierten) stehen hier die elliptischen Operatoren (auch auf Mannig-
faltigkeiten) im Vordergrund, insbesondere die Konstruktion einer Parametrix und die Spektral-
theorie hermitescher elliptischer Operatoren mit den sich daraus ergebenden Anwendungen. Das
Buch endet mit einem Abschnitt iiber invariante Differentialoperatoren auf homogenen Riumen;
speziell werden die Kugelfunktionen auf der Sphire behandelt.

Wie in den anderen Biinden dieses Werkes gibt es auch hier eine ganze Reihe von Ubungs-
aufgaben, die von recht unterschiedlichem Kaliber sind. Teils schliefen sie sich eng an den vor-
her behandelten Stoff an, teils enthalten sie wirklich neuen Stoff wie beispielsweise die Unglei-
chungen von Kato und Calderén-Vaillancourt oder auch die Theorie der Huntschen Operatoren,
die in eine Serie von Aufgaben verpackt ist.

Das Buch ist sehr klar geschrieben, manchmal sogar, wenn man so will, etwas zu klar,
da beispielsweise die konsequent durchgehaltene Unterscheidung zwischen einer mefibaren
Funktion und ihrer Aquivalenzklasse in einem LP-Raum gelegentlich zu akrobatischen Formu-
lierungen wie etwa der folgenden (S. 261) fiihrt: ,,Wie wir in (23.33.3) gesehen haben, ist
dom(A) das Bild des aus den Klassen der Funktionen g € Lé(R“‘), fiir welche die Funktion
£ - |£1*1g(¢)|? integrierbar ist, bestehenden Teilraumes E von LA(R3") vermége der Fourier-
transformation.

Einen solchen Band eines grofieren Ganzen darf man nicht isoliert betrachten, son-
dern muB ihn im Rahmen des Gesamtprojektes sehen. Nach meiner Auffassung ist das Werk
hervorragend zur Wiederholung und Vertiefung von Stoff geeignet, der bruchstiickhaft bereits
bekannt ist, um dabei eine Gesamtsicht der modernen reellen Analysis zu entwickeln. Es ist
schon beeindruckend, die wechselseitigen Verflechtungen der verschiedenen Disziplinen der
Analysis in einem einzigen Werk niedergelegt zu sehen. Auch zum Nachschlagen dieses oder
jenes Begriffes eignet es sich vorziiglich, findet man doch hier alle wesentlichen Werkzeuge der
modernen reellen Analysis bereitgestellt, und zwar blankgeputzt, geordnet und sortiert.

Bielefeld D. Poguntke

Kubert, D. S., Lang, S., Modular Units (Grundlehren der Mathematischen Wissenschaf-
ten, Bd. 224), New York — Heidelberg — Berlin: Springer Verlag 1981, xiii + 358 p., cloth,
DM 98,—

Modulare Einheiten der Stufe N sind Modulfunktionen der Stufe N, die auf der oberen
Halbebene der komplexen Zahlen keine Null- und Polstellen haben. Die ,,generische* Theorie
dieser modularen Einheiten, eine explizite Beschreibung dieser Einheiten als Potenzen von Sie-
gelfunktionen (vgl. Kap. 2, § 1) und damit zusammenhingend, die Bestimmung der Ordnung der
Klassengruppe, die von den ,,Spitzendivisoren® erzeugt wird, wurden von D. Kubert und S. Lang
in einer Serie von Arbeiten (K-L 1 bis K-L 13 im Literaturverzeichnis des vorliegenden Buches)
entwickelt. Diese Arbeiten und die Spezialisierung der generischen Theorie auf Tate-Kurven und
elliptische Kurven mit komplexer Multiplikation (dies fihrt zur Theorie der elliptischen Einhei-
ten nach G. Robert) sind der Inhalt des Buches von Kubert-Lang, auferdem findet man (in Kap.
8) hiibsche Anwendungen auf diophantische Probleme, die mit Torsionspunkten elliptischer
Kurven bzw. den Torsionseigenschaften von Spitzendivisorklassen zusammenhéngen.

Einsehr wichtiger Asoekt der Theorie sind die formalen und inhaltlichen Gemeinsam-
— —— ]
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tiplikation (Invent. Math. 39) und vor allem an das erfolgreiche Verkniipfen von Ideen aus dem
Bereich der Modulfunktionen (Eisensteinideal) mit der Theorie der Kreisteilungskérper nach
-Iwasawa, das zum Beweis der Hauptvermutung iiber 2-adische L-Reihen fiihrt, denkt. (B. Mazur
und A. Wiles: Class fields of Abelian Extension of Q (erscheint).) Dieser Zusammenhang wird
in dem Buch von Kubert-Lang systematisch herausgearbeitet, z. B. durch eine formale algebra-
ische Theorie von Distributionen auf toroidalen Gruppen, insbesonders durch die Einfilhrung
von ,,Stickelberger-Distributionen‘ im 1. Kapitel und den Anwendungen auf , Stickelberger-
ideale und Stickelbergerelemente‘ im 5. Kapitel.

Das Studium der modularen Einheiten hat sich bereits als auBerordentlich wichtig und
anregend auf dem Gebiet der Zahlentheorie erwiesen; man kann erwarten, daf dies durch die
Behandlung, wie sie von Kubert-Lang vorgefiihrt wird, noch wesentlich verstirkt wird. Es ist al-
so sehr zu begriiflen, dafl der Zugang zu den verschiedenen Originalarbeiten durch die zusammen-
hingende Darstellung in Buchform bequemer gemacht wurde; eine etwas abgerundetere Darstel-
lung hiitte diesen Effekt zweifellos aber noch verstirken kénnen.

Saarbriicken G. Frey

Freitag, E., Siegelsche Modulfunktionen (Grundlehren der Mathematischen Wissen-
schaften, Bd. 254), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1983, x + 341 S., gbd.,
DM 168,—

Vor fast 50 Jahren entdeckte C. L. Siegel bei seinen Untersuchungen iiber quadrati-
sche Formen jene heute nach ihm benannten Modulfunktionen in mehreren Variablen. Das vor-
liegende Buch ist das erste, das den genauen Titel ,,Siegelsche Modulfunktionen* trigt. Bislang
gab es lediglich diverse Vorlesungsausarbeitungen oder umfassendere Darstellungen wie etwa
das Buch von W. L. Baily, Introductory lectures on automorphic forms.

Das Buch beginnt mit Thetareihen zu positiv definiten quadratischen Formen. Damit
wird die Bedeutung dieser Reihen fiir die Theorie der Modulformen von Anfang an herausgestellt.
Das erste Kapitel behandelt dann zunichst die bekannte Operation der symplektischen Gruppe
Sp(n, R) auf dem Siegelschen Halbraum H,, und die Einfiihrung der Modulgruppe I',, = Sp(n, Z)
vom Grade n. Auch die modemnere Interpretation von H,, als Restklassenraum von Sp(n, R)
nach einer kompakten Untergruppe wird erwihnt. Es folgt die Konstruktion des Siegelschen
Fundamentalbereichs, wobei aber die wichtigen Endlichkeitsaussagen (es handelt sich um Fun-
damentalmengen) auf das zweite Kapitel verschoben werden. AnschlieSend werden grundlegen-
de Sitze gezeigt: Koecherprinzip, ¢-Operator, Abschitzung der Dimension der Schar der Modul-

n(n+1)

formen vom Grade n und Gewicht k durch O(k 2 ), algebraische Abhingigkeit von je
2(n*1) 4 3 Modulformen beliebigen Gewichts. Auch neuere diesbeziigliche Untersuchungen
von M. Eichler finden Beriicksichtigung. Das erste Kapitel endet mit der Behandlung von Poin-
caréschen und Eisensteinschen Reihen. Erstere stellen stets Spitzenformen dar und sind beson-
ders geeignet zum Nachweis der Punktetrennungseigenschaft, so daf sich der Korper der Modul-
funktionen als algebraischer Funktionenkérper vom Transzendenzgrad n(n + 1)/2 ergibt. Eisen-
steinsche Reihen beschreiben das Liften von Modulformen in wenigen Variablen zu solchen in
vielen Variablen beziiglich des ¢-Operators; inshesondere ergibt sich die Surjektivitit des ¢-Ope-
rators fiir groBe Gewichte k > 2n.

Das zweite Kapitel behandelt die Satakekompaktifizierung von H, /T, zu einem kom-
pakten normalen Raum vom Typ

Hy/Ty =Hp/Tp U Hy_ /Ty U ... U Hy/T.

Nach W. L. Baily kann dieser Raum mit der Struktur einer projektiv algebraischen Varietit ver-
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sehen werden. Die Hauptanwendungen der Kompaktifizierungstheorie betreffen erstens die Dar-
stellung jeder meromorphen I'y,-invarianten Funktion auf H,, als Quotient von Modulformen

(n > 1) und zweitens die endliche Erzeugbarkeit des graduierten Rings aller Modulformen be-
liebigen Gewichts. Das erste Resultat ist auch ohne Kompaktifizierung beweisbar, das zweite
dagegen bislang nicht.

Der Inhalt des dritten Kapitels betrifft Strukturaussagen iiber den Korper der Siegel-
schen Modulfunktionen. Dieser Teil des Buches ist stark geprigt von der eigenen Arbeitsrichtung
des Autors. Zunichst wird die Rationalitit des Funktionenkérpers fiir n = 1 und 2 elementar be-
wiesen; die weiteren Resultate betreffen die Nichtrationalitit der Funktionenkorper. Ist K ein
algebraischer Funktionenkdrper, so existiert ein normales projektives Modell X von K. Die Di-
mension des Vektorraumes der quadratintegrierbaren holomorphen N-Formen (N = dim X) auf
dem reguldren Ort von X ist eine erste Invariante gy (K) von K, welche im Falle der Rationalitit
verschwinden muf. Fiir die Siegelschen Modulfunktionen vom Grade n (N = n(n + 1)/2) stimmt
gn(K) iiberein mit der Dimension des Vektorraumes der Spitzenformen vom Gewicht n + 1.
Wenn also eine nichttriviale Spitzenform vom Gewicht n + 1 existiert, so kann der Korper der
Siegelschen Modulfunktionen nicht rational sein. Dieser Fall liegt vor fiir n = 0 mod 24; die
betreffenden Spitzenformen werden aus Thetareihen mit harmonischen Koeffizienten konstru-
iert. — Weitere Invarianten bekommt man mittels holomorpher Tensoren auf dem reguldren Ort
von X. Der Verfasser legt Wert darauf, die Hironakasche Desingularisierungstheorie zu vermei-
den und fordert stattdessen gewisse Forsetzungseigenschaften von den Tensoren. Mit Hilfe die-
ser Invarianten wird gezeigt, dal die Siegelschen Funktionenkorper zu Hauptkongruenzgruppen
geniigend hoher Stufe sogar von allgemeinem Typ sind. — Es ist besonders verdienstvoll, da der
Autor in einem Anhang zu § 5 die Skizze eines ,,elementaren* neuen Beweises fiir jenes wichtige
Resultat von Y. Tai aus jiingster Zeit aufgenommen hat, wonach die Siegelschen Funktionen-
korper fiir jeden Grad n = 9 (sogar n = 8) von allgemeinem Typ sind. — Das Kapitel endet mit
dem Nachweis der Nichtrationalitiit des Korpers der Siegelschen Modulfunktionen fiir n = 1
mod 8 (n > 9) nach einem relativ friihen Vorgehen des Verfassers.

Im letzten Kapitel wird Heckes Theorie fiir die Siegelschen Modulfunktionen entwickelt.
Die Heckealgebra ist kommutativ, es werden Strukturuntersuchungen angestellt und das Gesetz
fur die Vertauschung von Heckeoperatoren mit dem Siegelschen ¢-Operator hergeleitet. Fiir die
Schar der Modulformen festen Gewichts gibt es stets Basen von Eigenformen aller Heckeopera-
toren. Die Wirkung der Heckeoperatoren auf Thetareihen 148t sich explizit beschreiben. Fiir
kleine Gewichte (k < n/2) ist nimlich jede Modulform als Linearkombination von Thetareihen
darstellbar (Darstellungssatz fiir singulire Modulformen), woraus explizite Formeln hergeleitet
werden konnen. Der Fall grofler Gewichte 148t sich vermoge des ¢-Operators und des Vertau-
schungsgesetzes auf diesen Spezialfall zuriickfithren. — Das Buch endet mit einem Beweis des
Siegelschen Hauptsatzes (in Spezialfillen) aus der Theorie der quadratischen Formen, der auf
Andrianov zuriickgeht. Die analytische Version des Siegelschen Hauptsatzes ist eine Identitit
zwischen Eisensteinreihen auf der einen Seite und einer Linearkombination von Thetareihen
auf der anderen Seite. Die Gleichheit wird gefolgert aus der Tatsache, da} beide Objekte Eigen-
funktionen von Heckeoperatoren und die zugehorigen Eigenrdume eindimensional sind.

Es gibt insgesamt sechs Anhinge, von denen derjenige iiber ,,Singulire Gewichte* be-
sonders empfehlenswert ist. Das Literaturverzeichnis deckt nur einen Teil der benutzten Original-
literatur ab. Als niitzliche Erginzung der Literatur bis ca. 1970 kann das umfangreiche Verzeich-
nis in C. L. Siegel, Topics in complex function theory, Vol. III dienen.

Das Buch erhebt nicht den Anspruch auf Vollstindigkeit. Nach meinen Erfahrungen
ist der Stoff des ersten und des letzten Kapitels geeignet fiir Studenten hoherer Semester. Die
beiden mittleren Kapitel konnten Gegenstand von Seminaren und Arbeitsgemeinschaften sein.
So stellt das Buch sowohl fiir Studenten als auch fiir die in der Forschung titigen Wissenschaft-
ler eine wertvolle Bereicherung der mathematischen Fachliteratur dar.

Freiburg i. Br. H. Klingen
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James, G. and Kerber, A., The Representation Theory of the Symmetric Group (Ency-
clopedia of Mathematics and its Applications, vol.16), Reading, Mass.: Addison-Wesley 1981,
510 pp., hardbound $ 44.50

Dieses Buch gibt einen systematischen und fast vollstindigen Uberblick iiber die bis
jetzt erzielten Ergebnisse und Beweismethoden in der Theorie der gewShnlichen und der modu-
laren Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppen. Dariiber hinaus werden die Beziehungen
zur Darstellungstheorie der alternierenden Gruppen, der generellen linearen Gruppen und der
Kranzprodukte endlicher Gruppen behandelt. Da die Weyl-Gruppen der endlichen, nicht exzep-
tionellen Gruppen vom Lie-Typ symmetrische Gruppen bzw. Kranzprodukte sind, stellt dieses
Werk auch wichtige Grundlagen fiir das zur Zeit in rascher Entwicklung begriffene Arbeitsge-
biet der Darstellungstheorie endlicher Chevalley-Gruppen bereit.

Das Buch ist in 8 Kapitel und 2 Anhiinge gegliedert. In Kapitel 1 ,,Symmetric groups
and their Young subgroups* werden die gruppentheoretischen und kombinatorischen Grund-
lagen fiir die in Kapitel 2 durchgefiihrte Klassifikation der irreduziblen gewshnlichen Darstel-
lungen der symmetrischen und alternierenden Gruppen behandelt. Im Falle der symmetrischen
Gruppen werden im Kapitel 3 die Matrix-Darstellungen der irreduziblen gewohnlichen Charak-
tere angegeben. Dabei wird die auf A. Young zuriickgehende direkte Zerlegung der Gruppenal-

gebra @S, in einfache Linksideale verwendet. Wenn auch die Ergebnisse dieser drei Kanitel zum. ——

klassischen Bestandteil der behandelten Theorie gehéren, so sind die hier dargestellten Beweise
doch oft neu. Insbesondere trifft dies fiir die tiefliegende Littlewood-Richardson Regel und die
Rekursionsformel von Murnaghan-Nakayama fiir die Berechnung der irreduziblen Charaktere
der symmetrischen Gruppe S, zu. Nicht alle benutzten Sitze aus der Kombinatorik werden be-
wiesen, wie z. B. der Satz von Gale und Ryser. Stets wird dann jedoch ein hilfreicher Literatur-
hinweis gegeben.

Als erste Anwendung der Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe S,, wird in
Kapitel 4 die Darstellungstheorie der Kranzprodukte G2S,, endlicher Gruppen G mit S,, behan-
delt. Bei den Beweisen spielt auch die Clifford’sche Theorie der Induktion von Darstellungen
eines Normalteilers zu Darstellungen der ganzen Gruppe eine wesentliche Rolle; es wird voraus-
gesetzt, da der Leser hiermit vertraut ist.

Weitere Anwendungen der Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe S,, in der
Kombinatorik, Ringtheorie, Gruppentheorie und der Theorie der mehrfach transitiven Permu-
tationsgruppen behandelt das Kapitel 5. Neben der Abzihltheorie von Polya sei der grundlegen-
de Satz von Amitsur und Levitzki hier erwihnt, der besagt, daB ein n x n-Matrizenring iiber ei-
nem kommutativen Kérper die Standard-Identitit vom Grade 2n erfiillt. Die Theorie der Ringe,
die einer Polynomidentitit geniigen, ist zur Zeit in rascher Entwicklung begriffen. Die Darstel-
lungstheorie der symmetrischen Gruppe liefert dabei duBerst hilfreiche Beweismethoden.

Im Kapitel 6 werden die modularen Darstellungen der symmetrischen Gruppe S,, be-
handelt, und zwar unter Voraussetzung der von R. Brauer begriindeten allgemeinen modularen
Darstellungstheorie endlicher Gruppen. Da alle bendtigten Ergebnisse ausfiihrlich im 1982 er-
schienenen, grundlegenden Werk ,,The representation theory of finite groups* von W. Feit
(Yale University) dargestellt werden, ist die von den Autoren in diesem Kapitel gewihlte Dar-
stellung fiir den interessierten Leser des vorliegenden Buches kein echtes Hindernis. Mittels
des Brauerschen zweiten Hauptsatzes der Blocktheorie wird der auf Brauer und Robinson zu-
riickgehende Satz iiber die Losung der Nakayama Vermutung bewiesen, wodurch die Einteilung
der irreduziblen Charaktere der Sy, in die p-Blécke rein kombinatorisch beschrieben wird. Dar-
iiber hinaus enthilt dieses Kapitel wichtige Sitze iiber die Zerlegungszahlen, die verallgemeiner-
ten Zerlegungszahlen und die Struktur der Defektgruppen eines p-Blocks der S,,. Schlielich
werden effektive Methoden fiir die praktische Berechnung der Zerlegungszahlen angegeben,

Im Kapitel 7 ,,Representation theory of S, over an arbitrary field* wird die Theorie
der Specht-Moduln dargestellt, die sowohl in der gewdhnlichen als auch in der modularen Dar-
stellungstheorie der S, eine wichtige Rolle spielt.



10 Buchbesprechungen

Kapitel 8 ist der Darstellungstheorie der generellen linearen Gruppe G = GL(n, K) iiber
einem Kérper K gewidmet. Als Analogon zu den Specht-Moduln der S;, werden zunichst die Weyl-
Moduln der GL(n, K) eingefiihrt, deren Bedeutung zuerst Carter und Lusztig erkannt hatten.

Mit ihnen werden die irreduziblen KG-Moduln konstruiert. Die wichtigsten, neueren Beitrige
von Carter-Lusztig und James iiber die Darstellungstheorie der GL(n, K) werden dann in diesem

Kanitel vollstindis bewiesen. |
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tigung der Konjugation in GL,(Z) und in GL,(Q). Obwohl in § 12 bereits auf geometrischem
Wege die Konjugiertenklassen der endlichen Untergruppen von GL3(Z) hergeleitet worden sind,
werden in § 13 die Reduktionsungleichungen fiir positive definite ternire quadratische Formen
hergeleitet. Wie die allgemeine n-dimensionale Theorie zum Jordanschen Satz iiber die Endlich-
keit der Klassenzahl fithrt, wird nur referiert. Das Buch endet in § 16 mit einer Analyse der ir-
reduziblen unitiren Darstellungen von Raumgruppen, allerdings ohne den letzten Schritt zu
gehen, nimlich ein Konstruktionsverfahren anzugeben.

Mehr als zwei sachliche Unrichtigkeiten (Aufg. 7.2, Beweis von Folg. 16.8 auf Grund
eines Druckfehlers in 16.6) an nicht sehr relevanten Stellen stéren den Referenten die Kiirze
des Symbolverzeichnisses, Abweichen von iiblichen Definitionen, einige sinnentstellende Druck-
fehler sowie Ungenauigkeiten und ungliickliche Formulierungen, die zumal den Studenten in
Mifverstindnisse und Schwierigkeiten fithren kénnen. So ist z. B. die Definition des Fundamen-
talbereiches in § 3 jedenfalls keine der iiblichen; wie der Beweis zeigt, werden in Satz 5.6 die

Koniugiertenklassen der endlichen zvklischen Uptereruopen von GLa(0O) und nicht GLa(Z)an-

gegeben; in 6.9 bei der grundlegenden Definition der arithmetischen Aquivalenz miifite unbe-
dingt klarer gesagt werden, daf dies eine Aquivalenz der Paare (H, T") ist (H< GL(V), I ein
Gitter in V, das von H festgelassen wird); zwischen linearen Abbildungen und Matrizen wird
oft nicht unterschieden.

Der Autor bemiiht sich vielfach, algebraische Methoden in den Vordergrund zu stellen
und geht auf einige physikalische Anwendungen ein. Trotzdem kann das Buch nur bedingt
empfohlen werden. Insbesondere wird nicht hinreichend deutlich, da8 ein zentraler Beitrag al-
gebraischer Methoden in der Kristallographie darin besteht, die verschiedenen, auch historisch
lange diskutierten Aquivalenzbegriffe sauber herauszuarbeiten. Das Buch ist eher geeignet, ei-
nem kritischen Dozenten der das Gebiet iiberblickt, Details an die Hand zu geben, als einem
Neuling eine klare Vorstellung des behandelten Gebietes zu vermitteln.

Aachen, Bonn W. Plesken

Rees, E. G., Notes on Geometry (Universitext), Berlin — Heidelberg — New York:
Springer Verlag 1983, viii + 109 p., soft cover, DM 28,—

Gemessen am Umfang und dem bescheidenen Preis enthilt das Biichlein eine Fiille an-
schaulicher klassischer Geometrie. Es baut auf Oxforder Vorlesungen des Verfassers auf, die den
Mangel an Anschaulichkeit in der heutigen mathematischen Grundausbildung etwas ausgleichen
wollten. Es vermeidet den axiomatischen Standpunkt und geht von konkreten, algebraisch de-
finierten Modellen aus. Die ,klassischen* Geometrien (euklidisch, projektiv und hyperbolisch)
werden in Felix Kleins Erlanger Programm eingeordnet.

Der erste Teil (S. 3—49) behandelt die euklidische Geometrie des R™. Viel davon ist
Klassische analytische Geometrie. Besonderes Gewicht wird auf die Gruppen der linearen bijek-
tiven Abbildungen, der Affinititen und der Bewegungen (Isometrien) gelegt, sowie auf die Be-
schreibung der topologischen Struktur ausgewihlter Riume und Gruppen. Z. B. wird gezeigt,
daB alle Isometrien des R™ affin sind. Ausfiihrlich behandelt werden die S platonischen Korper
und ihre Gruppen, sowie die Kristallgruppen der Ebene und des Raumes.

Der zweite Teil (S. 51—78) enthilt projektive Geometrie, unter anderem: Homogene
Koordinaten; Topologie der reellen projektiven Ebene; Dualitit; Satz von Desargues; projektive
Gruppen; die komplexe projektive Gerade als Riemannsche Zahlenkugel; Doppelverhiltnisse; die
elliptische Ebene; Kegelschnitte; harmonische Punktepaare; vollstindiges Viereck; Pascalscher
Satz. '

Der dritte Teil befaBt sich mit hyperbolischer Geometrie (leider nur der Ebene) in den
Modellen von Klein (nach Beltrami benannt) und Poincaré, insbesondere: Ubergang von einem










Buchbesprechungen 15

den GauB-Operator, die Weingartenabbildungen und die induzierten Normalzusammenhinge.
Natiirlich finden sich hier die Integrabilititsbedingungen der Ableitungsgleichungen und speziell
fiir Hyperflichen die Krimmungstheorie und der sog. Hauptsatz. Kapitel 7 iiber 2-Flichen im

R3 enthilt die klassischen Aussagen iiber spezielle Linien und Parametrisierungen und iiber spe-
zielle Flichen und Regelflichen (besonders ausfiihrlich), Flichen konstanter Kriimmung, Mini-
malflichen. Kapitel 8 schlieBlich iiber Riemannsche Riume umfafit mit den grundlegenden Be-
griffen und Aussagen der Riemannschen Geometrie den Stoff, den man nach den Vorbereitungen
der ersten Kapitel unter dieser Uberschrift erwartet. Diese schone Einfithrung in die Riemann-
sche Geometrie schlieBt mit einigen der bekannten globalen Sitze iiber kompakte oder vollstin-
dige zweidimensionale Flichen.

Insgesamt sind bei diesem Werk hervorzuheben: der durchdachte und konsequente
Aufbau mit mancherlei methodischen Neuerungen, die ungewdhnlich griindliche Behandlung
der Differentialgeometrie m-dimensionaler Flichen im n-dimensionalen euklidischen Raum,
die durchgehende Sorgfalt, die sich auch auf Auflerlichkeiten wie Wahl von Bezeichnungen und
Symbolverzeichnis erstreckt, und die zahlreichen Aufgaben mit einer Fiille konkreten und er-
ginzenden Materials.

An welchen Leserkreis richtet sich nun dieses Buch? Die nicht leichte Lektiire erfordert
eine gewisse mathematische Reife und verlangt Konzentration und intensive Mitarbeit und vom
Leser (oder Dozenten) die Fihigkeit, heuristische Erlduterungen und Motivationen beizutragen.
Das Buch erscheint dem Referenten daher eher als zweites Lehrbuch geeignet bzw. als Grundlage
oder Begleittext einer Vorlesung, der schon eine elementare, anschaulichere Einfiihrung in die
Differentialgeometrie vorausging. Aus dem Buch, wie es im Vorwort vorgeschlagen wird, durch
Auswahl und Umstellung kiirzere Kurse unter speziellen Aspekten zusammenzustellen, diirfte
nicht unproblematisch sein, vor allem, wenn ein solcher Kurs als alleinige Einfiihrung in die Dif-
ferentialgeometrie dienen soll. Die stirkste Wirkung entfaltet das Lehrbuch wohl dem, der es
systematisch und vollstindig durcharbeitet und sich damit eine hervorragende und sehr solide
Grundlage fiir weitere Studien erwirbt.

Freiburg R. Schneider

Jarchow, H., Locally Convex Spaces, Stuttgart: Teubner 1981, 548 S., cloth. DM 98,—

In den fiinfziger Jahren hatte die Theorie der topologischen Vektorriume nach rascher
Entwicklung einen Stand erreicht, der ihre Darstellung in Lehrbuchform erlaubte. Im Hinblick
auf Anwendungen u. a. bei Distributionen, linearen partiellen Differentialgleichungen und Fal-
tungsoperatoren war eine solche Darstellung auch wiinschenswert. Nach Bourbakis ,,Espaces
vectoriels topologiques‘* und Grothendiecks Vorlesungsausarbeitung mit dem gleichen Titel
erschienen in den sechziger Jahren eine Reihe von Lehrbiichern iiber topologische Vektorriume.
Will man diesen heute ein weiteres hinzufiigen, so stellt sich dem Autor die Frage, wie er den
klassischen Bestand aus heutiger Sicht bewertet, und welche der Entwicklungen aus jiingerer
Zeit er aufnimmt.

Was die Entwicklung des Gebietes angeht, so sind unterschiedliche, teils miteinander
verwobene Tendenzen zu verzeichnen. Einerseits wurden eine Reihe der von Grothendieck
hinterlassenen Probleme gelost, wie etwa die Frage nach optimalen Graphensitzen, nach der
Universalitit der Raume s' fiir die nuklearen Riume sowie das Basis- und das Approximations-
problem in verschiedenen Variationen. Andererseits wurde die Theorie durch weitere Analyse
des Bestandes und verfeinerte Begriffsbildungen immer weiter veristelt und verallgemeinert.
Dies kann zu einem besseren Verstindnis fiihren, birgt aber auch die Gefahr in sich, zum bloen
Spiel mit Begriffen zu verkommen, wenn die Relevanz der Ergebnisse fiir andere Bereiche nicht
als BewertungsmaBstab verwendet wird. Auerdem ist eine Entwicklungslinie zu erkennen,
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welche diejenigen nuklearen Fréchetriume (bzw. deren Dualrdume) zum Gegenstand von Unter-
suchungen macht, die fiir Fragen aus der Analysis von Interesse sind. Aus dieser Richtung sind
in jiingster Zeit schone Ergebnisse gekommen, etwa die Charakterisierung der Unterriume bzw.
der Quotienten der stabilen nuklearen Potenzreihenraume, vielseitig verwendbare Splittingbe-
dingungen fiir exakte Sequenzen und Folgenraumdarstellungen fiir viele Riume z. B. C* () =
=N und 2'(Q) = (s)N.

Von diesen drei hier grob skizzierten Richtungen sind in dem Buch die erste angemes-
sen, die zweite relativ ausfiihrlich und die dritte fast gar nicht dargestelit.

Im Einzelnen ist zu dem Buch folgendes zu bemerken: Es ist in die drei Kapitel: I Li-
neare Topologien, II Dualititstheorie, III Tensorprodukte und Nuklearitit eingeteilt und besteht
aus 21 Abschnitten. Jeder Abschnitt beginnt mit einer Inhaltsiibersicht und schliet mit Hinwei-
sen auf Quellen, die teils eine historische Einordnung liefern, teils auf weiterfithrende Literatur
aufmerksam machen. Die Abschnitte bestehen aus bis zu zehn Unterabschnitten, die oft losge-
16st vom iibrigen Text gelesen werden konnen und von denen einige auch fiir fortgeschrittene
Leser interessant sind.

In dem einfiihrenden Teil I, der fast ein Viertel des Buches fiillt, werden die gingigen
Grundbegriffe und Standardbeispiele bereitgestellt, substantielle Ergebnisse sind nur der Satz
vom abgeschlossenen Graphen sowie der Satz von Hahn-Banach und Folgerungen hieraus. Der
lange Anmarsch zu den zentralen Teilen der Theorie resultiert daraus, daf viel Wert auf topolo-
gische Vektorriume und lokal-r-konvexe Riume gelegt wird. Dieses Bestreben nach Allgemein-
heit, das auch im weiteren zu beobachten ist, erschwert allerdings manchmal etwas den Blick
auf das Wesentliche.

Teil II ist den klassischen Resultaten der Dualititstheorie gewidmet. Dabei sind einige
Formulierungen anders als gewohnt, da Bornologien und Kompaktologien benutzt werden. Aus-
fiihrlich werden der Tonneliertheitsbegriff und seine Verallgemeinerungen behandelt, ebenso
(DF)-Riume und deren Verallgemeinerungen sowie (ultra-)bornologische Riume und Schwartz-
Topologien. Liebhaber von Riumen stetiger Funktionen diirften iiber die Vielzahl der aufgenom-
menen Ergebnisse aus diesem Gebiet erfreut sein. Der Unterabschnitt iiber diametrale Dimen-
sion und der Abschnitt iiber topologische Basen werden sicher allgemein als niitzlich empfunden.
Leider ist der klassische Satz von Dieudonné und Schwartz nicht aufgefiihrt, obwohl er in vielen
Anwendungen die Surjektivitit gewisser stetiger linearer Operatoren zwischen Fréchetraumen
liefert.

Der dritte Teil enthilt Abschnitte iiber das projektive und das injektive Tensorprodukt
sowie die Approximationseigenschaft. Er bringt auflerdem viele schone und klassische Resultate
iiber spezielle Klassen stetiger linearer Operatoren zwischen Banach- bzw. Hilbertriumen und
eine sehr hilfreiche Einfiihrung in die Theorie der Operatorenideale. Diese wird dann auch zur
Behandlung der nuklearen, der stark nuklearen und der Schwartz-Raume im letzten Abschnitt
herangezogen. Leider bleibt dabei offen, warum die nuklearen Riume fiir viele Anwendungen
interessant sind.

Trotz der hier geduBlerten Kritik ist das Buch insgesamt eine begrifienswerte Bereiche-
rung der Lehrbuchliteratur iiber lokalkonvexe Raume. Es ist in einem gut lesbaren Stil geschrie-
ben, bietet viel Service fiir den Leser und stellt eine ganze Reihe von neueren Ergebnissen erst-
mals in Buchform vor. Daher ist zu erwarten, da8 es den eingefiihrten Lehrbiichern dieses Ge-
bietes betrichtliche Konkurrenz machen wird.

Diisseldorf R. Meise
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ner: iiber Banachrdume ohne Approximationseigenschaft) in § 0 des Buches hergeleitet und aus-
fithrlich diskutiert wird. Ferner finden sich ca. 60 Seiten interessanter Bemerkungen und biblio-
graphischer Notizen, sowie ein Anhang iiber Ergebnisse, die dem Autor nach Fertigstellung des
Manuskriptes bekanntgeworden sind.

Es muf daher dem interessierten Leser iiberlassen bleiben, durch punktuelle Lektiire
sich selbst ein Bild vom Typus der erzielten Resultate zu machen; sofern ihm der vorangehende
erste Band nicht bekannt ist oder zur Verfiigung steht, findet er in dem bekannten Ergebnisbe-
richt (1977) von J. Lindenstrau§ und L. Tzafriri ,,Classical Banach Spaces I* eine gute Einfiih-
rung in den Problemkreis der Basen in Banachriumen.

Tiibingen H. H. Schaefer

Helgason, S., Topics in Harmonic Analysis of Homogeneous Spaces (Progress in Mathe-
matics, vol 13) Basel — Boston — Stuttgart: Birkhiuser Verlag 1981, 152 p., hardcover, DM 33,—

Harmonische Analyse im klassischen Sinn handelt von Funktionen auf Riumen wie
X =R", 2" oder T". In diesen Fillen besitzt X die Struktur einer (kommutativen) Gruppe G,
und diese operiert auf X und auf Funktionen f: X - C durch Translationen. Die Eigenfunktionen
bez. G sind wohlbekannt, und die Zerlegung einer Funktion auf X in Eigenfunktionen bez. G
wird gegeben durch die Fouriersche Umkehrformel. Fiir beliebige Rdume X, auf denen eine
Gruppe G transitiv operiert, tritt an die Stelle der Zerlegung in Eigenfunktionen eine Zerlegung
in Komponenten, die explizit zu beschreibenden translationsinvarianten Funktionsriumen auf
X angehoren. Ist G eine Lie-Gruppe, so sind das in vielen Fillen Eigenrdume G-invarianter Dif-
ferentialoperatoren auf X.

In enger Anlehnung an den obigen klassischen Fall werden in dem vorliegenden Buch
exemplarisch und ausfiihrlich die Ergebnisse harmonischer Analyse auf den vollstindigen, ein-
fach zusammenhingenden, 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung darge-
stellt. Diese haben eine Realisierung als homogene Riume in der folgenden Form:

1) die euklidische Ebene: X = M(2)/0(2) Bewegungsgruppe M(2) modulo Fixgruppe O(2) des
Nullpunktes,

2) die Sphire: X = 0(3)/0(2),

3) das Poincarésche Modell der nicht euklidischen Ebene: X = SU(1,1)/SO(2) Automorphismen-
gruppe SU(1,1) des Einheitskreises modulo Fixgruppe SO(2) des Nullpunktes.

Die invarianten Differentialoperatoren sind jeweils Polynome in einem Operator (Lap-
lace Operator bzw. Laplace-Beltrami Operator). Fiir die Eigenfunktionen gilt eine Integraldar-
stellung und eine Funktionalgleichung, welche sie charakterisiert. Beantwortet wird auch die
Frage nach der Irreduzibilitit der Eigenrdume bez. der wirkenden Gruppe G. Mit Blick auf den
klassischen Fall wird die Fouriertransformation eingefiihrt, die Umkehrformel und der Plan-
cherelsche Satz bewiesen. Die Fouriertransformierten unendlich oft differenzierbarer Funktionen
mit kompaktem Triger werden durch Analytizititseigenschaften, Wachstumsbedingungen und
eine (im euklidischen Fall triviale) Funktionalgleichung charakterisiert, das ist das Analogon des
Satzes von Paley-Wiener.

Meiner Uberzeugung nach ist das vorliegende Buch in idealer Weise Vorbereitung und
Motivation zum Einstieg in die allgemeine Theorie der harmonischen Analyse auf homogenen
Riumen. Der interessierte Leser sei in diesem Zusammenhang hingewiesen auf die (bald ?) zwei-
bindige Neuauflage des Standardwerkes: S. Helgason, Differential Geometry and Symmetric
Spaces, Acad. Press, 1962 sowie beziiglich verwandter Fragestellungen und zahlreicher Querver-
bindungen zu anderen Gebieten der Mathematik auf: G. W. Mackey, Unitary Group Representa-
tions in Physics, Probability and Number Theory, Benjamin, 1978.

Miinchen G. Schlichting
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Palis, J., Jr.; de Melo, W., Geometric Theory of Dynamical Systems. An Introduction,
Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1982, xii + 198 p., cloth, DM 74,—

Aus dem Stadium der Ubersichtsartikel und Lecture-Notes tritt die moderne geometri-
sche Theorie der autonomen Differentialgleichungen im Groflen jetzt in das der Lehrbiicher.
Erst kiirzlich ist das gelungene und lebendige Lehrbuch von Irwin erschienen. Das hier vorliegen-
de Buch ist ein ernstzunehmender Konkurrent um die Gunst des Lesers. Es handelt sich, wenn
man so sagen darf, um ein Qualititserzeugnis aus dem beriilhmten IMPA in Rio de Janeiro, von
Manning sorgfiltig ins Englische iibertragen. Und die Sorgfalt und Genauigkeit bei der Anlage
des Ganzen und der Durchfiihrung im Einzelnen muf8 man iiberhaupt an diesem Buche rithmen;
es ist mir njcht geluncen. mehr als ¢inen Druckfehler zu finden (S, 22 7, n — 7)._die Beweise

sind genau und vollstindig, ohne unfaire Zitate, und es gibt auch viele hilfreiche, oft kunstvoll
gezeichnete und fast immer ganz richtige Figuren. Das alles ist zumal bei Biichern zu diesem
Thema nicht selbstverstindlich. Freilich kann die Genauigkeit, das explizite Durchfiihren der
Beweise mit jedem Epsilon und Delta, auch beschwerlich werden. Um ein Beispiel zu geben:
Auf S. 97 wird fiir einen Reweis im Wesentlichen nur jrgendeine C*-Funktion dieser.

Gestalt

| h

gebraucht, aber das verraten die Autoren nicht, sondern sie geben eine Funktion als Polynom
(2r + 3)-ten Grades explizit an, was ziemlich verwirrend ist und einigen Platz beansprucht.

Ein dhnliches Beispiel bietet der Text S. 52/53, wo bewiesen wird, daB die Eigenwerte
einer quadratischen Matrix stetig von den Koeffizienten der Matrix abhiingen.

Eigentlich kann ich ein mathematisches Buch nur so lesen, da ich den Text immer als
Anleitung nehme, mir die Sache nacheinander selbst klar zu machen, und viele explizit formu-
lierte Einzelheiten helfen dazu oft weniger als etwas pauschalere Argumente. Auch wird bei die-
sem Verfahren Einfaches zu lang und Schwieriges zu kurz erklirt und manche weniger formale
Frage, die dem Anfinger sicher kommt, einfach nicht gestellt und darum auch nicht beantwortet:
Warum ist das closing-lemma nicht ganz einfach? — Aber wie gesagt, gerade bei diesem Gegen-
stand ist Genauigkeit auch wohltuend, und die Autoren suchen die Einsicht, Ubersicht und die
Anschauung des Lesers nach Kriften zu férdern.

Zum Inhalt: Kapitel 1 bringt die grundlegenden Definitionen: Mannigfaltigkeiten (nur
Untermannigfaltigkeiten des R"; das ist spiter oft listig, z. B. macht es auf S. 157 noch einigen
Umstand, R?/22 als Torus zu erkennen), Vektorfelder, Transversalitit, strukturelle Stabilitit.
Die Ubungsaufgaben zu diesem Kapitel sind nicht alle fair, im Gegensatz zu denen zu den spé-
teren Kapiteln. Kapitel 2 bringt die lokale topologische Klassifikation der hyperbolischen Singu-
larititen, also den Satz von Hartman und Grobman als Hauptergebnis. Kapitel 3 bringt den Satz
von Kupka und Smale (in der unschonen Formulierung: , K-S is residual inZ*(M)*), also fiir fast
jedes Vektorfeld gilt: Die singulidren Punkte und geschlossenen Orbits sind alle hyperbolisch und
die jeweiligen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten schneiden sich transversal. Das 4. Kapitel
iiber Morse-Smale-Vektorfelder enthilt als Hauptergebnis den Satz von Peixoto, wonach auf ei-
ner orientierbaren kompakten Fliche die Morse-Smale-Felder generisch und strukturell stabil
sind. (Hier wire zu wiinschen, daf zur Illustration ein Abschnitt iiber Morsefunktionen und ihre
Gradientenfelder hinzukime, denn an diesen ist ja die Theorie modelliert. Da sihe man doch
gleich, was man sich z. B. unter einer Filtrierung vorstellen soll.)

Es folgen wichtige Beispiele (das Hufeisen, hyperbolische Automorphismen des Torus)
und ein Ausblick auf Weiterfiihrendes (Anosow-Diffeomorphismen) und Aporetisches.
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Im Ganzen ein sehr gutes, lesbares und niitzliches Buch und eine solide Grundlegung,
auf die man vertrauensvoll bauen kann.

Regensburg Th. Brocker

Chow, S.-N.; Hale, J. K., Methods of Bifurcation Theory (Grundlehren der Mathema-
tischen Wissenschaften, Bd. 251), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1982,

xv + 515 p., cloth DM 128,—

The last decades show a great activity related to nonlinear eigenvalue and bifurcation
problems on the one hand and the theory of dynamical systems and differential equations on
manifolds on the other. People working in the first field were mainly doing nonlinear analysis
(Krasnosel’skii, Rabinowitz, etc.), while researchers in the second branch were to be found
among differential topologists (Arol’d, Thom, Smale, etc.). Although many of their methods
had much in common, there seemed to be little communication; this is at least the impression
one gets form a quick glance at the references contained in the leading books and articles in
both areas.

The book of Chow and Hale contains many hot topics from both fields. The reader
will find for instance an application of bifurcation theory to the Von K4rmén equations con-
nected with the buckling of rectangular plates, which is essentially a nonlinear eigenvalue prob-
lem. On the other hand the book also contains investigations of unfoldings of singularities of
vector fields with low codimension.

The book can be divided roughly into three parts. The first part contains preliminary
material. Examples are given of the types of problems to be considered. After that a description
of a broad variety of tools from nonlinear analysis follows, e.g. concepts of differentiability on
Banach spaces, a Sobolev embedding theorem, manifolds and transversality and degree theory.
These are used, for instance, to obtain the Hopf bifurcation theorem; also an ingenious proof
is given of the Liapunov center theorem, based on the Hopf bifurcation theorem.

In the second part static bifurcation is treated: i.e. changes in the structure of the set
of zeroes of a function when parameters, on which the function depends, are varied. A rather
detailed description is given of this zero set, depending on specific properties of the function
under consideration, as for instance the dimension of the null space of the linear part and cer-
tain generic properties of the quadratic and cubic terms. A chapter is devoted to applications
of the obtained results to the buckling of plates, chemical reactions and Duffing’s equation.

The last part deals with dynamic bifurcation: the changes that occur in the structure
of limit sets of solutions of differential equations when parameters are varied. In addition to
the bifurcation of equilibrium points in differential equations, this includes bifurcation of peri-
odic orbits, homoclinic orbits and invariant tori.

Bifurcation problems are only attacked with analytic methods. For instance the study
of homoclinic orbits in autonomous differential equations (vector fields) is restricted to two
dimensions; the higher dimensional case, involving rather complicated dynamics related to
“random” behaviour, is usually treated using methods from topological dynamics.

The methods used are constructive as far as possible. An advantage of this approach
is that it gives more precise information on position of zeroes, invariant manifolds etc. On the
other hand the methods are less intuitive than the more geometric methods frequently encoun-
tered in the theory of dynamical systems on manifolds. For example the way in which invariant
manifolds of a saddle point are obtained involves many calculations without any appeal to geo-
metric intuition, opposite to the well known method using graph transforms. However, as a
by-product of the techniques of Chow and Hale, one obtains estimates concerning the asymptotic
behaviour of orbits close to the invariant manifolds.
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The book is very valuable as a source of tools which by now have become standard for
anyone working somewhere in the field: the theory of invariant manifolds, especially center-
manifolds and invariant tori, normal forms and averaging techniques, methods of blowing up
(rescaling), Lyapunov-Schmidt reduction, etc. Despite these qualities the index is rather poor:
e.g. a general reference to the meaning of the word generic is not contained in it.

The work also has its merits as a text book to be used in graduate courses. It supposes
however preliminary knowledge of functional analysis and differential equations.

Each chapter is preceded by a global survey of its contents. The biblipgravhical notes
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werden nicht mit einbezogen. Diese Restriktion begriindet die lokale Eigenschaft der Untersu-
chungen, wie es im Titel des Buches ausgedriickt wird.

Bekanntlich kann es nur in denjenigen Punkten (x, A) zu mehrdeutigen Lésungen der
Gleichung M(x, A) = 0 kommen, in denen die Fréchet-Ableitung L = D,M(0, 0) keinen injek-
tiven Operator L liefert. Ist L ein Fredholm-Operator, so gelingt es mit Hilfe endlichdimensiona-
ler Projektoren P =X - Ker Lund Q : Z— Z\ Bild L die Liapunov-Schmidt-Reduktion der
Gleichung M(x, A) = 0 durchzufiihren. In der resultierenden Verzweigungsgleichung F(u, \) =
QM(u + v*(u, ), M) = Oist u = Px €Ker L in Abhingigkeit von A zu bestimmen, wihrend
v =v*(u, \) — zumindest theoretisch — aus der Gleichung (I — Q)M(u + v, A) = 0 eindeutig be-
rechnet werden kann. Die Losung der Verzweigungsgleichung stellt ein endliches Problem dar:
Es liegen n = codim (Bild L) skalare Gleichungen fiir m = dim (Ker L) Unbekannte vor, wobei
die ganze Zahl m — n bekanntlich den Fredholm-Index von L angibt. Obwohl nunmehr mit
einem endlichen Problem konfrontiert, kann eine numerische oder gar analytische Berechnung
der Verzweigungslosungen beim konkreten Beispiel eine Fiille weiterer Probleme aufwerfen.
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angemerkt, daB sich der Autor weder mit Stabilititsfragen noch mit der Numerik von Bifurka-
tionsproblemen auseinandersetzt).

Das Besondere der Vanderbauwhedeschen Arbeit liegt in den Untersuchungen der
Gleichung M(x, A) = 0 unter dem Aspekt moglicherweise vorhandener Symmetrien in den Daten
des Problems, die sich in der Losung x widerspiegeln konnen. In priziser mathematischer Termi-
nologie: Es wird die Existenz einer kompakten topologischen Gruppe G vorausgesetzt, welche
Darstellungen I' und T iiber den hier relevanten Banachraumen X bzw.  Z zulifit. Die Abbildung
M sei beziiglich dieser Gruppe dquivariant, d. h. es gelte M(T'(s)x, A) = F(s)M(x M) firalles€G.
Besonderes Augenmerk (auch in den Anwendungen) wird den Gruppen 0(n) der orthogonalen
n x n-Matrizen und den Untergruppen SO(n) der Rotationen im Falle n = 2 und n = 3 gewidmet.
Der Autor zeigt — und dieses Resultat darf als Kernstiick der Arbeit angesehen werden —, da
sich die Aquivarianz voll und ganz auf die Verzweigungsgleichung vererbt. Die Projektoren P und

“ Fl*-fg'nAﬂ.n o aaaibliaiierdnn. dnfl~och nrfolafos Tingwe an Cclpgjdt Wﬂ;ﬂﬂ=
————— |

1

;ﬁ

a

F(T'(s)u, \) =>F(s)F(u, A) fiir alle s € G gilt. Man erhilt mit einer Losung u der Verzweigungs-
gleichung sofort eine ganze Losungsfamilie I'(s)u, sofern I" eine nichttriviale Darstellung ist.

Das einleitende Kapitel 1 hat informellen Charakter. Kapitel 2 bringt technisches Riist-
zeug aus der Funktionalanalysis, stellt insbesondere drei Problemgruppen vor, an denen die ab-
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Dem Leser wird bei der Lektiire des Buches Sachkenntnis und Geduld abverlangt. Die
Fiille der vielschichtigen Resultate 143t sich bei einem ersten Lesen kaum erfassen. Als Einfiih-

rung in die Bifurkationstheorig fiir den Nichtfachmann ungeeignet. bietet das Buch dem Spezia- ____ _

listen jedoch zahlreiche Ansatzpunkte zu weiterer wissenschaftlicher Arbeit.

Erlangen H. Grabmiiller

Wioka, J., Partielle Differentialgleichungen: Sobolevriume und Randwertaufgaben,
Stuttgart: Teubner Verlag 1982, 500 pp., gbd. DM 74,—

Das vorliegende Buch, das aus einer vom Verfasser im Sommersemester 1975 an der
Universitit Kiel gehaltenen Vorlesung hervorgegangen ist, gliedert sich in die folgenden Kapitel:
Kapitel I: Sobolevraume. — Kapitel II: Elliptische Differentialoperatoren. — Kapitel III: Stark
elliptische Differentialoperatoren und die Variationsmethode. — Kapitel IV: Parabolische Dif-
ferentialoperatoren. — Kapitel V: Hyperbolische Differentialoperatoren. — Kapitel VI: Diffe-
renzenverfahren zur Berechnung der Losung einer partiellen Differentialgleichung.

Allen Kapiteln liegt als iibergreifender Gesichtspunkt zugrunde die Behandlung von
Randwertaufgaben, bzw. von Anfangs- und Randwertaufgaben, nach dem folgenden Schema:

a) Gewinnung ,,schwacher* Losungen mit den Hilfsmitteln der Funktionalanalysis
(insbesondere Hilbertraummethoden, einer an die Belange der Differentialoperatoren in Sobolev-
riumen angepaten Fredholmtheorie).

b) Nachweis von Regularititsaussagen fiir die schwachen Losungen (vom Typ eines
Weylschen Lemmas bei den elliptischen Gleichungen).

Zu dieser Aufteilung bemerkt der Verfasser in der Einleitung, es sei ihm ein Anliegen
gewesen, ,hard analysis* so oft als moglich durch ,,soft analysis* zu ersetzen, um so die schwie-
rige Abschitzungsmaschinerie auf ein unumgingliches Minimum zu beschrinken. Die konse-
quente und erfolgreiche Durchfiihrung dieser Trennung bildet eines der Merkmale, durch die
sich das vorliegende Werk von anderen Biichern iiber partielle Differentialgleichungen unter-
scheidet.

Von dem 500 Seiten umfassenden Buch machen die Kapitel II und III zusammen etwa
die Hilfte und inhaltlich den gewichtigsten Teil aus. Fiir offene, beschrinkte Teilmengen §2 des
R’ mit hinreichend glattem Rand werden zu elliptischen Differentialoperatoren A(x, D) der
Ordnung 2m zu m Randwertoperatoren bj(x, D) der Ordnung m;, 0 <m; < 2m — 1 (die mit Hil-
fe des Spuroperators definiert sind),j = 1, . . ., m Randwertaufgaben der Form betrachtet:

A,D)u=f aufQ
bj(x,D)ju=g; aufdQ, j=1,...,m.

Eine eindrucksvolle einheitliche Behandlung wird ermdglicht durch eine vom Verfasser
ausgearbeitete Form einer Bedingung von Lopatinskij-Sapiro, die in einem lingeren Beweis als
notwendig und hinreichend dafiir erkannt wird, daf8 der Operator (A(x, D), b,(x,D),...,
bm(x, D)) fredholmsch ist. Zum Beispiel erfiillen fiir den Laplaceoperator —A das Dirichletpro-
blem, das sog. dritte Randwertproblem (mit dem Spezialfall des Neumannproblems) und das
Randwertproblem ,,mit schiefer Ableitung* diese Bedingung.

Einen zweiten Themenkreis innerhalb der Kapitel II und III bilden die Betrachtung der
A o7 p P e W PR L, T =g -




24 Buchbesprechungen

liche Behandlung moglich und der Riickgriff auf die Interpolationstheorie entbehrlich. Besonders
hervorgehoben seien daneben die diffizilen Darstellungen des Transformationssatzes, der Fort-
setzungssitze, der Eigenschaften des Spuroperators bei den allgemeinen geometrischen Voraus-
setzungen an §2.

Kapitel IV und V bringen als Hauptresultat den globalen Existenzsatz fiir das Anfangs-
und Randwertproblem bei parabolischen und hyperbolischen Gleichungen unter Verwendung
der Resultate von Kapitel IT und III. In Kapitel VI hat sich der Verfasser bemiiht — wie er in der
Einleitung sagt — dem Leser das Gefiihl zu vermitteln, daf} es tatsichlich moglich ist, partielle
Differentialgleichungen numerisch zu 16sen. Es zeigt sich auch hier, da} sich das Konzept der
schwachen Losungen bewihrt; der an numerischen Fragen stirker interessierte Leser wird jedoch
die Spezialliteratur zu Rate ziehen wollen.

Die mathematische Offentlichkeit wird es dankbar begriiBen, da mit dem vorliegenden
Werk eine geschlossene Behandlung elliptischer Randwertprobleme mit der Theorie der Sobolev-
rdaume vorliegt, welche auch wesentliche russische Beitrige verarbeitet hat. Die funktionalanaly-
tischen Voraussetzungen, die der Autor an den Leser stellt, sind bewuf3t gering gehalten, so daf
das Buch einer breiten Leserschaft zuginglich sein diirfte.

Einige kritische Bemerkungen miissen allerdings gemacht werden. Der Leser mu# sich,
vor allem im ersten Drittel des Buches, doch an einer ganzen Reihe von Unschonheiten bzw. Un-
gereimtheiten sprachlicher und mathematischer Natur stofien. Einleitend zu § 4 steht z. B. auf
S. 80 der folgende Satz: ,,Wir beweisen den Satz 4.1, den Transformationssatz, mit diesem Satz
zur Verfugung ist es leicht den Raum w‘; (M), M eine (kompakte) differenzierbare Mannigfaltig-
keit, zu definieren, siche Definition 4.4.* Auf S. 110 liest man im Zusammenhang mit dem So-
bolevschen Einbettungssatz: ,,Falls £ geniigend grof ist, dann besteht W(S2) nur aus stetigen
Funktionen, ja sogar aus stetigen, differenzierbaren Funktionen, sieht man von Nullmengen ab.*
Auf S. 70 findet man: ,,Nach Definition des Trigers supp g, siche Definition 1.3, ist dieser rela-
tiv abgeschlossen beziiglich §2, er kann sich aber durchaus bis zum Rande 9£2 hin erstrecken und
eine Funktion ¢ € W5(€2), £ = 1, kann auf dem Rande eine scharfe Bruchstelle haben und durch
0 unfortsetzbar sein.* Hier hédtten Autor und Verlag doch besser aufpassen sollen. Die Begriffe
,Convolution* (mit C), ,,Support* hitte man besser iibersetzt, mit ,,Unterfolgen* sind ,,Teilfol-
gen* gemeint, ,,Zerlegungen* sind oft nur ,,Uberdeckungen®. Teilweise gibt es Inversionen bei
der Definition und dem Gebrauch von Symbolen und Begriffen. Der Begriff der C¥-*-Mannigfal-
tigkeit wird nirgendwo ganz richtig definiert (die auf S. 65 oben gegebene Aquivalenzrelation
ist keine). Lemma 3.4 ist falsch (vgl. J. L. Lions-E. Magenes I, S. 60). Die vom Leser erwarteten
funktionalanalytischen Kenntnisse sind sehr inhomogen: Einerseits wird auf S. 21 ohne Vorbe-
reitung von der Topologie des induktiven Limes gesprochen und auf S. 169 die Spektraltheorie
kompakter Operatoren zitiert, andererseits wird dem Beweis der schwachen Folgenkompaktheit
der Einheitskugel im Hilbertraum ein guter Teil von § 9 gewidmet und auf S. 70 die Separabili-
tit von Unterrdumen separabler Hilbertraume erneut bewiesen.

Eines sollte sich jeder, der das Buch zum ersten Male in die Hand nimmt, auch vor Au-
gen halten: Der eigentliche Titel des Buches ,,Partielle Differentialgleichungen* wie auch die
Kapiteliiberschriften sind etwas irrefiihrend. Es handelt sich hier nicht um die (vielleicht langer-
sehnte, dem ganzen Ideenreichtum des Gebietes in moderner Form moglichst gerecht werdende)
Einfiihrung in das Gebiet der partiellen Differentialgleichungen als Ganzes. Der klassische Aspekt
der Theorie und ihr physikalischer Hintergrund, die Herausarbeitung der Unterschiede der drei
groRen Typen von Gleichungen fehlen so gut wie ganz, und die Wahl des Untertitels ,,Sobolev-
rdume und Randwertaufgaben‘ als Haupttitel wire angemessener gewesen.

Miinchen J. Batt




Buchbesprechungen 25

Fucik, S., Solvability of Nonlinear Equations and Boundary Value Problems (Mathe-
matics and its Applications, vol. 4) Dordrecht — Boston — London: D. Reidel Publ. 1980,

390 p., cloth, Dfl. 60.00

Das vorliegende Buch befafit sich in erster Linie mit dem Problem, Aussagen iiber die
Losbarkeit nichtlinearer Gleichungen der Form Lu = Su zu gewinnen. Hierbei sind L ein linearer
und S ein nichtlinearer Operator in einem Banachraum, wobei in den interessantesten Fillen L
einen nichttrivialen Kern besitzt. Gleichungen dieser Form bilden den abstrakten Rahmen fiir
eine Vielzahl von Problemen in der Theorie der Differentialgleichungen, nimlich z. B. fiir Rand-
wertprobleme oder fiir das Problem der Existenz periodischer Losungen bei gewohnlichen und
partiellen Differentialgleichungen. Derartige Probleme sind in den letzten 10 bis 15 Jahren auf
reges Interesse gestofien und haben die Entwicklung neuer Methoden der nichtlinearen Funk-
tionalanalysis entscheidend beeinflufit.

In dem vorliegenden Buch entwickelt der Autor einige wenige einfache abstrakte Resul-
tate, die er auf eine Vielzahl konkreter Probleme aus der Theorie der Differentialgleichungen
anwendet. Dabei legt er groflen Wert auf moglichst allgemeine Randwertprobleme bei gewohn-
lichen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. Die dabei auftretenden Probleme sind vor-
wiegend technischer Natur, welche fiir die grundlegenden Ideen von untergeordneter Bedeutung
sind, dem Neuling auf diesem Gebiet jedoch die Lektiire erschweren und den Blick auf das
Wesentliche verstellen. Der Rezensent hiitte es begriiit, wenn der Verfasser die abstrakten Resul-
tate und Methoden anhand einiger ausgewihlter einfacher Beispiele demonstriert und so den
technischen Aufwand minimal gehalten hitte.

Das Buch ist nicht als Lehrbuch konzipiert, obwohl es aus Vorlesungen hervorgegangen
ist. Viele der benotigten Hilfsmittel sind zu Beginn ohne Beweis zusammengestellt, und vom
Leser wird eine gewisse Vertrautheit mit den elementaren Tatsachen der linearen und nichtlinea-
ren Funktionalanalysis sowie mit der Theorie (schwacher Losungen) elliptischer Randwertprobleme
erwartet. Der Spezialist wird jedoch eine Vielzahl von Anregungen — insbesondere auch explizit
formulierte “‘offene Probleme” — finden. Zu erwihnen ist auch das ausfiihrliche, 354 Biicher und
Zeitschriftenartikel umfassende Literaturverzeichnis, welches den Stand der Forschung auf die-
sem Gebiet bis zum Jahr 1978 ziemlich vollstindig wiedergeben diirfte.

Ziirich H. Amann

Clements, D. L., Boundary Value Problems Governed by Second Order Elliptic Systems
(Monographs and Studies in Mathematics, vol. 12) Boston — London — Melbourne: Pitman Publ.
1981, viii + 162 p., £21.00

Hinter dem Titel verbirgt sich eine Darstellung von relativ expliziten Losungsméglich-
keiten fiir eine Reihe von speziellen Randwertaufgaben aus der Elastizititstheorie und Wirme-
lehre. Dem Mathematiker wiren sicher einige nihere Erlduterungen zur Bedeutung der einzelnen
Probleme hilfreich. Das Buch ist neben dem Spezialisten interessant fiir den, der Anwendungs-
beispiele fiir die Theorie der partiellen Differentialgleichungen und/oder der Funktionentheorie
sucht. Als Grundlage fiir ein Seminar li8t sich der Band gut vorstellen.

Nun noch einiges zum Inhalt: Kap. 1 (13 S.) nennt die behandelten elliptischen Systeme
2. Ordnung:

S
(*) e ———=0, i=1,2,..,N,
K=1 5,251 0X{0Xg

die Koeffizienten sind konstant und symmetrisch bei Vertauschung von (i, j) mit (k, £). Die
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zehnte war die Entdeckung der Entropie-Invarianten durch Kolmogorov im Jahre 1958 bzw.
kurz vorher. Sie brachte einen breiten Strom von Untersuchungen spezieller Klassen dynamischer
Systeme in Gang, bei denen das Entropie- und Mischungsverhalten und das Isomorphieproblem
im Mittelpunkt des Interesses standen. Das zweite entscheidende Ereignis war der Beweis fiir die
Isomorphie von Bernoulli-Schemata gleicher Entropie durch Ornstein 1969. Er brachte einen
breiten Strom von Untersuchungen spezieller Klassen dynamischer Systeme in Gang, bei dem
die Frage der Isomorphie zu Bernoulli-Systemen im Mittelpunkt des Interesses stand. Die vor-
liegende Monographie erweist der von Ornstein initiierten Forschungsrichtung die gebithrende
Reverenz — das Ornsteinsche Isomorphie-Resultat wird in der verschirften Form nach Keane-
Smorodinski 1979 bewiesen — breitet aber vor allem die Fiille des von der sowjetischen Schule
erarbeiteten Materials iiber die sog. K-Eigenschaft von dynamischen Systemen aus, unter denen
die mit kontinuierlichem Zeitparameter versehenen differentialgeometrischen Systeme (z. B. die
»geoditische Stromung*) und das bei der Attacke auf die Ergodenhypothese erfundene ,,Sinai-
Billard“ eine besondere Rolle spielen. Speziell ,,russisch* ist ferner das Arbeiten mit den Rokh-
linschen Lebesgue-Riumen, sowie mit Partitionen statt o-Algebren.

Das Buch ist in vier Teile gegliedert: Teil I (Kap. 1—9) handelt von Ergodizitiit und
Mischung, Teil I (Kap. 10, 11) von grundlegenden Konstruktionen, Teil III (Kap. 12—14) von
der Spektraltheorie dynamischer Systeme, Teil IV (15, 16) von der Approximation beliebiger
Systeme durch periodische. Hinzu kommen vier Anhiinge, die technische Hilfsmittel bereit-
stellen.

Kap. 1 stellt das grundlegende Handwerkszeug des Ergodikers bereit: dynamische
Systeme, Ergodizitit, Mischung, K-Eigenschaft, Poincarés Wiederkehrsatz, Birkhoff-Khinchin-
scher Ergodensatz, mean ergodic theorem (von Neumann). Dabei werden zeit-diskrete und zeit-
kontinuierliche Systeme parallel behandelt. — Kap. 2 bringt die grundlegenden Beispiele und
Eigenschaften differenzierbarer dynamischer Systeme: Liouvilles Theorem, Maftreue der geo-
ditischen Stromung. — In Kap. 3 werden Torus-Stromungen behandelt: Kronecker-Stromungen
und die Denjoysche Theorie der Homéomorphismen der Kreislinie, nebst Weiterungen mas-
theoretischer Art. — Kap. 4 beschiftigt sich mit Gruppentranslationen, schiefen Produkten,
Endo- und Automorphismen von topologischen Gruppen. — In Kap. 5 werden Intervall-Ver-
tauschungs-Abbildungen behandelt und z. B. ihr Nicht-Mischen bewiesen. — Kap. 6 ist Billard-
Systemen gewidmet. — In Kap. 7 wird Weylsche Gleichverteilung mod 1 behandelt; hier wiirde
sich das bekannte Biichlein von E. Hlawka als weiterfiihrende Lektiire anbieten. — Strikt sta-
tiondre stochastische Prozesse, insbesondere Gauische, bilden den Gegenstand von Kap. 8. —
Systeme der statistischen Mechanik werden in Kap. 9 behandelt. — In Kap. 10 findet man u. a.
das Rokhlin-Lemma, die Grundlagen der Entropie-Theorie und das Isomorphie-Theorem von
Ornstein-Keane-Smorodinski, ferner die grundlegenden Tatsachen iiber exakte Endomorphismen
und K-Systeme. — Kap. 11 handelt vom Ambrose-Kakutani-Theorem iiber die Darstellung von
zeit-kontinuierlichen Stromungen als Strémungen unter einer Funktion (,»special flow*) samt
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28 Buchbesprechungen

Potschke, D., Sobik, F., Mathematische Informationstheorie, Berlin: Akademie-Verlag
1980, 253 S., DM 38,—
Die Autoren des vorliegenden Buches sind in drei Sitteln gerecht. Sie haben 1. ein vor-
ziigliches Einfithrungsbuch, 2. eine Ergebnis-Monographie fiir den Fachmann und 3. ein For-
schungsbuch in einem einzigen, noch dazu mafvoll dicken, Bande vorgelegt. Man mag sagen, dafl
. die etwa gleichzeitig erschienene Monographie von Cziszar-Kérner zukunftweisender ist, aber
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zensierten stellen konnen. Es dokumentiert auch in gewisser Weise die Ernte, die aus der Kurz
nach 1960 geleisteten Ubertragung der grundlegenden Uberblicksartikel von A. I. Chintschin
ins deutsche erwachsen ist.

Das Buch behandelt saimtliche Aspekte der Informationstheorie. Die Kapiteliiberschrif-
ten: 1. Lingenvariable Codes, 2. Grundbegriffe der Informationstheorie, 3. Shannonsche Infor-
mationstheorie, 4. Distorsionstheorie, 5. Topologische Entropie, 6. Nichtklassische Entropie-
maBe, 7. Das Codierungsproblem und grundlegende Eigenschaften algebraischer Codes, 8. Spe-
zielle Klassen linearer Codes, 9. Volumenschranke und perfekte Codes, 10. Gleichmifig ge-
packte Codes, 11. Arithmetische Codes, 12. Codierungssitze fiir algebraische Codes. Vielleicht
sollte man die in Kap. 12 dargestellten Resultate, nach denen bei vielen Kanilen die Einschrin-
kung z. B. auf Gruppencodes keine Erniedrigung der Kapazitit bewirkt, besonders hervorheben.

Das Buch verdient weite Verbreitung bei Studenten und Dozenten, die sich im Gebiet
Informationstheorie spezialisieren.

Erlangen K. Jacobs



H. Gericke

Mathematik in
Antike und Orient

1984. Etwa 144 Abbildungen, etwa 6 Tabellen.
Etwa 335 Seiten.

Gebunden DM 98,—

ISBN 3-540-11647-8

Inhaltsiibersicht: Vorgriechische Mathematik. — Grie-
chische Mathematik. — Mathematik im Orient. — Bio-
graphisch-bibliographische Notizen. — Stichwortverzeich-
nis. — Kartenskizzen. — Tafeln der Zahlzeichen.
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Mathematik in Antike und Orient fiihrt an die Originale
der Zeit heran und lifit die Art des mathematischen
Denkens der Volker sichtbar werden. Der Autor strebt
keine minutiose Auflistung aller mathematischen Lei-
stungen der jeweiligen Epoche an, sondern stellt die
Durchfiihrung wichtiger, sorgfiltig ausgewihiter Beispiele
in den Vordergrund. Neben einer kurzen Darstellung der
prihistorischen Mathematik wird die Mathematik der
Babylonier und Agypter, ausfiihrlicher dann die Mathe-
matik der Griechen behandelt, wobei besonders die

Springer-Verla Entwicklung der axiomatisch-deduktiven Methode be-
Bp 1i g criag sprochen wird. Dann folgt kurz die Mathematik der
crim Chinesen_dey Indernnd.dor ¥ dndar do Yaleas













