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Die Entwicklung des Mathematischen Seminars
der Universitiit Bonn 1864-1929

Gert Schubring, Bielefeld

Otto Toeplitz zum Gedichtnis

Die wissenschaftsgeschichtlichen Untersuchungen der letzten Jahre haben
sich besonders auf den Komplex der Institutionalisierung der Wissenschaften kon-
zentriert. Ein zentrales Ergebnis ist, da} die Institutionalisierung der Einzeldiszi-
plinen nach der entscheidenden Wende zum 19. Jahrhundert und den Humboldt-
schen Reformen ihre Kernform in der Etablierung des ,,Seminars‘‘ hat. Es ist die-
jenige Form, in der sich erstmals gegeniiber dem frilheren dogmatischen Lehrbe-
trieb der Dozenten ohne Forschungskompetenz ein forschendes Lehren fiir Do-
zenten und ein forschendes Lernen fiir Studenten zu realisieren beginnt [25].

Bislang beschrinken sich aber die universititsgeschichtlichen Studien auf
die Untersuchung der Durchsetzung dieser Kernform. Demgegeniiber gibt es
kaum lingsschnittartige Studien dariiber, wie sich aus der Kernform des Seminars
heraus die wissenschaftlichen Institute und schlieBlich die Formen des heutigen
,,wissenschaftlichen Grofibetriebs* [17] entwickelt haben. Wilhelm Lorey, der
Historiker der deutschen Universititsmathematik, hat zwar die Entstehung der
Mathematik-Seminare an den deutschen Hochschulen beschrieben und fiir
einzelne Hochschulen auch deren weitere Entwicklung verfolgt. Die Seminare
sind aber dort im wesentlichen als Zusammenfassungen einzeln wirkender Per-
sonen dargestellt. Die Entwicklung der Gesamtinstitution Seminar und der Fak-
toren, die diese Entwicklung beeinflussen, werden von ihm dagegen nicht unter-
sucht!). Angesichts der heutigen Krise des Hochschulsystems, in der auch die
Mathematik ihre institutionelle Form und ihren Umfang zu legitimieren hat,
lohnt es sich, die Entwicklung dieser Form zu verfolgen und dabei zu untersu-
chen, mit welchen Aufgaben und Zielstellungen innerhalb des Hochschul- und
Bildungssystems die enorme Ausweitung der Mathematik seit der Durchsetzung
der ersten selbstindigen Professuren fir Mathematik verbunden gewesen ist. Der
Schwerpunkt wird hier in der Analyse der Ausdifferenzierung der Mathematik
innerhalb des Wissenschaftssystems und der Etablierung einer differenzierten
wissenschaftlichen Personalstruktur liegen.

l) Als eine erste modernere sozialgeschichtliche Studie ist kiirzlich eine Geschichte

des mathematischen Seminars Leipzig, der spitesten deutschen Seminargriindung, publiziert
worden [7].
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Es wird sich ergeben, da die institutionelle Entwicklung der Mathematik
auf das engste mit der Intensivierung der Studienorganisation und mit der Pro-
fessionalisierung der Lehrerausbildung zusammenhingt. Diese Geschichte des
Bonner Mathematischen Seminars ist daher Otto Toeplitz gewidmet, der sich wie
wenige um die Verbesserung der Studienorganisation und der Lehrerausbildung
bemiiht hat [8; 13; 19]. Der zweite Grund der Widmung ist, daB Toeplitz die
erste Geschichte des Seminars publiziert hat [24] und daB ein gliicklicher Akten-
fund jetzt die Moglichkeit bietet, seine Darstellung zu ergiinzen?).

Das Bonner Seminar hat im wesentlichen die gleichen Entwicklungsstufen
durchlaufen wie die iibrigen mathematischen Seminare in Alt-Preufien, so daf ich
fir deren Darstellung die an anderer Stelle entwickelten Kategorien benutzen
kann3). Zugleich liegen aber fiir Bonn zwei spezielle Situationen vor: Die Mathe-
matik stand hier zunichst deutlich im Schatten der Naturwissenschaften, unter
denen die beschreibenden Naturwissenschaften dominierten, und war eng mit die-
sen — insbesondere der Physik — verbunden. Nach ihrer selbstindigen Etablierung
wurde aber die Mathematik in Bonn auf lange Zeit zu einer besonders prominenten
Verfechterin ,,reiner Mathematik* und zur Gegnerin etwa der von Gottingen aus-
gehenden Bestrebungen fiir eine Anwendungsorientierung.

Vorgeschichte der Seminargriindung

An der 1818 gegriindeten Universitit Bonn waren statutenmifig, wie in
Berlin, zwei ordentliche Professuren fiir Mathematik vorgesehen, eine fiir reine
und eine fiir angewandte Mathematik. Doch erst 1856 kam es zur Berufung eines
auf mathematische Forschung spezialisierten Ordinarius: A. Beer. Von den bei
der Griindung berufenen beiden Professoren konzentrierte sich K. D. von Miinchow
stark auf die Astronomie (und sein Nachfolger Argelander ausschlieflich), wih-
rend W. A. Diesterweg iiber geschichtliche und elementar-mathematische Fragen
arbeitete. Diesterweg hatte offenbar keinen grofien Lehrerfolg: die anfangs grofien

2) Die Akten des Kurators der Universitit Bonn iiber Griindung und weitere Ent-
wicklung des Seminars, die noch von Toeplitz benutzt worden waren, sind als Kriegsfolge
vernichtet worden. Die — bislang unbenutzte — Akte des ehemaligen preuischen Kultus-
ministeriums iiber das Seminar befindet sich nicht mehr in dem Archivbestand, der den
groften Teil der Akten dieses Ministeriums enthilt, im Zentralen Staatsarchiv der DDR, Ab-
teilung Merseburg, und galt daher als verschollen. Ich konnte diese Akte ausfindig machen
in einem Teilbestand von Akten des preufischen Kultusministeriums, der nach dem Krieg
auf nicht ganz durchsichtige Weise ins nordrhein-westfilische Kultusministerium gelangt ist
und der sich heute im Hauptstaatsarchiv Diisseldorf befindet. Es handelt sich dabei um den
ersten Band. Der sich anschliefende zweite Band der Akten (,,Akten betreffend das mathe-
matische Seminar bei der Universitidt Bonn, Bd. 2: 1929—*) ist zwar offensichtlich vom
Ministerium noch vor 1945 an das Geheime Staats-Archiv abgegeben worden, da er in dessen
Findbuch vermerkt ist, ist aber offenbar nach dem Krieg verlorengegangen.

3) Vgl. [20]. Die Analyse-Kategorien und Entwicklungsstufen waren dort aus einer
vergleichenden Auswertung der Akten des Kultusministeriums und weiteren Materials iiber
die Seminare in Berlin, Breslau, Bonn, Greifswald, Halle, K6nigsberg und Miinster entwickelt
worden.
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Zuhorerzahlen gingen stark zuriick?®). J. Pliicker, 1835 als dessen Nachfolger
berufen, war von der Philosophischen Fakultit ausschlieBlich mit dem Argument
vorgeschlagen worden, es sei ein guter Vortrag notwendig, um die Lehrerausbil-
dung zu verbessern®). 1836 wurde Pliicker zugleich die freigewordene Professur
der Physik iibertragen®). Pliicker hat in der Folgezeit nicht nur Physik gelehrt —
und keineswegs nur theoretische Physik, sondern vornehmlich experimentelle
Physik —, sondern auch seine Forschung — zeitweise ausschlieBlich — auf die
Physik konzentriert [11]. Auch die Ubernahme der ,,Direktion des pharmazeu-
tischen Studiums* zeigt seine stark naturwissenschaftliche Orientierung.

Neben den Ordinarien lehrten ab 1829 zunichst ein, spiter zwei bis drei
auflerordentliche Professoren und gelegentlich auch Privatdozenten. Im ganzen
sind in dieser Zeit die Lehrenden der Mathematik als Einzelpersonen anzusehen,
die in ihrer Lehre wie in ihrer Forschung weitgehend ohne Beziehung zueinander
waren?).

In Bonn bestand die gegeniiber den iibrigen preufischen Universititen ein-
malige Situation, daB hier ein naturwissenschaftliches Seminar existierte®). Das
Seminar, 1825 auf Dringen der Bonner Professoren G. Bischof (Chemie), C. G.
Nees von Esenbeck (Naturgeschichte) und G. A. Goldfufl (Mineralogie) zur Ver-
besserung der Lehrerausbildung gegriindet, war zugleich das einzige unter den
preuflischen Universititsseminaren, das sich wirklich auf Lehrerausbildung kon-
zentrierte und wo die Professoren zugleich Probeunterricht der Seminaristen im
Bonner Gymnasium anleiteten — gegen steten Widerstand von dessen philolo-
gischem Direktor®). Das Seminar hatte eine starke Position in der Studienorgani-
sation: Vom Ministerium seit 1831 als zentrales Seminar zur Ausbildung von
Lehrern der Naturwissenschaften deklariert, besa} es seitdem ein Priifungsprivi-
leg: Der naturwissenschaftliche Teil der Gymnasiallehrerpriifung wurde fiir Bonn
ersetzt durch ein Zeugnis der Seminar-Direktion iiber die Teilnahme am Semi-
nar'?). Die konzeptionelle Grundlage dieses Seminars war die im ersten Jahrhun-
dertdrittel noch in Bliite befindliche ,,Naturgeschichte*, die als philosophisch
orientierte Disziplin auf Experimente keinen grofien Wert legte — das Seminar
begnilgte sich daher mit Vortrags-Ubungen fiir die Studenten und benoétigte keine
grofere apparative Ausstattung. Zugleich hatte mathematisches Wissen keine

4) Vgl. [20, S. 13]. Die schwache Position der Mathematik zu dieser Zeit zeigt sich
z. B. darin, daB Diesterweg und Miinchow Schwierigkeiten hatten, in der Fakultit die Ehren-
promotion Dirichlets durchzusetzen [22].

5) Schreiben der Philosophischen Fakultit vom 19. 7. 1835 an den stellvertreten-
den auflerordentlichen Regierungsbevollmichtigten Hiillmann. In: Philosophische Fakultit,
Beiakte Prof. A. Diesterweg, Universititsarchiv Bonn.

6) Allerdings zunichst nur provisorisch, erst 1856 definitiv.

7) Eine Ausnahme,bildete gegen Ende dieses Zeitraums August Beer, der — 1850 habi-
litiert — eng mit Pliicker zusammenarbeitete.

8) Ein analoges, 1834 in Konigsberg gegriindetes naturwissenschaftliches/-geschicht-
liches Seminar konnte keine Studenten anziehen und muBte schon bald wieder geschlossen
werden. Das in Halle 1839 gebildete Gesamtseminar fiir Mathematik und Naturwissenschaften
war ebengalls ein[e l](iimmerform, da es ohne Etat-Mittel gegriindet worden war, vgl. [20].

) Vel [4].

10) Dieses ,,Privileg* war eingefiihrt worden, um strende Einmischungen der Philo-

logen in diesen Priifungsteil zu verhindern, vgl. [21; S. 139].
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fundamentale Bedeutung in dieser Wissens-Konzeption: Der ,,Vorschlag eines
Studienplans‘, Teil der Seminar-Statuten von 1825 und auf sechs Semester an-
gelegt, sah erst fiir das fiinfte und sechste Semester mathematische Vorlesungen
vor [12, S. 628]. Pliicker hat in seinem Gutachten vom 13. 9. 1864 selbst auf
die fehlende Ausdifferenzierung eines mathematischen Studiums hingewiesen:

,Ein Studirender, dessen Fach neben Mathematik nicht zugleich simtliche Natur-
wissenschaften sind, ist hier eine seltene Ausnahme. Leider aber zeigt die Erfahrung, da} erst
nachdem die naturwissenschaftlichen Studien gewohnlich in der Promotion einen Schlufistein
gefunden, die in der Staatspriifung geforderten mathematischen Studien mit Emnst aufgenom-
men werden; dann aber in der Regel zu spit, wie es der Ausfall der Priifungen beweist.*!!)

Andererseits ist Pliicker als Physik-Professor selbst Leiter der physika-
lischen Abteilung des naturwissenschaftlichen Seminars gewesen'?), bis zu seinem
Tode 1868; mehrfach ist er auch geschiftsfiihrender Direktor des Seminars ge-
wesen'3?). Aus den Akten des Seminars sind keine Bemithungen Pliickers ersicht-
lich, die Studienorganisation im Hinblick auf die Mathematik zu verindern. Da
Pliicker ferner 17 Jahre lang Direktor der wissenschaftlichen Priifungskommission
Bonn war, also der Behoérde, die die Gymnasiallehrer-Priifungen vornahm, und da
er mithin das Studienverhalten hitte effektiv beeinflussen konnen, wird man
schliefen diirfen, da® Pliicker auch gar nicht die Absicht hatte, ein rein-mathema-
tisches Studium zu etablieren. Eine Ausdifferenzierung der Mathematik aus dem
naturwissenschaftlichen Kontext und eine eigenstiandige Institutionalisierung der
Mathematik erfolgte erst in einer neuen Phase, die durch das Zusammentreffen
zweier Personen eingeleitet wurde: von R. Lipschitz und von W. H. Beseler, Uni-
versititskurator seit 1861 und aktiv iiberzeugt vom hohen Wert der Mathematik.

Die Griindung des Seminars

Rudolf Lipschitz (1832—1903) hatte von 1847 bis 1850 zunichst in
Ko6nigsberg studiert und war dort Mitglied des mathematisch-physikalischen Se-
minars gewesen, das seit seiner Griindung 1834 durch C. G. J. Jacobi und F. Neu-
mann das Muster fiir die Institutionalisierung forschender Lehre in Mathematik
und theoretischer Physik war. Von 1857 bis 1862 war Lipschitz bereits als Privat-
dozent in Bonn titig, konnte aber noch keinen Einfluf auf die Studienorganisa-
tion nehmen. Nach seiner Berufung 1862 zum auflerordentlichen Professor in
Breslau ergriff er die Initiative, dort ein mathematisch-physikalisches Seminar zu
griinden. Die Initiative wurde von allen Seiten unterstiitzt, so daf} das Seminar
zum Wintersemester 1863/64 eréffnet werden konnte. Neben der physikalischen
Abteilung bestanden zwei mathematische: eine fiir jiingere, eine fiir dltere Stu-
denten, die von zwei Professoren alternierend geleitet wurden'4). Lipschitz wurde
bereits im Frithjahr 1864 als ordentlicher Professor fiir reine Mathematik nach

11} Hier zitiert nach: [11; S. 35). Original in: [1, Bl. 34—35].

12) Daneben bestanden weitere vier Abteilungen: fiir Chemie, Botanik, Zoologie und
Mineralogie.

13y vgl. [4] und [2].

14) vgl. [3, BL. 1-9 u. 23].




Mathematisches Seminar Bonn 1864—1929 143

Bonn zuriickberufen, als Nachfolger Beers. Er versuchte sofort, nun auch hier

ein mathematisches Seminar zu griinden. Wahrend der Kurator Beseler ihn dabei
tatkriftig unterstiitzte, traf er auf starken Widerstand seines Kollegen Pliicker.
Der Jurist Beseler war in seltener Weise positiv fiir die Mathematik eingenommen:
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werden** diirfe, und bezeichnet sie ,,als die Basis des menschlichen Erkennens

und Wissens in den natiirlichen Dingen‘ [1, Bl. 23 v. u. Bl. 20]. Beseler hat mehr-
fach, offenbar aus eigener Initiative, Pliicker zur Griindung eines mathematischen
Seminars gedringt. Pliicker erkannte zwar ,,die Notwendigkeit seminaristischer
Ubungen* an, war aber nicht zu einer Mitarbeit bereit; da sein Kollege Beer aber
bereits krinklich war, war ohne ihn nichts zu machen. Die Berufung des Analy-
tikers Lipschitz erschwerte die Situation weiter, wie Beseler im Seminargriindungs-
antrag vom 14. 9. 1864 dem Minister berichtete:

,,Nach dem Tode des p. Beer forderte ich den p. Pliicker auf, sich niher dariiber zu
dufern, wie er iiber die Errichtung eines Seminars denke; er erwiderte mir, daf er dazu bereit
sein werde, wenn der Professor Clebsch in Gieen zum Nachfolger des p. Beer werde ernannt
werden. Nach Berufung des Dr. Lipschitz zur Ubernahme der Beer’schen Professur suchte er
lingere Zeit die Sache in den Hintergrund zu driingen, bis ich ihm erklirte, ich werde eventuell
Ew. Excellenz vorschlagen, das Seminar vorldufig unter alleiniger Leitung des p. Lipschitz zu
griinden.“!5)

Erst daraufhin erklirte sich Pliicker zur Teilnahme bereit und erarbeitete
einen Statutenentwurf. Da Pliicker sich aber weigerte, dariiber mit Lipschitz ge-
meinsam zu beraten, konnte Beseler nur getrennt dessen Stellungnahme zu
Pliickers Entwurf einholen. Auf der Grundlage der Entwiirfe und Stellungnah-
men erarbeitete Beseler umgehend einen ausfiihrlichen Errichtungsantrag fiir das
Ministerium. Der Antrag begann mit der dramatischen Feststellung: ,,Das Stu-
dium der Mathematik an der hiesigen Universitit liegt im Argen‘ und stellte
zwei Ursachen heraus, die durch Griindung eines Seminars fiir Mathematik be-
seitigt werden konnten:

1. Der Mathematikunterricht auf den Gymnasien im Rheinland und in
Westfalen sei von sehr mittelmifligem Niveau, so dafy Abiturienten mit dem Stu-
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eine sechste Abteilung hinzugefiigt werden. Denn sonst sei die Gefahr nicht ge-
ring,

,»-daB die Mathematik sich in Verbindung mit den beschreibenden Naturwissenschaften,

mit Physik und Chemie nicht die unabhingige und souveraine Stellung werde erwerben und be-
haupten konnen, auf welche sie an sich und als die Basis des menschlichen Erkennens und Wis-
sens in den natiirlichen Dingen einen unbestreitbaren Anspruch hat* [1, Bl. 20].

Zyeleich wurde eine scharfe Trennung zwischen experimentellerund

i

| Rl L

sollte im naturwissenschaftlichen Seminar verbleiben, die mathematische Physik
dagegen in das mathematische Seminar einbezogen werden.

In organisatorischer Hinsicht waren fiir das Seminar zwei Besonderheiten
vorgesehen:

— ahnlich, wie schon in Breslau praktiziert, sollte es zwei Stufen des Se-
minars geben: eine niedere und eine hohere, wobei die erste die Durchgangsstufe
zur zweiten sein sollte. Begriindet wurde diese besondere Betreuung fiir Anfinger
wieder mit dem katastrophalen Mathematikunterricht im westlichen Preufien:

,»Die Studirenden kommen schlecht geschult . . ., bestehen mit Mithe und notdiirftig
die vorgeschriebenen Examina, und treten in den Lehrerberuf, um diesen betriibenden Stand
der Dinge zu verewigen* [1, BL. 19 v.].

— da sowohl Lipschitz wie Pliicker Ordinarien waren, bot sich aber nicht
die Form an wie anderswo bei einem Extraordinarius, diesem auf Dauer die un-
tere Stufe zu iibertragen. Aber auch eine alternierende Leitung der unteren und
oberen Stufe war wegen der Spannungen zwischen den beiden Mathematikern
nicht moglich. Hier duflerte sich in besonders krasser Weise das traditionelle
Problem der Universititen, daf Wissenschaftler von gleichem Status i. allg. nicht
zur Kooperation fihig sind. Dieses Problem hatte schon Schleiermacher 1808
in seinem ,,Gelegentlichen Gedanken iiber Universititen im deutschen Sinn* als
Grundproblem der Seminare als forschungsbezogener Institutionen angesprochen
[18, S. 116f.]. Meist wurden diese Probleme iiberdeckt durch additive Verbin-
dungen von Abteilungen, die jede nur von einem, fiir jeweils eine Disziplin zu-
stindigen Ordinarius geleitet wurden. Hier handelte es sich aber um die — noch
nicht in Teildisziplinen aufgespaltene — Mathematlk die uberhaupt erst mstltu-
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Lipschitz hatte das Kooperationsproblem noch verschirft: Da er die von
Pliicker vorgesehene vollige gegenseitige Abschottung beider Abteilungen nicht
guthieB und in mehreren Leitungsfragen eine Kooperation beider Professoren
vorzog, wollte er zugleich die Entscheidung von Streitfragen dem Kurator bzw.
dem Ministerium iibertragen!¢). Beseler hatte ferner den Dirigismus Pliickers
kritisiert, den er als ,,im Widerspruch* mit ,,der ganzen Form und Freiheit des
akademischen Unterrichts* empfand: Pliicker hatte vorgesechen — wohl um eine
Vorzugswahl eines der beiden Professoren durch die Studenten zu verhindern —,
daf Seminar-Mitglieder stets an beiden Abteilungen teilnehmen miifiten. Beseler
kommentierte diese Forderung, die zu einer zu hohen Belastung gefiihrt hitte:

»Es ist nicht zu verkennen, daB der p. Pliicker eine gefihrliche Neigung offenbart, das
mathematische Seminar nach Art des pharmazeutischen Studiums zu leiten und zn kontrallieren

was bei den Studirenden ohne weiteres auf hartniickigen Widerstand stofen wiirde* [1, Bl. 21].
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de [1, Bl 34f.]. Meine Untersuchungen zur Realitit des Mathematikunterrichts
in mehreren preuflischen Provinzen haben ergeben, daft im Rheinland einige Di-
rektoren, besonders aber die regionale Schulbehorde, das Provinzialschulkolle-
gium Koblenz, den Hauptfachcharakter der Mathematik zu beseitigen und die
Mathematik gegeniiber den Philologien zuriickzusetzen versuchte!®). Dagegen
148t sich nicht begriinden, daf} die in Bonn ausgebildeten Mathematiklehrer
schlechter gewesen seien als die an anderen Universititen: Die vergleichende
Auswertung der Lehrerpriifungen an den sieben preufdischen Universititen ergibt,
dafy in Bonn — relativ gesehen — nicht weniger Mathematiklehrer gepriift worden
sind als an den meisten anderen Orten'®). Und eine ganze Reihe dieser Lehrer sind
zu erfolgreichen Mathematiklehrern geworden. Ein reales Problem lag dagegen
vor im Verhiltnis von Mathematik- und von Naturwissenschaftslehrern: Bonn
gehorte nicht nur zu den Hochschulen, in denen relativ frith und bestindig Stu-
dien-Absolventen die Lehrbefdhigung in den Naturwissenschaften fiir alle Klas-
senstufen erhielten, sondern hier bildeten zugleich die Mathematiklehrer i. allg.
eine echte Teilmenge der Naturwissenschaftslehrer. Ein Vergleich fiir die finf
Jahre 1860 bis 1864 zeigt, dafy nur ein Teil der Naturwissenschaftslehrer zu-
gleich auch die Mathematik in allen Klassen lehren durfte, daf ein erheblicher
Teil von ihnen dagegen in Mathematik geringer qualifiziert war, d. h. nur in den
unteren oder in den unteren und mittleren Klassen lehren durfte:

Lehrbefahigung fir alle Klassen in: 1860 1861 1862 1863 1864
Mathematik 3 5 5 0 320
eine oder mehrere Naturwissenschaften 6 9 10 5 10
Quelle: [5]

Erst auf einen erneuten, diesmal direkten Vorstof3 Lipschitz’ hin war das
Ministerium schlieflich bereit, den Antrag fiir das Seminar positiv zu behandeln.
Lipschitz hatte am 22. 3. 1865 dem Kurator Beseler iiber den guten Erfolg der
von ihm im Wintersemester durchgefiihrten ,,mathematischen Ubungen* berich-
tet und den Kanzler aufgefordert, auf eine rasche Seminargriindung beim Mini-
sterium zu dringen, damit — wie Beseler am folgenden Tage in einem Schreiben
an den Minister wiederholte — den Ubungen ,,das amtliche Geprige aufgedriickt
werde* [1, BL. 25-26].

An dieser Stelle muf} erortert werden: Warum war die besondere institu-
tionelle Form eines Seminars eigentlich notwendig? Lipschitz konnte ja auch
ohne diese Form Ubungen durchfithren! In der Tat sind auch schon vor Lipschitz’

18) vgl. [21, u. a. 163ff.].

19 ygl. [21], Tabellen 1 bis 7, insbesondere sind zu vergleichen Spalte S und Spalte 9.

20) Die Angabe Beselers und Pliickers, nur ein Student — Emil Budde, sein Assistent
im ,,physikalischen Kabinett* — habe die Befihigung fiir Mathematik in allen Klassen erhalten,
trifft also auf das Kalenderjahr 1864, den Berichtszeitraum der wiss. Priiffungskommission,
nicht zu, kdnnte aber fiir das Studienjahr — Wintersemester 1863/64 und Sommersemester
1864 — richtig sein.
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Berufung in Bonn vielfach Ubungen fiir die Studenten angekiindigt worden: Auch
Pliicker hat hdufig neben seinen mathematischen Vorlesungen Ubungen angekiin-
digt. Auch Extraordinarien, z. B. Heine, haben Ubungen abgehalten?!).

Man muf dabei beriicksichtigen, dafd das Seminar an den preuiischen
Universititen des 19. Jahrhunderts eine doppelte Funktion hatte: es war einer-
seits eine Studienform, das Studenten, insbesondere héherer Semester, engen
Kontakt zu Wissenschaftlern sowie Anleitung ermoglichte und andererseits eine
organisatorische Form: die Keimform fiir spitere institutionelle Ausweitungen
der Mathematik. Fiir beide Funktionen bot das Seminar erhebliche Vorteile:

1. Das Seminar ermoglichte inhaltliche und materielle Anreize fiir ein
wissenschaftliches Studium, d. h. iiber ein passives Aufnehmen von Vorlesungen
hinaus regte es die Bereitschaft zu vertieftem Studium, zur Ausarbeitung von
Vortrigen und kleineren Texten an. Ein ganz wichtiger materieller Anreiz waren
nun die Seminarprimien, die in jedem Semester an Teilnehmer mit besonders
guten Seminarleistungen vergeben werden konnten. Voraussetzung dafirr war das
Vorhandensein eines entsprechenden Seminaretats. Zentraler Teil des Errichtungs-
antrags von Beseler war daher, einen jihrlichen Etat von 200 Talern vorzusehen,
wovon 160 Taler fiir acht Primien 4 20 Taler verwendet werden sollten??). Da
traditionell der Hauptteil der Studenten Jura oder Theologie studiert hatte, be-
durfte es auch materieller Anreize, um Studenten in die Philosophische Fakultit
und dort wiederum in das kleine Fach der Mathematik zu lenken.

2. Ublicherweise war ein Seminar mit dem Aufbau einer Handbibliothek
verbunden, das den Studenten einen raschen und permanenten Zugang zur Fach-
literatur, insbesondere der neueren, bot. Das Vorhandensein einer solchen Fach-
bibliothek war eine ganz entscheidende Voraussetzung fiir ein intensives Studium,
die aber von den Universitdtsbibliotheken in dieser Zeit nicht realisiert werden
konnte. Die Bonner Universititsbibliothek z. B. erlaubte die Ausleihe von Biichern
nur den Professoren, Honoratioren und Beamten, nicht aber den Studenten. Die
Benutzungszeit des Lesesaals war mit zehn Stunden wochentlich zu kurz fiir in-
tensive Studien [12, S. 637ff.]. Der Antrag Beselers forderte 40 Taler jihrlich fiir
die Handbibliothek.

3. Schlieflich bedeutete ein Seminar die Verpflichtung der Professoren
zur regelmdfiigen Durchfilhrung von Ubungen, was keineswegs eine Selbstver-
stdndlichkeit war. Denn die auch von einer Reihe von Professoren unterstiitzte
Losung der ,,Freiheit des Studiums** lief nicht nur auf eine gewisse Bequemlich-
keit hinaus. Viele Professoren hielten lieber Ubungen als Privatissima ab, wo
man sich einzelne Studenten auswihlte, ohne auf generelle Reglements zur For-
derung einer — wenngleich kleinen, so doch kontinuierlichen — Studentenzahl
verpflichtet zu sein.

21) In den Exmatrikeln vieler Bonner Mathematiklehrerstudenten (Universitdtsarchiv
Bonn) habe ich Belege dafiir gefunden, daf sie tatsichlich an diesen Ubungen teilgenommen
haben.

22) Das war durchaus ein spiirbarer Beitrag zur Studienfinanzierung: Der Vater von
F. Neumann (ein Gutsverwalter) mufite mit einem Jahresgehalt von 100 Talern auskommen
[16, S. 34]; das Standardgehalt von Extraordinarien in der ersten Jahrhunderthilfte waren
400 Taler.
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Gerade an diesem Ubergang von ,,privaten‘ Ausbildungsformen zu
offentlich sanktionierten, aber auch kontrollierten Formen liegt der entscheiden-
de institutionelle Schritt. Es ist daher nicht verwunderlich, daf an diesem Punkt
viele Professoren gez6gert haben. So hat sich auch W. Erben in seiner Geschichte
der Universititsseminare sehr zwiespiltig zu ihnen geduflert, da sie stets einen
mechanischen Betrieb ,,mit festen Regeln der Arbeitsordnung** mit sich bringen
und pries nostalgisch ,,die freiwillige Arbeitsgenossenschaft zwischen Lehrern
und Horern* in den fritheren gelehrten Gesellschaften [10, S. 1346 ff.]23).

Doch zuriick zum Bonner Seminar: Nach Lipschitz’ direktem Vorstof3
unterstiitzte das Kultusministerium endlich den Plan und beantragte am 9. 6. 1865
beim Finanzminister, zur Dotierung eines mathematischen Seminars ab dem Haus-
halt 1866 dauernd 220 Taler — also 20 Taler mehr als beantragt — zu etatisieren.
Zur Begriindung wurde auf ,,die bisher mangelhafte Einrichtung des mathemati-
schen Studiums in Bonn** verwiesen. Das Finanzministerium lehnte den Antrag
dagegen zwei Monate spiter ab, indem es im wesentlichen die Doppelfunktion
Pliickers in Mathematik und Physik benutzte, um zu unterstellen, dafl das Bonner
naturwissenschaftliche Seminar zugleich dem Studium der Mathematik diene. In
einem erneuten Schreiben vom 31. 10. 1865 entwirrte das Kultusministerium die
geschaffene Verwirrung und unterstiitzte dringend die selbstindige Institutionali-
sierung der Mathematik, die es — ganz auf der Linie Beselers — als ,,wahres Fun-
dament aller Naturwissenschaft* bezeichnete [1, Bl. 27—-29]. Nach mehrmonatigen
Verzoégerungen durch das Finanzministerium konnte das Kultusministerium end-
lich am 19. 5. 1866 der Universitdt mitteilen, daf das Seminar genehmigt sei,
und am 29. 8., da} der Etat ab dem Wintersemester zur Verfiigung stehe [1,

Bl. 31—-32]. Das mathematische Seminar nahm sofort zum Wintersemester
1866/67 seine Titigkeit auf. die Ubungen waren als getrennte Veranstaltungen

Pliickers und Lipschitz’ angekiindigt und auch getrennt von den Studenten be-
legt worden.

Beginn und Praxis der Seminartatigkeit

Auf ein Schreiben des Kurators hin, der darauf hinwies, dafy Pliicker und
Lipschitz ,,nicht in einem personlichen Verhiltnis stehen, welches eine spontane
Einigung iiber die gemeinschaftliche Geschiftsfilhrung erwarten 1afit*, erlied das
Ministerium umgehend provisorische Statuten fiir das Seminar. Es hielt sich dabei
weitgehend an Pliickers Entwurf, milderte aber die Verpflichtung der Studenten,
an beiden Abteilungen teilzunehmen, ab zu einer ,,in der Regel*‘-Bestimmung,

23) Die Griinde fiir den Widerstand Pliickers sind allerdings wohl nicht an diesem Punkt
zu suchen, da er ja bereits lange eine Abteilung des naturwissenschaftlichen Seminars leitete.
Neben seiner Enttiuschung iiber die Nicht-Berufung von Clebsch und seiner Abneigung gegen
den neuen Kollegen ist fiir ihn wohl tatsichlich die Furcht vor Uberlastung ausschlaggebend ge-
wesen, da er bereits stark durch die Betreuung des Physik- und Pharmazie-Studiums belastet
war. Der Etat fiir das Bonner mathematische Seminar sah keine ,,Remuneration** der Professo-
ren fir die Leitung des Seminars vor, wie es bislang bei vielen Seminaren iiblich gewesen war,
auch beim Bonner naturwissenschaftlichen Seminar; d. h. es war bereits impliziert, daB die Se-
minar-Leitung zu den Dienstaufgaben gehorte.

~h
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von der Ausnahmen moglich waren. Zugleich erlduterte das Ministerium den Etat:
pro Semester standen 85 Taler fiir Pramien zur Verfiigung und 50 Taler pro Jahr
fiir die Handbibliothek. Pliicker und Lipschitz haben das Seminar drei Semester
lang gemeinsam geleitet. Nach dem Tode Pliickers 1868 stellte Lipschitz sofort
den Antrag, H. Kortum zum Mitdirektor des Seminars zu ernennen. Das Mini-
sterium lehnte das aber ab, vielleicht weil er noch Privatdozent war. Erst nach
Kortums Berufung zum Extra-Ordinarius ein Jahr spéter wurde er auch in die
Seminar-Direktion berufen. Das Ministerium hat das von Pliicker innegehabte
Ordinariat fiir Mathematik nicht wieder besetzt, sondern in ein Extraordinariat
umgewandelt. Diese Position hat Kortum bis zu seinem Tode 1904 behalten. In
dieser neuen stellenmifigen Konstellation ist die Seminarleitung von Lipschitz
und Kortum offensichtlich kooperativ und ohne Reibungen wahrgenommen
worden.

Die Seminarstatuten haben urspriinglich keine funktionsméifiige Differen-
zierung des wissenschaftlichen Personals vorgesehen. Beide Wissenschaftler soll-
ten jeweils alle Lehr- und Verwaltungsaufgaben wahrnehmen, die einzige urspriing-
lich vorgesehene Differenzierung war ein Alternieren in der Funktion der Ge-
schiftsfilhrung und der des Bibliothekars. Selbstverstindlich war aber, daf} ein
Ordinarius als Bibliothekar fungierte®*). Assistententitigkeiten waren nicht vor-
gesehen, wihrend im physikalischen oder chemischen Lehrbetrieb Assistenten
zu dieser Zeit bereits fest etabliert waren?’). Man kann aber davon ausgehen, daf}
talentierte Studenten sehr bald im Mathematik-Seminar zur Mitarbeit bei der
Anleitung jingerer Studenten herangezogen worden sind. Jedenfalls fallt auf, daf}
ab Beginn der Seminartitigkeit stets etwa drei Studenten mehrere Semester lang
Primien erhalten haben, z. B. Felix Klein fiir drei Semester. Diese Praxis, in der
sich durchaus eine inoffizielle ,,Remuneration* von Assistentenleistungen aus-
driicken kann, ist bis zur Streichung der Pramien 1885 fortgesetzt worden. Unter
diesen Studenten finden sich eine Reihe spéterer bedeutender Mathematiker,

z. B. Eugen Fuchs und Kurt Hensel?%).

Das Verhiltnis der Mathematik zum naturwissenschaftlichen Seminar
inderte sich binnen kurzem grundlegend. Hatten zunichst eine Reihe von Stu-
denten, u. a. F. Klein, an beiden Seminaren zugleich teilgenommen, so differen-
zierten sich nunmehr die Studenten nach Mathematikern und Naturwissenschaft-
lern: Mathematik war nun nicht mehr vorrangig Nebenfach von Naturwissen-

24y vgl. [1, BL 23 u. 37]. Pliicker hat die Bibliothekarsfunktion fiir den mathema-
tischen Apparat so intensiv wahrgenommen, daf} er ihn zwar selbst gar nicht benutzt, dafiir
aber einer 6ffentlichen Benutzung entzogen hat. Den mathematischen Apparat hatte die Uni-
versitdt aus Diesterwegs Nachlafl aufgekauft — er enthielt sowohl Biicher wie mathematische
Instrumente und Modelle — und ihn Pliickers Aufsicht unterstellt. Lipschitz hat sich sehr iiber
diese Privatisierung geirgert, konnte diese Materialien aber erst nach Pliickers Tod allgemein
zuginglich machen [1, Bl. 1-16, 58—63].

25) Allerdings wurden die Assistenten nicht immer dafiir besoldet. Pliicker z. B. hatte
die Besoldung des Assistenten im physikalischen Kabinett 1846 gegen die eines Mechanikers
vertauschen wollen und wihlte als Assistenten interessierte Studenten aus, die er zugleich an
seinen Forschungen beteiligte (vgl. Pliickers Beschreibung der Auswahl seiner Assistenten:

W. Ernst, 70f. u. 80f.).

26) Aufler im ersten Jahresbericht sind die Namen der Seminarteilnehmer nicht ge-

nannt, dagegen die der pramiierten Studenten.







Mathematisches Seminar Bonn 1864—1929 151

parallele Abteilungen eines Seminars, faktisch eines Oberseminars, mit nur 6 Teil-
nehmern??).

Interessant ist nun schlieflich, die Praxis der Arbeitsformen im Seminar
und der bearbeiteten Inhalte zu untersuchen. Lediglich im ersten Jahresbericht
ist zu erkennen, daf® den Studenten kleinere Ubungsaufgaben gestellt worden
sind. Ansonsten scheint die vorherrschende Form das Vortragsseminar gewesen
zu sein, auch in den unteren Abteilungen. Einen nicht unbetrichtlichen Teil der
Vortrige wird wohl der Lehrende selbst iibernommen haben, wie sich aus man-
chen Formulierungen ergibt, — insbesondere in den Jahren 1887 bis 1899, wo

1. L

men??). Der erste Jahresbericht soll hier dokumentiert werden, da er die Arbeits-
formen und Inhalte am genauesten schildert:

,,Professor Pliicker wihlte im Wintersemester 1866/67 zum Gegenstande der Ubungen,
indem er die Bekanntschaft mit den Elementen der analytischen Geometrie voraussetzte, das
Prinzip der Reciprozitit, das er teils vortrug, teils mit den Mitgliedern besprach, teils als Thema
fiir schriftliche Ausarbeitungen stellte. Der Hauptgesichtspunkt hierbei war der Parallelismus
zwischen geometrischer und analytischer Behandlungsweise.

Im Sommersemester 1867 verteilte derselbe die Ubungen auf zwei Stunden wochent-
lich. In einer Stunde behandelte er fiir die Geiibtern eines der wichtigern Kapitel der neuern
analytischen Geometrie. Die Bedeutung der Anzahl der Constanten in den Gleichungen der
algebraischen Curven und Oberflichen und zeigte an zahlreichen Beispielen, wie aus dieser
Anzahl der Constanten geometrische Resultate unmittelbar sich ergeben. In der zweiten Stunde
discutirte er die analytische Darstellung der geraden Linie im Raume, in den beiden Fillen,
wo sie durch Puncte, welche auf derselben liegen oder durch Ebenen, welche nach denselben
sich schneiden, bestimmt wird. Er betrachtete diese Discussion als erste Einleitung in eine neue
Geometrie des Raumes, wobei als Element desselben die gerade Linie genommen wird.

Professor Lipschitz bildete zwei Cursus und richtete fiir jeden Cursus wochentlich
eine Stunde ein. Es wurde beabsichtigt, in dem niedern Cursus eine elementare Begriindung
der Convergenzsitze fiir die Potenzreihen zu entwickeln, und dadurch fiir die Teilnehmer, die
eben die Universitit betreten hatten, zwischen dem Gymnasialunterricht und dem Fachstu-
dium eine Briicke zu schlagen. Allein die Kenntnisse, welche die Mehrzahl der Teilnehmer von
dem Gymnasium mitbrachten, waren so mangelhaft, daf nichts iibrig blieb, als eine Stufe
herabzusteigen und den binomischen Lehrsatz mit ganzen positiven Exponenten, die Grund-
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den Zusammenhang der angedeuteten analytischen Probleme mit den entsprechenden Proble-
men der Mechanik deutlich zu machen. In beiden Cursus ist die Teilnahme an den Seminar-
stunden eine lebhafte gewesen, und sind die fiir die schriftliche Behandlung gestellten Aufga-
ben durchgehends von der Mehrzahl der Teilnehmer mit Fleiff und Sorgfalt bearbeitet worden*
[1, Bl 48—49v.].

Lipschitz und Kortum haben auch Themen aus der synthetischen und
projektiven Geometrie behandelt, Lipschitz aber vorrangig Themen aus der
Theorie der Differentialgleichungen und der analytischen Mechanik. Kortum hat
vorrangig Grundbegriffe der Analysis diskutiert: Konvergenz von Reihen, und
schwerpunktmifig die Determinantenlehre. Haufig sind Originalarbeiten gelesen
worden: 6fters von Gauf, aber auch von Kummer und anderen zeitgenéssischen
Mathematikern. Es folgt eine Ubersicht typischer Themen bis 1889:

Lipschitz, untere Abteilung: Anfangsgriinde der synthetischen Geometrie
projektive Beziehungen, Prinzip der reziproken radii vectoren, quadratische For-
men, Kettenbriiche, Interpolations- und Approximationsverfahren, rekurrente
Reihen, Partialbruchzerlegung, Differenzen verschiedener Ordnungen, bestimmte
Integrale und Gamma-Funktion.

—, obere Abteilung: Theorie complexer Grofien und Gauf’ dritter Beweis
des Fundamentaltheorems, Lehre der Quaternionen, Integration der isoperimetri-
schen Differentialgleichung, Systeme von Differentialgleichungen, krumme Ober-
flichen und kiirzeste Linien, Hauptaxenproblem mit beliebig vielen Verinder-
lichen, Potential der Anziehung eines homogenen Ellipsoids, Bewegung einer
elastischen Flissigkeit, mathematische Theorie des Magnetismus, Lindemanns
Transzendenz-Beweis fiir 7 (1887).

Kortum, untere Abteilung: Kegelschnitte, collineare Verwandtschaft
zweier Ebenen, Pol und Polare am Kreis, Konvergenz und Divergenz unendlicher
Reihen und Produkte, Lehre der Determinanten (besonders hiufig), Produkt-
und Partialbruchzerlegungen trigonometrischer Funktionen. Etwas aus diesem

* Rahmen fillt: ,,Zusammenhang zwischen der Lehre von den durch Linsensysteme
entworfenen Bildern einerseits und der projectivischen Beziehung von Geraden,
Ebenen und Rdumen aufeinander andererseits, ein Zusammenhang, welcher
namentlich durch die Arbeiten von Gauft und Helmholtz iiber Brechung des
Lichts an Kugelflachen hervorgetreten ist* (WS 1875/76).

—, obere Abteilung: Collineation und Affinitit, allgemeine Gleichungen
2. Grades, invariante binire Formen, Konvergenz der Abelschen Reihe, Kinema-
tik, komplexe Funktionentheorie, elliptische Integrale, Theta-Funktionen, un-
endlich diinne Strahlenbiischel zweier Dimensionen nach Kummer, partielle
Differentialgleichungen.

Im Proseminar hat Kortum vor allem Anfangsgriinde der Determinantenlehre be-
handelt sowie die Jacobi-Transformation. '

b

Ansitze zur Ausdifferenzierung von Studienformen und Personalstruktur

Wihrend in den Naturwissenschaften in der zweiten Hilfte des 19. Jahr-
hunderts eine relativ rasche Vermehrung von Stellen — und zugleich eine innere
Differenzierung iiber den Ausbau von Assistentenstellen — fiir Wissenschaftler
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erfolgte, vor allem aufgrund wachsender Forschungsbediirfnisse, ist eine Stellen-
vermehrung in der Mathematik wesentlich langsamer und spiter erfolgt. Ansatz-
punkte solcher Verinderungen zeigten sich aber zuerst in den 1880er Jahren als
Folge von Verinderungen im Bildungsbereich: es fand, insbesondere nach der
Reichsgriindung, eine starke Ausweitung der hoheren Schulen statt: die Anzahl
der Schiiler wuchs betrichtlich, eine grofie Zahl neuer Schulen wurde gegriindet,
es bestand ein hoher Lehrerbedarf. Zugleich stieg die Zahl der Lehrerstudenten.
Diese steigende Zahl der Studenten und ihre verianderte soziale Zusammensetzung
machten eine stirkere Betreuung der Studenten notwendig: Uber das traditionelle
Vortragsseminar hinaus mufiten neue Studienformen entwickelt werden, in denen
auch jiingere Studenten effektiv angeleitet werden konnten. Das erforderte aber
nicht nur mehr Lehrpersonal, sondern auch zugleich eine Differenzierung in den
Lehrfunktionen — im Vergleich zu einem Vortragsseminar, das noch relativ leicht
von einem Lehrenden geleitet werden konnte.

Das auslosende Moment zur weiteren institutionellen Entwicklung vieler
Seminare, auch der mathematischen, ist 1885 eine Sparaktion des preuflischen
Kultusministeriums gewesen: Angesichts enorm gestiegener Studentenzahlen,
gerade auch in der Philosophischen Fakultit, sah man die Gefahr einer Uberfiil-
lung der Universitit und strich daher {iberall die Seminarprimien, um nicht auch
noch zum Lehrerstudium anzureizen3°). Da die gestrichenen Gelder aber prinzi-
piell den Seminaren weiterhin zugute kommen konnten, war es nun moglich, An-
trige zu ihrer neuen Verwendung zu stellen. Fiir das Mathematische Seminar
handelte es sich dabei um 750 Mark3'). Zusammen mit Antriigen fiir sechs wei-
tere Seminare iibermittelte der neue Kurator J. O. Gandtner, ehemals selbst
Mathematiklehrer, am 25. 3. 1885 dem Ministerium den Antrag des mathema-
tischen Seminars, der die neuen Bediirfnisse differenzierterer und intensiverer
Studienbetreuung verdeutlicht:

,,Es werden beantragt vom Mathematischen Seminar die Erh6hung des Bibliotheks-
fonds um 250,— Mark, die Annahme eines Biicherwarts gegen 200,— Mark jihrliche Remune-
ration sowie die Abhaltung und Leitung von Ubungen durch einen élteren Seminaristen gegen
300,— Mark jahrliche Remuneration. . . .

Die Funktionen der Senioren und Biicherwarte sollen nicht blo darin bestehen, die
Seminardirektoren in der geschiftlichen Leitung des Seminars zu unterstiitzen und die Semi-
narbibliotheken in Ordnung zu halten. Ihre Hauptaufgabe wird vielmehr die sein, die jingeren
Mitglieder des Seminars bei der Behandlung seminaristischer Aufgaben mit Rat zu unterstiitzen,
sie auf die einschligige Literatur aufmerksam zu machen und ihnen bei der Benutzung dersel-
ben an die Hand zu gehen. Zu diesem Zweck ist es erforderlich, da sie sich tidglich mindestens
vier Stunden im Seminar aufhalten. Es erscheint billig, sie hierfir zu remunerieren. . . .

30) Mit den periodischen Uberfiillungskrisen im deutschen Bildungssystem hat sich
intensiv ein von der DFG gef6rdertes empirisches Projekt beschiftigt, das auch erstmals in um-
fassender Weise die Frequenzen der einzelnen deutschen Universititen, Fakultiten und — so-
weit datenmifig zuginglich — auch von Fachstudien ab ca. 1800 bis 1942 ermittelt und aus-
gewertet hat. Vgl. [23].

31) 1875 war die preuische Wihrung von Taler auf Mark umgestellt worden. 1 Taler
entsprach 3 Mark. 1873 hatte das Kultusministerium, ohne daf} dafiir ein Antrag des Seminars
ersichtlich ist, dessen Etat um 80 Taler auf 300 Taler erh6ht, und zwar zugunsten der Primien
[1, Bl 83]. Allerdings hat die Seminar-Direktion ab etwa 1871 die Politik verfolgt, den Primien-
Etat nicht voll auszuschdpfen und die Uberschiisse fiir die Bibliothek zu verwenden.
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Endlich will ich nicht unterlassen, besonders hervorzuheben, daf ich aus den von den
betreffenden Seminardirektoren entwickelten Griinden ganz besonderen Wert auf die Schaf-
fung einer Assistentenstelle im philolog. Seminar und auf die Leitung von Ubungen durch einen
dlteren Seminaristen im mathem. Seminar lege.* [1, Bl. 121ff.].

Das Ministerium lehnte Antrige auf Assistenten ab und bewilligte aus-
nahmsweise den entsprechenden Antrag des philologischen Seminars, genehmigte
aber fir die Mathematik die Anstellung eines Biicherwarts, zusammen mit der
Erhohung des Bibliotheksfonds auf 400 Mark. Uber die Titigkeit der Biicherwarte
liegen keine Berichte vor, und da deren Besoldung aus dem allgemeinen Titel
»Insgemein* des Universititsetats erfolgte, der heute nicht mehr aufschliisselbar
ist, 1aft sich iiber die Praxis und die Personen dieser ersten offiziell anerkannten
Hilfsassistenten leider nichts aussagen.

In Bonn hat auch kein direkter Zwang vorgelegen, die geschlossene Insti-
tution Seminar fiir alle Studenten zu 6ffnen, wie es ausgehend von Miinster an
anderen Hochschulen der Fall war: In Miinster war nach 1891 eine Benutzungs-
gebiihr eingefiihrt worden, um den schmalen Bibliotheksetat aufzubessern, so
daB man an vielen Benutzern interessiert war [20, S. 30]. So betonten 1910 die
Bonner Mathematiker, der anderswo erfolgreich betretene Weg, durch Beitriige
der Seminar-Benutzer den Fonds zu erhdhen, sei in Bonn wohl nicht gangbar, da
schon die bisher erhobenen Schliisselgelder (1 bis 2 Mark pro Semester) von den
Studenten als sehr driickend empfunden wiirden. Immerhin wurden auch diese
Gelder fiir die Bibliothek benutzt: fiir Ersatzbeschaffungen [1, Bl. 165 ff.]. Offen-
bar war die Notlage in Bonn nicht so gro3, da das Seminar 6fters Zuschiisse aus
dem Titel ,,Insgemein* der Universitit erhielt.

Ansitze fur eine reale Differenzierung der Studienformen und eine Off-
nung des Seminarbetriebes sind erst nach 1904 festzustellen, also dem Jahr, in
dem eine vollstindige personelle Neubesetzung in der Bonner Mathematik statt-
fand. Lipschitz hatte zwar 1892 ein zweites Extraordinariat fiir Mathematik er-
reichen konnen, dessen Inhaber aber — seit 1896 L. Heffter — nicht an der
Seminar-Leitung beteiligt. Nach Lipschitz’ Tod 1903 stellte dessen Nachfolger
E. Study im April 1904 sofort, zusammen mit Kortum, den Antrag, Heffter
zum Mitdirektor des Seminars zu ernennen, um ,,die Einrichtungen des . . . Se-
minars zu erweitern und vielseitiger zu gestalten* [1, Bl. 140]. Nach Heffters
Wegberufung und Kortums Tod 1904 wurden die beiden Extraordinarien G. Ko-
walewski und F. London zu Mitdirektoren neben Study. Obwohl die Anzahl
der Seminarteilnehmer nun auf iiber 30 stieg3?), wurde bis 1907 der alte Seminar-
stil beibehalten: ,,Die Mitglieder hielten Vortrige iiber verschiedenartige Gegen-
stinde* ist eine typische Formulierung3?®). Der entscheidende Schritt zur Offnung

32) vgl. die Graphik mit den Frequenzen der Seminarteilnehmer und der Mathematik-
studenten in Bonn [20, S. 25). Die Zahlen {iber die Seminarteilnehmer beruhen auf einer von
der Bonner Quistur erstellten Statistik fir die Jahre 1900 bis 1910 [1, Bl. 177]. Die Angaben
der Seminardirektion fiir den gleichen Zeitraum in den Universititschroniken liegen um einiges
tiefer; offenbar ist dort das Proseminar bzw. die untere Abteilung nicht mitgezihlt worden.

33) Die jahrlich publizierten Chroniken sind u. a. im Archiv der Universitit Bonn zu-
ginglich.
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der Seminarform und der Ubergang zu intensiverer Betreuung erfolgte 1908: Im
Seminarbericht in der Chronik 1909 heifit es:

,,Das Seminar gliedert sich in drei Stufen.

Unterstufe: Ubungen im Anschluf} an die Anfingervorlesungen.
Mittelstufe: Vortrige der Teilnehmer iiber leichtere Aufgaben.
Oberstufe: Referate der Mitglieder iiber neuere Arbeiten.*

Diese neue Form ist im folgenden weiterpraktiziert worden, wie die Semi-
narberichte bestitigen. So heifdt es in der Chronik 1914: , Fiir die Unterstufe wur-
den Ubungen im Anschluf an die Vorlesungen veranstaltet*. Eine wesentliche
Ursache dieser Verinderungen der Studienformen diirfte in dem starken Anstieg
der Anzahl der Mathematikstudenten liegen: Von ca. 50 im Jahre 1898 auf 110
(1904) und 200 (1910) bis iiber 250 bei Kriegsausbruch3*). Allerdings hatte die
Verinderung der Seminarform noch nicht unmittelbar eine offizielle Differen-
zierung der Personalstruktur zur Folge: Die Korrektur der Ubungen machte zwar
einen Assistenten notwendig, aber — wie so viele Neuerungen im Universitétsbe-
trieb — wurde er zunichst privat finanziert, bevor er in ,,6ffentlichen* Status
iiberging: ,,Bis zum Jahre 1917 hat der verstorbene Geheimrat Professor Dr. Lon-
don einen Assistenten aus eigenen Mitteln bezahlt*, berichtete 1922 der Kurator
[1, Bl 244 v.]. Diese enge Verbindung Londons mit dem Ubungsseminar war
iibrigens nur dadurch méglich, da} er sich durch Study auf die Anfingervorle-
sungen beschrinken lie [14, S. 46].

Insgesamt ist in dieser Phase die schliefliche Verinderung des Seminars
angelegt. Sie wird bestehen in der Trennung der Studienform von der organisa-
torischen Untereinheit der Fakultit: Das Seminar wird zu einer normalen, jedem
Studenten zugingliche Veranstaltung neben den Vorlesungen; die organisatorische
Form dagegen entwickelt sich schlieflich zum mathematischen Institut, in dem
mehrere Wissenschaftler arbeitsteilig an der Ausbildung beteiligt sind.

Inhaltliche Differenzierung der Mathematik

Die Mathematik an den preuflischen Universititen hatte sich im Laufe
des 19. Jahrhunderts zunehmend auf die sog. reine Mathematik hin eingeengt,
trotz der nominellen Erwihnung der angewandten Mathematik in Universitéts-
Statuten. Eine Differenzierung in der Disziplin Mathematik wurde erst 1898 ein-
geleitet durch eine Verinderung in den Zielen der Lehrerausbildung in Mathema-
tik an den Universititen: Auf Initiative von F. Klein hin wurde neben der bis-
herigen Lehrbefihigung fiir Mathematik eine zweite fiir angewandte Mathematik
eingefiilirt, mit den Teilgebieten: darstellende Geometrie, Geodisie und Tech-
nische Mechanik. Diese Studienziel-Differenzierung ist der Ausgangspunkt fiir
die Institutionalisierung der angewandten Mathematik geworden. So ist in G6t-
tingen mit C. Runge 1904 erstmals ein Ordinarius fiir angewandte Mathematik

34) Diese Zahlen beruhen auf einer Schitzung von mir, da die Statistik zu dieser Zeit
noch nicht die Ficher trennte, vgl. [20]. Auch die Quiistur erklirte 1910, sie kénne nicht die
Mathematik- von den Naturwissenschaftsstudenten unterscheiden.
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auch in Bonn in der zweiten Hilfte der 1920er Jahre zu einer Offnung zu den An-
wendungen hin. Ansatzpunkt war der Zeichensaal, der 1901 als erste Reaktion
auf die neue Priifungsordnung eingerichtet worden war, um Ubungen in darstel-
lender Geometrie zu ermdglichen. Durch mehrfache Sonderzuweisungen war

eine Modellsammlung aufgebaut worden, und 1912 konnte man in einen giinstiger
gelegenen Raum umziehen [6]. Andererseits bestand kein fester Etat. Erst mit der
,,Denkschrift* vom 30. 6. 1928 wurde eine gemeinsame Anstrengung der Fakul-
tit unternommen, um die Verhiltnisse zu verbessern: zur Einrichtung eines ,,Ma-
thematischen Praktikums*, auf 30 Teilnehmer berechnet, wurde eine hohe ein-
malige Zuweisung zur Erstausstattung beantragt sowie ein kleiner Etat zur In-
standhaltung der Instrumente und Weiterfithrung der Biicherei [1, Bl. 292 ff.]3¢).
Beide Antrige wurden genehmigt. Schon zuvor hatte H. Beck, der den Aufbau
der angewandten Mathematik betrieb, die Zuteilung von Assistentenmitteln er-
reichen konnen37).

Differenzierung der Personalstruktur: Einstellung von Assistenten

Die Personalstruktur am Mathematischen Seminar schien sich nach 1917
zunichst eher nach oben hin zu vereinheitlichen als sich zu differenzieren: Das
Extraordinariat Londons wurde 1917 bei der Berufung von H. Hahn in ein etat-
mafiges Ordinariat umgewandelt, und der Geometer H. Beck, 1917 als aufier-
ordentlicher Professor berufen, erhielt 1921 ein persénliches Ordinariat3®), so
dafd drei faktisch gleichberechtigte Professoren lehrten, und daneben nur ein bis
zwei Privatdozenten. Andererseits muf es eine grofiere Anzahl von, vermutlich
unbesoldeten, Hilfskriften gegeben haben — zusitzlich zu dem seit 1885 besol-
deten Biicherwart — und ausgehend von der Seminarbibliothek als institutionel-
ler Basis. Denn die 1915 dem Ministerium eingereichte Benutzungsordnung der
Bibliothek sah eine werktigliche Offnungszeit ,,von 8 Uhr morgens bis 8 Uhr
abends* vor, also 72 Stunden in der Woche [1, Bl. 233]. 1919 wird dagegen fir
,»den Biicherwart des Seminars, Frl. Elise Schwarz‘, eine Semester-Arbeitszeit
von 100 Stunden, also ca. 4 Stunden pro Woche veranschlagt.

Eine grundsitzliche Verinderung dieser Situation, in der die notwendige
Assistententitigkeit nicht als 6ffentliche Aufgabe anerkannt war, ergab sich wie-
derum durch Verianderungen in der Lehrerausbildung, und zwar durch eine wei-
tere notwendige Intensivierung des Studiums aufgrund stindig steigender Stu-

36) Es war sogar iiberlegt worden, der so ausgebauten Einrichtung den Namen ,,Seminar
fiir angewandte Mathematik* zu geben (ibid.).

37) Eine spezialisierte Professur fiir angewandte Mathematik ist in Bonn aber erst 1958
besetzt worden.

38) [14,s. 45’]._ Allerdings auf S. 46: 1919. Bei den persénlichen Ordinariaten handelte
N e ——S—

—
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das mathematische Seminar* zu stellen. Das Ministerium notierte sich zwar:
,Dieser Antrag kann abgewendet werden*‘, doch im Mai 1922 sah es gute Chan-
cen, beim Finanzministerium durchzukommen, und forderte die Universitit auf,
einen neuen ausfiihrlichen Antrag fiir eine planmifige Assistentenstelle einzu-
reichen [1, Bl. 238ff.]. Interessant ist die Formulierung des Ministeriums, daf}

der Assistent ,,dem Mathematischen Seminar* zugeordnet werden soll; d. h. daf
das Seminar hier bereits als die, die ganze Mathematik umgreifende, institutio-
nelle Form angesehen wird — faktisch also als Institut. Der Antrag vom 18. 6. 1922
schilderte die Notwendigkeiten des Lehrbetriebs in der Weise, wie wir sie auch
heute kennen, wie sie fiir Bonn insgesamt aber noch neu war:

,»Es liegt in der Art des mathematischen Unterrichts begriindet, daf ein erfolgreicher
Unterricht durch reine Vortragstitigkeit nicht mehr erteilt werden kann; das Hauptgewicht
muf} auf Ubungen gelegt werden, die den dargebotenen Stoff verarbeiten und wie in keinem
anderen Fache die Gewihr geben miissen, da} der schwierige Lehrgegenstand von den Studie-
renden auch verstanden worden ist. Ganz besonders gilt dies von dem mathematischen Rech-
nen, der analytischen und der darstellenden Geometrie. Bei der Belastung der Dozenten ist
die Abhaltung solcher Ubungen ohne erfahrene Assistenten, die schon eine gewisse Lehrpraxis
besitzen, ganz unmoglich.*

Dazu wurde eine Statistik der Zahl der Ubungsteilnehmer zwischen 1918
und 1922 beigelegt: zwischen 100 und 290. Der Antrag unterstreicht die Funk-
tion der Nachwuchsférderung der Stelle, die nicht als Gegensatz zu ihrer Nicht-
Befristung gesehen wird:

,»Auch ist nur durch die Errichtung planmiBiger Assistentenstellen die Méglichkeit
gegeben, Privatdozenten fiir die mathematische Wissenschaft zu gewinnen, an denen es seit
einem Jahrzehnt ginzlich fehlt.* [1, Bl. 243ff.].

Diesem Antrag war nun endlich Erfolg beschieden, allerdings erst nach
einer zusitzlichen direkten Intervention Studys und lediglich in Form eines
»auflerplanméfigen Assistenten® [1, Bl. 246f.]. Die Stelle war zwar ,,dem ma-
thematischen Seminar** bewilligt, doch bei der konkreten Zuordnung zeigten
sich sofort Spannungen im Lehrkorper. Das Ministerium forderte nimlich in
seinem Bewilligungsschreiben vom Oktober 1922, dafl von den neuen Mitteln
die zuvor fiir 1922 bewilligten Hilfskraftmittel abgezogen werden miifiten. Der
Kurator widersprach dieser Forderung: diese Mittel seien fiir die Ubungen Becks
in darstellender Geometrie eingesetzt worden, der neue Assistent solle aber ,,vor-
wiegend* von Study ,,in Anspruch genommen werden®. Bei der ,,Verschieden-
heit* der Facher Becks und Studys und ihrem ,,auferordentlich gespannten Ver-
héltnis* sei eine Teilung des Assistenten in seinen Funktionen nicht realisierbar.
Zugleich miiiten aber beide Funktionen wahrgenommen werden:

,»90 willkommen die Anstellung eines Assistenten sein mag, der in erster Linie dem
Professor Dr. Study zur Verfiigung steht, so wiirde doch die Entziehung der Assistenzkrifte
fur den Unterricht in der darstellenden Geometrie bei der Eigenart dieser Lehrficher die Fort-
setzung der Vorlesungen des Professors Beck ganz unméglich machen.* [1, Bl. 248 v.].

Der Kurator schlug daher eine faktische Stellenteilung vor durch Vorab-

Abzug der Beckschen Hilfskraftmittel vom Gehalt der Assjstentenstelle. was
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Es ist Toeplitz gelungen, Studienformen zu entwickeln, die auch unter den Be-
dingungen des Massenstudiums eine effektive Anleitung der Studierenden und
Kontakt mit den Lehrenden sicherten*?). Toeplitz war in vielfacher Hinsicht ,,ein
echter ,Gottinger* “ wie ihn Behnke charakterisiert hat [8a, S. 112]. Er hat mo-
derne Arbeitsmittel in den Studienbetrieb eingefiihrt: Im September 1929 er-
reichte er die Anschaffung eines ,,Rotafixvervielfiltigungsapparats*, mit dem
nicht nur die Ubungsaufgaben in technisch wesentlich einfacherer Weise reprodu-
zierbar waren, sondern zugleich schon erste Formen von Skripten ausgegeben
werden konnten. Mit ausdriicklichem Hinweis auf Erprobungen in Gottingen
schreibt Toeplitz:

,»Wir kénnen zu unseren Vorlesungen dann lingere Formelserien den Studenten in
Abziigen in die Hand geben, die wir jetzt zeitraubenderweise an die Tafel schreiben miissen
und die in den hinteren Reihen der iiberfiillten Auditorien nicht mehr ordentlich gelesen wer-
den konnen, so daf die Horer dauernd sinnentstellende Fehler in ihren Nachschriften haben
und durch die Unklarheiten des Abschreibens im Zuhéren behindert sind* [1, Bl. 321].

Auch noch in weiterer Weise wurde der Seminarbetrieb professionalisiert:
Es hatte bislang keine Sekretirin fiir die Mathematik gegeben. In der Berufungsver-
einbarung vom 19. 10. 1927 hat Toeplitz erstmals die ,,Anstellung einer Schreib-
hilfe* erreicht [1, Bl. 277]. Faktisch waren damit die Grundziige eines modernen
Institutsbetriebs hergestellt worden*4).

Toeplitz brachte aber nicht nur in wissenschaftsorganisatorischer Hinsicht
,,Gottinger* Geist nach Bonn, sondern vor allem auch durch inhaltliche Innova-
tionen. Dazu zihlt die Offnung zu den Anwendungen hin, die sich in der ,,Denk-
schrift* vom Sommer 1928 und der nachfolgenden Institutionalisierung eines
Etats fur die angewandte Mathematik dokumentiert (vgl. oben), insbesondere
aber die Etablierung von Didaktik der Mathematik und Geschichte der Mathema-

tik als neuen Schwerpunkten des Bonner Seminars. Es ist bekannt, wie intensiv
F. Klein in Gottingen sowohl Didaktik wie Geschichte der Mathematik gefordert
hat. Toeplitz ging aber noch weiter als Klein, indem er diese Disziplinen mit in
seine Arbeitsrichtungen aufnahm. Toeplitz hat diese selbst bei seiner Berufung
nach Bonn in seinem Lebenslauf so charakterisiert:

»Daneben tritt in den letzten Jahren eine umfangreiche Arbeit an der Historie und
Didaktik der Mathematik an Schule und Hochschule, deren Tendenz es ist, den Unterricht
durch eine genetische Entwicklune der Beeriffe und_Fragestellupgen zu vertiefen nnd zn he-

—
x

43) Vgl. die Beschreibung Behnkes [8], S. 50ff., insbesondere S. 52, sowie die Schil-

E:len]mg des ,,Sdngerwettstreits*‘ zwischen dem Bonner und dem Munsteraner Obersemmar
8a 112,

44) Die formale Umbenennung des Mathematischen Semmars in ,,Mathematisches In-
stitut** erfolgte in Bonn, im Unterschied zu den iibrigen preuﬁuschen Seminaren, erst nach dem
Zweiten Weltkrleg 1955, beim Umzug vom Hauptgebidude in den Neubau Wegelerstrafie 10.

45) Elgenhandlg geschriebener Lebenslauf von O. Toeplitz im Stammbuch der Philo-
sophischen Fakultit der Universitit Bonn (Nr. 244). Eine Durchschrift der, wahrscheinlich von
Behnke angefertigten, maschinenschriftlichen Abschrift ist im Besitz des IDM Bielefeld, Be-
stand Dokumentation.
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Toeplitz hat daher eine dritte Abteilung des Bonner Seminars eingerichtet:
fur Historie und Didaktik der Mathematik. In seiner Berufungsvereinbarung hat er
ihr bereits einen eigenen Etat von 300 RM jihrlich zur Literaturbeschaffung ge-
sichert, sowie einen ,,besoldeten Lehrauftrag fiir Mathematik unter besonderer Be-
riicksichtigung ihrer Geschichte und Didaktik*. Diesen Lehrauftrag lieR er dem
bisher in Halle titigen Privatdozenten E. Bessel-Hagen iibertragen. Eine lingere
Wirksamkeit in Bonn war Toeplitz versagt, da er bereits Ostern 1933 vom NS-
Staat seines Amtes enthoben wurde.

Eine wesentliche Ausweitung iiber den Stand vom Ende der 1920er Jahre
hinaus ist in Bonn erst ab der zweiten Hilfte der 1950er Jahre erfolgt. Die Ent-
wicklung der Mathematik in Bonn erweist sich damit als die einer typisch geistes-
wissenschaftlichen Disziplin, mit der Lehrerbildung als institutioneller Basis.
Behnke hat in einem Bericht iiber seine Zusammenarbeit mit Toeplitz in der
Lehrerbildung hervorgehoben, daf} dies ein echtes und nicht nur vordergriindiges
Ziel war:

,»Auf den Gedanken, daf ein erheblicher Teil unserer uns enger verbundenen Studen-
ten in der Industrie Beschiftigung suchen sollte oder an die Hochschulen des In- und Auslandes
gehen wiirde, kam damals noch keiner von uns beiden.* [8, S. 53]

Allerdings ist die Entwicklung in Bonn lange Zeit ,,konservativ‘‘ erfolgt
und nicht offen gegeniiber neuen Anforderungen aus dem Bereich der Anwen-
dungen — wie es das Beispiel Studys 1904 zeigt, der die Lehrerbildung vorschob,
un einen Ausbau der angewandten Mathematik abzulehnen. Obwohl Bonn lance

[,

Zeit mehr Mathematik-Studenten hatte a_ Is Gottingen — so der Bonner Kurator
1922 —, ist in Bonn nur ein minimaler Ausbau der Wissenschaftlerstellen erfolgt,
wihrend in Gottingen eine ganz enorme Ausweitung stattfand.
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Jacobis Tripelprodukt-Identitiit und n-Identititen
in der Theorie affiner Lie-Algebren®

Erhard Neher, Miinster

Der vorliegende Artikel beschreibt die historische Entwicklung von Eulers
Pentagonal-Zahlen-Satz iiber die Jacobische Tripelprodukt-Identitit zur Nenner-
Formel firr affine Lie-Algebren und erldutert die daraus abgeleiteten Macdonald-
schen n-Identititen. Damit soll dem Leser eine Einfithrung in die Theorie affiner
Lie-Algebren gegeben werden.

Eine genaue Inhaltsangabe findet der Leser jeweils zu Beginn der einzel-
nen Paragraphen.

§1 Eulers Pentagonal-Zahlen-Satz und Jacobis Tripelprodukt-Identitit

Wigndiutaen 2wad klissiscbaEBesohninge so- additivan Zahlanthentip: F u‘ﬂﬂmg! ‘
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Die Werte werden jedoch schnell sehr groff ([2] Table 14.1):
n |15 |20|25 |3o |4o |50 |1oo

p(n) l 176 l 627 | 1958 | 5604 | 37 338 I 204 226| 190 569 292
und wachsen ins Astronomische, z. B.
p(200) = 3 972 999 029 388.

Diese Zahl wurde 1918 von MacMahon berechnet (Tabelle am Ende von [20]).
Tatsdchlich gilt fiir die Grofenordnung von p(n) die Asymptotik

1 2
(1.1) p(n)~mexp (1r ?n'

’

eine Formel, die in der eben erwihnten Arbeit [20] von Hardy und Ramanujan
bewiesen wurde. Bis dahin war aber ein weiter Weg, den wir hier teilweise verfol-
gen wollen. Der erste mit allgemeinen Resultaten iiber Partitionen war Euler. In
seiner berithmten ,,Introductio in analysin infinitorum* ([13]) zeigt er den

Satz 1.1. Fiir |q| <1 gilt
1.2y JI d-g»'= ¥ pn)q",

nz1 n=>0
wobei p(0) = 1 gesetzt wird.

Lo - s ot s~

LY |

oder [3] Theorem 14.2. An dieser Stelle sei nur eine Beweisskizze angegeben:
Jeder der Faktoren 1af3t sich in eine geometrische Reihe verwandeln
(1=q'= ¥ q*

k20

Man macht sich nun klar, daf fiir das Produkt der ersten m Faktoren gilt

m
[I Ad=g)'= ¥ pmk)g"
n>1 k>0
wobei py(k) die Anzahl der Partitionen von k bezeichnet, deren Summanden alle
< m sind. Offenbar gilt p,,(k) = p(k) fiir m >k, so dafl im Limes die behauptete
Identitit folgt. O

Satz 1.1 ist ein Paradebeispiel eines allgemeinen Prinzips, das von Euler in

Aia 7Zahlanthoantia otmantiithet xxrmtemda 72T 7I10 T locme el dle e d® 1 Y. 2.2a%
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Satz 1.2 ([57] (3.14)). a) Ist u(n) die Anzahl der Partitionen von n in
ungerade Summanden, so gilt

13) [l d-g*®!= ¥ un)q"
n>1 n>0
b) Ist v(n) die Anzahl der Partitionen von n in verschiedene Summanden, so gilt
(14 [] A+gM)= Y vin)q"
n>1 n>0
Wegen
1-q* 1-q* 1-q¢* 1 1
—l—q l—qz 1_q3-c-_l_q 1—q3...

A+ +q?)...

folgt nun sofort das iiberraschende
Korollar 1.3. Es gilt u(n) = v(n).

Nachdem wir Reihen-Entwicklungen fir [] (1 —q®)'und [] (1 +q") kennen,
n>1 n>1
betrachten wir nun [] (1 —g"). Man berechnet elementar
n>1

(1.5) [l A-qh=1-q-q’+q°+q"~q?~q¥+q?+q*~...

n>1
An diesem Entwicklungs-Beginn 143t sich das allgemeine Bildungsgesetz der Rei-
hen nicht ohne weiteres ablesen, und Euler, der sich dafiir interessierte, hat wohl
mehr Terme berechnet, bis er in einem vom 10. November 1742 datierten Brief
an N. Bernoulli das folgende Resultat angab:

Satz 1.4 (siehe z. B. [3] Satz 14.3). Fiir |q| <1 gilt

(1.6) n (1-gM)=1+ Z (_1)n(q(3n2—n)/2 +q(3n2 +n)/2)

n>1 n>1
Auf die Beweise dieses Satzes werden wir weiter unten eingehen. Hier soll zunichst
einmal das Ergebnis betrachtet und interpretiert werden. Wir haben es offenbar
mit folgenden beiden Reihen zu tun

Z (_l)nqw(n) und Z (_l)nqw(—n)’
n21 n>1

wobei wir die Abkiirzung
1
w(n) = 5 (3n%?—n)

verwendeten. Es ist nun bemerkenswert, daf} die Folge der Zahlen (w(n); n = 1)
=(1, 5,12, 22, 35, ...) bereits den alten Griechen bekannt war ([12] Seite 1).
Nach Pythagoras erhilt man nimlich die Zahlen w(n), indem man regelméfiige
Fiinfecke, deren Kantenldnge jeweils um eine Lingeneinheit zunimmt, unterein-
anderlegt und die Lingen der sichtbaren Seiten zéhlt:
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.o@@

1 1+4=5 1+4+7=12 144+7+10=22

Wegen dieses Konstruktionsprinzips nennt man die Zahlen w(n) und w(—n)
Pentagonal-Zahlen, und diese Bezeichnung gab dann auch Satz 1.4 den Namen
Pentagonal-Zahlen-Satz.

Eulers Interesse am Pentagonal-Zahlen-Satz 14t sich vielleicht so erkliren:
Er kannte bereits (1.2), also
ma- q")}“‘ = 3 pg’,

n>1 n>0
und ihm war klar, daB eine Reihen-Entwicklung

[T a-qm= X nn)q"
n>0

n>1

tcge;; 1=] ¥_p(n)q")
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gilt; in (1.9) ist wy, i eine wohlbestimmte 24. Einheitswurzel, deren Auftauchen
durch die Theorie der Modulfunktionen ,,erklirt* wird (vgl. [52] § 1). Zur For-
mel (1.8) ist zu bemerken, daf der Haupt-Term der Summe der Summand fiir

k = 1 ist, welcher dieselbe Asymptotik wie p(n) hat — siehe (1.1). Die Bedeutung
dieser Formel liegt darin, daf sie nicht nur das asymptotische Verhalten von p(n)

beschreibt, sondern p(n) genau bestimmt, sofern O(n~14) < %, d. h. sofern n

geniigend grof ist (leider war die Konstante in O(n~'/#) nicht bekannt). Durch eine
Verfeinerung der Farey-dissection bewies Rademacher im Jahr 1937, daf sich
durch eine dhnlich gebaute Formel p(n) sogar genau darstellen Lt ([55]):

1
vou) |,

wobei Ag(n), A, und C die oben definierten Werte annehmen. (Ein Beweis dieser
Formel findet sich z. B. auch in [4] Chapter 5.) Eine genaue Untersuchung der
A (n) ermoglichte es dann Lehmer, mit dieser Formel p(14.031) zu bestimmen
und damit die von Ramanujan gedufierte Vermutung

p(14.031) =0mod 114

zu bestitigen ([33]). Formeln vom Typ (1.10) fiir allgemeinere Partitionenpro-
bleme wurden spiter von Petersson im Rahmen der Theorie von Modulfunktio-
nen bewiesen ([53]). Andere Entwicklungen der Theorie der Partitionen finden
sich z. B.in [2].

Nach diesem Exkurs iiber p(n) wollen wir zum Eulerschen Pentagonal-
Zahlen-Satz zuriickkehren und einige Anmerkungen zu den existierenden Bewei-
sen machen. Wie gesagt, Euler hat diesen Satz 1742 in einem Brief an N. Bernoulli
angegeben. Einen Beweis dafiir — eine trickreiche Induktion — hat er erst spiter
gefunden. Er ist z. B. in [56] § 98 nachzulesen. Ein bemerkenswerter kombinato-
rischer Beweis, welcher die graphische Darstellung von Partitionen durch Gitter-
punkte benutzt, wurde 1881 von Franklin gefunden ([15], dargestellt z. B. in
[3] 14.5). Einen weiteren Beweis hat 1951 Shanks angegeben ([58], dargestellt in
[3] 14.4). Der ,,richtige* Beweis jedoch verliuft wohl so, dafd man (1.6) als Spezi-
alfall einer viel allgemeineren Formel auffafit, welche 1829 von Jacobi in seiner
beriihmten ,,Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum*‘ bewiesen wurde
([22] S. 234). Es ist dies die sogenannte Jacobische Tripelprodukt-Identitit,
welche im folgenden Satz ausgedriickt ist:

(1.10) p(n) = \/— > Ak(n)\/_ [x;lsinh
k 1

Satz 1.6. Fiir komplexe Zahlen q, z mit |q| <1 und z # 0 gilt
(1-1 1) I‘[ (1 —_ q2n)(1 + q2n—lz)(1 + qzn—lz—l) = Z qnzzn

n=1 nez
Wir skizzieren den sehr schonen Beweis, der in [56] 78 wiedergegeben ist: Man
bemerkt zunichst, daf die rechte Seite von (1.11) die bekannte Theta-Funktion
35(z; q) ist. IThre Nullstellen, die sich wegen der Giiltigkeit der Theta-Transforma-
tionsformel leicht berechnen lassen, sind —q** ™!, n € Z. Genau dieselben Nullstel-
len hat nach Konstruktion die in C* holomorphe Funktion

F(z)= [] (1 +q@™ '2)(1 +q*™ !z
n=>1
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Mit z = exp (2miv) und f(v) := F(z) folgt deshalb, dal der Quotient ¥;(v; q)/f(v)
eine ganze Funktion (in v) ist. Nun stellt man aber auflerdem fest, daf der Quo-
tient elliptisch und daher eine Konstante ist, d. h. unabhéngig von v. Man kann
also 9, auf folgende Weise darstellen:

Oxz; = ¥ 2" =T(@ [I (1+q* ‘21 +g*"'z7).

neZ n>1

Es ist nun nur noch fiir
G@=T@/ [T (-
n=1

die Gleichung G(q) = 1 zu beweisen. Wegen G(0) = 1 folgt dies, indem man zeigt,
daB G(q) = G(q*) = G(q') = . . . = G(q"), r = 4, gilt. a
Einen weiteren Beweis fiir Satz 1.6 sowie Verallgemeinerungen findet der
Leser in [2] Chap. 2. Auf eine ganz andere Beweismethode gehen wir weiter unten
ein. Zuerst wollen wir jedoch angeben, wie man aus der Jacobischen Tripelprodukt-
Identitit den Eulerschen Pentagonal-Zahlen-Satz erhilt, denn dies war ja unsere
Motivation fiir diese Identitit: Fiir eine natiirliche Zahl m substituieren wir dazu
in (11.11) 2™+ 1 fiyr q und —q*/2(* ™) fiir z und erhalten unmittelbar das

Korollar 1.7 (siehe auch [2] Chapter 2). Fiir |q| <1 und m € N gilt

l"[ (l_qn(m+l))(1_qn(m+1)—m)(l__qn(m+l)—1)
(1.12) n>1_ Y (~1)rgnrtatm+ D-m+1)/2
nez

Fiir m = 2 geht (1.12) in die Formel (1.6) des Eulerschen Pentagonal-Zahlen-
Satzes iiber, und fiir m =1 folgt

wq)?

13) === ¥ (=)™

(1.13) A) néz( )’q

mit

(1.14) (@)= f>l (1-q"
n 1

Die Identitit (1.13) wird Gauf} zugeschrieben ([2] Corollary 2.10).

Wir kommen nun zur zweiten Beweismethode fiir Satz 1.6. Dazu bemer-
ken wir, daf} die Voraussetzung |q| < 1 nur dazu dient, die Konvergenz des unend-
lichen Produktes bzw. der unendlichen Reihe zu garantieren. Die wesentliche Aus-
sage ist jedoch die rein algebraische Identitidt (1.11) — hat man einmal diese be-
wiesen, so kann man sich danach leicht iiberlegen, in welchen Bereichen die linke
und die rechte Seite konvergieren. Dies fiihrt einen dazu, (1.11) als Identitit im
formalen Potenzreihenring in der Unbestimmten q iiber dem Ring 2(z, z™!) auf-
zufassen. In diesem Rahmen wird (1.11) in [56] 100 bewiesen. (Es sei ganz kurz
an die Definition eines unendlichen Produktes im Potenzreihenring R[[q]] iiber
dem Ring R erinnert: in R[[q]] kann ein unendliches Produkt [] P;von Potenz-
reihen P; nur gebildet werden, falls i>1

Pi=1+ af.ii) "i + hohere Terme
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und n; = oo fiir i = oo, In diesem Fall gilt [|[ P;=P, wenn fiir jedes n € N die
i»1
Kongruenz [] P;=P mod q" erfiillt ist.)
i>1 _
Fiir die weitere Entwicklung ist nun eine zu (1.11) 4dquivalente Formel

giinstiger. Setzt man nimlich dort q =\/uv,z=— :,—1, so folgt

Satz 1.8 ([56] 100). Im formalen Potenzreihenring Z[[u, v]] gilt
(L.15) J] (A —u™™)(1 —u" W) (1 —u%" )= Y (=1)rure+D2yn(-1)/2

n>1 neEZ

Wir wollen noch eine weitere Folgerung aus der Jacobischen Tripelpro-
dukt-Identitit ziehen — eine Identitat fir die Dedekindsche n-Funktion
(1.16) n(q) :=q"p(@)=q"* [] (1-q".

nz1
Diese Identitit wird Jacobi zugeschrieben (siehe [54] (2.20)).
Korollar 1.9. Es gelten die Identititen

(1.17) ¢(@3%= ¥ (—1)"@2n+ 1)q@*1r2
n>0

(1.18) (@)= ¥ nq",
neZ
n=1(4)
Im Hinblick auf spitere Verallgemeinerungen geben wir einen Beweis, der von
(1.15) ausgeht, d. h., wir sehen (1.17) bzw. (1.18) als Identitat in Z[[q]] bzw.
Z[[q"/*]] an.
1. Schritt: Wir dividieren (1.15) durch 1 — v und erhalten
[T (1 —urv™)(1 —uv**1)(1 —uv~ 1)
n>1

=1+ 2 (_._l)nun(n+l)/2vn(n—l)/2A(v)
n>1

1 2n
mit A(v) = = (1-vy= ¥ vk
k=0

2. Schritt: In dieser Identitit spezialisieren wir u = q, v —> 1 und erhalten
unmittelbar (1.17). (Man beachte, da diese Spezialisierung in (1.15) nicht mog-
lich ist, sondern erst nachdem wir durch 1 — v dividiert haben.)
3. Schritt: Um von ¢(q)®zu n(q)? zu kommen, multiplizieren wir (1.17) mit
q'/8. Dies ergibt
n(q)3 = Z (-1)"(2n + l)q(2n+ 1)2/8
n>0

= Y ng®f- Y ng"f= ¥ nq¥® O
n>1,n=1(4) n> 1,n=334) nEZ,n=1(4)
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§2 Interpretation der Jacobischen Tripelprodukt-Identitit im Rahmen von
affinen Lie-Algebren

Wir zeigen, wie sich die Jacobische Tripelprodukt-Identitit mit Hilfe der einfachsten
affinen Lie-Algebra interpretieren lifit. Wir exemplifizieren dabei eine allgemeine Theorie, die
in unterschiedlicher Allgemeinheit und mit oder ohne Beweis in [25], [34], [40] und [50] dar-
gestellt wird — siehe auch [61].

Bekanntlich versteht man unter einer Lie-Algebra einen Vektorraum V
iiber einem Korper K zusammen mit einem Produkt, also einer bilinearen Abbil-
done [,.]: VX V=>V:(x,y)~>[xy]= (ad x)(y),
welche die beiden Identititen
2.1) [xy]=-[yx] ' (Antikommutativitit)
(2.2) [[xylz] +[[yz]x] +[[zx]y]=0 (Jacobi-Identitit)

fiir alle x, y, z € V erfiillt. Bei uns wird immer K = C gelten.
In diesem Paragraphen starten wir mit

a b

g:=s22,C):= ‘(c _a);a,b,CEC].

Dieser 3-dimensionale C-Vektorraum ist zusammen mit dem iiblichen Kommuta-
tor-Produkt [xy] = xy — yx eine Lie-Algebra. Man iiberlegt sich leicht, daf s&(2, C)
im folgenden Sinne einfach ist: Ist I C g ein Teilraum mit [Ig] C I, so folgt I=0
oder I = g. Eine Tabelle aller einfachen endlich-dimensionalen Lie-Algebren iiber C
werden wir im nichsten Paragraphen angeben. In der Theorie einfacher endlich-
dimensionaler Lie-Algebren iiber C (siehe z. B. (6], [21] oder [23]) zeigt man die
Existenz von ,ausgezeichneten* Zerlegungen, den sogenannten Wurzelraum-Zer-
legungen. Um eine solche Zerlegung fiir s(2, C) zu konstruieren, definieren wir

SRCTITRTNCE)

Man verifiziert dann die Relationen
[hies] = 2e,, [he_]=-2e_, [ese_]=h,.

(Die Basis (h,, e,, ¢.) ist ein Beispiel fiir eine sogenannte Chevalley-Basis.) Wir
setzen
h=Ch,, g,=Ce,, g_=Ce_.

Eine Wurzelraum-Zerlegung ist dann
g=heg,eg.

Sie ist in unserem Beispiel durch folgende, offensichtlich giiltige Eigenschaften
charakterisiert:

(2.3) Fiir jedes h € hist die Linksmultiplikation ad h ein halbeinfacher Endo-
morphismus von g.

(2.4) Die Teilraume g, sind die gemeinsamen Eigenriume der h € h.
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Ausgehend von g = s€(2, C) konstruieren wir nun eine weitere Lie-Algebra.
Dazu beachten wir zunichst, da die 2 x 2-Matrizen mit Spur Null auch dann eine
komplexe Lie-Algebra bilden, wenn die Koeffizienten der Matrizen nicht in C,
sondern in einer assoziativen Algebra iiber C liegen. Wir wihlen hier die Algebra
der komplexen Laurent-Polynome C[t, t™!] in der Variablen t, betrachten also

s(2, Clt, t™'D=C[t,t™']® g.

Im zweiten Schritt addieren wir zu sf(2, C[t, t™!]) eine Dimension
g=(Clt,t'1eg)eCz

und definieren auf g eine Lie-Algebra durch

(2.5) [thex,t"®y]=(t"""® [xy]) ® mdy, o Spur (xy)z

fir x, y € g und

(2.6) [z, 81=1[4,2]=0.

(g ist ein Beispiel einer sogenannten zentralen Erweiterung von C[t, t™1] ® g; die
Bedingung (2.6) besagt, daf z ,,zentral* ist. Tatsichlich ist Cz das Zentrum von g.)
Im dritten Schritt addieren wir nochmals eine Dimension zu g, bilden also

g=(C[t,t']® g) ® Cz & Cd.

Dieser C-Vektorraum wird durch (2.5), (2.6) und die folgenden beiden Definitio-
nen (2.7) und (2.8) zu einer Lie-Algebra:

Q2.7 [d,t"ex]=mt"ex=—[t"ex,d] firxEg,
(2.8) [dz] =0 = [zd].

d -
(Auf t™ ® x operiert also d wie der Differentialoperator t —.| Man nennt g die

dt’
affine Lie-Algebra (vom Typ 1) zu g=s2(2, C).
Analog zum endlich-dimensionalen Fall werden wir jetzt g beziiglich einer
geeigneten Familie halbeinfacher Endomorphismen zerlegen. Wir identifizieren g
mit 1 ® g und setzen

h:=he CzeCd.

Mit (2.3), (2.5)—(2.8) folgt sofort: {ad fl; he ‘:I.} ist eine Familie halbeinfacher
Endomorphismen, welche paarweise kommutieren, Zur Beschreibung der simul-
tanen Eigenraum-Zerlegung definieren wir fir o« € h*

3o ={XEG; [ﬁ, x] = o(f)x fur alle h € h}

und nennen g, einen Wurzelraum und o eine Wurzel, falls g, # 0. Weiter seien
o; € h* definiert durch

agth) ==2, oayz)=0, ayd)=1,
ah)= 2, a(z)=0, od)=0.
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Dann folgt leicht
Lemma 2.1. Die Wurzelriume von g sind
t“@ge=§m°+(n+e)al, €e=t1,n€Z,
t"® N = Gniag+ay)s n€Z-{0}.
Insbesondere gilt
g=he I _g,

aE€R
mit R= {nog+(n+e)a;;n€Z,e=+1} U {n(ay + a,); n € Z\{0}}.
Man nennt R das Wurzelsystem von g beziiglich h. Es lafit folgende Struk-
tur erkennen:

Jede Wurzel « € R ist eine ganzzahlige Linearkombination der beiden
(2.9) Wurzeln oy und oy, wobei entweder alle Koeffizienten nicht-negativ
oder alle nicht-positiv sind.

D. h., definieren wir die positiven Wurzeln als
(2.10) R,=1{n(ag+a,), (n— 1)oq +nay, no + (n — 1)ay; n € N)},
sogilt R=R,U-R,.
Wir betrachten nun den formalen Potenzreihenring Z[[u, v]] und fiihren die
Abkiirzung
e(— (rap +say)) =uv*  (r,sEN)
ein. Dann erhélt man unmittelbar aus (2.10) folgende Gleichung in Z[[u, v]]:
2.11) [l d-e-a)= [T (1—uv*)(1 —u"ty")(1 —uy"" 1),

aE€R nz1

Damit haben wir die Produktseite der Jacobischen Tripelprodukt-Identitit in
der Form (1.15) im Rahmen affiner Lie-Algebren beschrieben!! Es ist klar, daf}
man jetzt versucht, auch die in (1.15) vorkommende Summe mit affinen Lie-
Algebren zu beschreiben. Dies geht so: Wir definieren

ho=—h1+ZEg.

Dann gilt o;(h;) = 2 fir i = 0, 1, und wir kénnen deshalb Spiegelungen r; auf h*
definieren (d. h. r; € GL(h*) mit r? = Id), nimlich

() =p-ph)ey, i=0,1.

Die von den beiden Spiegelungen r,, r, erzeugte Gruppe W in GL([L*) heifdt die
Weyl-Gruppe von (g, h). Es gilt

W = {(ror))"; n € 2} U {rg(ror)n € 2} = Z, < Z.

(W ist also zur unendlichen Dieder-Gruppe isomorph — siehe [5] Ch. IV, § 1.2.)
Auferdem definieren wir p € h* durch

pth) =1,  p(d)=0.
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Man beweist dann durch Induktion fiir n € N U {0}
(ror))"0  =p—n(2n+ 1o —n(2n — ey, .
fo@or)"e = p —(n— 1)(2n — 1)y — n(2n — ey,
(ror)™"p =p—n(2n— 1)oy—n(2n + Doy,
ro(tor)™ = p —n(2n — og — (n — 1)(2n — Day,.
Diese Formeln ergeben folgende Gleichung in Z[[u, v]]:
(2.12) Y _(detw)e(wp—p)= Y (—DPur@®*Di2yn(r=072,

wEW nez
Damit ist auch die Summen-Seite von (1.15) mit affinen Lie-Algebren beschrie-
ben! Die Jacobische Tripelprodukt-Identitit nimmt also in der Sprache affiner
Lie-Algebren folgende Gestalt an:

Satz 2.2. Mit den oben definierten Bezeichnungen gilt in Z[[e(—oy), e(—c()]]
213) [l (d-e-o))= X _(det wle(wp = p).

a € Ry wEW

Fiihrt man sich noch einmal vor Augen, dafl wir in § 1 diese Identitit mit
Hilfe elliptischer Funktionen und Theta-Reihen bewiesen haben, so ist dieser Satz
wirklich ein iiberraschendes Ergebnis. Aber nicht nur dies, er hat auch weitrei-
chende Folgen: Fiir jeden, der die Theorie halbeinfacher endlich-dimensionaler
Lie-Algebren iiber C kennt, ist klar, daf sich die in diesem Paragraphen fiir
g = s%(2, C) beschriebene Theorie fiir jedes halbeinfache g mit dim¢ g < e ent-
wickeln 1aft. Auf diese Weise wird man zu einer natiirlichen Verallgemeinerung
der Jacobischen Tripelprodukt-Identitit gefithrt! Wie diese aussieht, beschreiben
wir im néchsten Paragraphen.

§3 Die Weylsche Nenner-Formel fiir affine Lie-Algebren vom Typ 1 und
Macdonalds n-Identititen

Wir verallgemeinern die in § 2 dargestellte Theorie, indem wir statt mit s&(2, C) mit
einer einfachen endlich-dimensionalen Lie-Algebra iiber C beginnen. Die Identitit (2.13), also
die Jacobische Tripelprodukt-Identitit, erweist sich dann als Spezialfall einer Formel, die analog
zur Weylschen Nenner-Formel aus der Darstellungstheorie endlich-dimensionaler Lie-Algebren
gebildet ist. Aus dieser Identitdt leiten sich die Macdonaldschen n-ldentititen ab, die am Ende
des Paragraphen durch einige Beispiele illustriert werden.

Fiir die im folgenden nicht erlduterten Begriffe aus der Theorie der Lie-
Algebren verweisen wir auf [6], [21] und [23].

Im folgenden sei

g eine einfache endlich-dimensionale Lie-Algebra iiber C,
h eine Cartan-Unteralgebra von g,

R das Wurzelsystem zu (g, h),

g der Wurzelraum zu a € R,

(ay, . .., og) eine Basis von R,
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R, die Menge der positiven Wurzeln von R beziiglich (¢, . . ., ag),
0 die grofte Wurzel von R beziiglich (¢, . . ., ag),

(., .) eine invariante symmetrische nichtausgeartete Bilinearform mit
(0, 0) = 2 (also ein geeignetes Vielfaches der Killing-Form),

W die Weyl-Gruppe von (g, h).
Wie in § 2 bilden wir
g:=(Clt,t7'Jeg)eCzoCd

und definieren auf g ein antikommutatives Produkt durch (3.1)—(3.3) (man
beachte, da} wir nur die in (2.5) vorkommende Spur zu verallgemeinern haben,
wozu wir (., .) verwenden):

3.1) [tmex,t"ey]=(t"*"®[xy])®mdy, ,(x,y)z firx,y€g,
3.2) [z,4]=0,
(3.3) [d,t"®x]=mt™ ®x.

Mit diesem Produkt wird g zu einer Lie-Algebra iiber C, sie heifit die affine Lie-
Algebra (vom Typ 1) zu g.
(Wir werden im foleenden nur solche affine Lie-Algebren hetrachten. Es

gibt jedoch auch noch Typ 2 und Typ 3, falls g einen Diagramm-Automorphismus
der Ordnung 2 bzw. 3 besitzt. Fiir Details sei auf [40] Seite 133 verwiesen. Diese
3 Typen bilden zusammen die Klasse der affinen oder Euklidischen Lie-Algebren.
Eine Verallgemeinerung davon ist die Klasse der Kac-Moody-Lie-Algebren, welche
zu verallgemeinerten Cartan-Matrizen definiert werden.)
Wie in § 2 definieren wir

h:=hecCzecCd,

Go=1XE€§;[h, k] =)k firalleh € b}, ach*,

R={a€h* g, #0} (,Wurzeln“).

Man beachte, daf im allgemeinen Fall dim h = £ gilt.
Zur Beschreibung der Wurzelrdume setzen wir jedes o € R C h* durch o(z) = 0
= o(d) zu einer Linearform auf h fort. Auferdem sei oy € h* durch

alh==6, oa(z)=0, ad)=1
definiert. Dann gilt folgende Verallgemeinerung von Lemma 2.1:
Lemma 3.1. § hat genau folgende Wurzelriume
t"® 3y = Gnag+no+ar NEZ,aER,
t“®h=§m°+ne, n€ zZ\{0}.
Insbesondere folgt
g=he TG

aER
An diesem Lemma liest man ab, da im allgemeinen — ganz im Gegensatz zum

Beispiel aus § 2 — die Wurzelrdume g, nicht notwendig eindimensional sind.
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(Dies wird zu einer Anderung der Produkt-Seite der Identitit (2.13) fithren!)
Wir benétigen daher zusitzlich den Begriff

m(a) :=dim §, fira€R. (,Multiplizitit von ')
Die Struktur von R ist genauso wie in § 2:
Korollar 3.2. Es gilt R =R, U (-R,) mit
R,={n(ag+0), n(ag+0) —a, (n— 1)(ap+0) +a;n €N, « ER,}.

Jedes € fh ist eine Linearkombination von (ay, &y, . . ., 0g) mit nicht-negativen
ganzen Koeffizienten.

Um die rechte Seite von (2.13) hinschreiben zu kénnen, brauchen wir noch die
Weyl-Gruppe W und die Linearform p. Zunichst definieren wir das zu R duale
Wurzelsystem {H,; « € R} durch g(H,) = 2(8, @)/(a, o) fiir alle § € R, speziell ist
dann (hy, . . ., hy) mit h; = H,, eine Basis des zu R dualen Wurzelsystems. Weiter
seihy :=z —Hy. Wie in § 2 gilt wieder o;(h;) = 2 fiir 0 <i < &, so daf’ durch

n(u) = p—p(h)ey, 0<i<® peh*

Spiegelungen von h* definiert werden. Die von {ro, . . ., Tg} erzeugte Gruppe W
heift die Weyl-Gruppe zu (g, ). Sie kann mit der affinen Weyl-Gruppe im Sinn
von [5] VI 2.1 identifiziert werden (siehe [50] § 3), insbesondere gilt

W=Woi< T,
wobei T ein £-dimensionales Gitter ist. Schlieflich definieren wir p € h* durch
p(hy)=1 fir0<i<®, p(d)=0.

Die Verallgemeinerung von Satz 2.2 lautet nun:

Satz 3.3. Im formalen Potenzreihenring Z[[e(—oy), . . ., e(—oy)]] gilt
G4 I U-e(-a)m®= 3 (det w)e(wp — p).

a € Ry wEW
Wie in § 2 haben wir dabei die Abkiirzung e(a + ) = e(a)e(8) verwendet. Wir wei-
sen extra darauf hin, daf im allgemeinen Fall die Faktoren (1 — e(—a)) zur Potenz
m(a) genommen werden miissen. Im Beispiel von § 2 gilt immer m(a) = 1. Die
Identitit (3.4) ist das Analogon der von Weyl stammenden Nennerformel aus der
Darstellungstheorie endlich-dimensionaler Lie-Algebren. Sie wird daher auch als
Nenner-Formel bezeichnet.

In der hier behandelten Allgemeinheit wurde (3.4) 1972 von Macdonald
([49] (0.3)) bewiesen — allerdings nicht in der oben beschriebenen Form. Denn
Macdonald arbeitét innerhalb der Theorie affiner Wurzelsysteme (im Sinne von
[5]) und ohne unendlich-dimensionale Lie-Algebren. Die Produkt-Seite von (3.4)
besteht bei Macdonald aus 2 Faktoren — einem ,,natiirlichen* und einem
,,mysteriésen. Erst Kac stellte 1974 die Formel in den wohl richtigen Rahmen
der Theorie affiner Lie-Algebren ([24], siehe auch [25]). Dabei zeigte sich, dafy
der ,,natiirliche** Faktor bei Macdonald von den Wurzeln nog + nf + o, n € Z,
o € R (den sogenannten ,,reellen‘‘ Wurzeln) herkommt und der ,,mysteriose‘
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Faktor von den sogenannten ,,imaginiren‘ Wurzeln nog +n6, n € Z\ {0}. Kac
bewies (3.4) nicht nur fur affine Lie-Algebren, sondern fiir die wesentlich allge-
meineren Kac-Moody-Lie-Algebren zu symmetrisierbaren verallgemeinerten
Cartan-Matrizen. Ein weiterer Beweis von (3.4) fiir affine Lie-Algebren stammt
von Garland und Lepowsky (1975/76; [17], [19]). Er verlduft im Rahmen von
Homologie-Theorie.

Erinnern wir uns zuriick an § 1. Dort hatten wir aus der Jacobischen-
Tripelprodukt-Identitit eine Identitit fiir n* abgeleitet. Mit genau denselben
Schritten 1483t sich nun aus (3.4) eine Identitit fiir n9™ 9 ableiten. Zur Formulie-
rung bendtigen wir:

g = % 16 +pll2=1lpll?),

M := das von 2ga/||a|l?, a € R aufgespannte Gitter (= gQ(RY).)
Satz 3.4 (Macdonald [49]). In Z[[q"/**]] gilt

( M) 2—lgl|)\+pII2.

aER (p, @)
a>0

3.5 nimd= ¥y
AEM

Dies sind die sogenannten Macdonaldschen n-Identititen. Fiir g = s2(2, C) gilt
dim g = 3, und (3.5) geht in (1.18) iiber.

Welche Zahlen fiir dim g vorkommen, kann der Leser der folgenden
Tabelle entnehmen (wir verwenden Standard-Bezeichnungen):

g |ste+1,0)s0(22+1,€) sp(%, C) | s0(28,C) | E¢ | E, |Es | Fe |G,
2>1 2>2 8>3 |2>4
dim g| 92 +2) | 20242 | 20— |78|133|248|52|14

Zur Illustration reproduzieren wir hier (3.5) fiir einige Beispiele (nach [49]
Appendix):

Beispiel 3.5. g =s(2 + 1, C), £ = 0(2): Hier erhilt man

g-1 -1 1
3.6 n@? 2= (‘Ho (!Z—i)!) _, ( j! (vi—vj))q"" ",
i= v =(vg,

oV EM i<
wobei fir vgilt: v €Z, v, =imod (2 + 1) und Y v; = 0.
Zwei Spezialfille von (3.6) sind besonders interessant:

2 = 2: Hier erhilt man eine Formel fiir 78, wofiir mit anderen Methoden Hecke
folgende Formel bewiesen hat

1 1
n®= > Em?+§mlm2(ml_m2)+5m%
m;,m€eZ
mj —my = 1(3)

1, 2 2
3(m]+mymy +m3?)
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b) Charakter-Formel: [14], [24], [30], [31], [42], [43], [45]

¢) Roger-Ramanujan-Identititen: [47], [48]

d) andere Realisierungen von §: [30], [41], [46]

e) Anwendungen auf Solitonen-Gleichungen: [8], [9], [10]

f) Zusammenhinge mit dem Fischer-Griess-Monster (,,Mondschein): [7], [16],
[28], [29], [39], [59]

g) Gruppen zu Kac-Moody-Lie-Algebren: [18], [51]

h) Anwendungen in der Darstellungstheorie von Graphen: [27]

i) Anwendungen in der Theorie der Hilbertschen Modulflichen: [44]

Verschiedene Aspekte der Theorie affiner Lie-Algebren werden in folgen-

den Ubersichts-Artikeln behandelt: [11], [26], [35], [40], [50], [60].
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Buchbesprechungen

John, F., Collected Papers (Ed.: Moser, J., 2 vols.) Basel — Boston — Stuttgart: Birk-
hiuser 1985, vol. 1: 648 p., hardcover, DM 258,—, vol. 2:760 p., hardcover, DM 298,—

F. John hat durch seine grundlegenden Beitréige zu den verschiedenartigsten Gebieten
der Analysis die mathematische Forschung entscheidend beeinflufit. Ausgangspunkt seiner
Arbeiten sind konkrete Probleme der Geometrie und der Mathematischen Physik. Davon aus-
gehend, entwickelte er allgemeine Begriffe, wie z. B. die Quasi-Isometrie, die heute in der Analy-
sis eine zentrale Rolle spielen. Obwohl viele seiner Ergebnisse schon seit langem zum klassischen
Bestand der Mathematik gehoren, sind seine Arbeiten auflerhalb des engeren Kreises der Fach-
spezialisten nicht hinreichend gut bekannt. Die Publikation der gesammelten Abhandlungen
vonE. John im Birkhiiuser-Verlag ist daher sehr zu heeriiien. Die Arheiten sind vom Inhalt her

auf 10 Sachgruppen verteilt worden. Jede Gruppe ist chronologisch geordnet und mit Ausnahme
des letzten Teiles (Miscellaneous) mit Kommentaren versehen. Diese Kommentare, die von einer
Reihe von international bekannten Mathematikern verfalt worden sind, orientieren den Leser
iiber die Bedeutung der Resultate von John und die weitere Forschung auf den entsprechenden
Gebieten, die sich daran angeschlossen hat.

Teil I (Random Transfer) enthilt zwei der ersten Arbeiten Johns aus seiner Gottinger
Zeit. Sie sind in deutscher Sprache abgefait und beschiftigen sich mit dem verallgemeinerten
Radonschen Problem, eine Funktion im R™ durch ihre Integrale iiber eine a priori vorgegebene
Hyperflichenschar zu bestimmen. Damit im Zusammenhang stehen Johns Untersuchungen
iiber partielle Differentialgleichungen (Teil II), die das Kernstiick des ersten Bandes bilden. Zu
erwihnen sind insbesondere die globalen Verschirfungen des Holmgrenschen Satzes und die
Konstruktion der Grundl6sung bei linearen elliptischen Differentialgleichungen mit analytischen
Koeffizienten auf der Grundlage des Theorems von Cauchy-Kowalewski. Den Abschluf des
ersten Bandes bilden Johns neuere Untersuchungen iiber die Nichtexistenz globaler Lésungen
nichtlinearer hyperbolischer Gleichungen (blow up theorems). Der zweite Band beschiftigt sich
zum grofen Teil mit Problemen der Mathematischen Physik. Hier sind insbesondere Johns Bei-
trige zur Elastizitéitstheorie zu nennen, die den Anstof8 zu seinen grundlegenden Untersuchun-
gen iiber quasi-isometrische Abbildungen sowie iiber Funktionen von beschrinkter mittlerer
Schwankung gegeben haben. Die letztere Funktionenklasse (class BMO) spielt heute eine fun-
damentale Rolle in zahlreichen Gebieten der Analysis, so zum Beispiel in der Theorie der ellip-
tischen Differentialgleichungen.

Die Anfinge von Johns mathematischem Schaffen waren von Richard Courant geprigt.
Als einer seiner iltesten Schiiler hat John wesentlich dazu beigetragen, die Beziehung zwischen
Mathematik und Physik zu férdern. Seine Arbeiten legen davon Zeugnis ab. Sie sind in einer
klaren, verstindlichen Sprache abgefafit, gut motiviert und behandeln tiefliegende mathematische
Probleme mit Methoden, die ein Minimum an begrifflichem Aufwand erfordern. Die Lektiire der
gesammelten Abhandlungen von F. John ist jedem Mathematiker zu empfehlen, der sich mit
den analytischen Methoden der Theorie der partiellen Differentialgleichungen vertraut machen
will.

Gottingen E. Heinz
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Alexits, G., Approximation Theory (Selected Papers), Budapest: Akadémiai Kiadd
1983, 298 p., DM 59,—

Bekanntlich hat Ungarn ausgezeichnete Analytiker hervorgebracht. So wurden 1980
in_Budanes r hundear e gzian Hriedri iacy pnd I e 1 i fgin-te dou

&

| BN 1.

Alfred Haars fillt in das Jahr 1985. Zu dieser beriihmten Schule gehort auch Georg Alexits
(1899—-1978) aus Budapest, der 1924 in Graz promovierte und sich 1943 in Kolozsvar (= Cluj)
habilitierte. Vor dem Krieg bekleidete er die Stelle eines Gymnasiallehrers in Budapest, nach
Kriegsende war er im Kultusministerium titig und reorganisierte die Ungarische Akademie der
Wissenschaften. Im Jahre 1948 wurde er zum Direktor des Mathematischen Instituts der Tech-
nischen Universitit in Budapest berufen, ein Amt, das er bis 1967 innehatte.

Das mathematische Werk Alexits’ umfaft 88 wissenschaftliche Publikationen und vier
Monographien, von denen das Buch ,,Konvergenzprobleme der Orthogonalreihen** (Budapest
1960, 307 Seiten), das sowohl ins Englische als auch ins Russische iibersetzt wurde, sicherlich
das bekannteste ist. Seine Arbeiten iiberdecken ein weites Spektrum: Er begann seine mathema-
tischen Forschungen mit der Theorie der reellen Funktionen (in Anschluf an H. Hahn'), der
Mengenlehre und Kurventheorie. Nach 1940 beschiftigte er sich hauptsichlich mit der Fourier-
Analysis, der Theorie der allgemeinen Orthogonalreihen und der Approximationstheorie.

Alexits hatte eine Reihe ausgezeichneter Schiiler: die direkten sind K. Tandori und
D. Kralik, in einem weiteren Sinne auch J. Balazs, L. Csernyak, G. Freud, I. Joo, L. Leindler,
F. Méricz, J. Németh, L. G. P4l, F. Schipp, J. Szabados, 1. Szalay.

Die vorliegende Auswahl von 34 Veroffentlichungen Alexits’, herausgegeben von
K. Tandori, unter Mitwirkung von D. Kralik, L. Leindler, F. Schipp und J. Szabados, hitte
nicht besser getroffen werden konnen. Es handelt sich um Alexits’ Arbeiten iiber Fourier-Rei-
hen, Approximationstheorie — unter besonderer Beriicksichtigung seines Spezialgebietes, der
starken Approximation —, iiber multiplikative Funktionensysteme sowie iiber Konvergenz und
Summierbarkeit von Reihen ,,nicht-orthogonaler Funktionensysteme; nicht beriicksichtigt
sind seine frilhen mengen- und kurventheoretischen Publikationen sowie diejenigen iiber Ortho-
gonalreihen, die bereits 1960 in seine oben erwihnte Monographie integriert worden sind.
Durch eine anschauliche Schilderung erhilt der Leser zu Beginn des Buches einen Einblick in
das Leben und Wirken Alexits’; die Auswirkungen seines Schaffens auf die weitere Forschung
und eine vollstindige Liste seines Opus beschlieen den Band. Ein wenig informierter Leser,
der auf Seite 287 erfahrt, Alexits verdanke seine erste internationale Anerkennung dem Hin-
weis Herrn R. DeVore’s, Alexits habe den ersten Saturationssatz in der Approximationstheorie
bewiesen (Springer Lecture Notes, Nr. 293, 1972, S. 59), konnte der irrtimlichen Meinung
erliegen, Alexits sei erst seit 1972 bekannt. Tatsichlich aber war der Name Alexits der mathe-
matischen Offentlichkeit seit Erscheinen seines Buches iiber Orthogonalreihen und den ilteren
Kollegen wahrscheinlich seit den dreifiiger Jahren ein Begriff: Der Rezensent hatte die Ehre,
Alexits personlich auf seiner ersten Oberwolfacher Tagung iiber Approximationstheorie im
Jahre 1963 (an der J. L. B. Cooper, J. Favard, G. Freud, J. Korevaar, G. G. Lorentz, P. Mal-
liavin, L. J. Schoenberg, G. Sunouchi u. a. teilnahmen) begriifen zu konnen. Bei dieser Gelegen-
heit lernte er nicht nur seine grofien mathematischen, sondern auch seine menschlichen Quali-
titen und Fihigkeiten kennen und schitzen.

Es sollte erwdhnt werden, daf in Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 20 (1969), Seiten
253-461, 33 (1979), Seiten 1—234, zahlreiche Arbeiten Alexits’ zum 70. bzw. 80. Geburtstag
gewidmet sind.

Mogen diese sorgfiltig (mit Druckfehlerverzeichnis der Originalarbeiten) herausgegeben-
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Problemsammlungen sind sehr repetitiv. Manche enthalten kein einziges Problem, das
mir neu ist. Sind 5%—10% der Probleme neu, so betrachte ich die Sammlung als einen sehr
guten Kauf. Bei Newman war mir die Hilfte der Probleme neu! Auch bei gut bekannten Proble-
men wird der Leser durch iiberraschende Losungen entschidigt.

Das Buch besteht aus drei Teilen. Der erste Teil enthilt die Formulierungen der Pro-
bleme. Der zweite Teil besteht aus kurzen Hinweisen, die die Hauptidee verraten und das Pro-
blem zu einer (immer noch schweren) Routineaufgabe machen. Im dritten Teil findet man die
(fast) vollstindigen Losungen. Diese Dreiteilung ist nicht neu, aber eine ausgezeichnete Idee.

Newman enthilt keine Heuristik. Auch Polya-Szeg6 enthilt keine Heuristik, sie ist
jedoch implizit vorhanden. Die Probleme sind nach Themen geordnet und die Losung eines
Problems hilft bei der Losung des nédchsten Problems. In Newmans Buch ist bei den ersten 58
Problemen kein roter Faden erkennbar und auch nicht beabsichtigt. Die iibrigen 51 Probleme
sind thematisch geordnet: Estimation Theory, Generating Functions, Limits of Integrals,
Expectations, Prime Factors, Category Arguments, Convexity. Die drei letzten Themen enthal-
ten allerdings nur 1, 2, 2 Aufgaben. Jede Problemsequenz wird durch einen viel zu knappen Text
eingeleitet, der das Leitmotiv der Probleme beschreibt. Diesen Text hitte man wesentlich aus-
dehnen und durch Beispiele erldutern sollen.

Isolierte Probleme sind nicht viel wert. Von einem Problem sollte man Verallgemeine-
rungen und Querverbindungen zu anderen Problemen betrachten. Dies geschieht bei Newman
nicht. Er war offenbar bestrebt, das Buch kurz und erschwinglich zu halten, so da es in einem
Problemloseseminar fiir hohere Semester (fast) vollstindig behandelt werden kann. Fiir diesen
Zweck mochten wir das Buch warmstens empfehlen.

Wihrend Newman nicht an Wettkdmpfer denkt, ist das Buch von L. C. Larson auch als
Vorbereitungsbuch fiir Wettbewerbe, speziell den Putnam-Wettbewerb, gedacht. Es enthilt iiber
700 Probleme, von denen ein Drittel geldst sind. Fiir die nicht gelosten Probleme gibt er die
Quelle an, wo man die Losung findet. Die Probleme sind dem Putnam-Wettbewerb, nationalen
Olympiaden fir Schiiler, der Internationale Mathematik-Olympiade (IMO), und den Problem-
Teilen des American Mathematical Monthly und anderer Zeitschriften entnommen.

Es handelt sich nicht nur um eine Problemsammlung. Der Autor versucht grundlegende
Problemlosestrategien zu isolieren. Zu jeder dieser Strategien gibt er zahlreiche Beispiele, die sie
illustrieren und einiiben sollen, sowie nicht geloste Probleme, die mit derselben Strategie zu
16sen sind. Da ein Problem mit verschiedenen Strategien gelost werden kann, erscheint es oft
in mehreren Kapiteln. Querverweise, vorwirts und riicckwirts, sind vorbildlich.

Die in Wettbewerben vorkommenden Themen werden ausreichend behandelt mit zwei
Ausnahmen: Elementargeometrie ist ganz schwach vertreten. Elementare Wahrscheinlichkeits-
theorie fehlt ganz, obwohl der Putnam-Wettbewerb und verstirkt auch nationale Schiilerolym-
piaden diese Disziplin beriicksichtigen. Es sei allerdings vermerkt, daf die Probleme 5.1.5,
5.1.10 und 5.1.14 Spuren von Wahrscheinlichkeitstheorie enthalten. Das Buch enthilt eine
enorme Fiille niitzlicher Techniken und ist als Quelle anspruchsvoller Probleme fiir untere
Semester geeignet.

Larson stiitzt sich durchweg auf amerikanische Quellen. Daher fehlen ganz die z. T.
geistreichen Probleme sowjetischer Olympiaden und auch die gehaltvollen Probleme des unga-
rischen Kiirschak-Wettbewerbs der letzten Jahrzehnte. Leider sind die sowjetischen Probleme
der letzten Jahre weniger geistreich, mehr spitzfindig und daher weniger interessant. Diese
geistige Verarmung ist unvermeidliche Folge der Massenproduktion von Problemen, um die
Vielzahl der dortigen Wettbewerbe zu versorgen.

In der Reihe fehlt nur noch eine Problemsammlung mit elementaren Problemen (ohne
Analysis), die als ,,Trainingsbibel* fiir Schillerwettbewerbe und speziell fiir die IMO geeignet
wire. Sie sollte die Elementargeometrie (einschlieflich der Raumgeometrie) angemessen beriick-
sichtigen und noch mehr Heuristik enthalten als bei Larson.
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Problemldseseminare werden sich auch bei uns etablieren, wenn geniigend Problem-
literatur vorhanden ist. Newman und Larson sind ein guter Anfang.

Frankfurt A. Engel

Lidl, R., Wiesenbauer, J., Ringtheorie und Anwendungen (Studientexte Mathematik),
Wiesbaden: Akademische Verlagsgesellschaft 1980, xiii + 320 S., geb., DM 56,—

Dieses Buch zerfillt in drei Kapitel: 1. Allgemeine Ringtheorie, 2. Endliche Korper
und Anwendungen, 3. Genetische Algebren.

Kapitel 1 enthilt, sieht man von § 1.3.5 ab, wo etwas iiber endliche Ringe ausgesagt
wird, nur Standardsitze der Ringtheorie, die ohne jeden Schwung und Begeisterung vorgetra-
gen werden. Es ist weit entfernt von den meisterlichen Darstellungen ,,Commutative Rings*
eines 1. Kaplansky und ,,Non-Commutative Rings* eines I. N. Herstein, die ich stattdessen als
Lektiire empfehle. Wer sich iiber endliche Ringe unterrichten will, der wende sich besser an das
Buch ,,Finite Rings with Identity* von B. R. McDonald.

Kapitel 2 behandelt die Struktur endlicher Korper. Es wird in ihm auch viel iber das
Rechnen in endlichen Korpern geredet. Wenn man selbst jedoch schon viele Programme zur
Arithmetik in endlichen Korpern und ihren Polynomringen geschrieben hat, so stellt man fest,
daB dieses Kapitel leider keine Hilfe beim Implementieren von Rechenverfahren liefert. Es
empfiehlt sich daher, gleich zu E. R. Berlekamps Buch ,,Algebraic Coding Theory* zu greifen,
wo auch sehr viel mehr iiber Anwendungen gesagt wird.

Kapitel 3 handelt von genetischen Algebren. Hier wird einiges an Modellbildung gelei-
stet. Modellbildung alleine ist aber noch keine Anwendung. Ich stelle mir jedenfalls unter
Anwendung von Mathematik in auflermathematischen Bereichen vor, dal man anhand eines
mathematischen Modelles Voraussagen iiber die Zukunft des betrachteten Systems macht.
Davon findet sich in diesem Kapitel nichts.

Das Buch wimmelt von Druckfehlern. Es fehlen Zeichen und sogar ganze Zeilen.
Amiisant ist der Unkorper auf S. 4. Die Tafeln des Anhangs II sind durcheinandergeraten.

Zusammenfassend 1Bt sich sagen, daf} die Kapitel 1 und 2 dank besserer Texte iiber-
flissig sind. Aus Kapitel 3 liefe sich etwas machen. Alles in allem aber ist es ein Buch, das man
nicht haben muf und das ich auch meinen Studenten nicht empfehlen werde.

Kaiserslautern H. Liineburg

Lidl, R., Pilz, G., Angewandte abstrakte Algebra I, II, Mannheim — Wien — Ziirich:
Bibliographisches Institut 1982, Band I: 249 S., Kart., DM 39,—, Band II: 242 S., Kart., DM 39,—

Dieses Werk handelt von Halbgruppen, Automaten, Gruppen, Ringen, Moduln, Algebren,
Darstellungstheorie von Gruppen, Korpern, Kodierungstheorie, Fastringen, genetischen Algebren,
universellen Algebren, Verbdnden und einigen Anwendungen. Es ist nichts anderes als eine Kom-
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Lidl, R., Niederreiter, H., Finite Fields (Encyclopedia of Mathematics and its Applica-
tions. Vol. 20). London — Amsterdam: Addison-Weslev 1983. xx + 755 pp.. hardcover. §75.95
y:

Der vorliegende Band von Rotas roter Enzyklopidie ist die erste Monographie, die aus-
schlieBlich der Theorie der endlichen Korper gewidmet ist. Sie ist nicht fir Spezialisten in Alge-
bra geschrieben und ist nicht von enzyklopadischer Kiirze, sondern ein breit angelegtes, sorgfal-
tig ausgearbeitetes Lehrbuch auch fiir Anwender in der Informatik. Diesem Zweck dienen auch
iiber 600 Ubungsaufgaben, die in der Regel nicht neuen Stoff bieten, sondern den Text illustrie-
ren, variieren und erginzen. An Vorkenntnissen wird vom Leser nur Grundwissen in linearer
Algebra verlangt.

Kapitel 1 (Algebraic Foundations) stellt die benotigten Hilfsmittel aus der Algebra
zusammen, Grundkenntnisse iiber Gruppen, Ringe, Korper, Polynome. Kapitel 2 (Structure
of Finite Fields) enthilt neben dem Satz von Wedderburn iiber endliche Schiefkorper die in den
meisten Algebra-Biichern zu findenden Sitze iiber die Klassifizierung endlicher Korper, Spuren,
Normen, Kreisteilungspolynome und die Darstellung von Elementen endlicher Korper (der hier-
her gehorende Zech- oder Jacobi-Logarithmus findet sich in den Ubungen). Kapitel 3 (Polyno-
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Polynome gegebenen Grades, mit Konstruktion irreduzibler Polynome und mit speziellen Poly-
nomen (Ores Theorie der additiven Polynome, Binome und Trinome). Kapitel 4 (Factorization
of Polynomials) enthilt die Algorithmen von Berlekamp fiir Faktorisierung und Nullstellen-
suche sowie Variationen von Zassenhaus und anderen. Kapitel 5 (Exponential Sums) greift
zusammen mit dem folgenden Kapitel den mathematisch harten Kern der Theorie endlicher
Korper an. Detailliert werden Gaufische Summen (mit Anwendungen wie quadratisches Rezi-
prozititsgesetz) und Jacobi-Summen behandelt, die Davenport-Hasse-Relation wird allerdings
nur im Spezialfall bewiesen. Die Weilschen und Kloostermannschen Summen werden elementar
behandelt, die zentralen tieferen Ergebnisse (iiber den Absolutbetrag der Eigenwerte des
Frobenius) ohne Beweis mitgeteilt und angewendet. Kapitel 6 (Equations over Finite Fields)
behandelt die elementaren Sitze aus der algebraischen Geometrie iiber endlichen Kérpern wie
die Sitze von Konig-Rados, Chevalley-Warning iber Losungszahlen, die Abzéhlung von Punkten

n

auf Quadriken und diagonalisierbaren Hyperflichen Y a; - x*) = b, und schlieflich die ele-
i=1

mentare Behandlung der Thue-Gleichungen y™ = g(x) und der analogen Artin-Schreier-Glei-
chungen nach der Methode von Stepanov-Schmidt. Kapitel 7 (Permutation Polynomials) unter-
sucht, wann Polynomfunktionen Permutationen sind, beschreibt spezielle Typen wie die Dick-
son-éeby'éev-Polynome und stellt (ohne vollstindige Beweise) den von Davenport-Lewis vermu-
teten, von MacCluer, Cohen u. a. bewiesenen Zusammenhang zwischen Permutationspolynomen
und exzeptionellen Polynomen dar; die quantitativen Untersuchungen von Bombieri-Davenport
und Tietdviinen fehlen. Kapitel 8 (Linear Recurring Sequences) beschreibt die Theorie der
Schieberegisterfolgen, ihre Fastperiodizitit, die zugehorigen (rationalen) erzeugenden Potenz-
reihen, charakteristisches und Minimalpolynom (Berlekamp-Massey Algorithmus), Charakterisie-
rung der Lésungsrdume linearer Rekursionsgleichungen, Charakterisierung der Schieberegister-
folgen durch Verschwinden Hankelscher Determinanten und einige Ergebnisse iiber die Ziffern-
verteilung in derartigen Folgen. Kapitel 9 (Applications of Finite Fields) enthilt Streifziige in
die linearen und insbesondere in die zyklischen Codes, in endliche Geometrien, Block-Designs
und lineare modulare Systeme. Das Schlufkapitel 10 (Tables) sammelt Tabellen iiber das Rech-
nen in endlichen Kérpern aus diversen Quellen (Alanen-Knuth, Conway, Church, Watson).
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Klingenberg, W., Riemannian Geometry, (de Gruyter Studies in Mathematics, vol. 1),
Berlin — New York: de Gruyter 1982, x + 396 S., DM 98,—

Das vorliegende Werk ist aus der mehr als 25jahrigen iiberaus intensiven und erfolg-
reichen Beschiftigung des Autors mit der Riemannschen Geometrie erwachsen; es vollendet auf
makellose Weise das in den Lecture Notes: ,,Riemannsche Geometrie im Grofen* (versffent-
licht 1967 zusammen mit D. Gromoll und W. Meyer) vorgestellte Konzept eines Lehrbuchs
moderner Differentialgeometrie, konzentriert in einer Monographie den heutigen Stand der
Kenntnisse iiber den gegenseitigen EinfluB der topologischen und differentialgeometrischen
Verhiltnisse auf einer Mannigfaltigkeit und ist eine Fundgrube von Anregungen fiir die zukiinf-
tige Forschung.

Das Buch hat drei etwa gleich lange Kapitel: 1. Grundlagen. 2. Krimmung und Topo-
logie. 3. Struktur des geoditischen Flusses. Da der Verfasser bestrebt ist, seine Ideen einer mog-
lichst breiten Leserschaft zuginglich zu machen, werden im ersten Kapitel die Grundkonzepte
ausfiihrlich vorgestellt. Der Begriff einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit erfa3t hier auch un-
endlichdimensionale Mannigfaltigkeiten, die iiber separablen Hilbertriumen modellierbar sind;
dies wird etwa durch die wachsende Bedeutung der Kurvenmannigfaltigkeiten nahegelegt und
ist mit Ausnahme von Tensorprodukten nicht schwieriger zu handhaben als der iibliche Zugang.
Einige Stichworter der Anfangsbetrachtungen: Tangential- und Kotangentialbiindel, Immersion,
Submersion, induzierte Biindel und Schnitte (auch entlang einer Abbildung), Differentialfor-
men, Tensorfelder, kovariante Derivation, Kriimmungs- und Torsionstensor, lineare Zusammen-
hiange, Exponentialabbildung und Geoditische. Nachdem Liesche Gruppen als wichtige Bei-
spiele behandelt worden sind, werden Riemannsche Mannigfaltigkeiten eingefiihrt, die Existenz
der Levi-Civita-Ableitung gezeigt und das Vorhandensein isometrischer Trivialisierungen fiir jedes
mit Riemannscher Metrik versehene Vektorbiindel bewiesen. Die Konsequenzen des Gauf3schen
Lemmas werden behandelt und die total geoditischen Untermannigfaltigkeiten durchs Ver-
schwinden der zweiten Fundamentalabbildung charakterisiert; auRerdem wird die Schnittkriim-
mung eingefiihrt. Am Schluff des ersten Kapitels werden Jacobi-Felder untersucht und in Riu-
men konstanter Kriimmung bestimmt. Dadurch ist der erste Schritt zum Studium der globalen
Geometrie auf Mannigfaltigkeiten getan.

Im 2. Kapitel hat sich der Verfasser auf endlichdimensionale Mannigfaltigkeiten be-
schrinkt, da deren lokale Kompaktheit gebraucht wird. Zunichst wird bewiesen, daf eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit genau dann topologisch vollstindig ist, wenn sie geoditisch voll-
stindig ist. Anschliefend wird eine ziemlich vollstindige Ubersicht der symmetrischen Raume
vom Standpunkt der Riemannschen Geometrie gegeben. Ab drittem Abschnitt studiert der
Autor auf einer endlichdimensionalen Mannigfaltigkeit M Kurvenmannigfaltigkeiten, die sich
als duferst wichtiges Beweismittel erweisen; hier profitiert er von der Tatsache, daf} er im ersten
Kapltel auch unendlichdimensionale Mannigfaltigkeiten zugelassen hat. Zunichst wird auf M
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quadratintegrierbaren Ableitungen betrachtet; anschlieBend die Untermannigfaltigkeiten AM
bzw. M aller geschlossenen solchen Kurven bzw. aller solchen Kurven zwischen zwei Punkten.
Es w1rd unter anderem bewnesen daﬁ dle Manmgfa]tlgkexten AM und QM sowohl beziiglich der
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Schnirelmann und Morse-Theorie angehdren, benutzt neue, die Morse-Theorie meidende Tech-
niken, durch die die volle Schlagkraft der Lusternik-Schnirelmann-Theorie sichtbar wird.

Der Vergleich zwischen der Nullitit und dem Index eines Paares von Geoditischen
gleicher Linge gibt eine Abschitzung fiir das Vorkommen des ersten konjugierten Punktes auf
einer Geoditischen mit einer nach beiden Seiten hin beschrinkten Schnittkrimmung. Es folgt
der Satz von Bonnet-Myers iiber den Durchmesser einer Mannigfaltigkeit mit nach unten be-
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einen einfachen Beweis des Satzes v. Mangold-Hadamard-Cartan fiir Mannigfaltigkeiten nicht-
positiver Kriimmung sowie des Satzes von Synge. Auch eine untere Schranke fiir den Injektivi-
titsradius der Exponentialabbildung auf einer kompakten einfach zusammenhingenden Man-
nigfaltigkeit wird abgeleitet; diese Abschidtzung hat viele Anwendungen, so etwa eine Homo-
topieversion des Sphirensatzes und einen elementaren Beweis der Fundamentalabschitzung

des Injektivititsradius auf 1/4-gedriickten Mannigfaltigkeiten. Es folgt ein vereinfachter Beweis
des Alexandrov-Topogonovschen Satzes (dem der Rauchsche Vergleichssatz vorangestellt wird);
damit hat man ein wichtiges Hilfsmittel zum Beweis des Sphirensatzes, der einen Hohepunkt
bildet. In dem ihm gewidmeten Abschnitt werden auch andere Charakterisierungen der Sphire
gegeben und ein auf Berger zuriickgehender Starrheitssatz bewiesen, der besagt, da} eine 1/4-
gedriickte einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit mit minimalem Durchmesser isometrisch
zu einem symmetrischen Raum des Ranges 1 ist. Mit dem Studium der Geometrie auf nichtkom-
pakten vollstindigen endlichdimensionalen Mannigfaltigkeiten nichtnegativer Kriimmung wird
der Teil des Buches abgeschlossen, welcher das in traditionellen Kursen iiber Riemannsche Geo-
metrie behandelte Material enthilt.

Das letzte Kapitel behandelt ein Thema, welches iiblicherweise nicht in Monographien
iiber Differentialgeometrie erortert wird; nach Auffassung des Verfassers sollte es jedoch nicht
den Spezialisten der Ergodentheorie oder der Hamiltonschen Systeme iiberlassen bleiben, son-
dern niher an der Riemannschen Geometrie verankert werden, was auch geschichtlich motiviert
werden kann. So spielt etwa das Problem der Stabilitit fiir periodische Bahnen eine fundamen-
tale Rolle in Poincarés Untersuchungen iiber Himmelsmechanik. Die periodischen Bahnen sind
auch der Hauptgegenstand der Klingenbergschen Betrachtungen. Der Fall einer Fliche wird sehr
detailliert studiert; so wird etwa der enge Zusammenhang zwischen der Paritit des Index und
dem Stabilititsverhalten der entsprechenden periodischen Bahn dargelegt und gezeigt, daR auf
einer zur 2-Sphire homdomorphen Fliche, die eine Taille besitzt, unendlich viele geometrisch
verschiedene geschlossene Geoditische existieren. Der geometrische Fluf auf dem Ellipsoid wird
mehr durch geometrisch qualitative Methoden als durch die sonst extensive Verwendung hyper-
elliptischer Integrale behandelt. Ein Abschnitt ist einer Reihe von Ergebnissen iiber geschlossene
Geoditische auf n-dimensionalen Sphiren, die mit einer Nicht-Standard-Metrik versehen sind,
gewidmet. Das Herzstiick bildet der Beweis des beriihmten Satzes von Lusternik-Schnirelmann,
daB auf einer Fliche vom Geschlecht O stets mindestens drei geschlossene Geoditische existie-
ren; der Verfasser folgt hier den Ideen seiner in ,,Lectures on closed geodesics* (Grundlehren
Math. Wiss., Bd. 230, Springer-Verlag 1978) gegebenen Ableitung. Die letzten beiden Paragra-
phen beschiftigen sich mit der Struktur des geoditischen Flusses auf Mannigfaltigkeiten nicht-
positiver Krimmung. Hier werden insbesondere grundlegende Resultate iiber die topologische
Transitivitat der Flisse und die Dichte periodischer Bahnen auf Mannigfaltigkeiten negativer
Kriimmung bewiesen.
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Der Verlag ist zu begliickwiinschen, daf§ er seine neue Reihe ,,Studies in Mathematics*
mit einer solch vorziiglichen Abhandlung eréffnet. Mdge es ihm gelingen, die durch den ersten
Band gesteckten Mafistibe und geweckten Erwartungen auch in Zukunft zu erfiillen.

Erlangen K. Strambach

Hector, G., Hirsch, U., Introduction to the Geometry of Foliations, Part A (Aspects of
Mathematics, Vol. E1), Braunschweig — Wiesbaden: Vieweg 1981, xi + 234 S., br., DM 34—

Hector, G., Hirsch, U., Introduction to the Geometry of Foliations, Part B (Aspects of
Mathematics, Vol. E3); Braunschweig — Wiesbaden: Vieweg 1983, x + 298 S., br., DM 52,—

Monographien iiber Blitterungen sind aulerordentlich selten, und sieht man sich nach
Lehrbiichern {iber Blatterungen um, so gibt es seit Reebs thése von 1952 (und diese kann man
eigentlich auch nicht als Lehrbuch ansehen) erst 1979 das in portugiesischer Sprache geschrie-
bene sehr attraktive Biichlein von C. Camacho und A. Lins Neto: ,,Teoria geométrica des
folheagdes* (englische Ubersetzung beim Birkhiuser Verlag im Erscheinen). Diese Liicke wird
nun, was die geometrische Theorie der Blitterungen betrifft, von dem zweibdndigen Buch von
G. Hector und U. Hirsch griindlich ausgefiillt.

Der Inhalt der beiden Binde lé8it sich in drei Teile trennen. Das erste Kapitel behandelt
1-dimensionale Blitterungen auf kompakten Flichen. Diese Einschrinkung auf den kleinst-
dimensionalen nicht trivialen Fall hat den Vorteil, in sehr anschaulicher Weise die spiter in
groflerer Allgemeinheit behandelten Begriffe zu erldutern und zu motivieren. Auferdem ist
hier der Bezug der Blatterungstheorie zur qualitativen Theorie von Differentialgleichungen
besonders deutlich. Dieses erste Kapitel ist recht lang und bietet geniigend Stoff fiir eine ein-
semestrige Vorlesung, entweder als Erginzung zu einer Vorlesung iiber gewhnliche Differential-
gleichungen oder als Einfilhrung in die Blitterungstheorie. Behandelt werden in diesem Kapitel
folgende Fragen: Existenz von Blatterungen, ihre Beziehung zu Vektorfeldern, Reeb-Kompo-
nenten, Holonomie, Turbulisierung, topologische Dynamik, Denjoy-Theorie, strukturelle Stabi-
litdt und die Klassifikation strukturell stabiler Blitterungen. Dies sind alles Begriffe, die spiter

*im zweiten Band fir allgemeine Kodimension-Eins-Blatterungen wieder aufgegriffen werden.
Ein besonderer Verdienst der Autoren ist es, da® sie auch den C°-Fall mitbehandeln, der in der
Literatur nur spérlich oder gar nicht behandelt ist.

Im zweiten Teil des Buches, in den Kapiteln II und III werden die grundlegenden
Begriffe der Bldtterungstheorie vorgestellt. Hier sind die Autoren aufierordentlich griindlich.
Dies hat den Nachteil, daf sich ein Leser, der sich schnell iiber die Grundlagen der Bléatterungs-
theorie informieren will, durch einen vielfdltigen Begriffsapparat durcharbeiten muf. Es hat
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Autoren iiber die bekannten Ergebnisse hinaus und schaffen Neues. So 148t sich zum Beispiel
aus den Ergebnissen des Kapitel VII leicht der Satz von Novikov iiber die Existenz kompakter
Blitter auch fiir den C°Fall beweisen. Es wiirde hier zu weit fithren, die behandelten Themen
aufzulisten. Dazu schaue man sich am besten das Inhaltsverzeichnis an. Erwdhnen mochte ich
nur, daf die Autoren von Anfang an fiir Beweise und Begriffe sich geschickt zu Nutze machen,
daB jede Kodimension-1-Blitterung eine transversale 1-dimensionale Bldtterung besitzt (auch
im CO-Fall!). Dies macht viele Beweise durchsichtiger.

Insgesamt hat man am Ende des zweiten Bandes das Gefiihl, eine ganze Menge iiber
Kodimension-1-Blitterungen gelernt zu haben. Die Darstellung ist trotz aller Sorgfalt an keiner
Stelle langwierig oder umstindlich, an manchen Stellen ist man sogar gespannt, wie es weiter
geht und zu welchen Ergebnissen man gefithrt wird. Fiir jeden, der iiber die Grundkenntnisse
hinaus sehen will, mit welchen Fragen man sich in der Theorie der Kodimension-1-Blitterungen
befait und welche Wege man zu ihrer Untersuchung gefunden hat, ist dieser Band zu empfehlen.

Bleibt zu hoffen, daf der dritte Band iiber Blitterungen auf 3-Mannigfaltigkeiten viel-
leicht doch noch geschrieben wird.

Berlin E. Vogt

(AS) Ablowitz, M. J., Segur, H., Solitons and the Inverse Scattering Transform (SIAM
Studies in Applied Mathematics, No. 4), Philadelphia: SIAM 1981, x + 425 p., $ 54.50

(NMPZ) Novikov, S., Manakov, S. V., Pitaevskii, L. P., Zakharov, V. E., Theory of
Solitons (Contemporary Soviet Mathematics Series), New York: Plenum Publ. 1984, 272 p.,
$49.50

(TN) Taniuti, T., Nishihara, K., Nonlinear Waves (Monographs & Studies, No. 15),
Boston — London — Melbourne: Pitman Publ. Ltd. 1983, 320 p., $ 65.50

(R) Rajaraman, R., Solitons and Instantons: An Introduction to Solitons and Instantons
in Quantum Field Theory, Amsterdam — New York — Oxford: North-Holland Publ. Comp. 1982,
vii + 409 p., $ 87.25

(RS) Rebbi, C., Soliani, G. (ed.), Solitons and Particles, Singapore: World Scientific
Publishers 1984, xiii + 819 p., hardbound, $ 75.00, paperback, $ 33.00

Angeregt durch die Entdeckung der erstaunlichen Rekurrenseigenschaften der Korte-
weg-de Vries-Gleichung (Zabusky und Kruskal 1965) wurde in den letzten zwanzig Jahren ein
faszinierendes Gebiet der Mathematischen Physik erschlossen, dessen Fortschritte und Entwick-
lungen sich nun in der Lehrbuch- bzw. Monographien-Literatur niederzuschlagen beginnen. Aus
solchen Veroffentlichungen habe ich fiinf Titel zur Besprechung ausgewihlt; die meisten von
hervorragenden Fachleuten geschrieben, deren Beitrige das Gebiet entscheidend vorangebracht
haben. Die augenfillige Gemeinsamkeit aller fiinf Titel besteht darin, daf der Begriff des
,»Jolitons* eine zentrale Rolle einnimmt. Trotz dieser thematischen Nihe dokumentieren die
Biicher aber doch die ungeheure Spannweite des Gebietes durch unterschiedlichste Zeilsetzun-

gen und Inhalte (von Methoden und Betrachtungsweisen ganz zu schweigen). Die wirkliche
Vielfalt ist aber noch grofer; wenn man bedenkt, daf auch diese fiinf Biicher zusammengenom-
men nur ein kleines Segment der ,,Solitontheorie* abdecken.

Die Monographien (AS) und (NMPZ) wurden ausgewihlt, weil sie in der zukiinftigen
Lehrbuchliteratur sicher zu den Klassikern des Faches zihlen werden. (TN) finde ich besonders
interessant wegen der reizvollen Querverbindungen zur nichtlinearen Wellentheorie (einschliefi-
lich ihres physikalischen Hintergrundes), und (R) wurde in diese Sammlung aufgenommen,
weil der Inhalt (trotz gleichklingenden Titels) mit den anderen Biichern wenig oder fast gar
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nichts gemeinsam hat. Aulerdem deutet dieser Band an, in welchem Ausmaf} der Solitonbegriff
heute grofle Tejlgebiete der Theoretischen Phvsik durchweht. wodurch Vielfalt. Vitalitit und
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Neuerscheinung hinzugefugt.

Hauptanliegen von Ablowitz-Segur (AS) ist eine moglichst vollstindige Beschreibung
der Inversen Streutheorie (IST) zur Losung gewisser nichtlinearer Evolutionsgleichungen. Aber
das Buch bietet viel mehr! Es behandelt, wenn auch manchmal sehr kurz, einen grofien Teil der
wichtigsten Entdeckungen und Methoden aus dem blithenden Gebiet vollstindig integrabler
Fliisse auf unendlich dimensionalen Mannigfaltigkeiten.

In Kapitel 1, welches mehr oder weniger das Kernstiick des Buches darstellt, wird ein
kurzer lesenswerter Einblick in die Geschichte des Gebietes gewihrt und dann eine knappe, aber
trotzdem prizise, und detaillierte Einfihrung in die Inverse Streumethode gegeben. Selbst wer
das Material weitgehend kennt (zum Beispiel durch die inzwischen beriihmte AKNS-Arbeit von
Ablowitz-Kaup-Newell-Segur aus 1974) wird diese konzentrierte Lektiire von etwa 80 Seiten
mit Vergniigen und Gewinn zum erneuten Studium nutzen kénnen.

Kapitel 2 ist der Inversen Streutransformation im Zusammenhang mit Eigenwertauf-
gaben hoherer Ordnung, mit diskreten Problemen und mit periodischen Randbedingungen
gewidmet.

Fiir den Anfinger ist Kapitel 3 die Fundgrube, in welcher ihm eine ziemlich vollstéin-
dige Darstellung der reichhaltigen Struktur der durch IST linearisierbaren Systeme prisentiert
wird. Hier findet er Ausfilhrungen iiber Dinge wie: Bicklund-Transformationen, Hirotas biline-
are Methode, Prolongationsstrukturen, rationale und Ahnlichkeitsldsungen, sowie Stabilitit und
vieles andere. Weiterhin einen Abrif iiber die Painlevé-Eigenschaft zusammen mit der dort aus-
gesprochenen Vermutung, daf Linearisierbarkeit durch IST dquivalent zur Painlevé-Eigenschaft
ist. (Die Painlevé-Eigenschaft bedeutet, da jede Losung einer durch Reduktion gewonnenen
gewohnlichen Differentialgleichung eine Painlevé-Transzendente sein muf.) Aber nicht nur der
Anfinger, sondern auch der aktive Erforscher des Gebietes wird in diesem Kapitel haufig neues
Material und neue Blickwinkel entdecken, die seine Gedanken anregen werden.

Natiirlich enthalt das Buch ein umfangreiches Kapitel iiber physikalische Anwendungen
und iiber solche Phanomene, die auf Gleichungen fiihren, welche man mit IST behandeln kann.

Es ist schwer, iiber ein Gebiet, welches so rascher und fast tiglicher Verinderung unter-
liegt, ein Buch von dauerhaftem Wert zu schreiben. Doch Ablowitz und Segur ist dies gelungen,
und ihr Beitrag wird noch lange als Einfiihrung dienen konnen. Natiirlich fehlt manches darin,
entweder weil man es zum Zeitpunkt der Drucklegung des Buches nicht wuflte, oder weil es
nicht den Interessen der Autoren entsprach. Aber dies tut weder dem Wert noch der Geschlos-
senheit der Darstellung Abbruch.
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Im Gegensatz zu Kapitel 1, welches mehr durch die Eleganz der Darstellung als durch
inhaltliche Originalitit beeindruckt, begeben sich die Autoren in Kapitel 2 (Periodische Losun-

gen) auf anspruchsvolleres mathematisches Terrain. Da die iibliche Auswertung im Unendlichen
- - - ‘ ‘l-;-h —lect 2mimen~ =icktaghe funlitionio=t uad die

bringt, miissen im periodischen Fall die Analoga zu den Multisolitonlsungen durch andere
Zuginge erschlossen werden. Wenn dies im Prinzip auch recht einfach ist (man fiihre nimlich
dyreh Forderune linearer Abhingigkeiten der Gradienten von Erhaltungssitzen eine Reduktion

auf eine endlich-dimensionale invariante Untermannigfaltigkeit durch), so sind doch die mathe-
matischen Details zur Berechnung der dadurch charakterisierten Losungen deutlich komplizier-
ter. Natiirlich kann einem auch eine kurze Einfihrung in die Theorie der Riemannflichen an
dieser Stelle nicht erspart bleiben. Aber die Autoren steuern einen souverin durch diesen etwas
schwierigeren Teil, und man merkt, dal man es mit Meistern des Faches zu tun hat.

In Kapltel 3 wxrd zur Betrachtung lokal mtegrabler Losungen dle IST noch emmal Zu

e, e
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Das Buch besteht im wesentlichen aus drei Hauptteilen.

Im ersten Teil (Kapitel 1 und 2) werden nichtlineare hyperbolische Gleichungen
behandelt. Dissipativitit und Dispersion werden ausgiebig diskutiert. Besonderer Wert wird
auf Schockwellen gelegt. Die Solitirwelle wird als Balancephianomen zwischen Dispersion und
der auf die Nichtlinearitit zuriickgehenden Aufsteilungseffekte interpretiert. (Solche Diskus-
sionen fehlen in (NMPZ) und (AS) entweder ganz oder treten zumindest deutlich in den Hinter-
grund). An vielen Beispielen (Hydrodynamik, Gasdynamik etc.) werden die eingefiihrten Begriffe
und Methoden dann verdeutlicht. Die beiden Kapitel sind vorziiglich geeignet, die Grundlagen
des heutigen Apparats zur Losung spezieller nichtlinearer Systeme vor physikalischem Hinter-
grund zu beleuchten.

Im zweiten Teil (Kapitel 3) werden asymptotische Methoden vorgestellt, um allge-
meine nichtlineare Phinomene auf die behandelbaren speziellen nichtlinearen Gleichungen
zuriickzufiihren. Ein sicher verdienstvolles Kapitel, welches mir selbst allerdings wegen der
innewohnenden geringen Systematik wenig gegeben hat.

Im letzten, und umfangreichsten Teil, wird dann die inverse Streutheorie behandelt.
Die Miura-Transformation zwischen Korteweg-de Vries-Gleichung und deren modifizierter Form
wird als Einstieg zum Lax-Paar benutzt. Danach wird ein kurzer Einblick (ohne allzu viele
Details) in die Inverse Streumethode zur Losung der KdV gegeben, und der iibliche Weg zur
Herleitung von Erhaltungssitzen, Hamiltonstruktur und vollstindiger Integrabilitit (bei perio-
dischen Losungen) wird beschritten. Als zweites Beispiel fiir die beschriebenen Methoden wird
die nichtlineare Schrodinger-Gleichung explizit und mit fast allen Details behandelt, und fiir die
Sinus-Gordon-Gleichung wird — exemplarisch — der Zusammenhang zwischen inverser Streu-
theorie und Existenz von Bicklund-Transformationen aufgezeigt (was in vielen Biichern leider
ausgelassen ist). Den Abschluf8 des Buchs bildet eine Beschreibung von Hirotas bilinearer Metho-
de, an Beispielen natiirlich, was aber dem Ziel des Buches entspricht und was an dieser Stelle
wohl auch nicht anders méglich ist. Sehr hilfreich fiir den Leser ist, dal er von Zeit zu Zeit
auf Ubungsaufgaben stoft, die es ihm gestatten sein Verstindnis zu iiberpriifen.

Insgesamt gesehen: Ein schones Buch; zwar nicht so sehr fiir den Spezialisten geeignet,
aber umso mehr fiir denjenigen, der sich fiir die Korteweg-de Vries-Gleichung (und ihr Umfeld)
mehr am Rand interessiert, und der die zugehorige Theorie — wenigstens beispielhaft — in
einen groferen Rahmen eingebettet sehen mochte.

Das Buch von Rajaraman fillt aus dem Rahmen der bisher besprochenen Binde. Um
es gleich zu sagen: Die meisten Mathematiker werden es nach der Lektiire der ersten 50 Seiten
sicher unbefriedigt zur Seite legen (wenn sie iiberhaupt soweit kommen). Was schade wire, denn
das Buch gewihrt einem viele Einblicke in ein sich im Umbruch befindendes vitales Teilgebiet
der Quantenfeldtheorie. Doch einen Stofseufzer kann ich nicht unterdriicken: Bei dieser Lek-
tiire wird einem schmerzhaft bewufit, wie weit sich Mathematiker und Physiker voneinander
entfernt haben, beziiglich Stil, Betrachtungsweise, Argumentation, ja des gesamten Denkens.
Nostalgisch habe ich beim Lesen des Textes an die groen Mathematiker und Physiker in der
ersten Hilfte unseres Jahrhunderts gedacht, deren Biicher hiufig Mathematiker wie Physiker
gleichsam faszinierten und ihnen gemeinsam unendlich viel gegeben haben.

Natiirlich will Rajaraman auch gar keinen mathematischen Text schreiben ,,No claim
is made of mathematical rigour*‘ und elementar soll es auch sein ,,This is by design, an ele-
mentary level text.* Aber etwas soll der Leser doch wissen: ,,The reader needs to be well versed
in the standard results of perturbation quantum field theory, gauge theory, renormalisation as
a prerequisite*. Und auch das reicht noch nicht, denn héufig werden im Voriibergehen Argu-
mente gebracht, die der Leser eigentlich nur goutieren kann, wenn er diese oder jene Theorie
doch noch etwas genauer kennen wiirde. Ich will gar nicht einmal behaupten, daf es ein sehr
komplizierter Text ist, aber der Autor macht es dem Leser manchmal sehr schwer, den einfachen,
und zum Teil sehr schonen, Gedankengingen zu folgen. Aber genug gelistert, was steht drin?
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Um dies zu sagen, muf ich zuerst einmal eine babylonische Sprachverwirrung in bezug
auf den Begriff ,,Soliton‘* aufkldren. Was néamlich fir manchen Physiker ein Soliton ist, ist es
fiir den Mathematiker noch lingst nicht. Mathematiker wiirden ein Soliton als die Losung eines
unendlich dimensionalen Flusses auf gewissen endlich-dimensionalen invarianten Mannigfal-
tigkeiten bezeichnen. Physiker sehen das anders. Fiir sie ist eine Solitonenlosung eine solche mit
lokalisierbarer integrabler Energiedichte, die fir t > oo in Energiedichtepakete zerfillt, welche
sich ohne Forminderung mit charakteristischen Geschwindigkeiten bewegen. Und zwar miissen
die fiir +o0 auftretenden charakteristischen Geschwindigkeiten mit denen fiir —o° tibereinstim-
men (Rekurrensphianomen). Beide Definitionen stimmen zum Beispiel bei der KdV fiir Losun-
gen, die im Unendlichen hinreichend schnell verschwinden, iiberein. Bei komplizierteren Syste-
men (z. B. mehrkomponentigen) braucht dies aber nicht mehr so zu sein. Doch die Physiker sind
sich keineswegs einig dariiber, was Solitonen sind, denn hiufig werden auch Losungen, deren
Energiedichte Solitirwellencharakter haben, schon als Solitone bezeichnet. Rajaraman weist
auf diesen Mifibrauch der Bezeichnungsweise frithzeitig hin, um den Mif8brauch danach kriftig
mitzutreiben. Aufler bei der eindimensionalen Sinus-Gordon-Gleichung, die fiir die Ziele des
Buches gar nicht allzu interessant ist, kommen kaum Gleichungen mit Solitonenlésungen vor,
sondern nur Energiedichten mit Solitirwellenverhalten, und darunter hauptsichlich auch nur
die statischen (aber diese in hoheren Dimensionen). Was soll also das Ganze? Nun wenn der
Soliton-Fan sich nach den ersten 100 Seiten noch nicht abgewandt hat, so erklirt der Autor
es ihm: Weil nidmlich statische analytische Losungen von Systemen in (n + 1) Dimensionen bei
Einfiihrung einer imaginiren Koordinatenachse in dynamische Losungen fiir Systeme in n Raum-
dimensionen und einer Zeitdimension iibergehen (Instantonen, oder fast solche). Davon handelt
dann das Buch, und fiir die so gewonnenen expliziten klassischen Losungen dynamische Systeme
wird dann (semiklassische) Quantenfeldtheorie durch Einfiilhrung von Fluktuationen um die
Energieminima getrieben.

Sicher keine ganz abgeschlossene Theorie, aber eine Theorie, deren gedankliche Vitali-
tit anziehend wirken kann. Insgesamt ein interessantes Buch, auch fiir den Mathematiker, aber
da wohl nur fiir den Spezialisten. ,

Doch moéchte ich diese Besprechung nicht schlieen, ohne auf eine verdienstvolle Publi-
kation von Rebbi-Soliani hinzuweisen. Hier handelt es sich nicht um eine zusammenhingende
Monographie, sondern um eine Sammlung der wichtigsten Originalarbeiten des Gebietes.
Natiirlich 148t sich iiber die Frage, welche Arbeiten fiir eine solche Sammlung ausgewihlt wer-
den miissen, immer streiten, aber im Grofien und Ganzen stimmt die Auswahl hier und gibt ‘
einen weiten Uberblick iiber das gesamte Fachgebiet. Dem wurde dann eine kenntnisreiche
Einleitung, in der die wichtigsten Begriffe erklirt werden, vorangestellt. Ein gelungener Band,
der beim Einstieg in das Gebiet unentbehrlich sein wird. Aber auch dem Fachmann wird er als
Nachschlagewerk unersetzlich sein.

Paderborn B. Fuchssteiner

Freed, D. S., Uhlenbeck, K. K., Instantons and Four-Manifolds (Mathematical Sciences
Research Institute Publications, Vol. 1), Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-
Verlag 1984, 43 fig., x + 232 p., hard cover, DM 48,—

The theorem of Simon Donaldson, that the positive definite intersection form of a
smooth, compact, simply connected 4-manifold must be diagonalizable over the integers, and
its corollary that there are different differentiable structures on Euclidean 4-space, took the
mathematical world by surprise in 1982.
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When the results became known, they provoked seminars in various corners of the
world, devoted to understanding the proof and the techniques involved. The situation was
analogous to Yau’s proof of the Calabi conjecture in 1976, where seminars in Palaiseau resulted
in the Société Mathématique de France publication *“Preuve de la conjecture de Calabi”
(Asterisque 58, 1978).

The book under review, “Instantons and Four-manifolds™, derives from seminars given
at the Mathematical Sciences Research Institute in Berkeley, but is more than a collection of
individual contributions, focussing on different aspects of the problem: it gives instead a uni-
fied presentation of Donaldson’s proof, with some modifications, extensions and background
material. Also, its origins in California rather than Paris lend it an informal air which helps the
reader.

The reader is, nevertheless, faced with some hard analysis. The ad hoc methods of
Donaldson are sometimes set in the context of the mainstream of mathematics, as applications
of such-and-such a technique or special cases of something else, but the essential estimates
which make everything work have to be established and this takes a toll on the less analytical
reader. The fact that there are 50 carefully annotated constants c,,, 8 or so A,’s and a handful of
M’s and K’s are evidence enough of the complexity and interrelationships of the methods involved.

Of the modifications to the original proof, most are relatively minor, although one
aspect is much more satisfactory. Donaldson got around the problem that the moduli space of
instantons is not in general a manifold by perturbing the actual equations. Freed and Uhlenbeck
show instead that a perturbation of the metric will in fact give a smooth moduli space. Also,
in proving decay estimates in the Collar theorem (one of the most technically difficult parts of
the proof) the authors’ methods yield a new and simpler proof of the Removable Singularities
theorem of Uhlenbeck. These aspects lead the optimistic reader to hope that this is not the
final version of the theory, and that in time, a more economical rearrangement of the estimates
into manoeuvrable blocks may lead to a wider understanding and wider use of the techniques.

Those techniques are not, however, static and Donaldson is at this moment carrying
through further applications of gauge theory to the topology of 4-manifolds. It is here that one
notices a somewhat different attitude in the book: it focusses on a single theorem and its impli-
cations in conjunction with Freedman’s work on topological 4-manifolds. Indeed, moving out
of the basic framework of positive definite intersection forms, vanishing first Betti number,
and gauge group SU(2) leads to “‘real trouble” according to the authors. The extension of the
methods they give is restricted to the work of Fintushel and Stern which leads to part of
Donaldson’s theorem, but using a simpler moduli space which avoids some of the difficult
analysis. It is in fact likely that using more analysis rather than less, and in different circum-
stances, we may learn more about smooth manifolds and the way in which the flexibility of a
differentiable manifold which seems so implicit in its definition is constrained by the rigidity
of the fields which are allowed to exist upon it.

It is here that one senses a difference in the circumstances surrounding Yau’s theorem
and Donaldson’s. When Yau proved the Calabi conjecture, a whole range of problems in algebraic
geometry which were waiting to be solved could be attacked. Donaldson’s use of gauge theory
came out of the blue and it is still too soon to visualise the whole range of results it may give
rise to. In any case, this book is an excellent place to start.

Oxford N. Hitchin
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Métivier, M., Semimartingales. A Course on Stochastic Processes (Studies in Math.,
vol. 2), Berlin — New York: Walter de Gruyter 1982, xii + 287 p., cloth, DM 88,—

Die berihmten Artikel von P.-A. Meyer iiber die Zerlegung von Supermartingalen
1962/63 haben einen michtigen Impuls fiir die weitere Entwicklung der im wesentlichen von
J. L. Doob gegriindeten Martingaltheorie gegeben. Heutzutage ist diese einer der wichtigsten
und sich am intensivsten entwickelnden Bestandteile der Wahrscheinlichkeitstheorie. Darum
ist jedes gute Buch, welches die moderne Forschung auf diesem Gebiet zusammenfaflt, sehr
willkommen. Zu solchen Biichern gehort auch die Monographie ,,Semimartingales* von M.
Meétivier. Insbesondere erginzt sie die fundamentalen zwei Binde ,,Probabilités et potentiel*
von C. Dellacherie und P.-A. Meyer (Hermann 1975/80) im Bereich unendlich-dimensionaler
Semimartingale im Geiste des Buches ,,Stochastic integration* von M. Métivier und J. Pel-
laumail (Academic Press 1980).

Das besprochene Buch besteht aus zwei Teilen. Teil I (Kapitel 1—4) enthilt die not-
wendigen Grundlagen aus der Martingaltheorie. Teil II (Kapitel 4—8) ist der stochastischen
Integration beziiglich Semimartingale und ihren Anwendungen — in erster Linie auf stochasti-
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— Mefbarkeit und Regularitit stochastischer Prozesse; Wiener- und Poisson-Prozesse als Bei-
spiele; wohl-mefibare und vorhersagbare Mengen; Stopzeiten; zuldssige Mafe; der Satz vom vor-
hersagbaren Schnitt (Kapitel 1).

— Martingale und Quasimartingale mit Werten in Banachrdaumen; Ungleichungen und Konver-
genz von Quasimartingalen; regulire Modifikationen; Konvergenz vektorwertiger Quasimartin-
gale und die Radon-Nykodim-Eigenschaft; Anwendungen auf die Robbins-Monro- und Kiefer-
Wolfowitz-Verfahren (Kapitel 2).

— Das Doleans-Maf eines Quasimartingals; vorhersagbare und duale vorhersagbare Projektionen
stochastischer Prozesse und zuldssiger Mafle; die Doob-Meyer-Zerlegung reeller Submartingale;
Punktprozesse (Kapitel 3).

— Quadratisch-integrierbare Martingale; Orthogonalitit; Zerlegung in einen stetigen und sprung-
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Bensoussan, A., Stochastic Control by Functional Analysis Methods (Studies in Math.
and its Appl., vol. 11), Amsterdam — New York: North-Holland Publ. Comp. 1982, xvi + 410 p.,
Dfl. 125.00

Das Buch befait sich mit einigen Hauptergebnissen der stochastischen Kontrolltheorie.
Es wird dabei der mit der Technik partieller Differentialgleichungen verbundene analytische Zu-
gang beniitzt, zum Unterschied von den wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden, denen
stochastische Integration und exzessive Charakterisation der Verlustfunktion zugrunde liegen.

Kapitel I enthilt die notwendigen Grundlagen aus der Theorie stochastischer Integra-
tion bzgl. eines Wienerschen Prozesses. Es werden die Konstruktion des Integrals beschrieben
und seine wichtigsten Eigenschaften aufgelistet. Einige klassische Existenz- und Eindeutigkeits-
sitze fiir stochastische Differentialgleichungen sowie der Girsanow-Satz und dessen Folgerungen
werden kurz dargelegt.

Kapitel II beinhaltet die notwendigen Ergebnisse der Theorie partieller Differential-
gleichungen. Hier werden Eigenschaftén von Sobolew-Riumen und Raumen Holderscher Funk-
tionen beschrieben. Mit Hilfe der Variationstechnik wird die Frage der Existenz und Eindeutig-
keit von Losungen des Dirichlet-Problems fiir elliptische Gleichungen behandelt. Mit der Galer-
kin-Methode wird di¢ Existenz yqd Ejndentickeit dey T dsugean narahalischer Gleichungenbe.

‘

wiesen und die Regularitdt in Termen ,,gewichteter* Sobolew-Riume untersucht. Auch das
Cauchy-Problem wird behandelt.

Kapitel III ist dem Martingalproblem gewidmet. Die notwendigen Ergebnisse und Be-
griffe der Martingaltheorie (im stetigen Fall) werden aufgelistet: die Orthogonalitit, quadratische
Variation, eine Skizze der Konstru.ktion des Integrals bzgl. Martingale, die Darstellung eines
Martingals als stochastisches Integral bzgl. eines Wienerschen Prozesses. Es wird das Martingal-
problem im Geiste von D. Stroock-S. R. S. Varadhan und — im Markowschen Fall — in Termen
des Generators formuliert. Der Zusammenhang mit stochastischen Differentialgleichungen wird
angedeutet. Einige partielle Existenz- und Eindeutigkeitsergebnisse fiir das Martingalproblem
werden angegeben.

Kapitel IV betrachtet das Kontrollproblem fiir eine stochastische Differentialgleichung
mit dem Kontrollprozef nur in der Drift im Falle vollstindiger Information. Dieses Problem
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