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Phaseniibergiinge am Ising-Modell
G. Leha, Passau

1 Das Modell und seine Bedeutung

Noch vor knapp 50 Jahren gab es innerhalb der Physik eine kontroverse
Diskussion iiber die Frage, ob verschiedene Phasen einer Materie (wie etwa gas-
formig, flissig, fest) aufgrund der gleichen mikroskopischen Wechselwirkungen
der beteiligten Molekiile erklirt werden koénnen (vgl. M. Born — K. Fuchs, 1938).
Wenn seither in dieser und dhnlichen Fragestellungen entscheidende Fortschritte
-erzielt werden konnten, so ist das nicht zuletzt dem mathematischen Modell zu
verdanken, das der Physiker Ernst Ising in seiner Hamburger Dissertation
unter Anleitung seines Doktorvaters W. Lenz (vgl. E. Ising, 1925) erstmals unter-
suchte mit dem Ziel, ferromagnetische Erscheinungen besser verstehen zu kénnen.
An diesen Ursprung werden im folgenden manche der Begriffsbildungen des
heute allgemein nach Ising benannten Modells erinnern.

Gegeben ist mit

(1.1) vczd,

einer endlichen Teilmenge des d-dimensionalen ganzzahligen Gitters 29, die
(ebenfalls endliche) Menge

(1.2) S=8y :={-1,+1}V

der Spin-Konfigurationen s = (sy)xev €S.

Die Zahl d € N ist die Dimension des Modells.

Die Punkte k € V werden als Ecken eines Graphen betrachtet, dessen Kanten-
menge K aus den (achsenparallelen) Verbindungsstrecken [k, &] ndchster Nach-
barn k, 2 € V besteht, also

(1.3) K=Ky ={[k,L]:k,2€V, |k—2|=1}.
Zu berechnen ist dann, als Funktion der reellen Parameter

b €0, =), der ,,inversen Temperatur*, und
H €R, des ,,duBeren magnetischen Feldes*‘,

die Zustandssumme

(1.4) Z=Zy=Zy(b,H):= Y exp
sES

b( Y ossetH Y s
(k,0]€ K kEV

] .
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[Von der Zustandssumme erhilt man durch Differentiation nach den Parametern
b und H alle (thermodynamischen) Zustandsgrofien.]

Da man sich fiir sehr grofle V (Anzahl der Elemente in der Groflenordnung der
Loschmidtschen Zahl) interessiert, ist eine direkte Berechnung auch mit Hilfe
schnellster Computer unmoglich. Die Approximation grofier V durch das ganze
Gitter Z¢ fithrt zur folgenden Haup taufgabe, oft auch Ising-Problem genannt:
Man berechne die freie Energie per Spin im thermodynamischen Limes

1
1. b, H) .= lim, —
9 0= lim i

wobei | V| die Anzahl der Elemente in V und die freie Energie in V durch

fy(b, H),

(16) fV = fv(b, H) = ‘ll; IOg ZV

definiert ist (fiir b > 0).

Das Ising-Problem stellt eine nunmehr etwa 6 Jahrzehnte wihrende Herausforde-
rung an die Mathematik dar. Lediglich teilweise Lésungen sind gelungen, namlich
durch E. Ising (1925) im eindimensionalen und durch L. Onsager (1944), aller-
dings nur fiir H= 0, im zweidimensionalen Fall.

Damit gehort das Ising-Problem zur Reihe jener faszinierenden mathematischen
Probleme, die sich zwar elementar formulieren lassen, deren Behandlung jedoch
hochkompliziert ist. Der Reiz des Ising-Modells wird aber noch betrichtlich er-
hoht durch seine fast einzigartige Grenzstellung, die es einnimmt zwischen mathe-
matischer Behandelbarkeit und hinreichender ,,Realititsnihe* fiir die Beschrei-
bung verschiedenster ,,kooperativer Systeme‘‘: Das Modell spiegelt nicht nur fir
Ferromagneten wesentliche Grundziige wider, sondern auch fiir Kristalle, insbe-
sondere bindre Legierungen (W. L. Bragg—E. J. Williams, 1934/35), fiir Gitter-
Gase (T. D. Lee—C. N. Yang, 1952), fiir verschiedene biologische Systeme (vgl.
C. J. Thompson, 1972), und es diente zur Untersuchung soziologischer (W. Weid-
lich, 1971) und 6konomischer Fragestellungen (H. Follmer, 1974). In jiingster
Zeit schlieflich wurden enge Querverbindungen zu den Quantenfeldtheorien

(s. z. B. M. Aizenmann, 1982) hergestellt.

Von zentraler Bedeutung ist dabei stets, da® sich am Ising-Modell Begriffe wie
kritische Phianomene, Phaseniibergang und dgl. mathematisch exakt studieren
lassen.

2 Analytische Behandlung

2.1 Algebraische Methode

Wir betrachten zunichst den eindimensionalen Fall, und zwar fiir
2.1) V=V@m)={l,...,n}C2Z.
Die Berechnung der Zustandssumme

n—1 n
b( Y sSken tH ) Sk)]
k=1

k=1

22) Zy= Y exp
SES
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vereinfacht sich, wenn man anstelle des freien Randes, bei dem die ,,Randspins‘
(hier die Stellen 0 und n + 1) unbesetzt sind, den periodischen Rand einfiihrt, bei
dem die Spins an den Stellen 1 und n als nichste Nachbarn angesehen werden,

d. h. wenn man die ,,Kette* {1, ..., n} zum Kreis schlieft. Dann haben wir

n

bH
23) Z,=Zyw= > [T exp [bsksk+1 t5 (s + Sk+1) |-

sg=tl,..,5p=%t1 k=1
Fithrt man die Transfer-Matrix
(24) L=(L(0, M), re{-1,+1}
ein mit

bH
(2.5) L(o,7)=exp bo1'+—2—(o+'r), o, TE{—1,+1},

so ist offenbar
6) Z,= Y L%sp,s)=trl"= AT+ A3,

sy = %1
wobei tr die Spur und A,, A, die Eigenwerte der (2 x 2)-Matrix L bezeichnen.
Damit ist die Berechnung der Zustandssumme auf ein Eigenwertproblem zuriick-
gefiihrt.
Die Berechnung der Eigenwerte liefert

2.7 >\1/2 =¢b cosh (bH) (eZb sinh? (bH) + e—2b)1/2.
Danmit ist die freie Energie per Spin in V(n) gegeben durch
+ S .
2]

11 1 1
(2.8) ;f,,=———logZ,,=—— log>\1+;10g

bn b

Im Limes n = oo haben wir dann
1
29) f(b,H)=- b log A;.
Die erste wichtige Zustandsgroe, die Magnetisierung per Spin ist definiert als
]
(2.10) m(b, H) = 3H f(b, H).

Fiir sie ergibt sich somit
sinh (bH)
(sinh? (bH) + e~)V2°

Dieses (von E. Ising auf kompliziertere Weise hergeleitete) Ergebnis besagt insbe-
sondere: Fiir jedes b > 0 verschwindet die spontane Magnetisierung

(2.12) m*(b) = lim m(b, H).
Hio

(2.11) m(b, H) =

Insbesondere ergibt sich keine Hysteresisschleife (vgl. Fig. 1), wie sie experimen-
tell bei Ferromagneten beobachtet wird (vgl. R. W. Pohl, 1964).
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furo = (S], e Sn), T= (tl’ L tn)’ Sn+1 =S, tann = 4y eil’l, so ist
Zym=Y L™(0,,0,)=trL™.
o1

Die 2" x 2"-Matrix L ist symmetrisch mit strikt positiven Eintrigen, besitzt

also 2" reelle Eigenwerte, von denen nach dem Perron-Frobenius-Theorem genau
einer, etwa \,, maximalen Betrag hat. Dieser ist strikt positiv, so daf fur die Eigen-
werte Ay, . . ., Asn der Matrix L gilt:

A

(2.18) I)\—‘ <1 fir 2<i<?2".
1

Ferner ist

(2.19) Zom=AP+AP +. . AB=AD

)\2 m )\2n )m]
+i—=] +...t|7T— .
: (xl ) | M
Lift man die Spaltenzahl m unbegrenzt wachsen, so erhdlt man

(2.20) lim 1 log Zym =Ny,
m—o I

so daf nur noch der maximale Eigenwert A, relevant ist. Es handelt sich jetzt
aber um die Eigenwertberechnung fiir eine (2" x 2")-Matrix, deren Durchfiihrung
die grofe Leistung Onsagers ist. Beziiglich einer detaillierten (und etwas geglitte-
ten) Darstellung der ,,Onsager-Losung* verweisen wir auf C. J. Thompson (1972),
Appendix D, und K. Huang (1963), Chap. 16.

Fir die freie Energie per Spin im Limes m = oo, n = oo erhilt man die Onsager-
Formel

log [cosh? (2b) — sinh (2b)

1
(2.21) —bf(b,0)=log2+—
2m (cos & + cos p)]dddy

O
°"‘=§

=log2+ -1—2- F(sinh (2b)),
2
wobei mit t = sinh (2b)
(2.22) F(t)= [ log[(t— 1?2+ t(2 — k(x)) 1dx,
Q

Q=[0,7]* und k(x)=cosx;+tcosx, fir x=(x,x2)€ Q
ist.
Offenbar sind Singularititen der Funktion b - f(b, 0) durch Singularititen der
Funktion t = F(t) gegeben.
Mit
(2.23) A(t, x) =(t— 1)* +t(2 — k(x))
t ,>,‘ 0 _x % 9] __

——— I 20 |

ist
(2.24) F(t)= | log A(t, x)
Q

B(t, x)

dx + [ log B(t, x)dx.
Q
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Eine Analyse zeigt, da beide Summanden stetig differenzierbar sind, die zweite
Ableitung aber nur noch fiir den ersten Summanden stetig ist, wihrend die
zweite Ableitung des zweiten Summanden eine logarithmische Singularitit im
Punkt t = 1 besitzt. Folglich weist die spezifische Wirme, die definiert ist durch

d2
(2.25) c(b, 0) = —kb? E (bf(b, 0)), [k = Boltzmann-Konstante]
eine logarithmische Singularitit in

1
(2.26) b*=3 sinh=}(1)

auf.

Damit liegt fiir d = 2 mit (b*, 0) ein kritischer Punkt des Parameterbereichs

[0, =] x R vor. )

Offen blieb aber zunichst die Frage nach der Magnetisierung und speziell nach
der spontanen Magnetisierung, die nach den Definitionen (2. 10) und (2.12) die
Berechnung von f(b, H) fiir H # 0 verlangen.

Nichtsdestoweniger gab L. Onsager, jedoch ohne Herleitung, die Formel

+my < | [1 —sinh™4(2b)]"/8, b > b*
(2.27) m*(b) = 0  b<b*

fur die spontane Magnetisierung an (L. Onsager, 1949). Ein Argument fiir die
Richtigkeit der Formel (2.27) gab C. N. Yang (1952), endgiiltig bewiesen wurde

sie allerdings erst — und dies ohne die Berechnung von f(b, H) fir H# 0 — von

A. Martin-Lof und D. B. Abraham (A. Martin-L6f, 1972, und D. B. Abraham —

A. Martin-Lof, 1973), vgl. Abschnitt 3.

Zwei weitere Meilensteine in der analytischen Behandlung des Ising-Problems
stellen die Ergebnisse von C. N. Yang und T. D. Lee dar. Zunichst wiesen sie
(unter wesentlich allgemeineren als den hier vorliegenden Bedingungen) die Exi-
stenz des Limes (1.5) fur alle Parameterwerte b und H nach (C.N. Yang — T.D. Lee,
1952). Schreibt man ferner die Zustandssumme Zy als Polynom in der Variablen

(2.28) z=¢ 2H

also
4]
(2.29) Zy =e'VitH Z p(n)z-,
r=0
wobei _
(230) p(n= Y exp|b Y ssf, 0<r<|V|,
s € S(r) [k,2) € K

und S(r) die Menge der Spin-Konfigurationen mit genau r negativen Spins ist, so
besagt das zweite fundamentale Resultat von T. D. Lee und C. N. Yang (1952),
daf} die Nullstellen der Polynome

\4
(231) @)= Y pnz’
r=0
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stets auf dem Einheitskreis {|z| = 1} liegen. Daraus ldf3t sich nach (1.5) und (1.6)
folgern, daf} die freie Energie per Spin im thermodynamischen Limes fiir [z| # 1,
also fiir H # 0, analytisch ist. Insbesondere ist die freie Energie f(b, H) fiir alle

b > 0 und H # O differenzierbar.

2.2 Kombinatorische Methode

Ein zweiter, vom bisher behandelten vollig verschiedener, analytischer Zu-
gang zum Ising-Problem stiitzt sich auf Reihenentwicklungen der Zustandssumme
Zy. Es sind hierbei zwei Ansitze zu unterscheiden:

Die low temperature expansion geht auf B. L. van der Waerden (1942) — dort
allerdings ohne explizite Bezugnahme auf das Ising-Modell — zuriick, wobei wie-
derum fiir verschwindendes dufleres Feld H = 0, die Zustandssumme nach Poten-
zen von e~ 2 entwickelt wird. [Die Variable e~ ist klein fiir grofles b (inverse
Temperatur), also fiir tiefe Temperaturen. ]

Bezeichnet man mit N,_(s) die Anzahl der Paare nichster Nachbarn (k, 2) im
Gitter V, in denen die Spins (sy, s¢) der Konfiguration s € S verschiedenes Vor-
zeichen aufweisen, so gilt (bei periodischem Rand) die — etwa durch Induktion
iber die Anzahl der (+)-Spins unmittelbar einzusehende — Beziehung

(2.32) Y sse=d|VI—2N,_(s).
[k, 2] € K

Mit (1.4) ergibt sich dann (fir H = 0):
(2.33) Zy=2e"MV' Y m(r)e2r,
r=0

wobei m(0) = 1 und m(r) fir r = 1 die Anzahl der Moglichkeiten ist, genau

r (+ —)-Paare in V zu plazieren. [Der Faktor 2 beriicksichtigt die Symmetrie

s = —s. Es handelt sich in (2.33) natiirlich um eine endliche Summe, da m(r) =0
ist fir r 2 | K| = d| V|.] Im zweidimensionalen Fall fithrt nun die schon von

R. Peierls (1936) benutzte Idee weiter, nimlich jeder Spin-Konfiguration auf
einfache und medulo der oben angesprochenen (+ —)-Symmetrie eindeutige
Weise durch Umrandung aller zusammenhingenden (—)-Gebiete einen achsen-
parallelen Polygonzug in dem zu V dualen Gitter zuzuordnen. [Das zu V duale
%, %) .] Dabei
entspricht jedem (+ —)-Paar der Konfiguration eine Kante des zugeordneten Poly-
gonzuges und umgekehrt. Um die Koeffizienten m(r) zu bestimmen, hat man
also (fiir d = 2) geschlossene achsenparallele Polygonziige der Linge r zu zihlen.

Gitter entsteht durch Translation des Gitters V um den Vektor (

+ + + + + +

+[=— -1+ +
+ +]-|+ + +
+|-|+ +}|- -
+|-1+ +}]- -
— |+ =T+ Fig. 2 ;Jur;x:andung der (—)-Spins durch Polygon-
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Offenbar ist

m(1)=m(2)=m3)=0, m(4)=|V|, m()=0, m(6)=2|V|,
Allgemein ist m(r) = O fir ungerades r.
Die high temperature expansion geht von folgender einfacher Beobachtung aus:
Schreibt man fiir H = 0 die Zustandssumme Zy, vgl. (1.4), in der Form
(234) Zy= Y [l explbsse,

SES [kR]EK

so geht die Exponentialfunktion nur an den Stellen e® mit € = + 1 ein, ist also
durch die Gerade € = cosh b(1 + € tanh b) ersetzbar. Mit der Variablen z = tanh b
[tanh b ist klein, wenn b Klein, also die Temperatur hoch ist] ist dann

(2.35) Zy =(cosh by¢V! ¥ IT (1 +sgse2)
sES [k,Q]EK

=(cosh bV ¥ 1+ Y sz
sES [k, 2]€ K

+ y Sk, S0, 5k,50,22 . . .|,
[ky, 21], [k2, 221 € K
[ky,21] # [k2,22]

also

(2.36) Zy = (cosh b)d!Via!VI i n(r)z',

r=0
wobei
2.37) 2Vlh(r) = y Y Sk.Sey - - - Sk.Se,
[k, Q1) ooy [k, e JEK sES
paarweise verschieden

ist. Filhrt man die Summation iiber s € S aus, so ergibt sich stets 0 oder 2'V!, wo-
bei der letztere Wert genau dann angenommen wird, wenn jedes s, in gerader
Potenz auftritt, d. h. wenn an jedem Punkt in V eine gerade Anzahl der Kanten
[ky, &1, ..., [k, &] zusammentrifft, sic somit insbesondere einen geschlossenen
achsenparallelen Polygonzug bilden. Damit reduziert sich auch die high tem-
perature expansion auf die Bestimmung der Koeffizienten n(r) und damit auf das
Zihlen von Polygonziigen der Linge r.

Fiir Dimension d = 2 gilt nun

(2.38) n(r)=m(r), r=0,1,2,...,
also

(2.39) Zy=2""(cosh b)¢V! Y m(r)z".
r=0

Aus den beiden Gleichungen (2.33) und (2.39) folgt sofort: Wenn fiird =2 im
thermodynamischen Limes V 1 Z¢ eine Singularitit entsteht, kann dies nur fiir

(2.40) z=tanhb=¢e"2®
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1
geschehen, also fiir b = 5 sinh~!(1). Aufgrund derartiger Uberlegungen haben

H. A. Kramers und G. H. Wannier (1941) schon 3 Jahre vor Onsagers Losung den
kritischen Punkt des zweidimensionalen Modells lokalisiert. Die Berechnung der
Koeffizienten m(r) und n(r) wird fiir wachsendes r sehr rasch eine dufierst kom-
plexe Aufgabe. Dennoch gelang es M. Kac und J. C. Ward (1952) [die Argumen-
tation wurde von S. Sherman (1960) vervollstindigt] aus der high temperature
expansion (2.36) die Onsagersche Losung (2.21) des zweidimensionalen Problems
zu gewinnen. [Eine exakte Darstellung der Kac-Ward-Methode findet man in

H. S. Green — C. A. Hurst (1964), Chap. 6.2]. Eine relativ kurze, ebenfalls von
(2.36) ausgehende Herleitung der Onsager-Formel (2.21) gibt auch H. E. Stanley
(1971), Appendix B. Eine weitere Methode, die Onsager-Formel (2.21) aus
(2.36) abzuleiten, benutzt sogenannte Pfaffsche Aggregate (vgl. H. Schwerdt-
feger. 1950). eine Variante der Determinante fiir schiefsvmmetrische (2n) x (2n)-

".' ‘ﬁ%
%. —

Thompson (1972), Appendix E.

Abschliefend sei noch bemerkt, da® die high temperature expansion (2.36) bisher
nahezu die einzige Quelle ist, um kritische Parameter und das Verhalten der Zu-
standsgrofen fiir das dreidimensionale Modell zu bestimmen, wo exakte Resul-
tate noch nicht erzielt werden konnten. Mit Computerhilfe ist es gelungen, fiir

d = 3 etwa die ersten zwanzig Koeffizienten n(r) zu berechnen. Wir verweisen
hierzu auf C. J. Thompson (1972), Section 6.5, H. E. Stanley (1971), p. 144, so-
wie auf O. G. Mouritsen (1984).

3 Wahrscheinlichkeitstheoretische Behandlung

Gegen Ende der sechziger Jahre brachten R. L. Dobrushin (1968) sowie
unabhingig davon, O. E. Lanford und D. Ruelle (1969) einen v6llig neuen Ge-
sichtspunkt in die Diskussion ein. Hierzu kehren wir nochmals an den Anfang
zuriick:

Ausgangspunkt war die endliche Menge Sy aller Spin-Konfigurationen in V C Z¢,
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Das Maf} Py hingt natiirlich von den Parametern b und H ab, also
(3.4) Py=PY".

Gleiches gilt fiir weitere im folgenden einzufilhrende Gréfien. Wir werden diese
Abhingigkeit in der Schreibweise meist unterdriicken.

Die Zustandssumme Zy iibernimmt jetzt die Rolle eines Normierungsfaktors.

Die neue Idee besteht nun im wesentlichen darin, den thermodynamischen Limes
V 1 Z4 nicht mehr nur analytisch (fiir die Zustandssumme bzw. die freie Energie),
sondern auch fir die W-Raume (Sv, P(Sv), Py)v endiich c z4 durchzufithren. Im
folgenden Diagramm wird die neue Idee durch die gestrichelten Pfeile symbo-
lisiert:

1
(Sv, (Sy), Py) — > Zy, fy=——log Zy

b

]

; thermodynamischer thermodynamischer

i Limes V 1 Z¢ Limes V 1 2¢

{

1 )

E,F,P)----------- ->f=1lim— =——f,...
( ) f hmwlfv,m T f,

Die Wahl des Mefiraumes (E, F) als Limes der Raume (Sy, P(Sy))v liegt auf der
Hand: Man wihle

(3.5) E:=(-1,1}%

und fir F die Produkt-o-Algebra auf E.

Keineswegs auf der Hand liegend ist jedoch die Wahl eines geeigneten W-Mafes P
als Limes der Mafie Py; denn die Familie der W-Riume (Sy, P(Sy), Pv) ist — aufder
im uninteressanten Fall b = 0 — nicht projektiv. Im folgenden werden wir, teils
nur um abzukiirzen, folgende Notationen verwenden: Wir schreiben

(3.6) 1:=29 V:={VCI:V#Q,Vendlich}
und bezeichnen mit

(3.7) vi={Re\V:3keV, |k—-¢=1}

den Rand von V € V. Fiir x = (X;)je EE und J C I sei
3.8) x;:=(Xjes, [xlhi={y€E: y;=x}

und schliefflich

39 Fy=0({[xlv:xEEVEV, VCI}

die von den ,,Zylindern* [x]y C E mit V € V, V C J erzeugte Unter--Algebra
von F. Wir konnen offenbar P(Sy) mit Fy identifizieren, so dad wir von jetzt ab
annehmen, daf die Gibbsmafe Py auf (E, Fy) gegeben sind (V € V). Die fehlen-
de Projektivitit der Familie (Py)ve y hat ihren Grund darin, daf} bei der Defini-
tion von Py ,,Randeffekte* unberiicksichtigt bleiben. Der Versuch, dieses Manko
ziLhehehen. fiihrt zu folgender Beeriffshildune:
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FirVEV, x,y €E sei

(3.10) Pyy(Ixlv) = exp [b(wy,y(x) + Hmv(x))],

Zy,y
wobei Zy, , der Normierungsfaktor und
B.11) wyy(x)= Y xkxet ) , XkYe
[k, 2] € K [k,2]€ K
mit K = Ky und K" := {[k, 2] € Kyuav : k € V, R € 8V}, also die Wechselwirkungs-
energie der Konfiguration xy € Sy unter Beriicksichtigung der Randspins yy,
£ € 3V, ist. Ferner schreiben wir abkiirzend my (x) fir my (xv).
Entscheidend ist nun folgende Beobachtung, die sich durch Nachrechnen be-

statigen 1af3t:
FirV,WEVmit VUOVCW,x,y,z€EEist

3.12) Pw,z([X]vl FW\v)(}’) = Pv,y([X]v),

d. h. die bedingte Erwartung des Ereignisses [x]y, unter der Hypothese

[ylwv € Fwv (der ,Ereignisse in W\V*), ist géinzlich unabhingig von W und z
und hiingt nur von den Spin-Komponenten y,, £ € 3V, ab. Gleichung (3.12)
kann als Ausgangspunkt fiir die Theorie der Zufallsfelder (Stochastische Felder,
random fields, s. C. Preston, 1976) und speziell der Markov-Felder (Markov
random fields, s. F. Spitzer, 1974, und R. Kindermann — J. L. Snell, 1980) an-
gesehen werden, wo das Pendant zu (3.12) die sogenannten DLR(Dobrushin-
Lanford-Ruelle)-Gleichungen sind. Die Tatsache, da} die linke Seite in (3.12)
nur von den Randspins in aV abhingt, 1if3t sich durch die sogenannte Markov-
Eigenschaft

(3.13) Py,.(FlFw\y) = Pw,.(F| Fav)

fir V, W€ V mit VU aV C W, F € Fy ausdriicken.
Die Unabhingigkeit in (3.12) von W € V, z € E legt es nun nahe, thermodyna-
mische Limiten der W-Mafle Py, folgendermafien zu definieren:

Ein W-Map P auf (E, F) heifie Gibbs-Mag, wenn gilt:
(3.14) P(F|Fpv)(y) =Py, (F) P-fa.y€E
fiiralle VE Vund F € Fy.

Die Markov-Eigenschaft bleibt natiirlich fiir Gibbsmafie erhalten, und zwar in
der Form

(3.15) P(F|Fpny)=P(F|Fay) P—f-s

firveV FeEF,.
Zu fragen ist nun als erstes, ob es iiberhaupt Gibbsmafe auf (E, F) gibt, d. h. ob
die von den Parametern b 2 0 und H € R abhingende Menge

(3.16) G =&(b, H)

der Gibbsmafde nichtleer ist.
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Diese Frage ist jedoch ziemlich leicht zu entscheiden: Versieht man {—1, 1} mit
der diskreten und E = {—1, 1} mit der Produkt-Topologie, so ist E und damit
auch die Menge aller W-Mafie auf (E, F) ein kompakter metrischer Raum. Wihlt
man also eine gegen I aufsteigende Folge (Vpaen in V mit der Eigenschaft, da
zu jedem V € V ein V, mit V U 9V C V,, existiert, sowie ein z € E, so besitzt die
Folge (Pp)nen der W-Mafle P, auf (E, F), die vermoge

P.(FNG)=Py_,(F) lg(z) firFEF, ,GE Fyy,

festgelegt sind, einen Haufungspunkt P, der die Gleichung (3.14) erfiillt d. h.
mit P ist ein Gibbsmaf} auf (E, F) gefunden. Die Menge 6(b, H) ist also fiir alle
Parameterwerte b, H nichtleer. Weiter unten werden wir sogar spezielle Gibbs-
mafde konstruieren.

Eine weitaus schwierigere — und den Nerv der gesamten Problemstellung tref-
fende — Aufgabe ist die Beantwortung der Eindeutigkeitsfrage. Hierbei erweist
sich die — bislang unberiicksichtigte — auf E liegende Ordnungsstruktur als
wesentliche Hilfe: Wir versehen E = {—1, 1}! mit der Produktordnung, d. h. wir
schreiben fiir x, y €E

(3.17) x<y, fallsx;<y; Vi€l

ist. Damit ist fir jedes V € U der Kegel

(3.18) Py = {p: E = R, p monoton steigend, Fy-mefibar}

erklirt. Py ist offenbar determinierend in dem Sinne, daf fiir zwei W-Mafle P, Q
auf (E, Fy) gilt:

(3.19) [pdP=[pdQ VpeEPy=P=Q.

Somit ist auf der Menge der W-Mafle auf (E, Fy) vermoge

(3.20) P<Q< [pdP< [pdQ VpEPy

eine (Balayage-) Ordnung < erklirt.

Sind nun V € V und x, y € E mit x <y, so lassen sich unter wesentlicher Heran-
ziehung der A ttraktivitit der Interaktion, die sich hier in der Nicht-Negativitdit
des Parameters b (in den wir die ,,Spinkopplungskonstante‘ absorbiert haben)
ausdriickt, die Voraussetzungen des Satzes von R. Holley (1974), Theorem 6)
nachweisen: Es gilt nimlich, wie man durch Nachrechnen bestitigt,

(3.21) Py y(s v t)Pyx(s A t) =Py y(s)Py (1)

fiir s, t € Sy, das als Verband beziiglich der Produkt-Ordnung betrachtet wird.
Als Folgerung erhalten wir (R. Holley, 1974, Corollary 11): Die Abbildung

y = Py, ist beziiglich der Ordnung (3.20) monoton steigend, d. h. es gilt fur
VeV, x,y EEmitx<y:

(3.22) [pdPyx<[pdPy, VpEPy.

Bezeichnen wir nun mit Py_ bzw. Py, das zur Konfiguration x™ := (—1);g; bzw.
x* 1= (+1);e1 gehorige Gibbsmaf auf (E, Fy), so haben wir also

(3.23) | pdPy,_ < [ pdPy,y <{ pdPy,.
firalle VEV,pE€ Pyundy €E.
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Hieraus ergibt sich, zusammen mit (3.12), fir V,W € V mit VU 9V C W und
p € Py:
(3.24) I pdPy,+ = j Ew,+[p| Fw\v]()’)dpw,+(y)

= [ (§ pdPy,y)dPyw,+(y) < [ ( pdPy,.)dPy,.

= [ pdPy,+
und ebenso
(3.25) | pdPw,_ = [ pdPy _.
Somit sind vermoge
(3.26) | pdP. = 331}1] fpdPy,. fir pEPy,VEV

zwei W-Mafle P, und P_ auf (E, F) definiert.
Man bestitigt sofort, daB® P, und P_ Gibbsmafie sind, wobei wegen (3.23) gilt:

(a ooy 3 £ g £ am

P, und P_ sind dariiberhinaus translationsinvariant: Bezeichnen wir nimlich fir
k €I mit 7 : E = E die zugehorige Translation, also (7 X)g = Xg+¢, £ €1, dann ist
fiir p € Py (und entsprechend fiir P_ statt P,)

(3.28) I pdPy,, = j p O 7k dPy .y + = f p © 7 dP,,
also
(3.29) [pdP, = [pO7dP, > [pOT,O7_,dP, = { pdP,.

Unmittelbar aus der Definition (3.14) folgen Konvexitit (und Kompaktheit) der
Menge 6 der Gibbsmafle. Nach (3.27) sind P, und P_ stets Extremalpunkte von
6. Die Ungleichungen (3.27) liefern ferner:

Es gibt genau dann nur ein Gibbsmap auf (E, F), wenn die Mafe P_ und P, zu-
sammenfallen.

Wegen der Translationsinvarianz der beiden Mafle P_ und P, geniigt es fiir die
Koinzidenzpriifung, lediglich die Gleichheit

(3.30) | podP_ = | podP,

fiir die eine monotone Funktion
1
(3.31) po: E—> {0, 1},x—>5(1 + Xo)

nachzupriifen. Gilt namlich (3.30), dann liegen fiir V € V die Funktionen
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also

(333) Y fpxdP_—([p,dP_=[pdP_<|pdP,= Y ([pxdP,— [pydP,
kEV kKEV

und damit wegen (3.32)

R34\ L ‘r.-pE_ﬁf.nu'!=P -é [~-dp 4

Die Gleichheit der Integrale fiir die Funktionen py, V € V, impliziert aber die
Gleichheit der Mafse P_ und P,.

Somit besteht Eindeutigkeit fiir die Gibbsmape auf (E, F) genau dann, wenn die
Wahrscheinlichkeit, an der Stelle 0 €1 ein (+)-Spin vorzufinden, fiir die beiden
Mage P_ und P, gleich ist.

Aus Symmetriegriinden ist

(3.35) |pydP*"=1-[py,dPPH,
also fir H=0:

1
(3.36) |G6|=1% [podP, = 5
Das in der low temperature expansion (s. Abschnitt 2.2) angesprochene Peierlssche
Argument (R. Peierls, 1936, fir d = 2, auf hohere Dimensionen ausgedehnt von
R. L. Dobrushin, 1965) liefert [fiir d = 2 durch eine einfache Abschitzung der

Zahl der dort betrachteten Polygonziige, vgl. R. Kindermann — J. L. Snell (1980),
pp. 11-14] die Ungleichung

(3.37) [ podP}® >% fir b hinreichend grof.
Damit ist fiir H= 0 und hinreichend grofie b die Existenz mehrerer verschiedener
Gibbsmafle auf (E, F) nachgewiesen: & enthilt ja stets die Strecke

{(1 —)P_ +aP,: 0 << 1}zwischen P_ und P,, die im angesprochenen

Fall nicht zu einem Punkt zusammenfillt.

Es wird sich nun zeigen, dafd die Menge &(b, H) genau dann einelementig ist,
wenn die freie Energie per Spin f(b, H), s. (1.5), als Funktion von H differenzier-
bar ist. Zunichst ersiecht man unmittelbar aus (1.6) und (3.10) fir VE V,y €EE
die Beziehung

9 _129 _ bH
(3.38) 3H (—fy,y(b, H)) = b 3H log Zy,y(b, H) = | mydPy,y.
Die Ableitung der Funktion H = —fy , (b, H) ist somit gerade der Erwartungs-
wert der Magnetisierung my in V. Nochmaliges Differenzieren zeigt, dafy die
zweite Ableitung dieser Funktion mit der Varianz von my {ibereinstimmt und
demnach =0 ist. Damit ist die Funktion H ~ fy ,(b, H) stetig differenzierbar und
konkav. Wir wihlen nun eine Folge (V(n)),en von Wiirfeln V(n) € V mit

V(n) U aV(n) C V(n + 1), die gegen I aufsteigt.

Weiter fixieren wir b und setzen fir HER

1
(3.39) fo,2(H) = e fvns (0, ), nEN.
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Unter Beachtung von
(3.40) my=2 ) pc—IVIEPy, VEV,
kev

und der Translationsinvarianz des Mafdes P_ ist

1 2
— < — - -
(3.41) [ mvdPy_ < k;;V [ pxdP_ — 1 = [ modP_

mit

(3.42) my=2po— 1.

Mit (3.38) und (3.41) folgt nun

(3.43) —f;, _ < [modP_ < [ modP, <—fy .,

wobei sich das letzte Ungleichheitszeichen analog zum ersten ergibt. Aus den Er-
gebnissen von T. D. Lee — C. N. Yang (s. Ende des Abschnitts 2.1) wissen wir,
daf} (zunichst ohne Beriicksichtigung der Randspins + oder —)

- L1
(3.44) (b, )= lim fo(b, H) =~ lim 1o log Zyey(b, H)

existiert und fir H # 0 analytisch ist.
Den Einfluf der Randspins kann man aber abschitzen: Fiir V€ V, s € Sy und
X, y € E ist offenbar

(3.45) [wyx(8) —wyy ()< Y (Ixel +lyel) <2[0V],
Q

™ . L“;F

s € Sy

= Y {exp [b(wy,y(s) + Hmy(s))]
s € Sy
- exp [b(wy,x(s) = wy,y(s))]}
< Zyy exp [2b]oV]].

Damit ist

1 1 [oV]
— —_—— < —
(3.47) | 177 108 Zux ~ 177 log Zvy | <265,

Hieraus folgt, zusammen mit (3.44),
(3.48) lim f,_= lim f,,= lim f,=f
n-—> e n— e n—> o
Da die (steig differenzierbaren) Funktionen f,, . konkav sind, ist auch ihr Limes f
als Funktion von H konkav.
Daraus folgt (reelle Analysis!):
Ist f(b, -) differenzierbar in H € R, so ist
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Insbesondere haben wir nach (3.43) in diesem Fall
0

(3.50) — 7 f(b, H) = | modP>" = | mydP2H,

Mit (3.42) und (3.30) folgt somit;

Ist £(b, -) differenzierbar in H, so ist |G6(b, H)| = 1.

Wir bemerken, daf} f(b, -) in allen H # 0 differenzierbar ist, daf also | &(b, H)| = 1
fur alle b 2 0 und H # 0 ist. Weiter liefert die Konkavitit der Funktion

H - (b, H):

9
3.51) lim = f(b, H) = f®
3.51) lim = f(b, H) = £75(b, 0),

wobei f®(b, 0) die linksseitige Ableitung von f(b, -) im Nullpunkt ist.
Da ferner die in H stetigen Funktionen | modP'\’;(P,{,),_ gegen | modP™™ aufsteigen,
ist letztere eine nach unten halbstetige Funktion von H. Somit ist

0
3.52 dP>°=Jj >H = — Jim — =—f®
( ) [mg ngr}) | mydP> l&lgr}) ST, f(b, H) = —f®)(b, 0).

Ebenso erhilt man fiir die rechtsseitige Ableitung f®(b, -):
(3.53) | modP2%=—f®(b, 0).

Somit ist wieder mit (3.42) und (3.30) und mit (3.52), (3.53) genau dann
|6(b, 0)| = 1, wenn f(b, -) in H = 0 differenzierbar ist. SchlieBlich erinnern wir
noch an die spontane Magnetisierung (s. (2.12)):

0

=55 b, H)) = [ modP®°.

Somit ist auch, wegen (3.54), (3.42) und (3.36),
(3.55) |6(b,0)|=1+m*(b)=0.

Als Fazit der letzten Uberlegungen halten wir fest:
Es gibt zu den Parametern b und H genau dann nur ein Gibbsmap auf (E, F),
wenn die freie Energie per Spin (im thermodynamischen Limes) f(b, -) in H

(3.54) m*(b) = lim m(b, H) = lim
Hi0 Hio

of
differenzierbar ist, d. h. wenn 3H (b, H) existiert. Dies ist fiir H+ 0 stets der

Fall und fiir H = 0 genau dann, wenn die spontane Magnetisierung m*(b) ver-
schwindet.

Somit verbleibt noch, um den Parameterbereich der Eindeutigkeit der Gibbs-
mafde genau abzustecken, die Bestimmung der spontanen Magnetisierung

b = m*(b):

Eine erneute Anwendung der Holleyschen Ungleichungen (R. Holley, 1974,
Corollary 12) liefert nun zunéchst:

Ist VEV, k €I mit 0,k €V, so gilt mit

(356) my = 2pk -l1e PV
(357) I momdev’+ = jmode’+ j mdeV,+,
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ist. Sind andererseits V,, V,, WE VmitV, NV, =0,0€ V;,k €V, und
Vi V) aV, C W, dann ist

(359) I momdew,+ = j. [_‘- model,y _fmdevz,y]de,»,(y)
< j modPV Lt _‘-mdeV2’+.

Hieraus folgt
(3.60) lim sup | memydP, < (| modP,)?,

|kl—> o

und zusammen mit (3.58), fiir alle b = 0:

(3.61) m*(b, 0) = (| medP¥%)? = lkllim § momy dPY°

= lim lim [ mem,dPg?.
[kl—>e n—> o

Unter Verwendung der Transfer-Matrix-Methode (s. Abschnitt 2.1), hier aller-
dings mit ,,positivem‘ statt des periodischen Randes, gelang es D. B. Abraham
und A. Martin-L6f (1973), die rechte Seite in (3.61) fiir Dimension d = 2 zu be-
rechnen und damit die Onsagersche Formel (2.27) fiir die spontane Magneti-
sierung zu bestétigen.
Somit haben wir fiir die Dimensionen d < 2 die Eindeutigkeitsfrage im Griff:
Fiird = 1ist |6(b, H)| = 1 fiir alle b= 0 und H € R. Fiir d = 2 ist, mit

1
b*= 5 sinh~1(1),

|6(b,H)|=1 fir H#0 oderfir H=0,b<b*
|G(b, H)|>1 fir H=0,b>b*

Nun liegt eine dhnliche Situation in den Phasendiagrammen der Thermodynamik
vor: Der kritische Punkt (hier (b*, 0)) ist Endpunkt einer Kurve (hier b = (b, 0),
b > b*), die den Ubergang einer Phase in eine andere markiert. Damit ist es ge-
rechtfertigt, zu sagen:

Ist |6(b, H)| > 1, so findet Phaseniibergang statt.

[Dies ist auch die allgemeine Definition des Begriffs Phaseniibergang in der
Theorie der Stochastischen Felder.]

Fiir Dimension d = 2 ist iiber den genauen Bereich der Parameterwerte, an denen
Phaseniibergang stattfindet, hinaus noch bekannt, dafd neben den auf der Strecke
zwischen P_ und P, liegenden Gibbsmaflen keine weiteren existieren (M. Aizen-
man, 1979), d. h. im zweidimensionalen bleibt die ,,Symmetrie der Translations-
invarianz* fiir alle Gibbsmafde erhalten.

Fiir hohere Dimension d = 3 konnte, neben den am Ende des Abschnitts 2.2 an-
gesprochenen Approximationen der Zustandsgrofien, bisher nur vergleichsweise

wvwonita aal- 1+t swreardan: WicaAor rmit catmnorn Daoatarlecarhhiom A vttt b amanta D T
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(R. B. Griffiths, 1967), folgt die Existenz eines kritischen Punktes (b*, 0). Eben-
falls unter Heranziehung der Ordnungsstruktur erhilt man, da der kritische
Parameter mit wachsender Dimension kleiner wird (vgl. H. O. Georgii, 1974,
Korollar 14.3). Dariiber hinaus konnte R. L. Dobrushin (1972) fiir d = 3 nach-
weisen, daf’ fiir H= 0 und b hinreichend grof} neben dem ,,Bruch der spin-flip-
Symmetrie* (d. h. P_ und P, sind verschieden) ein weiterer Symmetriebruch

in der Existenz eines nicht-translationsinvarianten Gibbsmafies vorliegt.
Selbstverstandlich wurde das Ising-Modell auf nahezu jede erdenkliche Weise ver-
allgemeinert, wie z. B. Ersetzung des Gitters Z¢ durch andere Gitter oder durch
allgemeine Graphen, Ausdehnung des Parameters b auf negative Werte (anti-
ferromagnetischer Fall) oder Einbeziehung noch allgemeinerer ,,Interak tions-
potentiale, Ersetzung von {—1, 1} durch allgemeinere ,,Zustandsriume*. Auf
diese Weise konnten viele schone Resultate erzielt und sogar ganze Theoriege-
bdude errichtet werden, aber erst die Zukunft wird erweisen, ob das urspriing-
liche Ziel der Dissertation E. Isings, das dreidimensionale Problem zu 16sen, er-
reichbar ist, oder ob sich die Aussage bewahrheitet (s. H. E. Stanley, 1971, p. 17):
»Some workers have claimed that it (the threedimensional Ising model) may in
fact be an unsoluble problem ‘.
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1. Was sind exotische Strukturen und was ist in anderen Dimensionen bekannt?

Fiir den, der nicht so mit dem Begriff einer differenzierbaren Mannigfaltig-
keit vertraut ist, reicht es fiir diesen Artikel vollig aus, an die folgenden Beispiele
von differenzierbaren (C™) Mannigfaltigkeiten zu denken:

— der n-dimensionale Euklidische Raum R"

— die n-dimensionale Standardsphdre S" = {x € R**!|||x|| = 1}

— S"ist Rand von D**! ={x € R"*!|||x|| < 1}, der (n + 1)-dimensionale
Ball

— der n-dimensionale reelle projektive Raum RP" = Geraden in R**! = 8"/, 4

— der n-dimensionale komplexe projektive Raum CP" = Geraden in
Ch*1=g82*1/,. nist in diesem Fall die komplexe Dimension, die reelle Dimen-
sion ist also 2n.

— Nullstellengebilde einer durch ein Polynom gegebenen Abbildung von
einem der obigen Beispiele in die reellen oder komplexen Zahlen. Dabei muf man,
um Singularitdten zu vermeiden, darauf achten, daf} der Nullpunkt ein regulirer
Wert ist, d. h. der Gradient darf nirgendwo verschwinden.

*) Ausarbeitung eines Ubersichtsvortrages aus Anlaf der Jahrestagung der deutschen
Mathematiker Vereinigung (DMV) im September 1984.
Der Hauptteil dieses Artikels wurde wihrend eines Gastaufenthaltes am IHES im Mirz/April
1985 geschrieben. Der Autor mochte dem Institut fiir die Einladung und Unterstiitzung herz-
lich danken.
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Als ein solches Beispiel, das im folgenden eine besondere Rolle spielen
wird, sei die folgende Mannigfaltigkeit genannt:

— Die Kummerfliche K ={[zq, 2,, Z;, 23] € CP? |2§ + z} + 23 + 23 = 0}.
K hat die komplexe Dimension 2 also reelle Dimension 4.
— Cartesische Produkte von den obigen Beispielen.

Wie in mathematischen Theorien iiblich, fithrt man fiir Mannigfaltigkeiten
einen Isomorphiebegriff ein. Es gibt mehrere naheliegende Moglichkeiten:

— Homdéomorphie. Ein Homdomorphismus zwischen zwei Mannigfaltig-
keiten M und N ist eine bijektive Abbildung f : M = N, so dafl f und f ~1 stetig sind.
Wenn eine solche Abbildung existiert, heilen M und N homdomorph.

— Diffeomorphie. Wenn man fiir f und f* (C*)-Differenzierbarkeit ver-
langt, erhilt man einen Diffeomorphismus. M und N heifien dann diffeomorph.

Es ist ein naheliegendes Problem zu fragen, ob diese Begriffe dquivalent
sind. Offensichtlich sind diffeomorphe Mannigfaltigkeiten homoomorph, so dafs
man die folgende Frage erhilt:

Problem Gibt es eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit M,
zu der es eine homdomorphe aber nicht diffeomorphe Mannigfaltigkeit N gibt.
Man sagt dann: M hat eine exotische differenzierbare Struktur. Man kann dann
weiter nach einer Klassifikation der exotischen Strukturen fragen, das heifit nach
der Klassifikation der zu M homéomorphen Mannigfaltigkeiten bis auf Diffeo-
morphie.

Bemerkung Die hier gewihlte Formulierung des Problems ist dsthetisch
nicht panz hefriedicend. Man kannp statt dessen auch den Begriff der dif-

F_’a
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keiten angab, die homdomorph aber nicht diffeomorph zur 7-dimensionalen
Standardsphire S” sind.

Satz (Milnor [Mi,] (1956)) S7 hat exotische Strukturen.

Ich moéchte kurz etwas zu Milnors Beweis sagen, denn die Ideen waren grundlegend
fur die weitere Entwicklung, die im Laufe der nichsten 15 Jahre zu einem ziemlich
guten Verstindnis von differenzierbaren Strukturen auf Mannigfaltigkeiten der
Dimension = 5 fiihrte. Auf diesem Hintergrund versteht man dann auch besser,
warum die Resultate von Donaldson und Freedman iiber 4-Mannigfaltigkeiten so
iberraschend sind. Zur Konstruktion seiner Beispiele sei zunichst daran erinnert,
daB S die Einheitssphire in H x H ist, H = Quaternionen. Die Einheitsquaternio-
nen S3 operieren auf $” und die Quotientenmannigfaltigkeit ist die quaternionale
Gerade Py(H) = $*. Man hat also ein differenzierbares Faserbiindel (das quaterni-
onelle Hopf-Biindel) S -+ S7 - S*, Die Zerlegung von S* in S* — Siidpol U S% —

1
Nordpol = R* U R?, wobei x € R*— {0} mit TP € R* - {0} identifiziert wird,
liefert eine Zerlegung von S7 = R* x $3 ) R* x $3, wobei « die Punkte (x, y) € R*
3

identifiziert und die Multiplikation

) . LSS, S
{0} xS mltde:nPunk’ten(lell2 i Y

in S3 die quaternionale Multiplikation ist.
Nun kann man fiir ungerades k die Identifikation so verallgemeinern:

a1 +x)/2 ( X )(1—k)/2)
Yl ‘

X

1
("’Y)~(n7||—2”" (u_xﬂ

Die durch entsprechende Identifikation entstehende 7-Mannigfaltigkeit bezeich-
nen wir mit ,. £, =S".

Milnor zeigt, daf} 2, stets homdomorph zu S7 ist, aber fiir gewisse k nicht
diffeomorph. Die Idee des Beweises, daf} =, homdomorph zu S7, ist die folgende.
Milnor konstruiert ganz explizit eine Morse-Funktion X, = R, die nur 2 kritische
Punkte hat. Mit etwas Analysis (gewohnliche Differentialgleichungen) folgt daraus,
dafl Z, Vereinigung von zwei 7-dimensionalen Billen ist und das impliziert mit
einem Standardtrick, daf £, homdéomorph zu S7 ist.

Es soll versucht werden, dieses wichtige Argument zu veranschaulichen.
Eine Morse-Funktion stelle man sich als Hohenfunktion eines Reliefs vor. Kriti-
sche Punkte entsprechen z. B. fiir 2-dimensionale Reliefs den Maxima, Minima und
Sattelpunkten. Wenn eine Morse-Funktion nur 2 kritische Punkte hat, hat sie genau
ein Maximum und Minimum und keine anderen kritischen Punkte. Nun betrachte
man das durch die Morse-Funktion gegebene Gradientenvektorfeld und seine Inte-
gralkurven. In dieser Situation kann man sich die Integralkurven so vorstellen, daf}
man es auf das Relief regnen 14ft. Die Bahnen der Wassertropfchen durchlaufen
die Integralkurven. Nun nehme man kleine Bille um das Maximum x und Mini-
mum y. Von jedem Punkt des Randes des Balles um x verlduft genau eine Integral-
kurve zum Rand des Balles um y und diese Integralkurven fiillen den Zwischen-
raum zwischen den beiden Billen vollig aus. Man erhilt somit eine Zerlegung von
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Zy in die zwei Bélle und einen Zylinder, und das liefert natiirlich eine Zerlegung
von Zy in zwei Bille, indem man einen Ball zusammen mit dem Zylinder wieder
zu einem Ball zusammenfafit.

a Ball um Maximum

Zylinder

‘v Ball um Minimum

Diese Art der Argumentation mittels Morse-Theorie ist von ganz grundsitz-
licher Bedeutung. Sie findet zum Beispiel wenige Jahre spiter Verwendung bei
Smales Beweis des h-Kobordismussatzes [Sm], der ein entscheidender Schliissel
zum allgemeinen Verstindnis von Mannigfaltigkeiten der Dimension = 5 ist.

Das Argument, da} =, fiir gewisse k nicht diffeomorph zu S7 ist, war eben-
falls grundlegend fiir die weitere Entwicklung. Der allgemeine Hintergrund ist der
Hirzebruchsche Signatursatz oder allgemeinere Ganzzahligkeitssitze fiir charak-
teristische Zahlen [Hi]. Diese Sitze sagen aus, daf} bestimmte Invarianten, wie die
aus den Pontrjaginklassen des Tangentialbiindels einer kompakten differenzier-
baren Mannigfaltigkeit, deren Dimension durch 4 teilbar ist, abgeleiteten charak-
teristischen Zahlen, gewisse Kongruenzen erfiillen. Z. B. gilt fiir differenzierbare
8-Mannigfaltigkeiten M ohne Rand stets: P,(M)2 — 4 - sign (M) = 0 mod 7. Dabei
ist P,(M) € H*(M; Z) die 1. Pontrjagin-Klasse und P,(M)? die entsprechende cha-
rakteristische Zahl. sign (M) ist die iibliche Signatur der durch die Schnittform auf
M gegebenen symmetrischen Bilinearform (vgl. dazu die kurze Erklirung in 2.).

Nun ist £, nach Konstruktion Rand einer kompakten 8-Mannigfaltigkeit,
nidmlich des assoziierten Scheibenbiindels: spanne in jede Faser S® einen 4-dimen-
sionalen Ball ein. Wire X, diffeomorph zu S7, so kénnte man den Rand mit einem
8-dimensionalen Ball zukleben. Fiir die entstehende Mannigfaltigkeit M kann man
P,(M)? und die Signatur leicht ausrechnen: P,(M)? = 4k2, sign (M) = 1. Die obige
Kongruenz impliziert damit:

k*-1=0mod 7

falls £ diffeomorph zu S”.
Alsoist Zy furk =3, 5,7, 9, 11, 13 nicht diffeomorph zu S”. Etwas spiter
wurden die differenzierbaren Strukturen auf S” sollstindig klassifiziert: =, _,
und Z,,,'—, sind orientierungserhaltend diffeomorph genau dann, wenn m(m + 1)
=m'(m’ + 1) mod 56, und auf diese Weise erhilt man alle moglichen differenzier-
baren Strukturen auf S7 [Ke-Mi,].

Pogemad 142, cEo Lo - o ’J‘.l'..mu“t..__‘_‘-ﬁ‘ ’
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Korollar [Ke-Mi,] Es gibt eine 1-zusammenhdngende differenzierbare

4—Mg%gigﬁa_ltigkgt M und Homologieklasse 8 € H,(M; 2), die nicht durch eine

S

I
h
2

Py <
»

e | \;.L Iy (- N

B e weis Wir fiilhren den Beweis mittels der oben begonnenen Argumen-
tation, da diese eine fiir unseren Zusammenhang interessante Querverbindung auf-
zeigt. Kervaire und Milnor geben andere Beispiele an, indem sie zeigen, daf z. B.
das 2-fache der Diagonale in H,(S? x S2; Z) = Z & Z bzw. das 3-fache eines Erzeu-
gers von H,(CP?; Z) = Z nicht durch eine differenzierbare Einbettung représentiert
werden kann. Der Hintergrund all dieser Beispiele ist der oben erwihnte Satz von
Rohlin. -

SeiM = # CP? # CP? wie oben und f = f(«). Wenn 8 durch differenzierbare

Einbettung g : S2 - M reprisentiert werden konnte so folgt aus Standardmetho-
den, daB man g zy einer Einbettung CP? — D* - M fortsetzen kann, wobei
S*=CP! C CP?- D“ Damit kann man sich eine neue Mannigfaltigkeit

M' := M — (CP2 - D#) U D* konstruieren, die die folgenden Eigenschaften hat:

M’ ist 1-zusammenhingend und differenzierbar und Sy ist isomorph zum ortho-
gonalen Komplement von «, also zu Eg. Das widerspricht aber Rohlins Satz. O

An diesem Beispiel wird deutlich, daf die Frage, welche Homoligieklassen
durch Einbettungen der 2-Sphire reprisentiert werden konnen, von Bedeutung
fiir die wichtige Frage ist, welche unimodularen symmetrischen Bilinearformen
{iber Z Schnittformen von 1-zusammenhingenden 4-Mannigfaltigkeiten sind.

_ Es soll ganz kurz auf das Problem eingegangen werden, das auftritt, wenn
man zeigen mochte, daf man eine Homologieklasse durch eine Einbettung von
S? reprisentieren kann. Aus der allgemeinen Theorie folgt, dal man stets eine
Immersion finden kann. In héheren Dimensionen (Immersionen S* - M?" mit
n = 3) kann man deren endlich viele Selbstdurchdringungspunkte, die in Paaren
von Doppelpunkten auftreten, durch den sogenannten Whitney-Trick wegmachen
[Mi,): Man spanne, wie in dem Bild angedeutet, einen 2-dimensionalen Ball, eine
Whitney-Scheibe, ein und verforme die Immersion entlang dieser Scheibe, bis die
Doppelpunkte verschwinden.
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Fiir n = 2 treten bei dem Whitney-Trick Probleme auf, da man die beno-
tigte 2-dimensionale Whitney-Scheibe in eine 4-Mannigfaltigkeit zwar abbilden
und damit immersieren kann aber wieder vor dem Problem steht, diese Immersion
in eine Einbettung zu verwandeln und damit scheinbar {iberhaupt nichts gewon-
nen hat.

Die Probleme mit dem Whitney-Trick spielen nicht nur bei der Reprisen-
tierbarkeit von Homologieklassen durch Einbettungen sondern auch an anderer
Stelle eine wichtige Rolle.

Wir haben in 1. den h-Kobordismussatz von Smale erwihnt, der besagt,
dafl ein h-Kobordismus W der Dimension = 6 diffeomorph zum Zylinder M x I
ist. Dabei verstehen wir unter einem h-Kobordismus eine 1-zusammenhingende
differenzierbare kompakte Mannigfaltigkeit W, deren Rand aus zwei Komponen-
ten M und N besteht, auf die man W deformieren kann. (W ist homotopieiquiva-
lent zu einem Zylinder.) Insbesondere sind M und N dann diffeomorph.

Fiir dim W = 5 versagen die Beweismethoden von Smale, die darin beste-
hen, eine Morse-Funktion h : W = R ohne kritische Werte zu finden, so daf} ein
in 1. angedeutetes Argument impliziert, da W =M x I. Was man fiir dim W =15
mit seinen Methoden erreichen kann ist das folgende [Mi,]: Es gibt eine Morse-
Funktion W - R, die nur kritische Punkte vom Index 2 und 3 hat. Dabei ist der
Index die Anzahl der negativen Eigenwerte (unter Beriicksichtigung von Multipli-
zititen) der Hesseschen Form. Diese kritischen Punkte treten in Paaren auf. Das
folgende Bild beschreibt eine analoge 2-dimensionale Situation mit kritischen
Punkten vom Index O bzw. 1:

I
/
Index 1
0.~ Dq Dr
Index 0 ( )
Do
_a

Ahnlich wie in 1. bei Milnors Beweis, daf® £, homdomorph zu S7 ist, sieht
man in solch einer Situation durch Betrachtung von Integralkurven, die von dem
einen kritischen Punkt ausgehen bzw. in dem anderen enden, Einbettungen von
3-dimensionalen Billen D} (rechts-Ball) und D} (links-Ball), deren Rand in einem
Zwischenniveau h™(a) lieet, Also liefert der Rand von D3 und N3 zwei Finbhet-

tungen von S? in die 4-Mannigfaltigkeit h™!(a) : S} und S3.

Falls sich diese beiden eingebetteten Sphiren in genau einem Punkt schnei-
den, kann man die beiden kritischen Punkte durch einen in dem Bild angedeute-
ten Trick wegmachen. Man leitet das Gradientenvektorfeld geschickt um (s. S. 132).

In der beschriebenen Situation weift man stets, daf sich S} und S in end-
lichen vielen Punkten x, y;, z,, ¥, 23, . . ., Yk, Zx schneiden. In der analogen hoher-
dimensionalen Situation kann man wieder den Whitney-Trick anwenden und die
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N ——— —

Punktepaare y,, z,, . . ., Vi, Zx Wegmachen. Dies zeigt in einem weiteren Beispiel,
welche entscheidende Rolle der Whitney-Trick spielt. Wire er auch in Dimension 4
anwendbar, so konnte man fiir 1-zusammenhingende 4-Mannigfaltigkeiten den
h-Kobordismussatz beweisen und 2-dimensionale Homologieklassen durch dif-
ferenzierbare Einbettungen von 2-Sphiren reprisentieren.

3. Casson-Henkel, der Satz von Freedmann, die 4-dimensionale Poincaré-
Vermutung und andere Anwendungen

In 2. habe ich versucht klarzumachen, welche Rolle der Whitney-Trick
beim Verstindnis von Mannigfaltigkeiten spielt und was die Probleme in der
Dimension 4 sind, Anfang der 70er Jahre hat A. Casson versucht, einen Ausweg
aus diesem Dilemma zu finden [Ca]. Das Problem bei dem Whitney-Trick in
Dimension 4 ist, daf man die benétigte 2-dimensionale Whitney-Scheibe nicht
einbetten sondern nur immersieren kann. Cassons Idee war es, solch eine Immer-
sion zu nehmen und zu versuchen, deren Doppelpunkte mit dem Whitney-Trick
wegzumachen. Das fiihrt natiirlich wieder auf das gleiche Problem, eingebettete
2-dimensionale Scheiben einzuspannen. Im allgemeinen kann man wieder nur
eine Immersion erhalten und dieses Verfahren iteriert er. Induktiv erhélt er so
einen Turm von immersierten Whitney Scheiben. Schematisch kann man sich
das an dem folgenden Bild vorstellen:

A

d

1. Stufe 2. Stufe 3.Stufe 4. Stufe

Dabei steht das Bild ><?é) fiir eine immersierte 2-Scheibe.

Wenn man nach endlich vielen Schritten zu einer Stufe kime, auf der man
die immersierten Whitney-Scheiben dieser Stufe einbetten konnte, konnte man
den Whitney-Trick rekursiv anwenden, die Doppelpunkte in der Stufe davor weg-







134 M. Kreck

mussatzes in der Dimension 4 sowie die Frage, welche unimodularen symmetri-
schen Bilinearformen Schnittform einer 1-zusammenhingenden kompakten 4-Man-
nigfaltigkeit sind, eng mit der Existenz von Whitney Scheiben zusammenhéngt.
Die Sitze von Casson und Freedman zeigen, wie man unter gewissen Bedingungen
topologische Whitney-Scheiben erhalten kann. Das reicht aus, um die Beweise

in der topologischen Kategorie zu Ende zu fiihren. So erhélt man:

Satz ([Fr,)) Jeder differenzierbare h-Kobordismus zwischen kompakten
1-zusammenhingenden 4-Mannigfaltigkeiten ist homéomorph zu einem Produkt.
Insbesondere sind die beiden Enden homoomorph.

Bemerkung Die obigen Sitze sind inzwischen von Quinn [Qu] und Freed-
man und Quinn [Fr-Qu] in mehreren Richtungen verallgemeinert worden. Zum
einen gilt der h-Kobordismussatz auch fiir topologische h-Kobordismen (vgl. die
nachfolgende kurze Diskussion) und zum anderen kann man 1-zusammenhingende
Mannigfaltigkeiten durch solche mit poly zyklisch-endlicher Fundamentalgruppe
ersetzen. Die erwihnte Arbeit [Fr-Qu] enthilt nicht nur die Verallgemeinerung
sondern auch eine deutliche Vereinfachung der Beweise.

Bereits 1962 hat Wall [Wa] bewiesen, daf zwei 1-zusammenhéingende dif-
ferenzierbare kompakte 4-Mannigfaltigkeiten genau dann h-kobordant sind, wenn
sie isomorphe Schnittformen haben. Also sind sie nach Freedmans Satz homoo-
morph. Freedman hat in [Fr,] gezeigt, daf der h-Kobordismussatz fiir 4-Mannig-
faltigkeiten gilt, die nicht iiberall differenzierbar sind, sondern es reicht, daf’ sie
auBerhalb eines Punktes differenzierbar sind. F. Quinn hat nun unter Verwendung
von Freedmans Methoden wenig spiter die sogenannte Annulus-Vermutung bewie-
sen, die der wesentliche Schritt ist, um zu zeigen, daf jede 4-Mannigfaltigkeit
auBerhalb eines Punktes eine differenzierbare Struktur besitzt [Qu].

Der oben erwihnte Satz von Wall 1aft sich auf topologische Mannigfaltig-
keiten verallgemeinern, wenn man als zusitzliche Invariante fiir Mannigfaltigkeiten
mit ungerader Schnittform noch die Kirby-Siebenmann-Invariante k(M) € Z/, hin-
zunimmt. Die geometrische Bedeutung dieser Invariante ist, daf® k(M) = 0 ist genau
dann, wenn M x S! eine differenzierbare Struktur besitzt. Insgesamt folgt:

Satz ([Fr,], [Qu]) Zwei kompakte 1-zusammenhdngende topologische
4-Mannigfaltigkeiten sind genau dann homoomorph, wenn sie isomorphe Schnitt-
formen haben und, falls die Schnittformen ungerade sind, die Kirby-Siebenmann-
Invariante k € Z/, iibereinstimmt. (Diese ist fiir differenzierbare Mannigfaltigkei-
ten stets Null.))

Wenn man speziell Mannigfaltigkeiten betrachtet, die homotopieiquivalent
zu S* sind, so ist die Homologie trivial und der Satz impliziert als Spezialfall

Satz (topologische Poincaré Vermutung) [Fr,] Jede zu S% homotopie-
dquivalente kompakte 4-Mannigfaltigkeit ist homdoomorph zu S4,

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daf die differenzierbare Poincaré-Vermu-
tung in Dimension 4, also die Aussage, daf$ eine differenzierbare 4-dimensionale
Homotopiesphire diffeomorph zu S* ist, weiterhin offen ist. Nach Freedmans Satz
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trahieren eines hyperbolischen Summanden. Wieder hat man allerdings das Problem

der Reprisentation von Homologieklassen durch eingebettete 2-Sphiren. In dieser
Situation, wo man einen hyperbolischen Summanden durch surgery wegmachen

mdchte. ist die Bedingune von Cassons Satz nun etfullj;._NachEme,dmanLo.nnen—

e

- - o - M
e : i
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ist. Etwas genauer heifst das das folgende. Mit Hilfe von zwei Casson-Henkeln
kann man eine offene Teilmenge U C K und einen Homdomorphismus

¢ : U= S? x S — D* konstruieren, so dafl ¢~ (82 x {*}) bzw. ¢~ 1({*} x S?) Homo-
logieklassen reprisentieren, die Basis eines hyperbolischen Summanden sind.
(Freedman zeigt auch, daf es eine andere differenzierbare Einbettung j : U~ S? x §?
gibt, eine Bemerkung, die spiater gebraucht wird.) Dieser hyperbolische Summand
verschwindet nun, wenn wir U herausschneiden und statt dessen D# hereinkleben.
Mit etwas Vorsicht kann man diesen Proze bei der Kummerfliche iterieren und
so eine topologische 4-Mannigfaltigkeit M(Eg ® Eg) mit Sy = Eg ® E; erhalten.
Das Verhiltnis zwischen M(Eg © Eg) und K ist das folgende: M(Eg ® Eg) # 3

(S? x S?) ist homdomorph zu K.

4, Einige ,erwartete’ exotische Strukturen auf 4-Mannigfaltigkeiten

Man wiirde vielleicht auf einer differenzierbaren 4-Mannigfaltigkeit M eine
exotische Struktur erwarten, wenn die Ubertragung der in 1. erwihnten hoherdi-
mensionalen Satze auf die Dimension 4 eine solche ergeben wiirde. Insbesondere
wiirde man, wenn die Kohomologiegruppe H3(M; Z,) verschwindet, (z. B. M kom-
pakt und 1-zusammenhingend oder M = R%) eine eindeutige Struktur erwarten,
dagegen fiir RP? oder S® x R eine exotische Struktur.

Fiir das letztere gab es sogar Kandidaten, denn Cappell und Shaneson
[Ca-Sh] hatten eine Mannigfaltigkeit konstruiert, die topologisch h-kobordant zu
RP* aber nicht diffeomorph ist. Und Freedman selbst hatte eine konstruiert [Fr,],
die eigentlich homotonieiquivalent zu S3 x R aber nicht diffeomorph ist. Der
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folgt (= bedeutet homéomorph):
K ~ M(E;) #M(Eyg) # 3(S? x §2),

denn beide Seiten haben gleiche Schnittform. Dabei ist M(Eg) die eindeutig
bestunmte topologische 1-zusammenhingende 4-Mann1gfalt1gke1t mit Schnitt-
aehor Cpund £olgt (=M bad et

Damit folgt:

RP* # K ~ [RP* # M(Eg)] # M(Eqg) # 3(S* x §?)
~ [RP* # (—M(Eg))] # M(Eg) # 3(S% x S?)
~ [RP* # [(—M(Es)) # M(Es)] # 3(S* x 8%)
~ RP*# 11(S? x $?).
Dabei wird bei der 2. Identitit benutzt, dafl die zusammenhingende Sum-
me zwischen einer nicht orientierbaren und einer orientierten Mannigfaltigkeit
unabhingig von der Orientierung ist.

Dafl M = RP* # K und N = RP* # 11(S? x S?) nicht diffeomorph sind folgt
genau wie be1 Cappell und Shaneson aus dem Satz von Rohlin. Dieser Satz sagt

A R
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S. Donaldsons Satz iiber die nicht Realisierbarkeit gewisser Formen

Wir haben an verschiedenen Stellen das Problem erwihnt, welche unimodu-
laren symmetrischen Bilinearformen iiber Z Schnittform einer 1-zusammenhin-
genden kompakten 4-Mannigfaltigkeit sind. Freedman hat bewiesen, daf es stets
durch topologische Mannigfaltigkeiten geht. S. Donaldson hat 1982 bewiesen, daf®
die entsprechende Aussage fiir differenzierbare Mannigfaltigkeiten i. allg. falsch ist.

Satz (Donaldson 1982 [Do,]) Wenn M eine 1-zusammenhdingende kom-
pakte differenzierbare 4-Mannigfaltigkeit mit positiv definiter Schnittform ist, so
ist Sy dquivalent zur standard Euklidischen Form 2 x2.

Insbesondere folgt, da es keine 1-zusammenhéingende kompakte differen-
zierbare 4-Mannigfaltigkeit M gibt mit Sy = Eg ® Eg. Das heif’t, der in 3. skizzierte
surgery Prozefd zur Konstruktion einer topologischen Mannigfaltigkeit mit dieser
Form ist nicht in der differenzierbaren Kategorie durchfiihrbar. Ein Casson-Henkel
kann deshalb i. allg. nicht diffeomorph zu einem Standardhenkel sein.

Man sollte an dieser Stelle daran erinnern, dafd die Klassifikation der posi-
tiv definiten symmetrischen unimodularen Bilinearformen iiber Z im Gegensatz zur
schon mehrfach erwihnten sehr einfachen Klassifikation der indefiniten Formen
ein sehr schwieriges offenes Problem ist. Z. B. hat man die folgende Information
iiber die Anzahl der geraden positiv definiten Formen mit vorgegebenem Rang
k:k=8:1(Anzahl);k=16:2;k=24:24;k=32:>10";k=40:> 105!

(vgl. [Mi-Hu], speziell die Diskussion in II, § 6).

Im folgenden sollen die wesentlichen Beweisschritte des Satzes von Donald-
son knapp erldutert werden ([Do,], vgl. auch [Fr-Uh]). Sei M wie im Satz mit posi-
tiv definiter Schnittform Sy. Wie kann man entscheiden, ob Sy, die Standardform
ist? Eine einfache Uberlegung aus der linearen Algebra zeigt, daf das genau dann

1
der Fall ist, wenn Rang Sy = 5 # {o|Sy (e, &) = 1} ([Do,], Lemma 2). Der ent-

scheidende und schwierige Schritt ist nun der folgende: Donaldson zeigt, dafd es
eine kompakte orientierte 5-dimensionale Mannigfaltigkeit W gibt, deren Rand
aus M und disjunkten Kopien von CP? und CP? besteht, deren Gesamtzahl r ist,

1
=3 # {a|Sy (e, @) = 1}. Nun ist die Signatur einer berandeten Mannigfaltigkeit O
[Hi] und die Signatur von CP? = 1. Also folgt: sign (M) =) * 1 <r. Da Sy positiv
r

definit ist, gilt sign (M) = Rang Sy und der ist offensichtlich stets = r. Also muf}
Gleichheit herrschen und wegen der obigen Bemerkung ist die Schnittform die
Standardform.

Wie kommt man nun an diese Mannigfaltigkeit W? Zundchst sollte betont
werden, daf® die bekannten Methoden zur Untersuchung, ob gewisse Mannigfaltig-
keiten beranden, hier zu nichts fithren konnen, denn sie wiirden fiir differenzier-
bare und topologische Mannigfaltigkeiten im wesentlichen auf die gleiche Antwort
hinauslaufen. Aber wir wissen nach Freedman, daf} die Antwort in den beiden
Kategorien vollig verschieden ist.
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Es werden also neue Methoden bendtigt, die nur fiir differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten funktionieren. Diese Methoden kommen aus der mathematischen
Physik, aus der Untersuchung von Eichtheorien. Die verwendete Sprache ist die
der Differentialgeometrie und wir miissen an einige Grundbegriffe erinnern. Wir
tun das in der folgenden Situation. Sei P~ M ein SU(2)-Prinzipalbiindel. Man
betrachte den Raum aller Zusammenhinge A auf P. Um eine gewisse Vorstellung
von diesem Raum zu vermitteln sei daran erinnert, daf er ein affiner Raum ist
mit zugehorigem Vektorraum £2!(M; su(2)), der Vektorraum der 1-Formen auf M
mit Werten in dem zu P assoziierten Biindel, dessen Faser die Lie-Algebra von
SU(2) ist.

Aus einem Zusammenhang A kann man mit Hilfe der kovarianten Ablei-
tung eine 2-Form F, € Q2(M; su(2)), die Kriimmung, erhalten.

Wenn wir nun auf M eine Riemannsche Metrik g wihlen, so erhalten wir
den Hodge *-Operator:

*: Qk(M; su(2)) > Q" ¥M; su(2)),

wo n = dim M. In unserer Situation ist nun n = 4 und F, € Q%(M, su(2)), also *F
wieder in 22(M, su(2)). Dies ist eine Stelle wo wir eine Situation haben, die nur
in der Dimension 4 zustandekommt.

Auf Q2(M; su(2)) ist * eine Involution, und man erhilt eine Zerlegung von
Q2(M, su(2)) in die * 1 Eigenraume: Q2(M, su(2)) = Q3(M, su(2)) ® Q2(M, su(2)).
Man sagt, der Zusammenhang A ist selbst dual, wenn seine Kriimmung F, invari-
ant unter * ist, d. h. F, € Q2(M, su(2)) oder F, im Kern von Q2(M, su(2)) >
Q2(M, su(2)). Die Physiker bezeichnen selbst duale Zusammenhénge als Instan-
tonen. Die Differentialgleichung *F 4 = F, heifit Yang-Mills-Gleichung und ist eine
nicht-abelsche Version der Maxwell-Gleichung (die man fiir SO(2) statt SU(2)
erhalten wiirde). Es sei hier bemerkt, daf in der Formel fiir die kovariante Ablei-
tung die Lie-Klammer auftaucht. Das impliziert bei nicht-abelschen Gruppen, dafy
die Differentialgleichung nicht-linear ist. Der Raum der Instantonen zu vorgege-
bener Metrik g sei mit A, bezeichnet.

Auf diesem Raum operiert die Gruppe der Eichtransformationen H, das
ist die Gruppe der Automorphismen des Prinzipalbiindels P. Im wesentlichen ist
der Modul Raum M,(M, P) der Quotientenraum A, /H. Das ,,im wesentlichen* soll
darauf verweisen, dafd Donaldson aus technischen Griinden zu Sobolev-Vervoll-
stindigungen iibergeht, um in Banach-Riumen arbeiten zu konnen. Es war sicher
fiir Donaldsons Arbeit von grofier Bedeutung, daft dieser Modul-Raum fiir den Fall
M = S* intensiv studiert worden war [AHS]. Fiir allgemeine 4-Mannigfaltigkeiten
ist es iiberhaupt nicht klar, ob der Modul-Raum nicht leer ist. Erst kurz vorher
hatte dies C. Taubes [Ta,] unter der Bedingung gezeigt, daf® Sy positiv definit ist
und die 2. Chernklasse von P, c,(P) <0 ist.

Dieser Modul-Raum M, (M, P) ist nun fiir geeignetes P fast die gesuchte
S-Mannigfaltigkeit W. Man hat eine lokale Darstellung von M (M, P) als Nullstellen-
gebilde eines Fredholm-Operators. Die Dimension von My(M, P) ist also der Index
dieses Operators, den man wiederum mit Hilfe des Atiyah-Singer-Index-Satzes
[At-Si] ausrechnen kann:

dim M (M, P) = 8(—c,(P)) — 3.
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Also speziell, wenn c,(P) = —1 ist, was wir ab jetzt annehmen wollen:
dim MM, P) = 5.

Damit ist My (M, P) eine offene 5-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Sin-
gularititen. Diese Singularititen sind von zweierlei Typ: Es gibt solche, die bei
geeigneter Wahl der Metrik verschwinden (ein Argument aus [Fr-Uh], das von
Donaldson anders behandelt wurde) und solche, die unabhingig von der Metrik
vorhanden sind. Wir werden im folgenden stets annehmen, da} die Metrik g so
gewihlt ist, daf nur die letzteren Singularititen auftauchen. Diese sind isolierte

1
Punkte, deren Anzahl = 5 # {a|Sy (e, @) = 1} ist. Die Umgebung einer solchen

Singularitat ist homdomorph zu einem Kegel iiber CP2. Wenn man das Innere all
dieser Kegel herausnimmt, erhilt man eine nicht kompakte 5-dimensionale Man-
nigfaltigkeit mit Rand r Kopien von CP? bzw. CP2,

Auch wenn das Auftreten der Singularititen in diesem Rahmen nicht im
einzelnen analysiert werden kann, wird den Leser doch interessieren, wie man
aus einer Losung der Gleichung Sy (@, ) = 1 iiberhaupt einen Zusammenhang
erhilt, der die zugehdrige isolierte Singularitit reprisentiert. Wenn wir uns das
SU(2)-Biindel P als Sphirenbiindel eines 2-dimensionalen komplexen Vektorbiin-
dels E vorstellen, dann weifs man generell, daf ein solches Vektorbiindel E iiber
einer 4-Mannigfaltigkeit durch die Chern-Klasse c,(E) = c,(P) bis auf Isomorphie
vollstindig klassifiziert wird. Eine Moglichkeit, sich ein solches Vektorbiindel zu

_ verschaffen ist die Whitnev Summe von einem komplexen Linienbiindel L mit

. -
R e,
X

! o

ist L ® L™! isomorph zu unserem vorgegebenen Vektorbiindel. Auf dem Linien-
biindel L hat man einen eindeutigen selbst dualen Zusammenhang, der ein wohl-
definiertes Element des Modul-Raumes M (M; P) liefert, welches die der Aufspal-
tung E = L ® L™! entsprechende isolierte Singularitit ist. Da komplexe Linien-
biindel bijektiv durch c, klassifiziert werden, entsprechen die méglichen Aufspal-
tungen gerade den Paaren t« von Losungen von Sy (, o) = 1(Sy (e, ) entspricht
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in einem Punkt konzentriert wird. Die Limites solcher Folgen von Instantonen
liefern eine Kompaktifizierung von M,(M, P) durch M selbst: M (M, P).
Die gesuchte Mannigfaltigkeit W ist nun

W = M,(M, P) — U Kegel iiber (03 23

6. Eine unerwartete exotische Struktur: ein exotischer R*

Die wohl iiberraschendste Konsequenz aus den Sitzen von Donaldson und
Freedman ist die Existenz von Mannigfaltigkeiten, die homdomorph aber nicht
diffeomorph zu R? sind. Wir haben am Ende von 3. beschrieben, wie man die
3 hyperhalischen Summanden in der Schnittform der Kummerfliche durch

surgery wegmachen kann, wobei das Resultat eine topologische Mannigfaltigkeit
mit Schnittform Eg ® Eg ist. Nach Donaldson geht das nicht in der differenzier-
baren Kategorie. Daraus folgt die Existenz eines exotischen R4 (vgl. [Go, ).
Genauer: Sei M eine 1-zusammenhingende kompakte differenzierbare
4-Mannigfaltigkeit mit Sy = Eg ® Eg ® rH und r minimal. (Inzwischen hat Donald-
son angekiindigt, daf r = 3 [Do3].) Nach der Beschreibung am Ende von 3. gibt

es eine offene Teilmenge U C M, einen Homoomorphismus U fsrxs2- D4, der
einen hyperbolischen Summanden der Schnittform reprisentiert, und eine differen-
zierbare Einbettung j : U~ S% x S%,

S2xS?-D*

j )

S2xS?

Nun vergrofern wir die eingebettete Scheibe D* C S? x S? ein wenig zu
D# D D* die wir im Bild schraffiert haben.

. ‘175‘“‘ :/_-E— EFMZ_ na — 02 \ ©2

A
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Satz V ist homéomorph zu R* aber nicht diffeomorph, also besitzt R*
eine exotische differenzierbare Struktur.

Bemerkung Historisch war es wohl so, dal Freedman bei der Entwicklung
seiner Theorie aufgefallen war, dafl entweder die topologische Mannigfaltigkeit
mit Schnittform Eg © Eg eine differenzierbare Struktur trigt oder R* eine exoti-
sche Struktur hat.

Der Beweis des Satzes mit Hilfe der erwihnten Resultate ist nicht schwer
und soll hier skizziert werden. Man kann leicht zeigen, da® V eigentlich homo-
topiedquivalent zu R* ist (das ist dquivalent dazu, dafd V zusammenziehbar und
l-zusammenhingend im Unendlichen ist, was unmittelbar aus der Konstruktion
folgt). Nach dem erwihnten Satz von Freedman folgt, dal V homdomorph zu
R* ist.

Andererseits ist V nicht diffeomorph zu R4, denn V hat folgende erstaun-
liche Eigenschaft, die R* offensichtlich nicht hat: Es gibt eine kompakte Teil-
menge A C 'V, so dafl es keine differenzierbare Einbettung von S%in V — A gibt,
die A umschliefit.

Betrachte A := V —j(U). A ist offensichtlich kompakt. Angenommen es
gibt eine differenzierbare Einbettung S® - V — A, die A umschlieft. Dann wire
j~1(8?) C K eine differenzierbare Einbettung und man kénnte K entlang j~1(S?)
zerschneiden und den Rand mit D* zukleben. Das Resultat wire eine differenzier-
bare 4-Mannigfaltigkeit N mit Schnittform Eg@Eg® (r—1) - H

O

sy

z

Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, dad r minimal ist.

7. Weitere Ergebnisse

Wir haben bereits eine Reihe von Resultaten erwihnt, die nach den Ankiin-
digungen der Sitze von Freedman im Herbst 1981 und Donaldson im Sommer
1982 bewiesen wurden. Z. B. die Verallgemeinerung der Resultate von Freedman
und Vereinfachung der Beweise durch Freedman und Quinn [Fr-Qu] auf topolo-
gische 4-Mannigfaltigkeiten mit polyzyklisch-endlicher Fundamentalgruppe und
die Resultate von Quinn in [Qu], die u. a. implizieren, daB jede 4-Mannigfaltigkeit
im Komplement eines Punktes eine differenzierbare Struktur besitzt. Ferner
haben wir Donaidsons Ankiindigung erwihnt, daf} es keine 1-zusammenhingende
kompakte differenzierbare 4-Mannigfaltigkeit mit Schnittform 2k - Eg ® 2H gibt
[Dos].
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Im folgenden wollen wir ohne Anspruch auf Vollstindigkeit einige weitere
Resultate wiedergeben.

A) Donaldsons Satz fiir gewisse nicht 1-zusammenhingende Mannigfaltig-
keiten

Bei der Skizze des Beweises des Satzes von Donaldson haben wir gesehen,
daf} der Moduli-Raum der selbst dualen Zusammenhinge auf gewissen SU(2)-Prin-
zipalbiindeln eine entscheidende Rolle spielt. Es ist naheliegend, statt SU(2) andere
Lie-Gruppen zu.betrachten und zu untersuchen, welche Informationen man mit
Hilfe entsprechender Moduli-Riume erhalten kann. R. Fintushel und R. Stern
[Fi-St] haben das fiir SO(3) durchgefiihrt und damit ein Resultat erhalten, das
unter gewissen zusitzlichen Bedingungen das Resultat von Donaldson auf eine
grofe Klasse von nicht einfach-zusammenhingenden 4-Mannigfaltigkeiten verall-
gemeinert. Ohne hier auf den Beweis dieses Satzes im einzelnen einzugehen sei
nur bemerkt, da er einfacher als Donaldsons Beweis ist, wobei im einfach-zusam-
menhingenden Fall auch etwas weniger herauskommt.

Satz [Fi-St] Sei M eine kompakte orientierte topologische 4-Mannig-
faltigkeit mit positiv definiter Schnittform, so dafi H;(M; 2) keine 2-Torsion
hat. Falls es Klasse u € Hy(M; Z)/1,, gibt mit Sy(u, u) = 2 oder 3 und

1
5 # {v € Hy(M; Z)/10:|Sm(u, u) = Sy (v, v) und u = v mod 2} ungerade, dann
besitzt M keine differenzierbare Struktur.

Bemerkung Die Voraussetzung dieses Satzes ist z. B. erfiillt, wenn
Sm = Eg ® Eg. Also erhilt man einen neuen und einfacheren Beweis, der in 6.
beim Beweis, dal R* eine exotische Struktur besitzt, entscheidend verwendeten
Tatsache, dafl es keine differenzierbare einfach zusammenhingende kompakte
4-Mannigfaltigkeit mit Schnittform Eq @ Eg gibt.

B) Weitere exotische R*’s

Nachdem maf wufite, da® R* eine exotische differenzierbare Struktur
besitzt, begann man, im Sinne der zu Beginn dieses Artikels erwihnten Problem-
stellung, nach einer Klassifikation der differenzierbaren Strukturen auf R* zu fra-
gen. Insbesondere interessierte man sich fiir die Frage, wie viele exotische Struk-
turen es gibt: endlich —, unendlich — oder iiberabzihlbar viele. Auf Grund gewis-
ser Zusammenhinge erwartete man die Existenz von iiberabzihlbar vielen exoti-
schen R*’s.

Zunichst wurde ziemlich bald bemerkt, daf es aufler der Standardstruk-
tur mindestens 3 exotische Strukturen gibt [Go,], dann wurde ein weiterer exoti-
scher R} entdeckt, der eine ganz besondere Eigenschaft hat, auf die wir noch
zuriickkommen werden [Fr-Ta]. Unter Verwendung der dabei entwickelten
Techniken zeigte Gompf, da} es unendlich viele differenzierbare Strukturen auf
R* gibt [Go,]. Wenig spiter zeigte C. Taubes, daf es tatsichlich iiberabzihlbar
viele Strukturen gibt.

Satz [Ta,] Es gibt eine durch R parametrisierte Familie von paarweise
verschiedenen differenzierbaren Strukturen auf R*.
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Wilhelm Blaschkes mathematisches Werk”
K. Strubecker, Karlsruhe

1. Gerne folge ich der Aufforderung der Leitung dieses Kongresses, anlidBlich der 100.
Wiederkehr des Geburtstags von Wilhelm Blaschke (* 13. 9. 1885) hier, in seiner Vaterstadt
Graz, einen Vortrag iiber sein mathematisches Werk zu halten, das vor allem der Geometrie
gewidmet war. Ich komme dieser Einladung umso lieber nach, weil ich Blaschke stets als einen
viterlichen Freund verehrt habe und seinem geometrischen Schaffen viele Anregungen verdanke.
Die Beziehungen von Blaschke zu der Karlsruher Technischen Hochschule (seit 1967 heift sie
,,Universitidt Karlsruhe*) waren demgemif auch immer sehr eng; Blaschke war oft Vortragsgast
in unserem Mathematischen Kolloquium und wurde im Jahre 1960 Karlsruher Ehrendoktor.

2. Erste geometrische Anregynegen emofing Blaschke schon als Kind von
" (i Y s L Pl ol 887 W, doe ar domlayo- Nboraslagtiria don

_
Fach Darstellende Geometrie unterrichtete und seinen goﬂn Zur Wemnachtszelt

an Hand selbstgefertigter Modelle mit Keplers Sternkorpern bekannt machte.

Zu eigener Beschiftigung mit geometrischen Fragen kam Blaschke als
Student des Bauingenieurwesens an der Technischen Hochschule Graz, wo sein
Lehrer Oskar Alexander Peithner Freiherr von Lichtenfels (1852—1923) es verstand,
in Blaschke die Neigung zur Geometrie zu wecken. Von ihm gefordert schrieb
Blaschke seine erste wissenschaftliche Arbeit iiber ,,Allgemeine Schraublinien*,
die man heute nach Emil Miiller kurz als Boschungslinien bezeichnet, weil sie
dadurch gekennzeichnet sind, daf ihre Tangenten gegen eine feste (horizontal
gedachte) Ebene 7 unter einem festen Winkel « geneigt sind, also die feste
Béschung tan « besitzen. Die Tangentenfliche einer solchen Kurve ist also eine
Boschungsfliche; ihre rektifizierende Torse (ich sage kiirzer Strecktorse) ist der
durch die Boschungslinie gelegte vertikale Zylinder.

Die Arbeit entwickelt durch rein geometrische Uberlegungen alle vordem
nur auf rechnerischem Wege gefundenen Eigenschaften der Béschungslinien. Sehr
eingehend werden dabei die auf Drehflichen 2. Ordnung (mit vertikaler Drehachse)
liegenden Boschungslinien behandelt. Von ihnen hatte Alfred Enneper (1830—1885)
schon frither rechnerisch gefunden, daf} ihre Projektion auf eine horizontale Grund-
rifebene m zyklische Kurven sind, nimlich beim Drehellipsoid Epizykloiden, beim
einschaligen Drehhyperboloid je nach Steigung Hypo- oder Hyperzykloiden, beim
zweischaligen Drehhyperboloid aber Parazykloiden und (als Grenzfall) beim Dreh-

|

!

1y Vortrag auf dem XI. Osterreichischen Mathematiker-Kongref in Graz am 20. 9. 1985.
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paraboloid schlieRlich Kreisevolventen. Es gelingt dem jungen Blaschke diese
Ergebnisse ohne alle Rechnung durch kurze und anschauliche Uberlegungen zu
gewinnen und sie in verschiedenen Richtungen erheblich zu erweitern.

3. Erginzend sei erwihnt, daf die Frage nach den Boschungslinien auf beliebigen
Quadriken allgemeiner Lage erst der Wiener Geometer Walter Wunderlich (1947) durch ele-
gante geometrische Uberlegungen geklirt hat. Projiziert man die Quadrik aus ihrem Mittelpunkt
auf eine Ebene 7, so erscheinen ihre Boschungslinien als nichteuklidische Evolventen eines
Kegelschnitts k. Als MaBkegelschnitt der nichteuklidischen Metrik dient dabei der Schnitt des
Asymptotenkegels der Quadrik mit der Ebene 7.

4. Sein Studium vollendete Blaschke 1908 in Wien, wo an der Universitat
der vielseitige Mathematiker Wilhelm Wirtinger (1865—1945) und an der Techni-
schen Hochschule der Geometer Emil Miiller (1861—1927) wirkten (die 20 Jahre
spiter auch meine Lehrer waren). Emil Miiller pflegte in seinen Sondervorlesungen
die Gebiete der Linearen Abbildungen, der Zyklographie und der Differential-
geometrie aus dem Blickwinkel der konstruktiven Geometrie zu behandeln und
hielt daran anschlieBende Ubungen und Seminare. Blaschkes Wiener Dissertation
entsprang dem Gedankenkreis der Zyklographie, welche gestattet, die pseudo-
euklidische Geometrie des Raumes, deren absoluter Kegelschnitt k der Fernkegel-
schnitt des Drehkegels

() x*+y*-z2=0

ist, auf die Laguerresche Geometrie der Speere (= orientierten Geraden) der Ebene
7 zu {ibertragen. Zvkel (= orientierte Kreise) werden dabei durch lineare Gleichun-

chungen zwischen den Speerkoordinaten stellen dann die von Edmond Laguerre
(1834—1886) im Jahre 1885 eingefiihrten Hyperzykel dar; deren genaue Klassifi-
kation und ausfiihrliches Studium bildet den Hauptgegenstand der Dissertation

. o~ o~ o~
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transformationen kann dann bei Verwendung von dualen Zusammenfassungen der
homogenen Speerkoordinaten in linear gebrochener Weise und in den pseudo-
homogenen Speerkoordinaten in linear-homogener Weise geschrieben werden.

6. Deutet man die vier homogenen Speerkoordinaten als Punkte des
Raums, so beschreibt ihre quadratische Relation die Punkte eines quadratischen

e

:
:

:

~ Speertransformationen entsprechen.

7. In Blaschkes Dissertation finden sich auch schon die Grundformeln der
Differentialgeometrie der Laguerreschen Speerebene, mit der sich spiter in aus-
fihrlicher Weise die Dissertation von Gerrit Bol (Leiden 1928) befafit hat. Syste-
matisch findet sich die ebene differentielle Laguerre-Geometrie im Band III von
Blaschkes ,, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie‘ (1929) ausgefiihrt.

8. In seiner Dissertation hatte Blaschke in vielfacher Weise die neuen und
weittragenden analytischen Methoden verwendet, die Eduard Study (1862—1930)
in die Geometrie eingefiihrt hatte. Zur weiteren Vervollstindigung seiner geometri-
schen Ausbildung mit einem 2-Jahresstipendium ausgeriistet, ging Blaschke daher
zuerst nach Bonn zu Study, dem damals ersten Geometer in Deutschland,
anschlieffend noch nach Pisa zu dem fiihrenden italienischen Vertreter der Dif-
ferentialgeometrie Luigi Bianchi (1856—1928) und schliefilich auch noch nach
Gottingen, wo neben Felix Klein (1849—1925) und David Hilbert (1862—1943)
auch noch viele jingere Mathematiker wie Constantin Carathéodory (1873—1950)
und Gustav Herglotz (1881—1953) wirkten, mit denen Blaschke engen Kontakt
fand.

9. Aus diesen Studienaufenthalten gewann Blaschke viele Anregungen, die
sich auch in wertvollen Arbeiten niederschlugen.

e e WU {1 Sk i TR ([ el

a

trie der Ebene zusammenhingen und an verschiedene Gedanken von Study
anschliefien.
Man kann die Speere s der Ebene 7 mit der Gleichung

(2) S...X*cospty-sinp=p

auf Punkte S des Raums R(x, y, z) mit den Koordinaten
(3) S = (sin g, cos g, p)

abbilden, die auf dem Drehzylinder

4 x2+y?=1

liegen. Diese Abbildung ist dual zur Abbildung der Speere s der Ebene 7 auf die
Tangentenebenen o des Kegelschnitts k der Fernebene w, der als absoluter Kegel-
schnitt der schon erwdhnten pseudoeuklidischen Raumgeometrie zugrunde liegt.
Die Bildebene o ist also eine isotrope Ebene dieser Raumgeometrie.
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der die Punkte einer Mantellinie des Zylinders. Die Laguerresche Speergeometrie
der Ebene erscheint als die projektive Geometrie des Drehzylinders.

Unter den ebenen Speertransformationen sind jene von besonderem
Interesse, welche die Tangentialentfernung zweier orientierter Kurven erhalten.

A Diese dauilpngen Sneertransformatinnen_bildgp eing upendliche Grunpe. die zu

den winkeltreuen Punkttransformationen der Ebene dual sind, und sich in
analoger Art wie diese darstellen lassen, wenn man statt der gewShnlichen kom-
plexen Zahlen zu dualen Zahlen greift. Auf dem Zylinder entsprechen den dqui-

]gngen Transformationen solche. die den affinen Winkel der Zvlinderkurven grhal-

_

& TT

=

T

ten.

Sehr bemerkenswert sind schlieBlich auch noch die umfangstreuen Speer-
transformationen der Ebene. Ihnen entsprechen die flichentreuen Abbildungen
des Zylinders. Der Umfang einer einfach geschlossenen orientierten Kurve der
Ebene erscheint nimlich auf dem Zylinder als der Flicheninhalt ihrer geschlos-
senen Bildkurve.

10. Die bedeutendste Bonner Arbeit ist die 1910 in den Wiener Monats-
heften erschienene Habilitationsschrift von Blaschke ,,Zur Geometrie der Speere
im Euklidischen Raum*. Mit ihr wurde Blaschke bei Study, wie er schreibt, ,,bei
einer guten Flasche Moselwein zum Privatdozenten erhoben®. Auch diese sehr
reichhaltige und griindliche Arbeit schliefft an Gedanken von Study an, die vor-
dem auch schon die Geometer Eduard von Weber (1870—1935) und Josef Griin-
wald (1876—1911) aufgegriffen hatten.

Jede reelle Gerade g des komplexen euklidischen Raums R, ist die Schnitt-
gerade zweier konjugiert komplexer Minimalebenen (d. s. Tangentenebenen des
Ponceletschen absoluten Kegelschnitts k des euklidischen Raums). Durch Orien-
tierung der Geraden g kann man die Beziehung der beiden so entstehenden Speere
von g zu den Minimalebenen eindeutig machen. Nach dem Vorgang von Study ist
es dabei zweckmafig, die sechs Linienkoordinaten des Speers zu drei dualen
Grofien zusammenzufassen. Die Bewegungen des komplexen euklidischen Raums
R3, die von 6 komplexen, also 12 reellen Parametern abhingen, konnen dann in
sehr einfacher, ndmlich linear gebrochener Weise geschrieben werden.

Die Gruppe G;, der komplexen Bewegungen des Raums vertauscht die Mini-
malebenen unter einander und bewirkt damit reelle Transformationen der
reellen Speere des Raums, die eine reelle 12-gliedrige Gruppe S,, bilden. Die
invarianten Figuren dieser schon von Study eingefithrten und von Blaschke aus-
fihrlich studierten Gruppe S,, bilden das umfangreiche Feld der rdumlichen
Speergeometrie.

11. Um ein Beispiel der in dieser neuen Speergeometrie auftretenden Figu-
ren zu geben, betrachten wir die (bei Zihlung reeller Parameter) 0* Minimalebenen
durch einen komplexen Punkt P des Raums. Sie werden durch die oo? reellen
Speere einer sogenannten ,,Speergarbe‘ dargestellt; deren Speere liegen (Bild 1)
auf den reellen Erzeugenden einer Drehschar konfokaler einschaliger Drehhyper-
boloide (mit gemeinsamem Fokalkreis).
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zwei dreigliedrige Gruppen von Cliffordschen Schiebungen erzeugen:
(5)  Be=S3-S5=S85-S5.

Die kinematische Abbildung ordnet dabei der dreigliedrigen Gruppe G; der
Bewegungen der Ebene w die Rechtsschiebungen S von Q, zu. Was aber entspricht
dabei im Bereich der orientierten Linienelemente e der Ebene 7 der Gruppe der
Linksschiebungen S§ des quasielliptischen Raums Q;? Es ist dies eine sehr bemer-
kenswerte neue dreigliedrige Gruppe von Vertauschungen der Elemente e, die
man in der von mir 1935 eingefiihrten sehr anschaulichen Ausdrucksweise als

die ,,militdrischen Exerzierbewegungen‘ der Ebene w bezeichnen kann, bei denen
nimlich alle Elemente e die Bewegungen des Grundelements e, (des ,,Korporals*)
nachahmen. Man kénnte (weniger militirisch) die orientierten Linienelemente e
auch als Tanzer und e, als den Vortinzer oder den Tanzlehrer auffassen und
damit das exerzierende Militir der orientierten Linienelemente e friedlicher durch
eine Menge von Tdnzern ersetzen, welche allesamt die Bewegungen des Vortéinzers
€ kopieren.

Die Bewegungen der Ebene und ihre Tanzbewegungen sind miteinander
vertauschbar und bilden zusammen eine 6-parametrige Gruppe G¢. Im Sinne der
von Study geschaffenen ,,Neuen Kinematik‘ sind dabei solche Figuren von orien-
tierten Linienelementen (Study spricht kurz von Figuren von Somen) zu einander
dquivalent, die durch Transformationen der Gruppe Gg, also durch die (kommuta-
tive) Aufeinanderfolge einer Bewegung und einer Tanzbewegung in einander iiber
gefiihrt werden konnen. Kinematisch dquivalente Figuren orientierter Linienele-
mente (Studyscher Somen) der Ebene 7 fithren also durch die kinematische Abbil-
dung auf Punktfiguren des quasielliptischen Raumes Q,, welche durch Bewegun-
gen dieses Raumes auseinander hervorgehen.

18. Ich habe bei diesem Bericht teilweise iiber den eigentlichen Inhalt der
Arbeit von Blaschke iiber ,,Euklidische Kinematik und Nichteuklidische Geometrie*
hinausgegriffen, um die Weite ihrer gedanklichen Folgerungen anzudeuten. Eine
bedeutsame Anwendung fand die Idee der kinematischen Abbildung, als Kurt
Reidemeister (1893—1971) sie im Jahre 1934 als ein sehr wirksames Hilfsmittel
fur die axiomatische Begriindung der absoluten und elliptischen Geometrie der
Ebene erkannte. Auch die allgemeine Theorie der von Helmut Karzel im Jahre
1964 eingefiihrten Inzidenzgruppen und der zugehorigen Geometrien in geschlitz-
ten Raumen beruht auf den Ideen der kinematischen Abbildung.

19. Blaschkes frithes geometrisches Schaffen war, wie schon mehrfach
erwdhnt wurde, besonders von dem michtigen Ideenkreis der geometrischen
Gedanken von Eduard Study beeinfludt. Wie Study selbst war auch Blaschke
kein besonderer Freund der geometrischen Axiomatik, der er Sterilitat vorhielt
und Mangel an den saftigen Friichten schoner und anschaulicher geometrischer
Ergebnisse, die erst den Wert der Geometrie ausmachen. Solche saftigen Friichte
anschaulicher Geometrie findet man bei Blaschke iiberall in reicher Fiille. Ein
unverwechselbares Kennzeichen seiner lebendigen und wenig konventionellen
Darstellungskunst ist der lockere, das Wesentliche hervorhebende Stil seiner
Schriften, der die Leser ohne Umschweife mitreifdt und nur ungern entlaft.
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20. In seinen folgenden Schriften wendet sich Blaschke neuen, grofien
Themen zu. Eines dieser besonders gepflegten Themen betrifft die Geometrie
der konvexen Figuren in der Ebene und im Raum, der nach verschiedenen
Abhandlungen das erste Buch Blaschkes mit dem lapidaren Titel ,, Kreis und
Kugel“ (1916) gewidmet ist. Das seinem Grazer Lehrer von Lichtenfels gewid-
mete Buch ist im Geiste von Jakob Steiner (1796—1863) geschrieben; Blaschke
sagt, er habe aus Steiners vom Vater geerbten Werken auch die Vorliebe zu des-
sen Versuchen einer Anwendung der heiteren, anschaulichen und manchmal auch
etwas leichtfertigen Geometrie auf ernste Fragen der Analysis (wie Extrema und
Integrale) geerbt.

Das spiter mit dem ,,Steiner-Preis‘‘ der Preufdischen Akademie der Wissen-
schaften in Berlin ausgezeichnete Buch gibt zuerst, gestiitzt auf elementare und
anschauliche Methoden Steiners (Anwendung des Viergelenkverfahrens und der
Symmetrisierung), strenge Beweise fiir die Isoperimetrischen Eigenschaften des
Kreises und der Kugel. Das wesentliche Problem ist dabei bekanntlich in beiden
Fillen der Nachweis der Existenz einer Losung des Problems, die bei Steiner noch
offen blieb. In der Ebene reicht dazu der Weierstraflsche Existenzsatz eines
Extrems bei Funktionen, die in einem abgeschlossenen Intervall stetig sind. Im
Raum stiitzt sich Blaschke auf seinen beriihmten Auswahlisatz fiir konvexe Korper,
der eine Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano und Weierstraf ist und besagt,
dafd man in einer unendlichen Menge gleichmifig beschrinkter kompakter kon-
vexer Korper stets eine Folge von Korpern auswihlen kann, die gegen einen kom-
pakten konvexen Korper konvergiert.

Das Buch wendet sich dann ausfiihrlich der Theorie der linearen Scharen
von konvexen Koérpern zu, insbesondere verschiedenen Sitzen von H. A. Schwarz
(1843—-1921), Brunn (1862—1939) und Minkowski (1864—1909), die mit Hilfe
der Steinerschen Symmetrisierung und des neuen Auswahlsatzes auf sehr einfache
Weise bewiesen werden konnen, und gibt schliefflich noch zahlreiche neue Bei-
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21. In diesen Gedankenkreis gehoren auch Blaschkes Beitridge zur Frage
der infinitesimalen Unverbiegbarkeit der Eiflichen, die um 1900 zuerst von
Heinrich Liebmann (1874—1939) bewiesen wurde. Blaschke gab dafiir, gestiitzt
auf Hilfsmittel von Weingarten und Hilbert, einen neuen, eleganten Beweis. Die
heutige Differentialgeometrie verfligt iiber verschiedene neue Methoden zum
Beweis der endlichen Unverbiegbarkeit der Eiflichen, die in der 5. Auflage von
Blaschkes I. Band der ,,Vorlesungen iiber Differentialgeometrie* von dem Heraus-
geber Kurt Leichtweiss (* 1927) dargestellt sind.

22. Den bedeutendsten Einflufd auf die neuere Entwicklung und Gestal-
tung der Geometrie iibte Blaschkes grofes, aus drei Binden bestehendes Standard-
werk ,, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie‘ aus. Es ist schon dadurch vollig
neuartig, dafd es unter dem Leitstern des ,,Erlanger Programms*‘ von Felix Klein
stand, das darin erstmals konsequent auf die Differentialgeometrie angewandt
wurde.

Die drei Binde entwickeln der Reihe nach die Differentialgeometrie der
Kurven und Flichen der Ebene und des Raumes nach den Gesichtspunkten der
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stiicken reell sind. Die allgemeine affine Flichentheorie wird daher mit Hilfe der
auf kurzem Wege eingefiihrten ,,Tensorrechnung® entwickelt, die damals im Hin-
blick auf Einsteins ,,Allgemeine Relativititstheorie* iiberall Eingang in den mathe-
matischen Unterricht fand.

Von Blaschkes affiner Differentialgeometrie sind viele neue Anregungen und Ent-
wicklungen ausgegangen, iiber die Herr Udo Simon (* 1938, Berlin) vor kurzem
ausfiihrlich berichtet hat.

26. Der dritte Band von Blaschkes ,, Vorlesungen iiber Differentialgeome-
trie**, von Gerhard Thomsen (1899—1934) bearbeitet, erschien 1929 als Band 29
der ,,Gelben Sammlung‘. Er enthilt nach einer elementar gehaltenen Einleitung
die auf die Kreis- und Kugeltransformationen von Mobius, Laguerre und Lie
gestiitzte Differentialgeometrie der Kurven und Flichen der Ebene und des Rau-
mes, die Blaschke selbst und viele seiner Mitarbeiter seit 1924 wieder in einer
langen Serie von Arbeiten begriindet und entwickelt hatten. Abgesehen von einer
Studie zu der beriihmten globalen Frage nach der Mindestanzahl der Nabelpunkte
auf Eiflichen behandelt der Band III in ausfiihrlicher Weise nur Fragen der lokalen
Differentialgeometrie.

27. Da die Lie-geometrische Flichentheorie zur projektiven Differential-
geometrie der Flichen dquivalent ist, konnen die Ergebnisse und Formelapparate
beider Theorien in einander iibergefiihrt werden. Man kann daher sagen, daf’ die
drei Binde des grofbartigen Werkes von Blaschke zusammen die Differentialgeome-
trien der wichtigsten geometrischen Gruppen umfassen.

28. Kleins ,,Erlanger Programm*¢ beriihrt auch die Gruppe der topologischen
Abbildungen. Der auf diese sehr umfassende ebene und rdumliche Gruppe gestiitz-
ten Differentialgeometrie wandte sich Blaschke seit 1927 zu, zusammen mit zahl-
reichen Mitarbeitern, die ihm halfen, dieses véllig neue, vordem noch nie betretene
Gebiet zu erforschen. Die Ergebnisse der so entstandenen 65 Arbeiten iiber
,,Topologische Fragen der Differentialgeometrie* hat Blaschke zusammen mit
Gerrit Bol 1935 in Band 49 der ,,Grundlehren‘ unter dem Titel ,,Geometrie der
Gewebe* ausfithrlich dargestellt, der sich als Abschluf wiirdig den drei Binden
der .Differentialeeometrie* anschlieft. Gegenstand des neuen Bandes ist die _

Theorie der topologisch invarianten lokalen Eigenschaften der Kurven- und Fla-
chengewebe, die sich als iiberaus reichhaltig und auerdem auch fir die Grund-
lagen der Geometrie und die Nomographie bedeutsam erwies. Die Neuartigkeit
der Untersuchungen erforderte manche neue Hilfsmittel, insbesondere solche aus
der Theorie der Gruppen, der linearen Differentiatoren, der algebraischen Funk-
tionen (insbesondere das Abelsche Theorem) und der Weylschen Geometrie.

Blaschke liebte es, iiber seine Neuschopfungen immer wieder einem grofie-
ren Kreis von Fachkollegen in einfiihrenden Ubersichtsvortrigen Kunde zu geben.
Aus solchen Vortrigen und aus Vorlesungen in Barcelona, Hamburg, Istanbul
und Messina, ist seine bequem lesbare ,, Einfiihrung in die Geometrie der Waben*
entstanden, die auch auf Russisch und Tiirkisch erschien.
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29. Um 1935 nahm Blaschke (durch Herglotz angeregt) Untersuchungen auf,
die (geistesverwandt auch mit Gedanken von Jakob Steiner) zu dem von ihm als Inte-
gralgeometrie bezeichneten Gebiet fithrten. Seine und seiner Mitarbeiter Ergebnisse
sind in zwei Heften der ,,Hamburger Mathematischen Einzelschriften** dargestellt.

Die Fragestellung der Integralgeometrie wurzelt in alten Arbeiten des Iren
Morgan William Crofton (1826—1915), der 1868 die Idee hatte, der Dichte der
Punkte P der Ebene innerhalb einer geschlossenen Kurve k, welche zu dem Doppel-
integral des Flacheninhalts dieser Kurve k fiihrt, in dualer Weise eine Dichte der
die Kurve k treffenden Geraden p gegeniiber zu stellen. Das Doppelintegral der
Croftonschen Geradendichte ergibt die Bogenlinge der Kurve k. Dichten und Inte-
grale sind dabei invariante Grofen gegeniiber euklidischen Bewegungen. Henri
Poincaré erweiterte diesen Gedanken im Rahmen von Betrachtungen iiber geome-
trische Wahrscheinlichkeiten zu dem allgemeinen Begriff der ,,kinematischen
Dichte*, indem er die die Kurve k schneidenden Geraden g allgemeiner durch
Kurven c ersetzte, die durch Bewegung aus einander entstehen. Wihlt man z. B.
mit dem Argentinier L. A. Santald die feste Kurve k als Eilinie (mit dem Umfang U
und dem Inhalt F) und als die beweglichen Kurven ¢ kongruente Kreise vom
Radius r, so ergibt die Integralgeometrie die Gleichung

U2 U 2
(6) (E—F)_W(ﬂ—r) —‘F4+2F6+3F8+...,
in der die Grofle F,, = 0 den Flicheninhalt des Gebiets der Mittelpunkte M aller
jener Kreise ¢ vom Radius r bedeutet, welche die Eilinie k in genau n Punkten
treffen.

Fiir r = U/27 (d. h. fiir Kreise ¢, die mit k umfangsgleich sind), lautet die
Gleichung von Santalo dann einfacher

U2
(7) ZT'_F=F4+2‘F6+3'F8+...,

woraus wegen F, 20 fur die Eilinie k die Ungleichung

U2
8 an F=0
folgt, welche fur alle Eilinien der Ebene gilt und die isoperimetrische Eigenschaft
des Kreises enthilt, fiir den das Gleichheitszeichen gilt.

Das zweite Heft der ,,Integralgeometrie‘‘ handelt von riumlichen Dichten
bei Eikorpern im euklidischen Raum und entwickelt fiir Vielflache Blaschkes
allgemeine ,,kinematische Hauptformel‘‘ und einige ihrer Anwendungen.

30. Mit dem Aufbau der Integralgeometrie kehrte Blaschke wieder zur
euklidischen Geometrie und zu dem Ideenkreis seines ersten Buches iiber ,, Kreis
und Kugel* zuriick. Der Ring der unter dem Leitstern des ,,Erlanger Programms**
von Blaschke und seinen Mitarbeitern entwickelten Zweige der Geometrie ist
damit geschlossen. Das dabei entstandene Gesamtwerk ist grofdartig und hat nir-
gends seinesgleichen. Es hat den Ruhm seines Meisters in unvergleichlicher Weise
erhoht und in aller Welt verbreitet.
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Die nach falsenden Acheiten und Biicher von Blaschke zur euklidischen

Mechnaik, zur elliptischen Hermiteschen Geometrie und zur Riemannschen
Geometrie, ebenso seine auf Cartansche Methoden gestiitzte Entwicklung der
euklidischen Differentialgeometrie zeigen Blaschke auf dem Hohepunkt seiner
analytischen Kraft und geometrischen Vielseitigkeit, die man insbesondere auch in
seinen beiden ungewohnlich reichhaltigen Biichern iiber ,,Analytische Geometrie‘
und ,,Projektive Geometrie* bewundern kann.

31. Blaschkes Werk wirkt durch die grof3e Fiille der Ergebnisse und der neu
angestofenen Fragen in kommende Zeiten weiter. Es ist daher sehr zu begriifien,
daf die wesentlichen seiner iiber 200 Schriften aus vielen weithin verstreuten Zeit-
schriften gesammelt werden. Die von Blaschkes Amtsnachfolger Emanuel Sperner
(1905—1980) in Hamburg gegriindete und nach seinem Tode heute von Walter
Benz (* 1931) geleitete ,, Wilhelm-Blaschke-Geddchtnis-Stiftung* hat daher begon-
nen, in sechs Binden ,, Gesammelte Werke von Wilhelm Blaschke* herauszugeben.
Bisher sind die ersten drei Binde im Thales-Verlag in Essen erschienen; die letzten
drei Biinde sollen bald nachfolgen.

Prof. Dr. Karl Strubecker
Hansjakobstrafle 8
D-7500 Karlsruhe 1 (Eingegangen 26. 9. 1985)






Buchbesprechungen

Gotze, H., Wille, R. (Hrsg.), Musik und Mathematik, Berlin — Heidelberg — New York
— Tokyo: Springer 1985, 16 Abb., IX, 97 S., broschiert, DM 18,—

,»,Musik und Mathematik*, dieser Titel hat in mir Skepsis und Neugierde hervorgeru-
fen. Skepsis, weil ich die Gefahr sehe, daf sich bei diesem Thema ein mystischer Glaube, alles
sei durch Mathematik zu erkldren, zu Wort melden konnte, neugierig, weil ich bei aller
Beschrinktheit der Anwendungsmoglichkeit von Mathematik gerne etwas dariiber erfahren
mochte, ob es auler gewissen offensichtlichen Querverbindungen tiefergehende Einsichten
gibt. Um es vorwegzunehmen, beide Erwartungen waren berechtigt. Wenn Heinz Gotze in
seiner Einfiihrung feststellt, ,,die Mathematik ist ein System von Chiffren, in denen alle Erschei-
nungen unseres Lebens zum Ausdruck gebracht werden . . . konnen*, dann scheint mir das bei
aller Sympathie fiir Enthusiasmus sehr iibertrieben.

Solche Vorstellungen liegen den weiteren Beitridgen dieses Biandchens (3 lingere Aus-
arbeitungen von Vortridgen, S Kurzbeitrige und Ausschnitte aus dem Gesprich der Teilnehmer)
nicht zugrunde. In ihnen entsteht ein differenzierteres vielschichtiges Bild des gestellten Themas,
es wird deutlich, wie viele verschiedene Gesichtspunkte vorhanden sind. Da ist zum einen die
Beziehung zwischen Musiktheorie und Mathematik zu nennen, die in dem Vortrag von R. Wille
,,Musiktheorie und Mathematik‘ und den ,,6 Thesen zur Rolle der Mathematik fiir die Musik*
von G. Mazzola angesprochen wird. Wahrend bis zum 18. Jahrhundert die formalisierte Bezie-
hung von Mathematik und Musik meist iber Zahlen hergestellt wurde, und im Zeitalter des
Subjektivismus ,,die mathematische Begriindung der Musiktheorie durch die Asthetik des
menschlichen Individuums vordringt* wurde (trotz des Versuches z. B. von Euler, dsthetische
Phinomene der Musik mathematisch zu erfassen), betont R. Wille die Entwicklung der Mathe-
matik im 20. Jahrhundert etwa der Geometrie von Mannigfaltigkeiten oder der Gruppentheorie
und des mit ihr geschaffenen Symmetriebegriffs, die neue Moglichkeiten der Querverbindun-
gen schafft. Er erwihnt einige Beispiele in dieser Richtung, allerdings nur sehr knapp (bedauer-
lich, denn in dieser Richtung liefern auch die anderen Beitrige nicht mehr Material).

In dem Beitrag von Helga de la Motte-Haber ,,Rationalitit und Affekt. Uber das Ver-
hiltnis von mathematischer Begriindung und psychologischer Wirkung der Musik‘ wird eine
kritische Grundeinstellung gegeniiber der Rolle von Mathematik in der Musiktheorie sichtbar.
Die Kritik geht von der These aus, dafl (wie sie in ihrem Gesprichsbeitrag noch einmal provo-
zierend formuliert) das, was wir als musikalischen Sinn bezeichnen, sich aus zweierlei Schich-
ten zusammensetzt. Aus einer, die eventuell formalisierbar ist, und einer, wo dies nicht méglich
ist, weil alles, was sozusagen an Affekt in der Musik vorhanden ist, nicht mit mathematischen
Begriffen fafbar ist. Sie hinterfragt diese These selbst kritisch, indem sie darauf hinweist, daf§
Kiinstler im 20. Jahrhundert auf Zahlen und quasi mathematische Operationen vertraut haben,
wenn es darum ging, dsthetische Ordnungen zu finden. Aber, so wendet sie ein, die Werke behal-
ten den Charakter des subjektiv Gesetzten, sie miissen ihn als Resultat einer imaginativen
schopferischen Titigkeit auch behalten. Auch wenn mir eine kritische Einstellung gegeniiber
einer Uberbetonung der Rolle der Mathematik sympathisch ist, habe ich bei dem Beitrag von
Frau de la Motte-Haber den Eindruck, dafl sie ein recht einseitiges Bild der Mathematik vor
Augen hat. Dadurch wird ihre Kritik an den Moglichkeiten der Anwendung von Mathematik
in der Musiktheorie etwas oberflichlich.

An dieser Erfahrung mit Laienurteilen setzt auch der Beitrag von W. Metzler ,,Schopferische
Tatigkeiten in Mathematik und Musik* an. Er konfrontiert sie dann mit Auferungen von Dehn,
Hasse und Borel, die Parallelen zwischen Mathematik und Kunst betonen. Er vergleicht

diese Darlegungen zu schopferischer Titigkeit in der Mathematik mit entsprechenden Auferun-
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Devlin, K. J., Constructibility (Perspectives in Mathematical Logic), Berlin — Heidel-
berg — New York — Tokyo: Springer-Verlag 1984, xi, 425 pp., cloth, DM 158,—

The universe of constructible sets constitutes a radical attempt to restrict the concept
of a set so as to make it precise at least with respect to the class of ordinals. This major
accomplishment in Set Theory of the 1930’s was brought about by K. Godel to set a ground
for the proof of the consistency of the Continuum Hypothesis. And much more, it initiated
the study of inner models of set theory. In Zermelo-Fraenkel set theory (ZF), the notion of
what constitutes a set is related to a commulative hierarchy which itself is based on the power-
set operation. It seemed to be an apparent reason why the Continuum Problem, which was
the driving force in set theory at that time, has had endured to efforts of so many fine mathe-
maticians to settle it within the frames of ZF.

The class L of all constructible sets is a subclass of the set-theoretic universe V. It has
a cummulative hierarchy of sets L, & an ordinal which mimic the sets in the cummulative
hierarchy of V. But there is an important difference: a new element of L can occur at a certain
stage only if it is defined by a first-order formula using previously defined elements of L. As
a result, L constitutes a universe of sets in which the notion of what constitutes a set is very
precisely defined relative to the ordinals, which all belong to L. The process gives L its well-
defined structure and all axioms of ZF are true in L. Thus L is an inner model of Zermelo-
Fraenkel set theory. In 1937, Godel realized that the method of generating L implicitely
contains the well-ordering of the constructible universe that provides for the truth of the
Axiom of Choice in L. Hence L is an inner model of Zermelo-Fraenkel set theory with the
Axiom of Choice (ZFC) which established the consistency of ZFC relatively to the consistency
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wq was generated. He derived from this fact that the Generalized Continuum Hypothesis
(GCH) was true in L. By this way, the consistency of ZFC + GCH — the strongest extension
of ZF used in pre-war mathematics — was established relatively to the consistency of ZF.
Besides, a new, much stronger axiom emerged from the inner model L. The proces that
generates constructible sets is absolute in the following sense, it glves the same results whether
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A fameous breakthrough came in 1963 when P. Cohen showed that both the Con-
tinuum Hypothesis and the Axiom of Choice are independent of the axioms of ZF. His
forcing method was further developed by Scott, Solovay, Shoenfield and Vopénka and it has
proved since to be one of the most powerful tools for establishing consistency of set-theoretic
hypotheses. As a general method for producing (so-called generic) extensions of models of
set theory, it finds its place, however, on the oposite end of the spectrum of tools for
investigation of metamathematics of set theory.

Scott’s result tumed attention to elementary embeddings of the universe V into some
inner models of set theory. Using model-theoretic methods, Rowbottom (1971) proved that a
combinatorial property of measurable cardinals implies that there are only countably many
reals in L, if measured on the cardinal scale of V. Silver (1971) studied this phaenomenon of
transcendence over L and isolated a set of integers called 0% which codes all sentences true in L.
Of course, 0% does not belong to L and its existence cannot be proved in ZFC. This follows
immediately from the Godel’s Second Incompletness Theorem. At about the same time, Jensen
completed his study of the structural properties of L using a well-balanced blend of recursion-
and model-theoretic techniques. Jensen’s deep analysis of L culminated in 1972 in formulation
of the Fine Structure Theory of L based on a new hierarchy of the constructible universe. The
first applications of the theory were combinatorial. New and powerful combinatorial prin-
ciples e.g. 0, or morasses were distilled from L in addition to those that like ¢ had been
extracted earlier. A new tool was prepared for discoveries.

After a careful analysis made in the 1960’s of the behaviour of the cardinal function
2* in generic extensions of models of ZFC, there was growing interest in the so-called Singular
Cardinal Problem. In its simplest form, the problem asks whether it is consistent with ZFC
that the Generalized continuum hypothesis may fail first at a singular cardinal. It was expected
that a positive answer will follow from a sophisticated Forcing argument, until Silver (1974)
proved that the answer was negative for singular cardinals with uncountable cofinality. New
activity spurred by Silver’s discovery culminated in a deep structural statement about the
relation between V and L known as Jensen’s Covering Theorem (1975). It states that if 0%
does not exist (7 0%) then every uncountable set of ordinals in V is a subset of a constructible
set of ordinals of the same cardinal power (in V). In other words, if ~ 0% then every uncountable
set of ordinals is covered by one in L of the same cardinal power. This covering property implies
that the cardinality structure of L cannot be radically different from that of V, the latter being
a “slim” envelope of L. In particular, the Covering Property (and hence = 0%) implies the nega-
tive solution of the Singular Cardinal Problem for all singular cardinals. Yet, 0% is implied by
the existence of certain large cardinals and their presence in the set-theoretic universe makes V
“fat” over L. It was shown by Dodd and Jensen (1981) that even then there is a definable
inner model K, L C K C V called the Core Model which shares many properties of the con-
structible universe. Like L, the Core model K does not contain any measurable cardinal, yet
it allows an extension of the Covering Property to the consistency strength of measurability.
Once started with L nearly fifty years ago, the study of inner models has brought many deep
results about the global structure of the set-theoretic universe.

Devlin’s book is an advanced monograph that gives the full exposition on the subject
of Constructibility. Part I explains elementary theory of L and some of its applications. It starts
with a review of basic concepts of Zermelo-Fraenkel set theory with a particular emphasis on
the metamathematical concept of definability. Kripke-Platek set theory is introduced as the
weakest fragment of ZF which is sufficient for the construction of the constructible hierarchy.
The original hierarchy of sets L, is described and it is shown that L is a minimal model of
ZFC + V = L. The generatized Continuum Hypothesis is proved in L via the Condensation
lemma and X ,-Skolem functions for L,’s are introduced, which play an important role in
deeper parts of constructibility theory. The panorama of trees in L is shown and the related
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zierte Briefwechsel zwischen Cantor und Mittag-Leffler, der in Djursholm/Schweden aufbewahrt
wird, wurde jedoch nicht beriicksichtigt.

Insgesamt ist das Buch sehr lebendig geschrieben und auch gut lesbar. Es wendet sich
hauptsichlich an Studenten, aber auch dem Fachmann werden gelegentlich einige Neuheiten
geboten (z. B. Dokumente aus dem unpublizierten Zermelo-Nachla® aus der Universitits-
Bibliothek Freiburg i. Br.). Das Buch enthilt zahlreiche gute und treffende Bemerkungen;
manchmal ist der Autor allerdings etwas voreilig in seinem Urteil.

Cantors Bedeutung fiir die Mengenlehre ist unbestritten. Die Bemerkung des Autors
(p. 1), daB Cantor sogar der Begriinder der modernen Mathematik sei, ist aber entweder sehr
iibertrieben oder nichtssagend. Auch die Rolle, die Cantor in der Begriindung der Mengen-
lehre spielt, wird gelegentlich etwas iibertrieben.

Von Mengen, Klassen, Inbegriffen und Mannigfaltigkeiten haben die Mathematiker
bereits seit der Antike gesprochen, haben aber damit keine eigenstindigen Gedankenobjekte
gemeint. So kommt das Wort ,,Menge* (70 mAnf0<) auch in dem bekannten Primzahlsatz von
Euklid (9. Buch der ,,Elemente*) vor, hat dort aber nur die Bedeutung von ,,beliebig viele
einzelne Objekte* (die Menge selber wird nicht als Objekt angesehen). Der Schritt, da Mengen
als Objekte angesehen werden konnen, also eine eigene Seinsweise haben, wird erst in der Neu-
zeit vollzogen. Es war allerdings nicht Cantor, wie in dem Buch (p. 299) behauptet wird, son-
dern bereits B. Bolzano (,,Wissenschaftslehre*, § 85, und ,,Paradoxien des Unendlichen*), der
diesen wichtigen Schritt vollzogen hat. Damit wurde es moglich, auch Mengen von Mengen zu
bilden und dergleichen.

In diesem Zusammenhang muf auch darauf hingewiesen werden, daB die englische
Ubersetzung einer Stelle aus dem ,,Gottesstaat* von Augustinus nicht sehr geschickt ist. Der
Ausdruck ,,et omnes infiniti sunt* wird mit ,,but as a class they are infinite* (p. 35) iibersetzt.
Die Bildung der (actual unendlichen) Klasse (aller natiirlichen Zahlen) vollzieht Augustinus
aber iiberhaupt nicht. Der ,,Witz** des Augustinischen Argumentes ist ja gerade, daR der Mensch
mit seinen begrenzten Fahigkeiten die unbegrenzte Gesamtheit aller natiirlichen Zahlen gar
nicht bilden konne, da er vorher nicht simtliche Zahlen gebildet haben kann. Gott aber habe
die Reihe aller Zahlen einzeln fertig gebildet vor sich und kénne sie zu einem Ganzen (einem
neuen Ding) zusammenfassen. Augustinus lehnt sich auch hier in seiner Argumentation an
Platon an, wobei er dessen Welt der Ideen durch den Gottesbegriff ersetzt.

Auf p. 99 wird der Godelsche Satz falsch zitiert: man mufl dabei voraussetzen, daf das betrach-
tete formale System rekursiv axiomatisierbar ist. Auf p. 162 wird etwas zu leichtfertig gesagt,
daf es legitim sei, Gesetze, die im Endlichen gelten, auch auf das Unendliche auszudehnen.
Sowohl das Auswahlaxiom (AC) als auch das Axiom der Determiniertheit (AD) sind im End-
lichen giiltig— ihre Ausdehnungen auf das Unendliche widersprechen sich aber gegenseitig
(vergl. den Epilog in Felgner-Schulz: Algebraische Konsequenzen des Determiniertheits-Axioms.
Archiv d. Math. 42 (1984) 557—563).

Ich mdchte noch eine Bemerkung zu der These (p. 16) machen, H. Weyl sei Konstruk-
tivist und Anhénger des Intuitionismus gewesen. Gewif3, nicht-konstruktiv bewiesene Sétze
nennt Weyl in seiner Schrift ,,Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft* (1927) leere
Schatten. Zwolf Jahre spiter jedoch lobt H. Weyl in seinem Buch ,,Classical Groups* beispiels-
weise den Hilbertschen Basis-Satz, der ja keinen konstruktiven Beweis hat, als einen der wich-
tigsten Sitze der gesamten Algebra. Hieraus und aus vielen anderen Beispielen geht hervor, dafl
Weyl sich iiber die Thesen seiner eigenen Philosophie grof8ziigig hinwegsetzt, sobald er Mathe-
matik betreibt. Es ist ja oft so, daB eine vorgefertigte Philosophie der Mathematik, so verfiih-
rerisch sie auch klingen mag, das Mathematische, wenn iiberhaupt, dann nur in Ausschnitten
erfassen kann.

Cantors Philosophie der Mengenlehre beruht auf Annahmen iiber gottliche Omnipo-
tenz. Es ist wohl bekannt, daf sich Cantors metaphysische Annahmen nicht unbetrichtlich
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auf die Substanz und Natur der heutigen Mengenlehre ausgewirkt haben. Wer sich fiir diese
Auswirkungen interessiert, dem kann das vorliegende Buch trotz einiger Mdngel dennoch sehr
empfohlen werden — auf die Grenzen dieser Auswirkungen wird allerdings nicht eingegangen.

Tiibingen U. Felgner

Beth, Th., Jungnickel, D., Lenz, H., Design Theory, Mannheim — Wien — Ziirich:
Bibliographisches Institut 1985, 688 pp., hardcover, DM 128,—

As it says on the back cover: “This is the first comprehensive treatment of the theory
of combinatorial designs”; it is full of information, has perhaps 600 references and several use-
ful tables.

No-one working in this field can afford not to have a copy, if only because of the
bibliography.

Still, I am not really happy with the book.

First of all, my experience is that things are difficult to find. Why should I look for
Majumdar’s inequality under “Affine designs™ and for Majindar’s inequality under “The Higman-
Sims group™? Fortunately the author index is excellent, namely integrated with the list of
references, so that one can find the places where given papers are cited. You don’t know the
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absolute points a polarity may have? No answer is given, but the technique is found in a proof
in the section on unitals.

Secondly, the treatment is not so comprehensive as one might wish for. The authors
have viewed their subiect verv narrowlv: itis t — (v k \) decione trancvereal decione (nete) and
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to construct BIBD’s while it would have been illuminating to see how one may show asymp-
totic existence for entirely different combinatorial structures in this way.
I would not advise anyone to use this book as the basis for a course on design theory.

Aalborg A. E. Brouwer

Weil, A., Number Theory: An Approach through History, From Hammurapi to
Legendre, Boston — Basel — Stuttgart: Birkhauser 1984, xxi, 375 pp., hardcover, DM 74,—
Schon bevor man dieses Buch aufschligt und zu lesen beginnt, weift man, daf es ein
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ein ganzes Buch iiber einen wesentlichen Abschnitt der Geschichte seines Faches geschrieben.
Sucht man nach einem Gegenstiick, so konnte man allenfalls noch an Felix Kleins , Entwick-
lung der Mathematik im 19. Jahrhundert denken, das in Anlage und Zielsetzung jedoch so ver-
schieden ist, da sich jeder Vergleich verbietet. Auf das Erscheinen dieses Buches haben viele
historisch interessierte Mathematiker lange und ungeduldig gewartet. Jeder, der sich nur ein
wenig mit der Geschichte der Zahlentheorie beschiftigt hat, hat die brillanten Essays Weils
“zu diesem Thema gelesen (vgl. Weil: Oeuvres, vol. I1I), und war gespannt darauf, die Themen
und Leitmotive, die manchmal provokativen Behauptungen dieser Vortrige und Aufsitze
ausgefiihrt und im Einzelfall abgehandelt zu sehen.
Jetzt ist das Buch erschienen, und was es enthilt ist schnell gesagt: Ein einfithrendes
Kapitel von gut 30 Seiten iiber ,,Protogeschichte* (mit pythagordischen Tripeln, Quadratsum-
men und Pells Gleichung als Schwerpunkten und Archimedes, Diophant, Brahmagupta, Fibonacci
und Viéte als Hauptpersonen), fast dreimal so viel iiber ,,Fermat und seine Korrespondenten®,
130 Seiten iiber ,,Euler* und ein kurzes abschlieBendes Kapitel ,,Ein Zeitalter des Ubergangs:
Lagrange und Legendre*, dazu insgesamt 11 Anhinge mathematischen Inhalts. In diesen wer-
den verschiedene zentrale Fragestellungen des Buches abgehandelt, unter anderen euklidische
quadratische Zahlkorper, Kurven vom Geschlecht 1, Mordells Satz, quadratisches Reziprozitits-
gesetz, Quadratsummen, Hasse-Prinzip fir ternire Formen, indefinite binire Formen. Es soll
darauf verzichtet werden, den Inhalt des Buches im einzelnen anzugeben; es geniigt festzustellen,
daf vor allem das zahlentheoretische Werk Fermats und Eulers zusammenhingend und erschd-
pfend vorgestellt und blS in dle letzten kael ausgeleuchtet wird. Sieht man Weils Vortrige
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eine ernst zu nehmende Wissenschaft ist, wenn sie mit Sachkenntnis (mathematischer, histori-
scher und sprachlicher Art) und auf dem Niveau dieses Buches betrieben wird.

Auch wenn Weil uns die Zeit Fermats und Eulers viel naher bringt, so ist sie doch
fiir heutige Mathematiker schon recht fern und man wird sich ihr mehr aus historischem als
mathematischem Interesse zuwenden. In seine fritheren Arbeiten hat Weil auch die folgende
Zeit mit GauR, Dirichlet, Jacobi, Kummer, Kronecker und Eisenstein eingeschlossen, deren
Werk heute auch mathematisch noch viel lebendiger und gegenwirtiger ist. Um so lebhafter
wird nach diesem Buch der Wunsch und die Hoffnung, daB André Weil in einem zweiten Band
auch diese Zeit und diese Mathematiker behandeln mage.

Miinster W. Scharlau

van der Waerden, B. L., Zur algebraischen Geometrie (Selected Papers), Berlin —
Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Verlag 1983, VII, 479 S., gbd., DM 84,—

F. Hirzebruch schreibt in einem Geleitwort zu diesen Selected Papers: ,,Jeder alge-
braische Geometer begegnet in seiner tdglichen Arbeit Fragen der Spezialisierung und der
Entartung algebraischer Varietiten, der Schnittbildung von Untervarietiten, der Multiplizitit
von Schnittkomponenten, des Multiplizitdtsbegriffes in anderen Zusammenhingen, der ver-
schiedenen A quivalenzbegriffe fiir Untervarietiten und algebraische Zyklen beliebiger Kodi-
mension, der Parametrisierung (Moduln) algebraisch-geometrischer Objekte. Diese Theorien
standen vor flinfzig Jahren auf schwankenden Fiflen. Der vorliegende Band zeigt wieviel
van der Waerden fiir die Fundamente des bereits damals stolzen Gebiudes der algebraischen
Geometrie getan hat. Neben den Beitrigen zu den Fundamenten enthilt der Band viele schéne
Einzelresultate, die man mit Vergniigen liest. Und J. Dieudonné charakterisiert in seinem
,,Cours de géométrie algébrique 1, 1974 die Arbeiten von van der Waerden zur Grundlegung
der algebraischen Geometrie so: ,,Les travaux de Severi et de Lefschetz mettaient donc en
évidence la nature essentiellement topologique des fondements de la Géométrie algébrique
classique; pour pouvoir développer de la méme maniére la Géométrie algébrique sur un corps
quelconque, il fallait créer des outils purement algébriques qui puissent se substituer aux
notions topologiques de ,,variation continue* et de ,,nombre d’intersection de cycles* (au
sens de la Topologie algébrique). C’est a van der Waerden que revient le mérite d’avoir, a
partir de 1926, posé les jalons essentiels dans cette voie*.

Van der Waerden selbst hat beim internationalen Mathematiker-Kongre in Nizza,
1970, einen historischen Riickblick gegeben: ,,The Foundations of Algebraic Geometry from
Severi to André Weil*, erschienen im Archive for History of Exact Sciences 7 (1971), der am
Anfang der Selected Papers steht und auf 10 Seiten diese Entwicklung darstellt. Ankniipfend
an F. Severis ,,dynamische* Multiplizititsdefinition und dessen ,,Prinzip der Erhaltung der
Anzahl“ konnte van der Waerden in der klassischen Arbeit ,,Der Multiplizititsbegriff der alge-
braischen Geometrie* (1927) eine algebraische — und damit iiber jedem Grundkorper giiltige —
Multiplizitdtsdefinition geben und fiir diese Severis Aussagen, insbesondere das ,,Prinzip der
Erhaltung der Anzahl®, streng beweisen. Generische Punkte, relationstreue Spezialisierungen,
Fartsetzungen von Spezialisierungen sind die algebraischen Substitute fiir Stegigkeitsiiber-
legungen im klassischen Fall. Idealtheorie, Eliminationstheorie und Ko6rpertheorie lieferten
dabei die Hilfsmittel. Darauf aufbauend konnte van der Waerden in aufeinanderfolgenden
Arbeiten ,,Zur algebraischen Geometrie . . .“ (ZAG) schrittweise allgemeinere Schnittmul-
tiplizititen definieren und die erwiinschten Eigenschaften fiir diese nachweisen, zunichst fiir
Varietdten A und B komplementirer Dimension im P": Dazu wurde auf eine derselben eine
»allgemeine* projektive Transformation T ausgeiibt. TA schneidet dann B in einer endlichen
Anzahl von Punkten. Dann wird T zur Identitit spezialisiert und die Schnittpunkte von TA
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und B spezialisieren zu den Schnittpunkten von A und B. Jeder der letzteren erhilt so eine
bestimmte Vielfachheit. Diese stimmt, C als Grundkorper vorausgesetzt, mit der von Lefschetz
angegebenen ,,topologischen* Schnittmultiplizitit iiberein. Letztere wurde in der Arbeit
»» Topologische Begriindung des Kalkiils der abzihlenden Geometrie** (1929) weiter ausgebaut
und als Homologieinvariante zur Grundlegung von Schuberts Kalkiil benutzt. Die Schnittmul-
tiplizitdt fir Varietdten im P" fiihrte ferner zu einem Beweis eines verallgemeinerten Satzes von
Bézout. Severi fiihrte mit einer Kegelkonstruktion den Schnitt von Untervarietiiten A und B
einer glatten projektiven Varietit U auf den obigen Fall zuriick. So war es moglich, falls A
und B sich ,,eigentlich* schneiden, d. h. alle Komponenten von A N B die richtige Dimension
haben, einen Schnittzyklus A - B=Z u, - C, u. = Multiplizitit von C in A N B, zu definieren.

Nachdem F. Severi 1932 begonnen hatte, rationale und algebraische Systeme von
(positiven) Zyklen zu untersuchen, schufen W. L. Chow und van der Waerden mit den Chow-
Koordinaten auch hier solide Grundlagen. In der darauf aufbauenden Arbeit ZAG XIV wurde
der Schnittring der algebraischen Aquivalenzklassen algebraischer Zyklen eingefiihrt.

Mit Benutzung von van der Waerdens Spezialisierungsmultiplizitit gab A. Weil in
- seinen ,,Foundations of algebraic geometry* (1946) dann eine lokale Definition der Schnitt-
multiplizitit, und ein Schnittring der feineren rationalen Aquivalenzklassen von Zyklen auf
einer glatten projektiven Varietit konnte spiter von (how, Samuel und Chevalley konstru-
iert werden. .
Seit dieser Zeit hat die algebraische Geometrie eine stiirmische Weiterentwicklung
erfahren. Sie findet z. T. ihren Niederschlag in der kiirzlich erschienenen umfassenden Dar-
stellung von W. Fulton, Intersection Theory (1984). Dort wird — ohne Riickgriff auf eine
lokale Theorie — ein Schnittprodukt sogleich fiir (rationale) A quivalenzklassen von Zyklen
definiert. Es ist daher von besonderem Interesse, die Anfinge dieser Entwicklung wieder ins
Bewufitsein zu bringen, und hierfiir bilden diese Selected Papers eine unschitzbare Quelle.

Miinster H.-J. Nastold
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Jahreschroniken der DMV fiir 1982 und 1983

Den folgenden Chroniken fur die beiden Jahre meiner Amtstatigkeit als Vor-
sitzender des Priasidiums der DMV méchte ich einige Gedanken vorausschicken.
Wihrend dieser Zeit wurden an den Universititen durch unsere Landesregierungen
erhebliche Sparmafinahmen vorgenommen, die insbesondere auf Stelleneinsparun-
gen im Bereich der Mathematik abzielen. Zur gleichen Zeit erfahrt die Informatik
von Regierungsseiten eine besondere Forderung, weil man ihren Wert fiir die zu-
kiinftige wirtschaftliche Entwicklung unserer Gesellschaft besonders hoch ein-
schitzt.

Die beiden Fakten zeigen an, daf’ es der Mathematik nicht gelungen ist, deutlich
zu machen, welche Schliisselrolle sie in der Entwicklung unserer Technik zu
spielen vermag. Tatsichlich hat die Mathematik — und dazu hat auch die DMV
ihren Teil beigetragen — das Ansehen einer reinen Wissenschaft, deren Nutzen nur
schwer fiir den AuRenstehenden zu erkennen ist. Es liegt nun an uns selbst, die
Bedeutung der Mathematik verstindlich zu machen und zu zeigen, daf es eine
Angewandte Mathematik gibt, die aufgeschlossen fiir die Anwendungen ist und
auch bereit, eine Briicke zum Verstindnis mathematischer Sachverhalte fiir die
Anwender zu bauen und die gleichwohl in Methodik und Originalitit der Reinen
Mathematik nicht nachsteht. Es war mein Bemiihen, hier um Verstindnis zu wer-
ben. Einmal bei den Mathematikern verschiedener Forschungsrichtungen selbst,
zum anderen aber auch gegeniiber Aufienstehenden. Wir miissen in Zukunft sehr
viel mehr Wert auf diese Aufgabe legen und darauf hinwirken, junge Forscher fiir
sie zu gewinnen. Dies bedeutet natiirlich nicht, daf} sich die Mathematiker nun vor
allem auf die Anwendungen stiirzen sollen; es miissen sich jedoch geniigend viele
dieser Aufgabe widmen, um zum Ansehen und damit auch zur Anerkennung der
Notwendigkeit einer Reinen und Angewandten Mathematik in unserer Gesell-
schaft beizutragen. Die praktische Auswirkung der Mathematik in den Wissen-
schaften, in der Technik, die Industrie und Wirtschaft wird von Auflenstehenden
als Rechtfertigung des breiten Umfangs und Nachdruckes fir die Pflege angesehen.
Auch in Zukunft werden wir uns dieser Aufgabe und den damit verbundenen Aus-
einandersetzungen stellen miissen; und Vertreter von Reiner und Angewandter
Mathematik sollten dies, meine ich, gemeinsam tun.

Bonn, Mai 1984 H. Wemer
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Jahreschronik der DMV fiir 1982

1 Amter und Gremien
1.1 in der DMV

Vorsitzender H. Werner

Schriftfiihrer Wallisser

Schatzmeister Grotemeyer

Geschiftsfihrender Herausgeber  Jacobs

Prasidium  Dold Schwarz
Fischer Wallisser
Grotemeyer Walter
Hirzebruch Werner
Jacobs Witting
Koecher

Giste Barner (MFO)
Winkler (Fachbereichskonferenz)
Christian (OMG)

1.2 in den anderen Organisationen
Von Seiten der DMV nahmen die Herren Werner, Barner und Pallaschke an der
General Assembly der IMU teil, die im August 1982 in Warschau getagt hat.

Herr Dold vertritt die DMV im EMC (European Mathematical
Council).

Kommission fiir die IMUK: Barner, Baurmann, Bergmann, Béddecker, Griesel,
Grotemeyer, Kunle, Pickert, Schupp, Steiner, Vollrath.

2 Jahrestagung und Mitgliederversammlung 1982

2.1 Die Jahrestagung fand vom 20.—24. September 1982 in Bayreuth statt.
Es wurden folgende Ubersichtsvortrige gehalten:

J. Neubiiser, Kristallographische Gruppen

Aachen

H. Kraft, Algebraische Transformationsgruppen und Invarianten-
Basel theorie

II




M.F. Vigneras, Correspondences between automorphic representations
Montrouge

A. Pietsch, Operatorenideale

Jena

St. Hildebrandt, Partielle Differentialgleichungen und Differential-
Bonn geometrie

J. Flum, Modelltheoretische Aquivalenz

Freiburg

K. Johannson, Topologie und Geometrie von 3-Mannigfaltigkeiten
Bielefeld

C.J. Scriba, Die Rolle der Geschichte der Mathematik in der
Hamburg Ausbildung von Schiilern und Lehrern

R.J. Beran, Bootstrap Methods in Statistics

Berkeley

R. Schaback Numerische Approximation

Gottingen

Zum Gedenken an C. L. Siegel fanden im Anschluf an die Er6ffnung folgende
Vortrige statt:

Th. Schneider, Das Werk C. L. Siegels in der Zahlentheorie
Freiburg

H. Klingen, Das Werk C. L. Siegels in der Funktionentheorie
Freiburg

H. Rissmann, Kleine Nenner in der Himmelsmechanik

Mainz

Es fand ein Kolloquium zu Fragen der ,,Lehrerausbildung‘‘ mit den Herren

M. Otte, M. Jeger und P.Miiller statt, sowie eine Sitzung zum Thema
,,Der Mathematiker in Wirtschaft und Industrie* mit Vortrigen der Herren

D. Schulte (Krupp, Essen) und A. Blaser (IBM, Heidelberg).

2.2 Die Mitglieder-Versammlung fand am 23. September 1982 in Bayreuth statt.
Herr Wallisser wurde als Schriftfiihrer wiedergewihlt. Fiir die Nachfolge von Herrn
Koecher wurde Herr Pareigis und fiir die Nachfolge von Herrn Walter wurde Herr
Bierstedt gewihlt.

3 Aktivitaten der DMV

3.1 DMV-Seminare. Die DMV veranstaltete finf DMV-Seminare auf Schlof3
Mickeln bei Diisseldorf. Die Teilnehmer konnten finanzielle Unterstiitzung durch
die Stiftung Volkswagenwerk erhalten.

28. 3. — 2. 4. ,,Spektraltheorie gewohnlicher Differentialoperatoren, Hamilton-

sche Gleichungen*

Leitung: J. Moser (Zirich), E. Trubowitz (New York), E. Zehn -

d e r (Bochum)

20. 6. — 25. 6. ,,Gruppen und Graphen“

Leitung: B. Fischer (Bielefeld), D. Goldschmidt (Berkeley)
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Leitung: R.J. Beran (Berkeley), H. Rie der (Bayreuth)
5.9.-10.9. ,,Connectedness in Algebraic Geometry*
Leitung: A. Van de Ven (Leiden), R. Lazarsfeld (Princeton)
26.9.—1.10. ,,Riemannian Geometry*
Leitung: V.P. Gromov (Paris), H. Karcher (Bonn)
Es liegen bisher zwei Ausarbeitungen der Vortrige vor, die im Birkhauser-Verlag
erschienen sind. Mitglieder erhalten bei Bestellung iiber die DMV 25% Rabatt.

3.2 Zur Erkundung der Berufssituation fiir Dipl.-Mathematiker wurden Kontakte
mit der Zentralstelle fiir Arbeitsvermittlung (ZAV) in Frankfurt unterhalten. Der
Bericht der ZAV wurde zum grofien Teil in den Mitteilungen abgedruckt.

Es scheint, daf} die Industrie neuerdings oft Dipl.-Ingenieure gegeniiber Dipl.-
Mathematikern vorzieht. Die DMV wird das Problem im Auge behalten und vor-
sichtige Recherchen iiber die Situation der Mathematiker in der Industrie und
deren Wiinsche anstellen.

Um die Kontakte zwischen Universitit und Industrie auf individueller Ebene zu
verbessern, hat das Prisidium einen Mathematiker aus der Industrie gebeten, eine
Koordinatorfunktion zu iibernehmen.

Herr Dr. Schwarz (IBM, Bonn), mit dem die DMV wegen der Integration der Indu-
striemathematiker seit lingerem Kontakt hatte, hat diese Aufgabe iibernommen.
Die Geschiftsstelle der DMV verschickte auf Anfragen ca. 500x den Aufsatz von
Herm E. Schwarz ,,Die berufliche Situation des Mathematikers in Industrie und
Wirtschaft sowie die Arbeitsmarktbeobachtungen der ZAV.

3.3 Aufbaustudium. Das Prisidium der DMV hat eine Stellungnahme zur Einrich-
tung eines Aufbaustudiums in Mathematik erarbeitet, die in den Mitteilungen
Heft 3/Juli 1982 abgedruckt wurde.

3.4 Mathematisch orientierte Unterrichtsficher in der gymnasialen Oberstufe. Ein

1 Y. .. il L . 4

Schule einzufiihren. Das Prasidium ist der Meinung, daf das Fach Informatik im

Rahmen des Mathematikunterrichts gelehrt werden sollte. Es wird eine Kommis-
cnn eitnhoerichtet die anie Aden Herrean Eicrhor Worner Rovownwnnyn HNhoverbholn hoo



3.5 Es wurde eine Kommission aus den Herren Dold, Witting, Grotemeyer und
Fischer gebildet, die ein Verfahren erarbeiten soll, wie im Fall von Ehrungen vor-
gegangen werden soll. Fir den Wolf-Preis wurden die Herren S. S. Chern und A.
Weil vorgeschlagen.

3.6 Es wurden Kontakte mit Herrn Scharlau beziiglich der Veroffentlichung hi-
storischer Vorlesungen durch die DMV aufgenommen.

4 Organisation

4.1 In den Mitteilungen wurden Notizen iiber die Neuerscheinung von Biichern
aufgenommen. Die Ankiindigungen haben einen Umfang von ca. 10 Schreibma-
schinenzeilen. Pro Ankiindigung wurde ein Preis von DM 50,— berechnet. Das An-
gebot wurde von 6 Verlagen angenommen.




Deutsche Mathematiker-Vereinigung e.V.

Jahreschronik der DMV fiir 1983

1 Amter und Gremien
1.1 in der DMV

Vorsitzender H. Werner

Schriftfihrer Wallisser

Schatzmeister Grotemeyer

Geschiftsfilhrender Herausgeber  Jacobs

Prisidium  Bierstedt Pareigis
Dold Schwarz
Fischer Wallisser
Grotemeyer Werner
Hirzebruch Witting
Jacobs

Giiste Barner (MFO)

Winkler (Fachbereichskonferenz)
Christian (OMG)
1.2 in den anderen Organisationen
Herr Werner vertritt die DMV bei der MNU-Tagung in Tiibingen.

Herr Dold vertritt die DMVIim EMC ( European Mathematical
Council).

Fachgutachter firr die DFG: Dold und Grauert vertreten die Reine Mathematik
und Kirchgdssner und Bulirsch die Angewandte Mathematik.
2 Jahrestagung und Mitgliederversammlung 1983

2.1 Die Jahrestagung fand vom 19.—23. September 1983 in Kdln statt.
Es wurden folgende Ubersichtsvortrige gehalten:

J-P. Bourguignon, Analytische Probleme geometrischen Ursprungs: Bei-

Paris spiele aus der Yang-Mills Theorie

V. Bangert, Geodaitische Linien auf Riemannschen Mannigfaltig-
Freiburg keiten

E. Vieweg, Zur Klassifikation komplexer projektiver Mannigfal-
z. Z. Paris tigkeiten
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R. Tijdeman, Exponential diophantine equations and recurrence
Leiden sequences

G. Faltings, Die Vermutung von Mordell

Wuppertal

D. Gaier, Approximation im Komplexen

Gieflen

D. Vogt, Splittingbedingungen fiir exakte Sequenzen von
Wuppertal Fréchetriumen und ihre Anwendung in der Analysis
S. Koppelberg, Booleschwertige Logik

Berlin

D. Jungnickel, Lateinische Quadrate, ihre Geometrien und ihre
Gieflen Gruppen

P. Henrich, Die Lagrange-Biirmannsche Formel bei Systemen
Zirich von formalen Potenzreihen

S.D. Chatterji, Ein Teilfolgenprinzip in der Wahrscheinlichkeits-
Lausanne theorie

Es fand ein Kolloquium mit den Herren W. Oberschelp und L. H. Klin-
gen iber , Fragen der Informatik im Mathematikunterricht an Gymnasien‘‘ statt,
sowie eine Veranstaltung fiir ,,Mathematiker in der Wirtschaft‘“ mit den Herren

U. Pallaske (Bayer AG, Leverkusen) und H. Schiittler (GEI, Aachen).

2.2 Die Mitglieder-Versammlung fand am 22. September 1983 in K6lIn statt.
Herr Grotemeyer wird als Schatzmeister wiedergewahlt. Herr Hirzebruch wird
wiedergewihlt.

Fiir die Nachfolge von Herm Witting wird Herr Krengel, zum neuen Vorsitzenden
der DMV wird vom Préasidium Herr Dold fiir das Amtsjahr 1984 gewihtl.

3 Aktivititen der DMV

3.1 DMV-Seminare. Die DMV veranstaltete vier DMV-Seminare in Schlof3 Mickeln
in Diisseldorf-Himmelgeist.

13. 3. — 18. 3. ,,Mathematik und Physik periodenverdoppelnder dynamischer

Systeme**

Leitung: P. Collet (Palaiscau), J.P. Eck mann (Genft)

28. 8. — 2. 9. ,,Analytische Methoden fiir diophantische Probleme**

Leitung: W.M. Schmidt (Colorado), H.P. Schlickewei (Ulm)

4.9.-9.9., Approximationstheorie, numerische Verfahren und Anwendun-

gen

Leitung: D. Braess (Bochum), K. H . Hoffmann (Augsburg), R.

Schaback (Gottingen)

25.9. —30.9.,,Systems in Random Environment**

Leitung: L. Arnold (Bremen), G. Papanicolaou (New York)
Die Teilnehmer konnten durch die Stiftung Volkswagenwerk finanzielle Unter-
stiitzung erhalten. Da das Programm fiir die DMV-Seminare 1984 ausliuft, wird
die DMV bei der VW-Stiftung einen Verlingerungsantrag fiir 3 Jahre stellen.
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Im Birkh4user-Verlag sind inzwischen 3 Ausarbeitungen der DMV-Seminare er-
schienen, die von DMV-Mitgliedern zum erméfigten Preis bezogen werden kénnen.

3.2 Zur Berufslage der Diplom-Mathematiker wurde ein Auszug aus der AIS-In-
formation Nr. 2 (Zentralstelle f. Arbeitsvermittlung — Juni 1983) in den Mittei-
lungen veroffentlicht. Dort wurde auf eine im Gang befindliche Umschichtung des
Studieninteresses von der Mathematik hin zur Informatik hingewiesen.

3.3 Informatik an deutschen Gymnasien. Das Prisidium der DMV erarbeitete eine
,»Stellungnahme zum Informatikunterricht an Gymnasien®, die den Mitgliedern
der DMV mit Heft 2/April 1983 der Mitteilungen zugesandt wurde.

Herr Werner brachte die Stellungnahme bei der MNU-Tagung in Tiibingen zur
Kenntnis.

Die Geschiftsstelle versandte auflerdem die Stellungnahme an: Kultusminister,
Math. Institute und Fachbereiche, Studienseminare, Fachhochschulen, Pid. Hoch-
schulen.

Herr Fischer berichtete auf der Mitglieder-Versammlung in K6lIn iiber die Reaktio-
nen, die auf die Herausgabe der Stellungnahme eingegangen sind.

Herr Oberschelp soll seine zur Stellungnahme vorgelegten Unterrichtseinheiten in
Informatik ausarbeiten, als Beispiele, wie wesentliche Inhalte der Informatik in
organischer Weise in den Unterricht eingefithrt werden kénnen.

Diese Ausarbeitungen sollen beim Teubner-Verlag erscheinen, wobei die DMV als
Mitherausgeber auftritt.

3.4 Herr Scharlau macht der DMV den Vorschlag, die Veroffentlichung klassi-
scher Vorlesungen mit dem Titel ,,Dokumente zur Geschichte der Mathematik‘
herauszubringen. Der Vieweg-Verlag hat sich angeboten, die Veréffentlichung der
Reihe zu iibernehmen. Bei der DFG und der VW-Stiftung soll ein Kostenzuschuf}
beantragt werden.

Der erste Band der geplanten Vorlesungsreihe mit einer Vorlesung von R. Dede-
kind iiber Differential- und Integralrechnung ist leider bis zur Tagung nicht fertig
geworden. Der Vieweg-Verlag plant, diesen Band zunichst mit einer Auflage von
500 Exemplaren herauszugeben, wobei an einen Ladenpreis von DM 34,— (fur
DMV-Mitglieder DM 26,—) gedacht wird.

3.5 Aufbaustudium. Herr Winkler (KMathF) berichtet, daf’ sich einige Fachbe-
reiche skeptisch iiber die Einrichtung von Aufbaustudiengingen in Mathematik ge-
juRert haben. Es wird befiirchtet, daf® der Diplomstudiengang eingeengt wird;
zum anderen existieren an manchen Hochschulen bereits Promotionsstudiengénge,
die durch die Einfithrung eines Aufbaustudiums in eine Studienordnung gepref3t
wiirden.

3.6 Die Kanadische Mathematische Gesellschaft ist an die DMV herangetreten
und hat den Abschluf} eines Reziprozititsabkommens vorgeschlagen. Die DMV ist
dazu bereit.
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4 Organisation

4.1 In einem Gesprich mit Vertretern der Verlage Springer, Teubner, Vieweg
wurde folgende Ubereinkunft beziiglich der Buchankiindigungen in den Mitteilun-
gen getroffen. Es sollen in Zukunft nur noch die bibliographischen Daten der Neu-
erscheinungen der Verlage im vergangenen Vierteljahr, nach Sektionen geordnet,
aufgefiihrt werden. Die DMV bietet den Verlagen an, kostenlos diese Informatio-
nen an die Mitglieder weiterzugeben.
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verschickte daraufhin den Aufsatz von Herm E. Schwarz ,,Die berufliche Situa-
tion des Mathematikers in Industrie und Wirtschaft‘‘ sowie die ,,Arbeitsmarktbe-
obachtungen der ZAV*.













EXPOSITION Es International

Journal for Pure

MATHEMATICAE :d/eoied

This is a new sort of journal - Many well-known authors Managing Editor

one whose chief aim is exposi-  have already contributed.  S.D. Chatterji, Lausanne.
tory, ajournal that would lighten Here are some of them:

the task of working and espe- K.L.Chung, J. Dieudonné,

cially beginning research mathe- F.Harary, H. Heyer, Editorial Board
maticians of keeping abreast P.E.T. Jorgensen, S. Albeverio, H. Bauer,
with the flood of new research.  S.G.Krantz, P.Lelong, P.Cartier,R.E. Edwards,

T.L.Nicolas, E.H. Spanier, = B.Fuglede, P.J. Hilton,
Expositiones Mathematicae F.Toth, S.R.S. Varadhan. R.V.Kadison,

publishes high level research D.G.Kendall, P.Ribenboim,
articles, surveys, expository Subscription Information  V.S.Varadarajan, E. Zehnder.
essays and historical studies 1986, Vol. 4 (4 issues):
in all branches of contemporary 234,- DM plus postage and
mathematics. Our aims are to handling. For detailed
advance mathematical research information
and to be useful to those Back Volumes please write to:
involved in graduate and post-  Vols. 1-3 (1983-1985): Bibliographisches
graduate programmes. 198,- DM per volume Institut, Postfach 311,
plus postage and handling. D-6800 Mannheim 1,
Ask your library to Complete set: 594,- DM Germany
subscribe today. plus postage and handling. or phone (0621) 3901-3 89.

Geostatistik

Eine Einfiihrung mit Anwendungen

Von Prof. Dipl.-Ing. Dr. R. Dutter, Technische Universitit Wien
1985. 159 Seiten. 16,2 x 23,5 cm. ISBN 3-519-02614-7. Kart. DM 32,-

(Mathematische Methoden in der Technik, Bd. 2)

Aus dem Inhalt

ErschlieBung von Lagerstitten/Statistische Grundbegriffe, Stamm-und-Blatt-Darstel-
lung, KenngroBen einer Verteilung, theoretische Verteilungen / Regionalisierte Variable,
Momente, statistische Annahmen/Das Variogramm, Eigenschaften, Berechnung,
Modelle/ Varianzen und Regularisierung/Schitzung von Ressourcen, Krige-Schitzer,
Punkt-Krigen, Block-Krigen, Universelles Krigen/Simulation von Lagerstitten,
bedingte-unbedingte Simulation/Fallstudien

Bitte Reihenprospekt Mathematische Methoden in der Technik anfordern:
B. G. Teubner, Postfach 801069, 7000 Stuttgart 80

% B. G. Teubner Stuttgart







Springer Mathematics: Springer

3 3 3 Springer-Verl
A Brief Historical Background B et Nevork

London Paris Tokyo

The mathematical tradition of Springer-Verlag, when measured
against the history of the publishing house, which was founded in
1842 in Berlin by Julius Springer, does not seem so very old.

The upsurge of mathematical literature in its publishing programme
during the opening decades of the 20th century was the outcome
of the many personal contacts between the faculty of Mathematics
at Gottingen University and Ferdinand Springer, one of the owners
of the firm and grandson of the founder.

Tradition and quality remain corner stones of Springer-Verlag’s
present book and journal publishing programme in mathematics
and the oldest series which has existed in its original form since 1921
is Grundlehren der mathematischen Wissenschaften and this

was followed in 1932 by Ergebnisse der Mathematik (now into its
3rd sequence): names, which in spite of their teutonic ring, have
entered the everyday parlance of mathematicians worldwide.
Today, Springer-Verlag, world leader in the field of mathematical
sciences publishes more than 200, the majority in English, new titles
each year.

The journal publishing programme which started with Mathe-
matische Zeitschrift, founded in 1918, continues and there has
been a dramatic increase in the number of mathematics journals,
today some 20 in number, all of which serve as primary vehicles for
scientific research.

During the coming months, it is our intention to detail and describe
both established, new and forthcoming series, and to highlight
on a regular basis titles from our on-going publishing programme.







