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2 M. Eiermann, R. S. Varga und W. Niethammer

das oft Verfahren der sukzessiven Approximation genannt wird (vgl. Faddejew-
Faddejewa [13, S. 222)).

Jede Zerlegung A =M — N erzeugt auf diese Weise ein Iterationsverfahren;
sinnvollerweise wird man aber verlangen, daf® M einfach zu invertieren ist, oder
dafl man das System (1.2) leicht nach x,, auflosen kann. Ist A=D —L —R die
Standardzerlegung von A, d. h. D ist eine Diagonalmatrix, L eine echte untere
und R eine echte obere Dreiecksmatrix, so fithrt die Zerlegung M = D zum
Gesamtschritt- oder Jacobi-Verfahren, M = D — L zum Einzelschritt- oder Gauf-
Seidel-Verfahren und M = w™'D — L (w # 0) zum Verfahren der Successive-
Over-Relaxation (SOR-Verfahren). Weitere Zerlegungen und die zugehorigen
Iterationsverfahren sind z. B. bei Varga [53] beschrieben.

Ist x := (I — T) !¢ die eindeutig bestimmte Lésung von (1.1), so gilt fiir
den Fehlervektor e, = x — X,

(1.3) en=T"ey (m=0).

Sind 7;(1 <j <n) die Eigenwerte von T, dann bezeichnen wir mit

o(T) :={7;: 1 <j <n} das Spektrum von T und mit p(T) := max {|7| : 7 € o(T)}
den Spektralradius von T. Aus (1.3) folgt, dafy die Iteration (1.2) genau dann fiir
jeden Startvektor x, gegen die Losung x konvergiert, wenn p(T) < 1 erfiillt ist.
Auferdem gilt fiir jede Norm in C"

llem Il

(1.4) lim sup ™

m — 609&0

1/m
} = p(T)

(vgl. Varga [53, S. 67]); wir bezeichnen deshalb p(T) als asymptotischen Konver-
genzfaktor der Vektorfolge {Xm}m > o, die durch (1.2) definiert ist. Ein weiteres
hiufig verwendetes Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der Iteration (1.2)
ist, falls p(T) < 1, die asymptotische Konvergenzrate, die durch

(1.5) R(T):=—1np(T)

erklart ist ([53, S. 67]). Grob gesagt mufs man durchschnittlich R(T)™ Schritte
der Iteration (1.2) durchfithren, damit die Norm des Ausgangsfehlers e, = x —x,
um den Faktor 1/e reduziert wird.

Um nun in Fillen, in denen die Folge {Xm }m > o von (1.2) divergiert, Kon-
vergenz zu erzwingen, oder um die Konvergenz dieser Folge zu beschleunigen,
bietet es sich an — wie Forsythe [14] und Varga [53, S. 133] bemerkten — Metho-
den der Summierungs- oder Limitierungstheorie einzusetzen. Wir betrachten dazu
Summierungsverfahren, die durch eine unendliche untere Dreiecksmatrix defi-
niert sind (vgl. Zeller-Beekmann [59, S. 5]); diese Klasse ist fiir unsere Zwecke
einerseits geniigend allgemein, andererseits ist sie unter konstruktiven Gesichts-
punkten besonders niitzlich.

Dazu bilden wir mit Hilfe der Matrix

To,0 O
Ti,o T,

’

= , > <i<
(1.6) P oo Moy Tas y Tm;i€C (m=20,0<j<m),
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und der Folge {X}m > o von (1.2) die Vektoren

m
(1.7 ym = ) Tm;x; (m=0);
i=o0
¥m kann also als Mittel der Iterierten x,, . . ., X, mit eventuell komplexen Koef-
fizienten m,, ; aufgefalt werden.
Falls der Startvektor x4 in (1.2) gleich der Lésung x von (1.1) ist, so gilt
Xm = X (m 2 0). In diesem Fall erwarten wir y,, = x fur alle m = 0. Fiir die Trans-

formatinnsmatrix P hedentet dies daf ihre Zeilensnmmen gleich.1 sind-

-
(1.8) Y ;=1 (m=0).

i=o0

Der Fehler €, := x — y, der transformierten Folge erfiillt

m m m
€n= Y Tm X~ Y TmiX;= 2. Tm,i€j;
ji=o0 i=o0 j=o0

d. h. wir erhalten aus (1.3)

(1.9 Em=(.z nm‘jTj)e0=pm(T)e0 (m =0)

i=0
mit den Polynomen

m
(1.10) pm(2) := Y mm;zi (m=0).
i=0
Die Matrix P definiert also eine Folge {pm}m > o von Polynomen mit komplexen
Koeffizienten und den Eigenschaften grad (p,,) < m sowie wegen (1.8)

(1.11) pa()=1 (m=0).

Unsere Aufgabe ist es demnach, die Matrix P, d. h. die Polynomfolge {pm}m > o,
so zu wihlen, daf} die Vektoren y,,, moglichst schnell gegen die Losung x von (1.1)
— oder dquivalent, die Fehler €., moglichst schnell gegen 0 — streben.

Weil bei der Konstruktion der Vektoren y,, zuerst nach (1.2) iteriert und
anschliefend nach (1.7) rein algebraisch eine Linearkombination der Iterierten
gebildet wird, nennt Varga [52] ein Verfahren (1.7) eine semiiterative Methode
in bezug auf die Iteration (1.2), Forsythe [14] spricht von linear acceleration;
wegen (1.9) wird hiufig auch die Bezeichnung polynomiale Konvergenzbeschleu-
nigung benutzt (siehe Young [57], Hageman-Young [23] u. a.).

Fir symmetrische positiv definite Matrizen sind solche polynomialen
Methoden vielfach untersucht worden; die verschiedenen Ansitze sind z. B. bei
Varga [53, S. 159] und Householder [25, S. 114] beschrieben. Householder unter-
scheidet zwischen ,,Methods of Projection* (vgl. [25, § 4.2]) und ,»Norm-Reducing
Methods* (vgl. [25, § 4.3]). Projektionsmethoden — hier ordnen sich beispiels-
weise das Verfahren der konjugierten Gradienten (vgl. [24]) und die Lanczos-
Iteration (vgl. [29]) ein — werden in den letzten Jahren zunehmend auch zur
Losung nichtsymmetrischer Gleichungssysteme herangezogen (vgl. Saad-
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Schultz [46]; dort werden einige der wichtigsten Arbeiten zu diesem Problemkreis
zitiert). Wir werden uns hier ausschlief8lich mit der Klasse der ,,Norm-Reducing
Methods* beschiftigen; Householder weist im Zusammenhang mit diesen Ver-
fahren darauf hin, daf fiir den Fall nichtreeller Eigenwerte von T ,,no theory has
been developed*. Uber Fortschritte in dieser Richtung soll hier berichtet
werden.

Wir beschreiben nun kurz ein Beispiel, das von verschiedenen Autoren
ebenfalls als ,,Modellproblem* fiir iterative Verfahren zur Losung nichtsymme-
trischer Gleichungssysteme verwendet wurde (vgl. etwa Hageman-Young [23,
Chapter 12.6] oder Saad [45]). Auch in den folgenden Abschnitten werden wir
uns hiufig auf dieses spezielle Beispiel beziehen:

Beispiel 1.1. Wir betrachten die Randwertaufgabe

(1.12) u(x, y) tuy(x,y) tyu(x, y) = f(x,y), (x,¥) €S,
u(x,y) =0, (x,y) €08,

im Einheitsquadrat S = {(x, y) € R? : 0 <x, y < 1} mit dem Rand 8S. Hier bezeich-
nen vy eine reelle Konstante und f : S U S — R eine stetige Funktion. Man kann
(1.12) als einfachen Prototyp einer Konvektions-Diffusionsgleichung ansehen:
v entspricht dann der Reynoldszahl. Diskretisiert man dieses Problem unter Ver-
wendung zentraler Differenzen mit der Schrittweite h = 1/(N + 1) in beiden Koor-
dinatenrichtungen, so erhilt man ein lineares Gleichungssystem Ax = b, dessen
Koeffizientenmatrix A € R™" mit n := N2 (fiir kleines h) sehr grof}, aber diinn
besetzt ist.

Dieses Problem ist fiir Testzwecke deshalb gut geeignet, weil man die
Eigenwerte des Gesamtschritt- oder Jacobi-Operators T := [ — D™ A explizit
kennt; es gilt ndmlich (vgl. Young-Jea [58]):

o(T) :={cos (mj/(N + 1))/2 + i\/)\rl cos (mk/(N + 1))/2: 1 <j, k <N}
mit X := yh/2. Fiir A2 > 1 hat T komplexe Eigenwerte, die alle in dem Rechteck
(1.13) Ryg:={z€C:|Rez|<o,|lmz|<f} mit
(1.14) a:=cos(n/(N+1))/2<1/2, B:=4/A2—1cos (n/(N + 1))/2

enthalten sind; « ist demnach unabhingig von A, wihrend 8 mit A wichst. Fir

die Schrittweite h = 0.1 erhilt man o= 0.4755; Tabelle 1 am Ende des dritten
Abschnitts zeigt § sowie den Spektralradius p(T) = (o + $)'/2 fiir einige Werte
von A. Offensichtlich divergiert das Gesamtschrittverfahren fiir betragsgrofie A;
so ergibt sich fiir A = 250 beispielsweise p(T) = 118.9.

Ist nun eine semiiterative Methode durch eine Matrix P gemifs (1.7) defi-
niert, so gilt nach (1.9) fir den Fehler €, = pn (T) eo. Kennen wir nun wie im Bei-
spiel 1.1 die Eigenwerte von T, so kdnnten wir fiir p, ein Vielfaches des charak-
teristischen Polynoms von T wihlen und hitten €, = 0 (m 2 n) nach dem Satz
von Cayley-Hamilton. Diese ,,triviale** Losung verbietet sich in der Praxis aus zwei
Griinden: Einmal wird man in der Regel die Eigenwerte von T nicht kennen, zum
anderen erwartet man bei Systemen mit grofler Ordnung n einen ausreichend klei-
nen Fehler schon nach sehr viel weniger als n Schritten.
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Dagegen ist es realistisch anzunehmen, dafs man einen kompakten Bereich
Q C C kennt, der o(T) enthilt, wie im Beispiel 1.1 das Rechteck R, ;. Weil das
System (1.1) x = Tx + ¢ nach Voraussetzung eindeutig l6sbar ist, gilt 1 € o(T),
und wir kdnnen 1 & £ annehmen. Die Polynomfolge {p }m > o, deren Glieder
das Minimierungsproblem

min{rréaé( [Pm (@) | : pm (1) = 1, grad (py) < m}

16sen, erzeugt in gewisser Weise eine optimale semiiterative Methode fiir unser
Problem (vgl. Abschnitt 3). Diese Polynome existieren immer, sind jedoch nur
bei einigen speziellen Bereichen 2 konstruktiv zuginglich.

Wir beschrinken uns deshalb darauf, asymptotisch optimale Verfahren zu
konstruieren. Dazu wird dhnlich wie in (1.4) ein asymptotischer Konvergenzfak-
tor k(§2, P) von Q bezuglzch P defmlert (§ 3). Welfs man a pr10r1 dafd das Spek-

174 & TR ) Y NP PPN -L.-.v..
—

Schranke fiir den Konvergenzfaktor lim ||€,, ||'/™ der Fehlerfolge (1.9) des durch
m — oo

P induzierten semiiterativen Verfahrens. Das Infimum von x(£2, P) iiber alle P
nennen wir schlieflich den asymptotischen Konvergenzfaktor k(£2) von 2. Daraus
kann man folgern, daB es keine semiiterative Methode (1.7) gibt, so dafd der Kon-
vergenzfaktor lim |8, ||Y™ fiir jede Matrix T mit o(T) C £ kleiner als k(§2) wird.

m - oo
Ein von P induziertes Verfahren heif3t aus diesem Grund asymptotisch optimal fiir
Q, wenn k(£2, P) = k(£2) gilt (§ 4).

Um Aussagen lber solche asymptotisch optimalen Verfahren zu gewinnen,
wird in § 2 zu einer gegebenen Matrix P, oder dquivalent zu einer Polynomfolge
{Pm }m > o €ine weitere Folge {qQm — 1} m > 1 gemih

(1.15) qm-1(2) = (1 —pm(2))/(1 — 2)

eingefiihrt; wegen p, (1) = 1 ist q;, —; ein Polynom vom Grad m — 1, das die Funk-
tion 1/(1 — z) in den Nullstellen £&™)(i= 1, .. ., m) von p,, interpoliert. Die Null-
stellen £™)(m > 1; 1 <i<m) bilden eine unendliche Knotenmatrix Kp; jedes
semiiterative Verfahren ist eindeutig durch {pm}m 05 {dm —1}m > 1 0der durch Kp
bestimmt (Lemma 2.1). Der durch (1.15) beschriebene Zusammenhang zwischen
den Polynomfolgen {Pm}m >0 Und {Qm —1}m > 1 ermoglicht es uns, klassische Sitze
aus der komplexen Approximationstheorie iiber die Konvergenz von Folgen von
Interpolationspolynomen einzusetzen (vgl. z. B. Walsh [54] oder Gaier [17]), um
fir unser Problem geeignete Polynomfolgen {py}m > o Zu konstruieren. Fiir eine
hinreichend allgemeine Klasse von Bereichen £ (siehe (4.1)) 1aft sich k(£2) expli-
zit angeben (Satz 4.1); in bezug auf £ asymptotisch optimale semiiterative Ver-
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sind, sondern auch — bei einer normalen Matrix T und einigermafien glattem Rand
von §2 — schon fiir m 2 3 sich fast so gut verhalten wie die oben erwiihnten opti-
malen Verfahren (Satz 5.2). Insgesamt ergibt sich damit eine befriedigende

analvtische 1.9sune der Aufgabe. asvmpiotisch aptimale semjiterative Verfahren

zu konstruieren; im weiteren wird die algorithmische Seite dieses Problems unter-
sucht.

Eine Berechnung der transformierten Vektoren y,, nach (1.7) erfordert
die explizite Bereitstellung der Elemente 7,  ; der Matrix P sowie die Speicherung
aller Iterierten x; (j = 0, . . ., m); beides ist bei groflen Systemen nicht konomisch.
Ist die Knotenmatrix Kp spaltenkonstant, so 1afdt sich y, rekursiv aus y,, —; nach
einer Formel berechnen, die einer Richardson-Extrapolation 1. Art entspricht
(Satz 6.1). Geniigen die Polynome p,, einer k-gliedrigen Rekursionsformel, so
tibertragt sich diese auf die y,, (Satz 6.2). Eine besonders giinstige Klasse semi-
iterativer Verfahren — in analytischer wie algorithmischer Hinsicht — stellen die
in § 7 beschriebenen Euler-Verfahren dar: Zu jedem 2 € M (siehe (4.1)) gibt es
ein asymptotisch optimales Verfahren (Satz 7.1), es existieren giinstige Rekursions-
formeln (Satz 7.2) und schlieflich kénnen sie auch von verallgemeinerten Faber-
polynomen erzeugt werden (Satz 7.4), so daf} die vorteilhafte Fehlerabschitzung
der Sitze 5.1 und 5.2 angewandt werden kann. Die einfachste Summierungs-
methode aus dieser Klasse ist das Verfahren von Euler-Knopp (vgl. Zeller-Beek-
mann [59, S. 130]); hier berechnet sich (nach Satz 7.2) y, gemif

(1.16) Yy =MTym-1+ (L —~@)ym— tue.

Als Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme ist (1.16) oft untersucht
worden;ist T der Gesamtschrittoperator, so heifdt es auch Jacobi-Over-Relaxation
(JOR-Verfahren) (vgl. etwa Petryshyn [42], Niethammer [34], [35], Albrecht-
Klein [1]). Ist x = Tx + c eine lineare Fredholmsche Integralgleichung 2. Art, so
entspricht (1.16) dem Iterationsverfahren von Wiarda [55] und Biickner [5]. Dort
findet sich auch der historisch interessante Hinweis von G. G. Lorentz, daf} es sich
beim Verfahren von Wiarda eigentlich um die Anwendung des Euler-Knopp-Ver-
fahrens auf die Neumannsche Reihe von T handelt. Dies nimmt Bellmann [3] zum
AnlaB, die Anwendung allgemeiner Summierungsverfahren auf diese Reihe vorzu-
schlagen. Er schreibt dann ,,whether summability methods have any practical
application or not is not clear*. Daf} diese Frage heute positiv beantwortet wer-
den kann, dies soll u. a. dieser Bericht zeigen.

In § 8 werden die vorausgehenden Ergebnisse auf das Beispiel 1.1 angewandt
und mit numerischen Rechnungen belegt. Schliefflich wird in § 9 noch auf Anwen-
dungen dieser Methoden bei linearen Gleichungen in Banachriumen und bei nicht-
linearen Gleichungssystemen eingegangen.

2 Semiiterative Methoden und Interpolationsverfahren
Wenden wir uns zunichst noch einmal der Vektorfolge {Xy}m » o zZu: Da

die Residuenvektoren rp, := ¢ — (I — T)xpn, m = 0, die Gleichungen x, = Txy, -, +¢
= Xm -1t Im—q und ry = T™rg erflillen, erhalten wir
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m-—1

Tj)ro (m=1).
=0

m-—1
(2.1) xXpu=%Xot+ ) r=xot
i=o

J

Wegen (1.1) kann man die Losung x des gegebenen Systems in der Form
x = Xg + (I = T)™'ry schreiben; ist p(T) < 1 giiltig, so folgt daraus

2.2) x=x0+(I—T)_'ro=xo+( Y Tj)ro=xo+ Y.

j=0 ji=0

Ein Vergleich von (2.1) und (2.2) zeigt, daB® {Xn} m > o gerade die Partialsummen-
folge der Reihe (2.2) ist; oder anders formuliert: Die Iteration (1.2) besteht im

wesentlichen darin, die Neumannsche Reihe (1 —T)™' = i T} durch spezielle
m-—1 =e
X T
Man wird sich nun natiirlich fragen, welche Art :/(z)r(l) Approximation fiir x man
erhilt, wenn man in (2.1) die Polynome mil zJ, m > 1, durch eine andere Poly-
nomfolge {qm - 1(2)}m > 1 (grad (qm - 1) <Jr1=10— 1) ersetzt, d. h. wenn man die Folge

Polynome in T, ndmlich durch die Teilsummen m > 1, ZU approximieren.

(23) ¥o=%X0; Ym=Xotqm-1(Mry, (m=1)

betrachtet. Wir werden sehen, dafl (2.3) eine semiiterative Methode in bezug auf
(1.2) ist, und daft man umgekehrt jede semiiterative Methode in der Form (2.3)
darstellen kann.

Filhren wir die unendliche Matrix S mit ihrer Inversen S™! gemify

1 1

11 0 S 0
(2.4) S:= . S7l=

11 1 0 -1 1

ein, so transformiert S die Glieder {xg, ro, ry, . . .} der Reihe (2.2) in die Partial-
summen {Xg, X;, X,, . . .} derselben Reihe. Induziert die Matrix P (1.6) nun eine
semiiterative Methode, dann transformiert Q := PS die Reihenglieder {x, o, Iy, . . .
direkt in die Folge {yo, Y1, Y2, . . .} von (1.7). Man sagt, da® Q die durch P defi-
nierte Transformation in ,,Reihe-Folge-Form* darstellt (vgl. [59, S. 6]). Wegen

p -

| .

o ey,
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Die Koeffizienten der m-ten Zeile von Q definieren das Polynom

m-—1

(2.6) Am-1D = ¥ yu_ ;28 (m>1).
j=o0

Aus (1.7) und (2.1) schliet man durch eine einfache Rechnung, da} die Trans-
formierten y,, der gegebenen semiiterativen Methode die Beziehung (2.3) erfiillen.
Ist nun umgekehrt eine Vektorfolge der Form (2.3) — mit einer Polynomfolge
{Qm—-1}m>1,8rad (qm —;) S m—1 — gegeben, so kann man sich aus den Koeffi-
zienten dieser Polynome eine unendliche Matrix Q der Gestalt (2.5) aufbauen.
Die Zeilensummen der Dreiecksmatrix P = QS™! sind dann sdmtlich gleich 1, so
daf} P eine semiiterative Methode beziiglich (1.2) definiert. Wegen (2.1) sieht

man sofort, dafs die zugehorigen Vektoren y,, von (1.7) gerade die Ausgangsvek-
toren Y, = Xo + qm —1(T)rg sind. Insgesamt erhalten wir

Lemma 2.1 ([9, Theorem 1]). Sei P eine Matrix gemdf3 (1.6), die der Bedingung

(L3 genijgt ung sei Q) 1= DS mif S nach (2.4, Sinddnete~ ~digjn (1.10) uud
' A
.

s =

Q2.7 am-1@ =1 -pn@)/(1-2) (m=0); q.(2)=0;
2.8) pm(@=1-(1-2)qm-1(z2) (m=0).

Ist £§™) (i=1,.. ., Q) eine Nullstelle von p,, mit der Vielfachheit k;, dann folgt
fiir die ,,geometrische Funktion' g(z) := 1/(1 — z)

(2.9 Q) (5™ =DM =j1/A - g™y 1<i<LO<j<k~D),
d. h. Qm, - ist das eindeutig bestimmte Hermitesche Interpolationspolynom, das

die Funktion g an den Nullstellen von py, interpoliert.
Fiir die Niherungsvektoren y, der durch P induzierten semiiterativen Methode gilt:

(2.10) ym =pm(M %o+ aqm-1(T)c;

wdhrend sich die zugehorigen Fehler €, (vgl. (1.9)) durch
211 e =0~ = qm-1(Dlre

darstellen lassen.

Nun ist klar, da® man jede semiiterative Methode auch als ein Interpola-
tionsverfahren der folgenden Form interpretieren kann (vgl [6, § 7.3]):
Sei y, = X, ein beliebiger Startvektor.
Fiir iede natiirliche Zahl m
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Aus Lemma 2.1 folgt, daB eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen
den semiiterativen Methoden (1.7) und den eben beschriebenen Interpolationsver-
fahren besteht. Definieren wir fiir eine gemif (1.6) gegebene Transformations-
matrix P noch die Knotenmatrix Kp=(§™))mn > 1,1 < i< m» Wobei wir in der m-ten
Zeile die Nullstellen ™) von p,, entsprechend ihrer Vielfachheit auffiihren, so
ist eine semiiterative Methode offenbar eindeutig durch eine der drei unendlichen
Dreiecksmatrizen P, Q = PS (vgl. (2.5)) oder Kp definiert; die beiden anderen
Matrizen lassen sich jeweils aus der gegebenen bestimmen.

Zum Abschluf} dieses Paragraphen demonstrieren wir diese wechselseitige
Beziehung zwischen semiiterativen Methoden, Summierungs- und Interpolations-
verfahren an zwei klassischen Folgentransformationen.

Beispiel 2.2. Seien die Knoten §(™), 1 <i<'m, der Matrix Kp die von z = 1 ver-
schiedenen (m + 1)-ten Einheitswurzeln, d. h. die £(™ sind gerade die Nullstellen
von (z™*'-1/(z—1)=1+z+...+2z™, Fiir die Polynome p,, von (1.10) bedeu-
tetdiespp(z)=(1+z...+z™)/(m+1)d h 7y ;=1/(m+1),m=0,0<j<m.
Durch die unendliche Dreiecksmatrix P mit diesen Koeffizienten wird das wohl-
bekannte Cesdro-Verfahren (C,-Verfahren) (vgl. [59, S. 100]) induziert. Die zuge-

oo

y x; (nach (1.7)) sind die arithmetischen Mittel
m+1 iZo

der Iterierten x¢, X4, .. ., Xp-

Beispiel 2.3. Wenn man die Knoten der Matrix Kp identisch gleich £ € C\{1} wihlt,
sogilt mitu:=1/(1-§ (. h.—¢/(1-§=1—p)

=== £, (7 e (=) 2

mom)\ . . m .
=X (j )“’“ —wmTd = Y w2
i2

i=o

horigen Vektoren y,, =

Die Matrix P(u) := (m,j)m > o, 0 < j < m induziert das Euler-Knopp-Verfahren
([59, S. 130], das wir bereits am Ende von § 1 erwihnten. Interessant ist, da®
die Matrix P(u) durch einen Parameter u bestimmt ist, der dann auch in die ein-
fache Formel (1.16) fiir die Berechnung der ,,Euler-Knopp-Transformierten*
Ym €ingeht.

3 Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit

Wir haben gesehen, daf’ eine semiiterative Methode durch eine der drei
Matrizen P, Q und Kp eindeutig bestimmt ist. Nach welchen Kriterien sollen nun bei
gegebenem T diese Matrizen, d. h. die Polynomfolgen {pPm}m >0 bZW. {Qm -1} m > 1
gewihlt werden? Im ersten Abschnitt haben wir schon erwiihnt, day €, =0, d. h.
Ym = X, gilt, wenn das charakteristische Polynom von T ein Teiler von p,, ist; mit
anderen Worten: wir haben in diesem Fall nach m Schritten die Lésung des line-
aren Gleichungssystems (1.1) erhalten. Da man bei Systemen mit groffer Ordnung n
aber keineswegs n Iterationsschritte durchfithren méchte, spielt die Moglichkeit,
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daf ein Verfahren nach endlich vielen Schritten die exakte Losung liefert, in der
Praxis nur eine untergeordnete Rolle.

Mit Hilfe der Jordanschen Normalform von T (vgl. Gantmacher [18, S. 102])
und Lemma 2.1 14ft sich das folgende Konvergenzkriterium fiir semiiterative
Methoden ableiten:

Lemma 3.1 ([9, Lemma 8]). Sei

k

B.D) mr@ =[] @—m)" (r,#7 firi#j)
i=1

das Minimalpolynom der Matrix T. Ein semiiteratives Verfahren sei durch die
Polynomfolgen {pm}m > o nach (1.10) oder {Qm — 1} m > 1 nach (2.7) gegeben.
Dann sind die folgenden fiinf Aussagen einander dquivalent:
(2) Die Folge {ym}m > o nach (1.7) konvergiert fiir jeden Startvektor y, gegen die
Lésung x des Systems (1.1).

(b) lim p,(T)=0.

m — o

(c) lim p§(r) =0 fir 1<i<kund 0<j<n;— 1.
m — o

(@ lim g (D)=A-T)".

) 1
d_z—"(l—z N firl <i<kund 0<j<n;-— 1.

Dieses Resultat scheint nur von theoretischem Interesse zu sein, da es die
Kenntnis der Eigenwerte von T voraussetzt. Weifl man allerdings, daf die Poly-
nomfolge {Pm}m » o gleichmiRig im Innern (d. h. auf jeder kompakten Teilmenge)
einer offenen Menge G gegen O strebt, und ist auflerdem bekannt, daft das Spek-
trum von T in dieser Menge G enthalten ist, so folgt aus Lemma 3.1, daf} die
Néherungsvektoren y, der induzierten semiiterativen Methode — fiir jedes
yo € C" — gegen x = (I — T)"'c konvergieren.

(e) lim q{¥_,(7)=

z=

Beispiel 3.2. Die semiiterative Methode, die dem Cesaro-Verfahren entspricht,

0o

— 1j:20 z! definiert (vgl. Beispiel 2.2). Diese

Polynome konvergieren gleichmifig im Inneren von D, :={z € C : |z| < 1} gegen
0 und divergieren fiir jedes z mit |z| > 1. Mit anderen Worten p(T) < 1 impliziert,
daf} die Vektorfolge {ym}m > o fir jeden Startvektor konvergiert und umgekehrt
folgt aus der Konvergenz dieser Folge (fiir jedes y,), daf® p(T) < 1 gilt. Diese semi-
iterative Methode stellt also keine wesentliche ,,Verbesserung‘‘ der Ausgangs-
iteration (1.2) dar.

wird durch die Polynome pp, (z) =

Beispiel 3.3. Ganz anders verhilt es sich mit der Anwendung eines Euler-Knopp-
Verfahrens (Beispiel 2.3). Wir erhalten

liin“ Pm(2) = .,}iin» (z=8/(1-H]™=0

gleichmidflig im Innern von D(§; |1 — &) :={z€C: [z—§|<|1— £}, oder
lim yn,=x falls o(T) C D(&; |1 — &) gilt.

m — o
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Um die Qualitit der Konvergenz einer von P induzierten semiiterativen
Methode beurteilen zu konnen, fithren wir in Analogie zu (1.4) die Grofie

sup |l5ml|]1/m
eo+0 lleoll

(3.2) «(T,P):= lim

m — o

ein und nennen s1e den asymptottschen Konvergenzfaktor von T bezuglzch P. Be1

2 ? ranﬂin 1 Vda X 2SN

I

M
f

Wegen €., = pm(T) e, kann man aus der Jordanschen Normalform von
Pm (T) das folgende Lemma ableiten:

Lemma 3.4. Ist my nach (3.1) das Minimalpolynom von T, so gilt fiir beliebiges P
(3.3) Kk(T,P)= Tim { max max  |pU)(r)|Vm}.

m—o 1<i<kO0<j<nj—1

Wenn T diagonalisierbar ist, so folgt daraus

7~ A N Py ey L N N1 11w ~



12 M. Eiermann, R. S. Varga und W. Niethammer

ist, ein fur allgemeinere Bereiche §2 moglichst gut geeignetes Verfahren zu finden,
beschrianken wir uns darauf, asymptotisch optimale Methoden zu konstruieren.

Durch (3.3a) motiviert filhren wir dazu den asymptotischen Konvergenz-
faktor

(3.5) k(,P):= Tim {max |pm (2) 1™}
m-—o© zE

von S beziiglich P ein. Definieren wir ferner die Klasse

m

(3.6) P:={P=(Tn )m>0,0<j<m : ™m,jEC, Y my,;=1firm=>0}
i=o

aller unendlichen Dreiecksmatrizen, die ein semiiteratives Verfahren erzeugen,
SO nennen wir

(3.7) k() = inf k(2, P)
PEP

den asymptotischen Konvergenzfaktor von 2.

Beispiel 3.5. Kehren wir zu unserem Testproblem (Beispiel 1.1) zuriick: Wir

haben gesehen, dafd das Spektrum des Gesamtschrittoperators T in einem Recht-
eck =R, 5 (1 € R, ) enthalten ist. Kann man nun ein semiiteratives Verfahren,
das einem Euler-Knopp-Summierungsverfahren entspricht (vgl. Beispiel 2.3, 3.3),
einsetzen, um entweder Konvergenz zu erzwingen oder die Konvergenzgeschwin-
digkeit zu erhohen? Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 2.3 gilt

(3.8) k(Q,P(u)= max -1 -w™H/A-a-wl

Da die Matrix T aus Beispiel 1.1 diagonalisierbar ist, folgt aus (3.3a) «(T, P(u))
< k(£2, P(w)). Es ist einfach zu sehen, dafs in unserem Fall sogar Gleichheit
herrscht. Die rechte Seite von (3.8) wird fiir o < &? + 82 durch die Wahl

3.9 f=-/((1-x)?+p)
minimiert, und wir erhalten
“(€, P()) = (T, P(2)) = B/+/(1 — c)? + 2.

Ist 1 > a>o?+ 8% so wird 2 := 1 (vgl. Yeyios [56]). Nun ist P(1) aber die unend-
liche Einheitsmatrix, so da} wir hier durch kein Euler-Knopp-Verfahren eine Kon-
vergenzbeschleunigung erzielen kénnen.

Fir h=0,1 (d. h. = 0,4755) und verschiedene Werte von X (sieche Bei-
spiel 1.1) zeigt Tabelle 1, dad die Anwendung dieser semiiterativen Methode eine

Tabelle 1
A § o(T) (T, P())
1,25 0,3566 0,5944 0,5944
2,5 1,090 1,189 0,9011
10 4,731 4,755 0,9939

250 118,9 118,9 0,99999
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Erhohung der Konvergenzgeschwindigkeit bedeuten kann. Wir werden spiter
allerdings sehen, daf es viel giinstigere Verfahren fiir unser Testproblem gibt.

4 Asymptotisch optimale semiiterative Methoden

Wir nennen eine semiiterative Methode, induziert durch P € P, asympto-
tisch optimal beziiglich (der kompakten Menge) 2, wenn k(£2, P) = k() erfiillt
ist. Die Matrix P*, die zu den Losungen pX, m = 0, des Minimierungsproblems
(3.4) gehort, induziert offensichtlich ein asymptotisch optimales semiiteratives
Verfahren. Die Frage ist, ob es neben P* noch andere Matrizen P € P gibt, die auch
zu einer asymptotisch optimalen Methode fiihren, aber gleichzeitig leichter zuging-
lich sind als P*.

Um solche unendlichen Dreiecksmatrizen P zu konstruieren, fithren wir
die folgende Klasse kompakter Mengen §2 C C ein (dabei sei C := C U {o0}):

(4.1) M:={Q C C: Q ist kompakt, 1 € Q, C\Q ist einfach zusammenhingend,
Q enthilt mehr als einen Punkt}.

Nach dem Riemannschen Abbildungssatz existiert fiir jedes £2 € M eine konforme
Surjektion

(4.2) Y:C\{w: |w|<1}->C\Q
mit
(43) Y(o)=o0 und Y'(«)= lirrl Y(2)/z=:v(Q) > 0.

Die Konstante v(£2) heifst die Kapazitat von S (vgl. Walsh [54, S. 74]). Wegen
1 € €2 gibt es genau eine Zahl w € C mit

44 yW=1, 7q:=|w[>1.

Nun wissen wir, daf’ jede semiiterative Methode nicht nur durch die
Matrix P € P, sondern auch durch die zugehérige ,,Reihe-Folge-Matrix* Q = PS
(vgl. (2.5)) eindeutig festgelegt ist. Die Polynome {qn, —1}m > 1, die aus den Koeffi-
zienten dieser Matrix Q gebildet werden konnen (vgl. (2.6)), haben wir als eine
Folge von Interpolationspolynomen fiir die Funktion g(z) = 1/(1 — z) identifiziert.
Wegen (2.7) und weil 1 € Q gilt, kann (£2) anstatt durch (3.7) auch durch
(4.5) k()= inf {Ilim [max |1/(1-2) = qy_ ()Y@~ D]}

dm-1/m>1 M~ 26€Q

definiert werden; dabei lauft {qu, -} m >, Uiber alle Polynomfolgen mit grad (qu, - ;)
<m — 1. Aus der Approximationstheorie ist bekannt, daf§ die Infima aus (3.7) und
(4.5) angenommen werden. Mit anderen Worten: Wir kénnen bei unserer Suche
nach asymptotisch optimalen Verfahren entweder Polynomfolgen {pm}m > o
bestimmen, die — unter der Nebenbedingung p, (1) = 1 — auf § die Nullfunktion
asymptotisch optimal approximieren, oder wir kénnen Folgen {qm — 1} m » 1 kon-
struieren, die die Funktion g(z) = 1/(1 — z) auf £ asymptotisch optimal approxi-
mieren. Letzteres ist jedoch eine klassische Fragestellung der Approximations-
theorie im Komplexen. Wir erhalten direkt
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Satz 4.1 (siche Walsh [54, Chap. 4, Theorem 7]). Fiir L € M gilt
(4.6) k(82)=1/n mit 1 nach (4.4).
In der ,,Sprache der semiiterativen Methoden* lautet dieses Ergebnis:

Korollar 1 (zu Satz 4.1). Eine semiiterative Methode, induziert durch P € P,
ist genau dann asymptotisch optimal fiir & € M, wenn (82, P) = 1/7 ist.

Eine Folge {qy —1}m > 1, fir die in (4.5) das Minimum angenommen wird,
konvergiert maximal auf S gegen g(z) = 1/(1 — z) ([54, S. 79]). Damit ergibt sich
das iiberaus niitzliche

Korollar 2 (zu Satz 4.1). Eine semiiterative Methode ist genau dann asymptotisch
optimal fiir 2, wenn die Folge {Qm - }m > 1 der zugehorigen Interpolationspoly-
nome auf Q maximal gegen g(z) = 1/(1 — z) konvergiert.

Da maximale Konvergenz beim Differenzieren erhalten bleibt (siehe
[54, Chap. 4, Theorem 9]), schliefen wir aus Lemma 3.4 fiir eine beliebige, nicht
notwendigerweise diagonalisierbare Matrix T:

Korollar 3 (zu Satz 4.1). Induziert P € P eine asymptotisch optimale semiiterative
Methode fiir 2 € M, und ist o(T) C , so gilt

sup 1 €mll
eo*0 |l€oll

1/m 1
<

A

4.7) «k(T,P)= Tim

m —> o

P

n

Es laf3t sich sogar sehr viel mehr zeigen: Fiir die Mengen
(4.8) Q,=C\y({weEC:|w[>n}) =1
gilt offensichtlich £, € M und x(£2,,) = n/7, falls n <7.

Korollar 4 (zu Satz 4.1). Ist ein semiiteratives Verfahren asymptotisch optimal fiir
Q € M, so auch beziiglich aller Mengen ., mit 1 <n <.

Maximale Konvergenz kann auch durch die Lage der Knoten §(™ der Kno-
tenmatrix Kp (vgl. Abschnitt 2) beschrieben werden: Die Knoten zgm (m=1,
1 <i<m) von Kp heiflen gleichverteilt auf 2 € M (siehe [17, S. 65]), wenn

6) kein Haufungspunkt der Menge {£(™’} in C\ liegt, und wenn

(ii) Tim

m — oo

1/m
‘ = v(Q2) gilt,

max
€N

[ 1z-&m)|
i=1

wobei y(£2) die Kapazitit von €2 ist (vgl. (4.3)).

Der folgende Satz ist eine direkte Folgerung aus dem Satz von Kalmar und
Walsh (siehe Gaier [17, S. 66]) sowie der Dualitit zwischen Interpolations- und
semiiterativen Verfahren, die in Abschnitt 2 beschrieben wurde:

Satz 4.2 [8, Theorem 6]. Sind die Knoten von Kp gleichverteilt auf 2 € M, so ist
die zugehdrige semiiterative Methode asvmnintisch antimal fiir Q)
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Knoten werden bei Gaier [17, S. 68ff.] beschrieben, andere wie z. B. die Leja-
Knoten werden erwihnt.

Nach Satz 4.1 wissen wir, daf} fir € M der Konvergenzfaktor positiv ist,
d. h. wir kénnen keine semiiterative Methode finden, die die Eigenschaften hat,
daf} fiir alle T mit o(T) C 2 die Folge { ym } m > o liberlinear, d. h. mit Konvergenz-
faktor O konvergiert. Andererseits kénnen wir im Prinzip mehrere Verfahren ange-
ben, die beziiglich £ asymptotisch optimal sind, z. B. solche, die von auf 2 gleich-
verteilten Knoten erzeugt werden.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Konvergenzfaktors ist seine
»»Monotonie*, die in dem nun folgenden Vergleichssatz priziser formuliert wird:

Satz 4.3 [9, Theorem 16). Gilt fiir die Mengen Q,, 2, € M die Inklusion S, C Q,,
so folgt k(§2;) < k(£2,).

Diese Aussage ist eine Konsequenz aus dem Schwarzschen Lemma (vgl. [38,
Theorem 3]).

Wir wollen noch darauf hinweisen, daf sich alle Ergebnisse dieses
Abschnitts auch unter wesentlich schwicheren Voraussetzungen an £ beweisen
lassen. Es geniigt zu fordern, daf} das Komplement von £ eine Greensche Funk-
tion G mit Pol in oo besitzt; dies ist beispielsweise gewihrleistet, wenn C\§2 n-fach
zusammenhéngend ist, und £ keine isolierten Punkte enthilt (Lebesgue-Osgood
Bedingung, vgl. Walsh [ 54, Section 4.1]). Dann 14t sich zeigen, daf}

k(£2) = exp (—G(1))

gilt.
Abschliefiend wollen wir ein asymptotisch optimales Verfahren fiir Kreis-
scheiben angeben:

Beispiel 4.4. Ist @ = D(§,v) :=={z€C: |z— EI<v} EM,soist Y(w)=vz +§
offenbar die konforme Abbildung ¥ nach (4.2) und (4.3). Wegen ¢((1 — Hv)=1
gilt k(§2) = /|1 - £|. Firr die semiiterative Methode aus Beispiel 3.5 gilt aber
k(D(&, v), P(p)) = . n_g?gxu) Z=8)/(1-&)1=v/|1-§| (u=1/(1-§) vgl. Beisp. 2.3),

so dafs P(u) ein asymptotisch optimales semiiteratives Verfahren fiir die Kreis-
scheibe D(¢, v) induziert. Wegen v(D(§, »)) = v ist auch klar. daf die Knoten

5 Von Faberentwicklungen erzeugte semiiterative Methoden

Sei £ eine kompak}t_e Menge aus der Klasse M nach (4.1). Im letzten
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Interpolation in den Nullstellen dieser Polynome erzeugt — unter einigen Voraus-
setzungen an 3£2 — maximale Konvergenz und damit asymptotisch optimale
Methoden. Dasselbe gilt, wenn man von den zugehorigen ,,Kernel polynomials‘
ausgeht (vgl. Smolarski-Saylor [50]). Wir werden hier eine weitere wohlbekannte
Klasse von Polynomen, niamlich Faberpolynome, auf ihre Brauchbarkeit bei der
Konstruktion semiiterativer Methoden untersuchen.

Dazu benétigen wir einige Definitionen: Im letzten Abschnitt spielte die
konforme Surjektion

v: C\ {w: lw|<1} > C\Q,
Y(oo) =00, Y'(0) = (L),

(vel. (4.2), (4.3)) eine wichtige Rolle. Wir normalisieren ¥ durch Y(w) := Y(w/v(2)) :
C\{w: |w|<¥(Q)} = C\Q. ¢ kann in eine Laurentreihe der Form
G Iw=w+ X ogwl,  wI>Q),

i=0
entwickelt werden. Ist & die Umkehrabbildung von \f/, so bezeichnen wir t:iir
7> v(2) da}s Bild des Kreises {w: |w]|= :r} unter ¥ mit I';, also I', :={z: |®(z) | =1}.
Ferner sei §2, die kompakte Menge, die I'; als Rand besitzt. (Zwischen diesen Men-
gen und den Mengen £2, nach (4.8) besteht die Beziehung 2, = 2, (q)..) Aufler-
dem sei

(5.2) x(w):= ) yw
i=o
eine in {w: |w|> v(£2)} holomorphe Funktion mit x(0) =y, # 0, die in |[w| > ¥(2)
keine Nullstellen besitzt. R R
Fiir jedes k € N, besitzt die Funktion x(P(2))[P(2)]¥ eine Laurentreihe

1

.
(5.3) XD =72+ T fi;7

j=—o
in einer Umgebung von . Der Hauptteil dieser Reihe

k-1
(5.4) Fu(z;0 =72+ ¥ B2

j=0
ist ein Polynom vom genauen Grad k und heifit k-tes verallgemeinertes Faberpoly-
nom fiir S beziiglich der Gewichtsfunktion x; fur x = 1 ist Fy das (gewohnliche)
k-te Faberpolynom fiir £ (siehe Faber [11], [12]).

Diese Polynome spielen in der Approximationstheorie deshalb eine wich-
tige Rolle, weil fiir 7 > (£2) jede Funktion, die im Innern von I'; holomorph ist,
nach Faberpolynomen entwickelt werden kann. Wir wollen semiiterative Methoden
konstruieren und sind daher nur an der Approximation von g(z) = 1/(1 — z) interes-
siert. AuBerdem beschrinken wir unsere Untersuchung auf die spezielle Gewichts-
funktion

(5.5)  x(w)=1/{'(w),
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die offensichtlich die an x gestellten Forderungen erfiillt. Diese Einschrinkung ist
keineswegs notwendig, erscheint uns aber aus den folgenden Griinden zweckmifig:
Wie wir spiter sehen, kann man mit Hilfe der Polynome Fy(z; 1/¢) ein semiitera-
tives Verfahren konstruieren, dessen Vektorfolge {y,} sich durch eine stationire
Rekursion berechnen laf3t. Es wird sich auch herausstellen, dafy diese Verfahren
den wohlbekannten Euler-Verfahren (vgl. Abschnitt 7) entsprechen. Dieser
Zusammenhang fithrt auf neue Resultate iiber Euler-Verfahren.

Ist also Fi(z) = F(z; 1/¥") und

oo

(5.6) 1/(1-2)= ¥ oF (), z€Q,

k=0
die Entwicklung von g(z) = 1/(1 — z) nach diesen Faberpolynomen, so approxi-
mieren wir g durch die Teilsummen von (5.6)

m-—1

Am-1(2) = ¥ o F (@ (m=>1).

k=0
Diese Folge {qm — 1} m > 1 induziert durch
5.7 yo=%05 Ym=Xotqm-1(Dry (m=>1)

(siehe (2.3)) eine semiiterative Methode beziiglich (1.2).

Da Faberentwicklungen unter den gegebenen Voraussetzungen maximal
konvergieren (vgl. Smirnov-Lebedev [49, 2.1.3, 2.2.2]), schlieffen wir aus Korollar 2
zu Satz 4.1, daB durch (5.7) sogar eine fiir 2 asymptotisch optimale semiiterative
Methode definiert wird, oder anders formuliert, daf} die zu (5.7) geh6rende Feh-
lerfolge asymptotisch wie k(£2)™ gegen den Nullvektor strebt.

Besitzt ein durch P induziertes semiiteratives Verfahren den asymptoti-
schen Konvergenzfaktor «(T, P), so besagt dies, daf die Norm ||€, || des Fehlers
asymptotisch in jedem Schritt mit dem Faktor (T, P) multipliziert wird; damit
ist aber noch keineswegs gesagt, daf} dieses Verhalten schon fiir kleine Werte von
m vorliegt. So haben fiir q € C die Folgen {q™} > o und {m*q™}, > o fiir festes
k € N den gleichen asymptotischen Konvergenzfaktor |q|. Trotzdem wird fiir
Iql <1 die zweite Folge eine vorgegebene Schranke € > 0 erst sehr viel spater als
die erste erreichen. Zwei in bezug auf §2 € M asymptotisch optimale Verfahren
konnen sich also im Verhalten der Fehler zu Beginn der Rechnung sehr wohl
unterscheiden. Die nichsten Sitze besagen nun, daf sich semiiterative Verfahren,
die auf die oben beschriebene Weise von verallgemeinerten Faberpolynomen
erzeugt werden, in dieser Hinsicht besonders giinstig verhalten:

Satz 5.1 (vgl. [7]). Ist die Matrix T normal, so gilt fiir die Vektorfolge {Ym}m > o,
die durch die Teilsummen der Faberentwicklung (5.6) erklirt ist, die folgende
Fehlerabschdtzung:

e m-—1—-—mk(Q)
v(82) (1-k(Q))?
Zum Beweis von (5.8) benotigen wir

max IF@ | <e(k + D[v(]* (k=0),

(5.8) Ix=ymll <(néar>zc [1—-2z]) [KEDI™ *HIx = yoll,.
z
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was beispielsweise in [49, 2.2.1] gezeigt wird. Dort wird auch darauf hingewiesen,
daft man die Konstante e in dieser Ungleichung durch keine Zahl kleiner als 1
ersetzen kann'): Elementare Abschitzungen (ein analoges Vorgehen findet man in
[9, § 7)) liefern fiir die Teilsummen q, —, von (5.6)

e m-—1-—mk(§2)
S Y  (1-k(Q))?

woraus sich (5.8) mit Hilfe von (1.9) und (2.8) ableiten 14f3t.

Wegen der Aquivalenz der Normen im C" kann man Abschitzungen vom Typ (5.8)
natiirlich nicht nur fiir die Euklidische Vektornorm ||y|l, := (yHy)¥2, y € C", son-
dern fiir jede beliebige Norm beweisen. Ist der Rand 9§2 von §2 ,,geniigend glatt*,
so ldf3t sich noch mehr zeigen. Sei 6(s) (0 < s < ) eine Parametrisierung von 92
beziiglich der Bogenlinge 2. 0§2 gehort der Klasse C(p, «) an, wenn 6 p-mal stetig
differenzierbar ist und 6® einer Lipschitz-Bedingung der Form

[0®P)(s) — 0P (s") | <N |s—s'|* (0 <s, s’ <R) mit einer Konstanten \ geniigt.

Satz 5.2 [9, Theorem 22]. Ist
En(g, ) = min {rréaéc lg(z) — am(2) | : qm € I, (vgl. (3.4))}

<

~Am-1(2) k()™ (m>1),

1-z

der Fehler der gleichmdfigen polynomischen Bestapproximation vom Grad m fiir
iop g(7) = LU — 72) guf S eehirt 0 zur Klasse C(1 _e)und ist T noe-

mal._sn giltﬂ'ié fnlgende Verscharfung yon (5,8)

(5.9 lIx—ymllSLIn(m—DEqy-i(g Q) IIx—yoll (m=3).

Hier bezeichnet || . || eine beliebige Vektornorm im C", und L ist eine von m
unabhdangige Konstante.

6 Algorithmen

In den letzten Abschnitten haben wir eine Reihe analytischer Ergebnisse
iber semiiterative Methoden zusammengestellt; jetzt suchen wir geeignete Algo-
rithmen, um die zugehorige Vektorfolge {ym}m > o berechnen zu kénnen. Es geht
also um die Frage, wie man fiir eine gegebene Matrix P € P (vgl. (1.6)) die Vektoren

m

(6.1) ym= 2 7yjx; (m=0)

ji=o
bestimmt, wobei x; (j = 0) die Iterierten aus (1.2) bezeichnen. Natiirlich konnte
man dazu die Formel (6.1) direkt verwenden; dann miifite man allerdings alle Ele-
mente 7y, ; (m = 0, 0 <j <m) von P bereitstellen und alle Iterierten x; (0<<j<m)
iReichetn__pimgigmbich.ayfyendiaac Vara i fjeigt dia Mafriy P drch

@

wenige Daten bestimmt, aus denen dann das Dreiecksschema der Koeffizienten
Tm,; aufgebaut wird (vgl. Beispiel 2.3; dort hingt P nur von einem Parameter ab).
In dieser Situation wird man versuchen, eine Rechenvorschrift fiir die y, zu fin-

1y Nachdem I. deBrances 1984 die Bieberbachsche Vermutune bewiesen hat 144t sich
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den, bei der auf die explizite Bestimmung der m, ; verzichtet werden kann. Aufer-
dem wird man eine rekursive Berechnung der y,, anstreben: Wiinschenswert wire
€s, wenn man yo, aus den letzten k Naherungen yp, -1, Ym -2, . - +» Ym — KOnstru-
ieren konnte.

Wie wir im zweiten Abschnitt gesehen haben, ist eine semiiterative
Methode auch durch die Vorgabe einer Knotenmatrix Kp= (™) 51 1<icm
festgelegt. Wir nennen Kp spaltenkonstant, wenn in jeder Spalte von Kp durch-
gehend derselbe Knoten auftritt, wenn also gilt:

(6.2) &m™=¢ firallem=iundi>1.

Satz 6.1 [8, Theorem S]. Ist die Knotenmatrix Kp spaltenkonstant, so lassen sich
die Vektoren y, von (6.1) der von Ky induzierten semiiterativen Methode wie
folgt berechnen:

(6.3) Ym=Ym-1tHmlc—(I-TDyn-y] (m>1) oder
(6.3) Ym=[UmT + (1 =) lym—1 t umc (m=>1).
Dabei sind die Parameter p, durch die Knoten &, iiber

(64) Mm = 1/(1_Em)
bestimmt.

Zum Beweis des Satzes 6.1 verwendet man neben der Darstellung (2.10)
der Vektoren y,, aus Lemma 2.1 vor allem, daf} bei einer spaltenkonstanten Kno-
tenmatrix Kp die Polynome p, in der einfachen Form

(6.5 po@=1; pm(z)=f—:%pm_,(z) (m>1)

geschrieben werden konnen. (6.3) ist als Iterationsverfahren bekannt unter dem
Namen nicht-stationdre Richardson-Extrapolation 1. Art. Fir &, = £, d. h.
Bm=1=1/(1=§), m=>1, wird (6.3") zur stationiren Rekursion (1.16).

Damit ist auch gezeigt, dafd die Rechenvorschrift (1.16) aus dem ersten Abschnitt
tatsichlich eine semiiterative Methode reprisentiert.

Wie kdnnen wir nun die Ergebnisse der letzten Paragraphen verwenden,
um die Parameter up, in (6.3) ,,geschickt zu wihlen‘? Besteht die Matrix Kp aus
Knoten, die beziiglich einer kompakten Menge Q € M gleichverteilt sind, so indu-
ziert Kp nach Satz 4.2 eine fiir 2 asymptotisch optimale semiiterative Methode;
allerdings wird Kp i. allg. nicht spaltenkonstant sein. Um trotzdem Satz 6.1 benut-
zen zu kénnen, wendet man den folgenden Trick an, den wir hier fiir das System
der Fejér-Knoten beschreiben, der sich aber auch bei anderen Knotenmatrizen
anwenden laft. Kurz gesagt, wir wihlen eine Teilfolge der Knoten, so daf} einer-
seits die Gleichverteilung erhalten bleibt und andererseits sich eine spaltenkon-
stante Matrix ergibt.

Sei Q2 € M; zusiitzlich setzen wir voraus, da® die konforme Abbildung ¢
von (4.2), die das Auflengebiet des Einheitskreises auf das Komplement von
abbildet, sich stetig auf den Rand der Einheitskreisscheibe ausdehnen lift. Das ist
beispielsweise richtig, wenn der Rand von £ eine Jordan-Kurve ist. Die F ejér-Kno-
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ten sind dann durch

(6.6) E™ =y (exp [mj‘—;—l] ) (m>1,1<j<m)

definiert. Sie sind gleichverteilt auf £ (vgl. (17, S. 68]), aber die Matrix Kp = (§™)
ist sicher nicht spaltenkonstant. Fiir jedes j > 1 gibt es eindeutig bestimmte ganze
Zahlen k und @ mit 2*<j<2¥*lyndj=2%+¢, 1 <L <2k,

Wir setzen ¢, 1= 1, §; := exp [2mi(22 — 1)/2¥*'],j > 1, d. h. §; ist eine 2¥ " !-te
Einheitswurzel, und dann

6.7 &=y G=D.

Es ist nicht schwer zu sehen, da} die Knoten {§;};> ; ebenfalls gleichverteilt auf
Q sind; die zugehorige Knotenmatrix Kp ist aber spaltenkonstant, so da} wir
Satz 6.1 anwenden konnen.

Ist das Ausgangsproblem x = Tx + creell, d. h. T € R™»"und c € R", so
wird die Menge £2, die das Spektrum von T enthilt, symmetrisch zur reel-
len Achse sein. In diesem Fall wird man sich bei der Anwendung des Itera-
tionsverfahrens (6.3) auf reelle Arithmetik beschrinken wollen. Die Fejér-
Knoten E(“‘) nach (6.6) sind zwar komplexe Zahlen, aber ebenfalls symmetrisch
zur reellen Achse, d. h. zu jedem j, 1 <j<m, existiert ein j’, 1 <j" <m, mit
EJ(‘“) = 37,"‘_) Die ,,modifizierten* Fejér-Knoten nach (6.7) besitzen dann offenbar
eine analoge Symmetrieeigenschaft. Durch eine geeignete Kombination zweier
Iterationsschritte (6.3) kann daher auf komplexe Rechnung vollstindig verzichtet
werden (vgl. auch Opfer-Schober [39, Theorem 2.3]).

Erfiillen die Polynome p,, nach (1.10) eine (k + 1)-gliedrige Rekursions-
formel

k
(68) pm(z) F"m 0ZPm —l(z) + 2 Mm me ’(Z) (m )
j=1
mit komplexen Koeffizienten up, ; (0 <j <k), so kdnnen die Vektoren yp, von
(6.1) ebenfalls rekursiv berechnet werden. Wir beschreiben dies fiir k = 2:

Satz 6.2. Angenommen, die Polynome py, von (1.10) geniigen einer dreigliedrigen
Rekursion der folgenden Form po(z) = 1;p,(2) = 71,0+ 71,12;

(6.9) Pm(2) = (Um,0Z * Km,1)Pm—1(2) + B 2Pm -2(2) (m=>2)

mit Py ; €C,0<j <2,und Z Bm,;= 1, dann gilt fiir die Vektoren yn,, von (6.1):
i=0

Yo=Xo; ¥Y1=Yot Ty, 1¥0;

Ym =Ym-1F HMm,ofm—-1"Mm,2(Ym-1"¥Ym- 2) (m=2),

wobei Ty =c— (1 —T)yn der zu yy, gehdrige Residuenvektor ist.

(6.10)

Resultate dieses Typs findet man hiufig in der Literatur (vgl. etwa Stiefel
[51], Faddejew-Faddejewa [13, § 90]). Die wohl bekannteste und am héufigsten
verwendete semiiterative Methode, die sogenannte Tschebyscheff-semiiterative
Methode, ordnet sich ebenfalls hier ein:
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Beispiel 6.3 (vgl. Manteuffel [32]). Dieses Verfahren wird von den Polynomen
22—(a*ﬁ)]/T {2—(0”6)
p=a | p-a

erzeugt (vgl. [53, Chapter 5]). Hier bezeichnen o und 8 komplexe Zahlen mit
1€ [o,B] :={z=a+NB—a) : 0<A< 1} und T, das Tschebyscheff Polynom
1. Art vom Grad m, d. h.

To@=1; Ti@)=2z; Tu@)=22TH_1(2) ~Tp-2(z2) (Mm=>2).

Mit den Abkiirzungen v := (8 —«)/2 und 6 := 1 — (o + 8)/2 schliefien wir aus
Satz 6.2, daf’ sich die Iterierten y,, von (6.1) gemifd (6.10) rekursiv berechnen
lassen. Durch

pm(Z) = Tm (m = 0)

M2,0=28/(26%—=7%); My ,=08M,,0—1 und

6.11) y\2 -1
( Mm, 0= [8_ (5) /J'm—-l,O] 5 “m,2=8“m,0_1 (m>2)

erhilt man die zugehorigen Koeffizienten (vgl. [9, Section 3]).

7 Euler-Verfahren

Wir wollen nun eine Klasse von semiiterativen Methoden beschreiben, die so-
wohl giinstige analytische wie algorithmische Eigenschaften besitzen. Dazu miissen
wir neben den unendlichen Dreiecksmatrizen P und Q (vgl. (1.6) und (2.5)) noch
eine weitere Transformationsmatrix V einfithren, durch die sich ein semiiteratives
Verfahren beschreiben 14f3t. Zunichst kann man die Vektorfolge {y,}m > o VOn

oo

(1.7) als die Partialsummenfolge der Reihe ) z; mit den Anderungsvektoren

=0
Z; =Y~ Yi-1,j = 0, y-; := 0, auffassen. Er;tsprechend gibt es eine Matrix V, die
die Reihe (2.2) mit den Gliedern X, 1o, Iy, I5, . . . direkt in die Reihe mit den
Gliedern z,, z;, z,, . . . transformiert. V beschreibt die durch P definierte Trans-
formation in der sogenannten Reihe-Reihe-Form (vgl. Zeller-Beekmann [59, S. 6]).
Von der ,,Folge-Folge-Matrix‘‘ P haben wir gefordert, daf} alle ihre Zeilensummen
identisch gleich 1 sind. Da die Matrizen P. O = PS und V.iiber

(7.1) V=S"'PS=S7'Q; P=SVS!; Q=8SV

miteinander gekoppelt sind (S bzw. S™! gemif (2.4)), besitzt die unendliche Drei-
ecksmatrix V := (9;, m)j> 0, 0< m <; die folgende Eigenschaft

(12 poe=1; p0=0 (=1

Eine semiiterative Methode kann demnach durch eine der Matrizen P, Q und V
induziert werden; die beiden anderen lassen sich dann nach (7.1) berechnen.
Allgemeine Euler-Verfahren lassen sich am einfachsten durch ,,Reihe-
Reihe-Matrizen* V beschreiben. Bezeichnen wir mit D,, := D(0, n) (vgl. Beispiel
3.3) die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt O und Radius n sowie mit D,, deren
Abschlufi, dann heif3t h eine Euler-Funktion, wenn eine offene Umgebung D von
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D, existiert, so daf®
(i) h in D meromorph und schlicht ist, und
(ii) h(0) = 0, h(1) = 1 gelten.
Jede Euler-Funktion h ist in einer Nullumgebung holomorph, d. h. es gibt

eine Zahl v = »(h) > 0, so da wir h — und damit alle Potenzen von h — in D, in
eine Taylorreihe entwickeln koénnen:

(73) @I = ¥ pm?, m=0,1,2,..;[z[<w).

J=m

Die Koeffizienten {p; m}i> 0.0 <i<m formen eine unendliche untere Dreiecks-

matrix V = V(h), die offensichtlich der Bedingung (7.2) geniigt. Deshalb sind die
Zeilensummen der nach (7.1) gebildeten Matrix P(h) = SV(h)S™! alle gleich 1, so
dafs P(h) bzw. V(h) tatsichlich eine semiiterative Methode induzieren. Wir nennen
sie ein Euler-Verfahren (in der Summierungstheorie spricht man von einem allge-
meinen Euler-Verfahren, vgl. [59, S. 132]), das durch die Euler-Funktion h defi-
niert ist.

Aus (7.3) erkennen wir, dafs die m-te Spalte von V(h) gerade aus den
Reihenkoeffizienten von h™ besteht. Das bedeutet insbesondere, daft die Matrix
V(h) durch ihre erste Spalte vollstindig festgelegt ist. Bezeichnen wir mit (vgl.
(3.6))

(7.4) Pg:={P(h) : P(h) = SV(h)S™!, h ist eine Eulerfunktion} C P

die Klasse der Euler-Verfahren, so ist Pg offenbar sehr viel kleiner als die Klasse P
aller Dreiecksmatrizen P, die eine semiiterative Methode erzeugen, denn die Koef-
fizienten einer Matrix P € P sind — aufer der Zeilensummenbedingung (1.8) —
keiner weiteren Einschrinkung unterworfen. Aus diesem Grund ist der nichste
Satz wichtig.

Satz 7.1 [9, Theorem 15]. Zu jedem S € M gibt es ein Euler-Verfahren, das eine
asymptotisch optimale semiiterative Methode beziiglich S ist.

Zum Beweis geht man von der Funktion ¢ nach (4.2) aus, die das Aufen-
gebiet des Einheitskreises konform auf das Komplement von £ abbildet. Bezeich-
net x = k(§2) den asymptotischen Konvergenzfaktor von £, so ist — bis auf eine
Rotation z - ¢!z — durch

(7.5)  h(z) = 1/y(1/(kz))

eine Euler-Funktion erklart, von der man zeigen kann, daf sie eine asymptotisch
optimale semiiterative Methode erzeugt.

Ist eine Euler-Funktion h durch ihre Potenzreihe

h(z)= Y 0.2z (vl (7.3)

j=1
gegeben, so lassen sich die Koeffizienten y; der Funktion

~ 11 )
(7.6) h(@)=1/hz)=— |-~ —Hz—p3z’ —...
Mo \Z
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leicht rekursiv bestimmen. Es gilt dann

Satz 7.2 [9, Theorem 4]. Es sei eine Euler-Funktion h und damit h := 1/h gemaf
(7.6) gegeben. Die Vektoren y,, des von h erzeugten Euler-Verfahrens konnen
dann folgendermafSen berechnet werden:

m
(7.7) yo=%0; Ym+1= Holfm tym]+ Z KYm+1-5 1
i=1

1- 3 Iij))’o (m=>0)
ji=o0

mitTa=c—(I-Tyn.

Der Beweis folgt aus einem Koeffizientenvergleich: Aus der Identitit
h™-1=Hh™ kann man Rekursionsformeln fiir die Elemente Pj,m von V(h) und
daraus dann (7.7) ableiten.

Kennen wir fiir ein £2 € M die Abbildung ¥ nach (4.2), so stehen uns nun
zwei Moglichkeiten zur Verfiigung, eine in Bezug auf 2 asymptotisch optimale
Methode zu konstruieren. Wir konnen einmal das System der Fejérknoten bestim-
men und danach die Vektoren y, in der Form (6.3) einer nichtstationiren ein-
stufigen Richardson-Extrapolation berechnen, wie es in Abschnitt 6 beschrieben
wurde. Dazu benétigt man die eigentliche Abbildungsfunktion Y gar nicht, son-
dern nur die zugehdrige ,,Randerzuordnungsfunktion* (vgl. Gaier [16, Kap. 2]).
Wir erhalten eine zweite asymptotisch optimale Methode, wenn wir nach (7.5)
eine Euler-Funktion h bestimmen und dann die Vektoren y,, mit Hilfe von (7.7)
errechnen. Allerdings werden wir zur Konstruktion von y,, alle vorherigen Iterier-
ten y; (0 <j <m — 1) benotigen. Bei groflen Systemen ist dieser Weg demnach
nicht zu empfehlen. Aus diesem Grund ist auch das folgende Korollar niitzlich:

Korollar (zu Satz 7.2). Hat die Euler-Funktion h die spezielle Gestalt

Moz
—mz—. .. — K’

(7.8) h(z)= I

k

KEC, Y W; = 1, so geniigen die Iterierten y, des durch h erzeugten Euler-Ver-
j=0
fahrens der Rekursion

(7.9) ym=molc+Tym- )t ¥m-1t. ..+ WYm-x (Mm=K).

Insbesondere stellt dieses Euler-Verfahren also ein k-stufiges stationdres
Iterationsverfahren dar.

Im allgemeinen kann man aber wohl nicht davon ausgehen, daf die kon-
forme Abbildung ¢ nach (4.2) zu einer gegebenen kompakten Menge 2 € M
bekannt ist. Wie soll man dann vorgehen, um ein méglichst giinstiges semiitera-
tives Verfahren fiir  zu konstruieren? Ein Weg, der auch von anderen Autoren
vorgeschlagen wurde (siehe etwa Opfer-Schober [39], de Pillis [43]), besteht
darin, £ in eine weitere Menge £ € M (2 E €0) einzuschliefen, fiir die man ein

asymptotisch optimales Verfahren kennt. Ist diese Methode etwa durch die unend-
liche Dreiecksmatrix P € P (1.9) induziert, so folgt

K(S2) <k (2, P) <k(2, P) = k() <1,
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was sich unmittelbar aus der Definition des Konvergenzfaktors und dem Vergleichs-
satz 4.3 ergibt. Mit anderen Worten: P induziert i. allg. zwar kein beziiglich £
asymptotisch optimales, aber zumindest ein konvergentes Verfahren. Pait sich
dariiber hinaus € gut an  an — d. h. grob gesagt, ist {1\ eine , kleine Menge* —,
so wird man erwarten, daf} sich x(£2) und () nur wenig unterscheiden oder mit
anderen Worten, dal die Matrix P ein ,,fast optimales Verfahren* fiir  induziert.

Dieses Vorgehen setzt allerdings die Kenntnis einer grofieren Anzahl von
,,Modellmengen* £ voraus, fiir die asymptotisch optimale semiiterative Methoden
bekannt sind. Natiirlich wird man zusétzlich verlangen, da® man diese Verfahren
effektiv durchfithren kann. Es liegt deshalb nahe, Klassen von semiiterativen
Methoden zu betrachten, die diese Forderung erfiillen, und zu untersuchen, fiir
welche Mengen wir asymptotisch optimale Verfahren erhalten. Diese Mengen
konnen dann als Modellmengen im oben beschriebenen Sinn verwendet werden.
Opfer-Schober [39] betrachtet beispielsweise die zyklische Richardson-Extrapola-
tion, ein semiiteratives Verfahren, das durch eine spezielle spaltenkonstante Kno-
tenmatrix (vgl. Abschnitt 6) induziert wird. Es stellt sich heraus, daf} dieses Ver-
fahren fiir Lemniskaten, d. h. fir Mengen des Typs §={zE€C : Ipc(2) | < p}
asymptotisch optimal sind. Hier bezeichnet p, ein (festes) Polynom vom Grad k,
das durch die Wahl der Knoten festgelegt ist. Fir k > 1 kann es allerdings schwie-
rig sein, solche Lemniskaten zu konstruieren, weil dies letztlich bedeutet, das
Urbild einer Kreisscheibe unter der nichtlinearen Abbildung py zu berechnen.
Wir wollen nun zeigen, da Euler-Verfahren, speziell Euler-Verfahren der Gestalt
(7.8), eine Verfahrensklasse darstellen, die fiir diese Zwecke gut geeignet ist.

Ist D,, wieder die offene Kreisscheibe um den Ursprung mit Radius 1, so
definieren wir fiir eine gegebene Euler-Funktion h ihre maximale Ausdehnung
durch

(7.10) n(h) :=sup {n: h ist meromorph und schlicht in D,}.
Sicher gilt #(h) > 1 und wir erhalten

Satz 7.3 (vgl. [38, Corollary 2]). Sei h eine Euler-Funktion und sei h = 1/h
(vgl. (7.6)). Das zugehorige Euler-Verfahren ist dann eine asymptotisch optimale
semiiterative Methode in bezug auf die Mengen

(7.11) S,(h) := C\E(Dn), 1 <n<q(h).
Fiir diese n gilt
(7.12) k(S,(h)) =1/n.

Wegen der Voraussetzungen an eine Euler-Funktion sind die kompakten
Mengen S, (h) einfach zusammenhélngend; ihre Rinder sind die Bilder der Kreise
mit Radius n unter der Abbildung h. Daf$ hier Bilder und nicht Urbilder wie bei
der zyklischen Richardson-Extrapolation zu bestimmen sind, macht unsere Auf-
gabe wesentlich einfacher.

Besonders leicht lassen sich die Bereiche S, (h) fiir die im Korollar zu
Satz 7.2 auftretenden Euler-Funktionen h(z) = (uz)/(1 — #yz — . . . — 1, z¥) ange-
ben. Firk=1isth := 1/h durch i(z) = (1 — (1 — Mo)z/(1o2Z) gegeben; die Mengen
S,(h) sind abgeschlossene konzentrische Kreisscheiben mit dem Mittelpunkt
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1 — 1/po und den Radien 1/(n|uol), 1 <n <eo. Nach (7.9) kann man die Néhe-
rung y, dieses Euler-Verfahrens gemif

VYn = MoTYm -1+ (1 = #0)Ym -1 + MoC

berechnen. Ein Vergleich mit (1.16) zeigt, dafs wir hier das aus dem ersten
Abschnitt bereits bekannte Euler-Knopp-Verfahren erhalten haben.

Fiir k = 2 ist h = 1/h eine Abbildung vom Joukowski-Typ. h ist genau
dann eine Euler-Funktion, wenn |u,| <1 ist, und es gilt 7(h) = 1A/ |u,|. Als
Euler-Verfahren resultiert nach (7.9) eine zweistufige Methode, die manchmal
auch Richardson-Extrapolation zweiter Art genannt wird. Die Bereiche S, (h),
1 <n <7(h), sind die abgeschlossenen Innengebiete von konfokalen Ellipsen,
deren Brennpunkte und Halbachsen durch die Parameter ug, u;, 4, und n bestimmt
sind (vgl. [9, § 6]). Fiir n = 7(h) ergibt sich gerade das Intervall zwischen den Brenn-
punkten. Ist umgekehrt £ das Innengebiet einer Ellipse oder ein Intervall, so kann
man Parameter yg, 4, 4, angeben, so dad das zugehorige Euler-Verfahren asympto-
tisch optimal fur £ ist (vgl. [9, § 6]).

Beispiele fiir die Fille k = 3 und k = 4 sind in [36] und [38, Example 4]
beschrieben.

Der nichste Satz stellt schliefBlich die Verbindung zu Abschnitt 5 her:

Satz 7.4 [9, Theorem 21]. Sei 2 € M, bezeichne U die konforme Abbildung nach
(5.1)und f*‘k (z2) =F\(z; l/l[}'), k = 0, die zugehorigen verallgemeinerten Faberpoly-
nome nach (5.4). Auferdem sei h die in Satz 7.1 beschriebene Euler-Funktion.
Dieses Euler-Verfahren ist dann identisch mit der in Abschnitt 5 beschriebenen
semiiterativen Methode, die von der Folge {Fk}k > o erzeugt wird. Umgekehrt kann
man auch jede dieser ,,Faber-Methoden “ als Euler-Verfahren auffassen.

Die wichtigste Konsequenz dieses Satzes, bei dessen Beweis Satz 7.2 ver-
wendet wird, ist, da® man die Aussagen der Sitze 5.1 und 5.2 nun auf Euler-
Verfahren anwenden kann.

Die Anwendung von Euler-Verfahren zur iterativen Losung linearer Glei-
chungssysteme wurde von Niethammer [34] untersucht. Mit anderer Normierung
und ohne Bezug zur Summierungstheorie werden diese Methoden von Kublanovs-
kaya [28] im Zusammenhang mit analytischer Fortsetzung behandelt (vgl. auch
Faddejew-Faddejewa [ 13, Kap. IX]).

8 Ein Beispiel

Wir wollen nun versuchen, die Ergebnisse der letzten Abschnitte an
unserem Testbeispiel (vgl. Beispiel 1.1) zu illustrieren. Erinnern wir uns: Durch
Diskretisierung der partiellen Differentialgleichung (1.12) erhalten wir ein lineares
Gleichungssystem mit der Eigenschaft, daf} alle Eigenwerte des Gesamtschritt-
operators in einem Rechteck R, s € M (vgl. (1.13), (1.14)) enthalten sind. Wie
wir in Abschnitt 3 erwdhnt haben, sind Rechtecksgebiete auch aus einem anderen
Grund interessant: Mit dem Satz von Bendixson (vgl. Householder [25, S. 69])
kann man ein Rechteck konstruieren, das die Eigenwerte einer gegebenen Matrix
umfafdt.
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In Beispiel 1.1 haben wir gesehen, daf® das Gesamtschrittverfahren in
unserem Modellproblem nur in Ausnahmefillen konvergiert. In Beispiel 3.5 haben
wir dann eine erste semiiterative Methode in bezug auf das Gesamtschrittverfahren
betrachtet: Das Euler-Knopp-Verfahren, das in diesem Zusammenhang oft Jacobi-
Over-Relaxation (JOR-Verfahren) genannt wird, konvergiert — bei geeigneter Wahl
des Parameters u (vgl. (3.9)) — zwar immer, die Konvergenzgeschwindigkeit ist
allerdings fiir ,,grofle Rechtecke* sehr gering (siche Tabelle 1).

Um festzustellen, mit welcher Konvergenzgeschwindigkeit wir bei einem
semiiterativen Verfahren hier iiberhaupt rechnen koénnen, miissen wir den Konver-
genzfaktor k(R,, 5) des Rechtecks R, 5 bestimmen. Dieser ist per Definition das
Infimum von {k(R, g, P) : P € P}; d. h. keine semiiterative Methode besitzt in
bezug auf R, ; einen Konvergenzfaktor, der kleiner als k(R,, g) ist. Die konforme
Abbildung ¥ nach (4.2), die das Aufiengebiet des Einheitskreises auf das Komple-
ment von R, ; abbildet, und durch die k(R,, 5) bestimmt werden kann (vgl. (4.4),
(4.6)), 1adt sich in Form einer Laurent-Reihe angeben (vgl. Ellacott [10]). Damit
konnen wir einmal k(R, ;) angeben (vgl. Tabelle 2), zum andern kénnen wir nun
zwei in bezug auf R, 5 asymptotisch optimale Verfahren konstruieren: Mit Hilfe
von (7.5) bestimmen wir eine Euler-Funktion, die ein solches Verfahren erzeugt.
Die zugehorige Vektorfolge {ym}m » o 1dBt sich nach Satz 7.2 rekursiv berechnen,
allerdings werden zur Berechnung von y, alle vorherigen Niherungen Yk
(0 <k <m—1) benotigt. Da wir die Abbildung y kennen, sind wir aber auch in
der Lage, die zu R, ; gehorenden Fejér-Knoten nach (6.6) zu bestimmen. Wenn
wir dann den in Abschnitt 6 beschriebenen Trick anwenden, um zu einer spalten-
konstanten Knotenmatrix zu kommen, so erhalten wir eine nichtstationire
Richardson-Extrapolation erster Art, die asymptotisch optimal fiir unser Problem
ist. Hier treten keine Speicherprobleme auf, auf der anderen Seite ist dieses Ver-
fahren aber nur dann numerisch stabil, wenn man die Extrapolationsparameter —
d. h. hier die Fejér-Knoten — geeignet numeriert (vgl. Anderssen-Golub [2]).

Als niéchstes wollen wir versuchen, das Rechteck R, ; in Standardgebiete
einzuschliefien, fiir die wir optimale Methoden sehr viel leichter — d. h. ohne Ver-
wendung der konformen Abbildung ¥ — konstruieren konnen. Im letzten Para-
graphen haben wir behauptet, dal Euler-Verfahren, speziell solche, die von Euler-
Funktionen der Form (7.8) erzeugt werden, fiir diese Aufgabe besonders gut
geeignet sind. Das werden wir nun fiir die Fille k = 1, 2 und 4 an unserem Test-
beispiel 1.1 demonstrieren.

Zunichst ziehen wir aus dem Vergleichssatz 4.3 und Satz 7.3 eine unmit-
telbare Folgerung:

Lemma 8.1. Induziert P(h) ein Euler-Verfahren und ist Q € M mir C S,(h) fiir
ein 1 <n <n(h) (vgl. (7.10)), so folgt k() < k(82, P(h)) < 1/1.

Sobald wir also das Rechteck R, 4 in einen der Bereiche S, (h) eingeschlos-
sen haben, kennen wir eine obere Schranke fiir den asymptotischen Konvergenz-
faktor des zugehorigen Euler-Verfahrens. Beim einstufigen Verfahren mit Parame-
ter p (vgl. (1.16)) ist S,(h) die abgeschlossene Kreisscheibe D(1 — 1/u, 1/|nul)
(sieche Abschnitt 6). Wenn wir deshalb eine solche Kreisscheibe finden, die das
Rechteck R, 4, aber nicht den Punkt z = 1 enthilt, so konvergiert das einstufige
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Verfahren (1.16) mit einem Konvergenzfaktor, der hochstens gleich 1/n ist. Nun
gibt es natiirlich viele Kreisscheiben, die diese Bedingung erfiillen; man kann also
versuchen, den Konvergenzfaktor 1/n zu minimieren, was wir durch die Wahl des
Parameters u = 2 nach (3.9) in Beispiel 3.5 getan haben (vgl. Yeyios [56]). Der
Ausdruck ,,optimales Verfahren ist hier allerdings nicht gerechtfertigt, denn wir

erhalten zwar das fﬁ; unser Prpblem bestmogliche Verfahren der Form (1.16),

i

In &hnlicher Weise kann man nun versuchen, das Rechteck R, ;s mit Ellipsen ,,ein-
zufangen®; hier ist es schon schwieriger, diejenigen Parameter zu finden, die zum
kleinsten Konvergenzfaktor (innerhalb der Klasse der stationdren zweistufigen Ver-
fahren) fiihren:

Satz 8.2 (Kjellberg [26], Young [57, Chapter 6.4]). Sei eine Euler-Funktion der Form
2

(8.1 h(ZF#"f#zzz; Mos My, My €C, igo =1

gegeben. Der ,,optimale‘ Konvergenzfaktor

(8.2) kK, :=min{l/n: Ry s C Sy(h), h hat die Form (8.1) und 1 <n <7(h)}

ist die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

1—x2123

2K =1

1 +K2]23

2K
die im Intervall (0, 1) liegt.

[e4

Die Parameter g, 4;, M,, die den Konvergenzfaktor k, nach (8.2) liefern,
lassen sich dann einfach angeben (sieche Hageman-Young [23, § 12.2], [38]).
Werte von K, fiir einige Rechtecke R, 4 findet man in Tabelle 2.

In Beispiel 6.3 haben wir ein nichtstationidres zweistufiges Verfahren,
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Eine Wahl der Parameter ug, 5, p4, die diese Bedingung erfiillen und die
fiir ein gegebenes Rechteck Ra g Zu einem gunstlgen — 1m F alle emes Quadrats

Lemma 8.4 (vgl. [7]). Mit

(84) 4= [3+2/T+acBlla+ 2|, = (1~ ) (B - /(o + ),
fo=2(1 — fig)/(ac + )
hat die Gleichung

(8.5)  fgk* + K% + figk = 1

genau eine Losung k4 in (0, 1). Fiir

(8.4") a=fiakd, Uy = a3, Mo = flgKs

ist h nach (8.3) eine Euler-Funktion. Dariiberhinaus gilt k(Ry g, P(h)) = kg4

Daf} diese vierstufigen Verfahren in unserem Fall zu einem kleineren Kon-
vergenzfaktor fithren als die optimalen zweistufigen Verfahren nach Satz 8.2, geht
»,rein anschaulich* aus Abbildung 1 hervor. Dort sind (fir h = 0,1 und A = 2,5,

d. h. «=0,4755 und 8= 1,090) neben dem Rechteck R, ¢ die beiden einschliefen-
den Bereiche S, /x,(h2) sowie Sy, 2(ha) (vgl. (7.11)) gezeichnet. Dabei bezeichnen
h, bzw. h, die Euler-Funktionen, die zum zweistufigen Verfahren nach Satz 8.2
bzw. dem vierstufigen nach Lemma 8.4 fithren. S, /x4 (ha) pafit sich offensichtlich
sehr viel besser an das gegebene Rechteck R, ; an als S, jka(h2).

In Tabelle 2 sind einige Werte von k, fiir spezielle Rechtecke enthalten
(es wurde stets h = 0,1 gesetzt, vgl. auch Tabelle 1).

Syxglh)

Anzahl der Iterationen m
0 N L ! Il | 1

I
40 80 120
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Ist
(9.1) x=p(x)

eine Fixpunktgleichung in einem Banachraum, so konvergiert das Verfahren der
sukzessiven Approximation X, = ¢(X,, —;) (m = 1) gegen einen Fixpunkt, wenn ¢
kontrahierend ist. Zur Abschwichung der Kontraktionsbedingung schligt Mann
[30] die Anwendung von Mittelungsmethoden auf die Folge {Xm}m > o VOr. Aus
dem gleichen Grund betrachtet Schaefer [47] eine Iteration der Form (1.16), die
schon vorher von Krasnoselskii [27] fiir den Fall u = 1/2 untersucht wurde.
Reinermann [44] betrachtet (1.16) bei variablen Koeffizienten u,, und stellt die
Verbindung mit dem Ansatz von Mann her; er weist auch auf den Zusammen-
hang mit Euler-Knopp-Summierung hin. Eine Ubersicht iiber diese und weitere
Arbeiten gibt Mann [31]; ihnen allen gemeinsam ist, daf} sich die Voraussetzung
an ¢ nur von kontrahierend zu ,,nicht expandierend*, d. h. [|o(x) — (V) || <

[Ix —yll, abschwiichen lafit.

Ausgehend von der Erfahrung, da hiufig Methoden, die sich bei linearen
Problemen global bewihren, sich auch bei nichtlinearen Aufgaben lokal erfolg-
reich einsetzen lassen, wurden von Gutknecht, Niethammer und Varga [22]
k-stufige Verfahren der Form (7.9) bei Gleichungen der Form (9.1) im C" unter-
sucht; unter der Voraussetzung, daf3 lokal ein eindeutiger Fixpunkt existiert, las-
sen sich auch bei expandierendem ¢ lokale Konvergenzaussagen beweisen. Gut-
knecht und Kaiser [21] verallgemeinern diese Ergebnisse auf Gleichungen in
Banachriumen.
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Periodische Losungen von Hamiltonschen Systemen *)

E. Zehnder, Bochum

Einleitung

Es ist das Ziel dieser Mitteilung, einige Phdnomene und Fragestellungen,
Resultate und Referenzen iiber periodische Losungen von Hamiltonschen Diffe-
rentialeleichungen zusammenzustellen. Ah und zu.wejsen Stichworte auf die ver-

—
Das Interesse an geschlossenen Losungen gewohnhcher Differentialglei-
T , ol 4
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gleichung ist dulerst kompliziert, und zwar schon fiir Systeme, die nahe den inte-
grablen Systemen sind, siehe etwa [M 6, Z 1]. Die Frage nach periodischen Losun-
gen ist aber nicht ein Anfangswertproblem sondern ein Randwertproblem und es
gibt ein klassisches Variationsfunktional dessen kritische Punkte gerade diese
Loésungen sind. In scharfem Kontrast zum geometrischen Problem der geschlos-
senen Geoditischen ist dieses Variationsfunktional fiir allgemeine Funktionen h
entartet. Es ist weder von unten noch von oben beschrinkt und die Standardtech-
niken der Variationstheorie sind nicht direkt anwendbar. Erst Ende der siebziger
Jahre hat P. Rabinowitz in einer Reihe von bahnbrechenden Arbeiten gezeigt,

daf} man solche degenerierte Variationsprinzipien auch fiir Existenzbeweise sehr
effektiv verwenden kann. Seine Mini-Max-Methoden der Theorie der kritischen
Punkte haben in der Folge zu einer Fiille von Existenzresultaten globaler peri-
odischer Losungen gefiihrt, und wurden auch als abstrakte Variationsmethoden
weiter untersucht. Wir brauchen im folgenden nicht detailliert auf diese Methoden
einzugehen, da sie im Zusammenhang mit periodischen Lésungen schon mehrfach
dargestellt worden sind: in [R 7], [D 1] und [B 20}, siehe auch [N 3]. Natiirlich
gibt es unter speziellen Annahmen an die Hamiltonfunktion, etwa Konvexitit,
andere dquivalente Variationsprinzipien, die den einfacheren sogenannten direk-
ten Methoden der Variationsrechnung zuginglich sind, z. B. das duale Aktions-
prinzip, eine Idee, die von der Optimierungstheorie herkommt, und durch Clark
und Ekeland in das Problem der periodischen Ldsungen eingefiihrt wurde.

In neuerer Zeit sind Variationstechniken auch auf Fixpunktprobleme
symplektischer Abbildungen, also globale Fragen der symplektischen Geometrie,
angewendet worden; dies ist der Schwerpunkt dieser Mitteilung, welche eine
Erweiterung des Vortrages an der DMV-Tagung darstellt.

Inhalt

I. Fixpunkte symplektischer Abbildungen und Vermutungen von V. I. Arnold
1. Geschichte, der Spezialfall des Torus
2. Vermutung von Arnold und Resultate
3. Schnittpunkte von Lagrangemannigfaltigkeiten
4. Subharmonische Losungen auf kompakten Mannigfaltigkeiten
II. Globale periodische Losungen auf R2™
1. Periodische Losungen auf Energieflichen.
2. Periodische Losungen mit vorgegebener Periode und erzwungene Schwingungen.
III. Lokale periodische Losungen in der Nihe eines Gleichgewichtspunktes

IV. Referenzen

I Fixpunkte symplektischer Abbildungen und Vermutungen von V. I. Arnold

1 Geschichte, der Spezialfall des Torus

Die Vermutungen von V. I. Arnold iiber Fixpunkte symplektischer Abbil-
dungen gehen zuriick auf den uralten Problemkreis der Himmelsmechanik, wel-
cher mit dem sogenannten letzten geometrischen Theorem von H. Poincaré
zusammenhingt. Auf seiner Suche nach periodischen Ldsungen im restringierten
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3-Korper-Problem hat Poincaré eine Transversalabbildung eines Kreisringes A
auf der Jacobiflache konstruiert, welche ihn zur Formulierung des folgenden
merkwiirdigen Satzes [P 5] gefiihrt hat:

H. Poincaré (1912), G. Birkhoff (1913). Jeder magperhaltende Homoo-
morphismus eines Kreisringes A = S! x [a, b], welcher die beiden Rinder in ent-
gegengesetzter Richtung rotiert, hat mindestens 2 Fixpunkte im Innern.

Der Beweis dieses Satzes wurde erst 1913 von G. Birkhoff mittels eines
strikt 2-dimensionalen Arguments geliefert, siche [B 39, 40] und auch [B 38, C 1,3].
In seinem Buch iiber Mechanik [A 11] bemerkt V. I. Arnold, da}, wenigstens in
differenzierbarem Fall, der Satz aus einem Fixpunktsatz symplektischer Abbil-
dungen eines Torus T2 = R?/Z? hergeleitet werden koénnte. Da die Eulercharakteri-
stik des Kreisringes A und auch diejenige von T? verschwindet, ist die Lefschetz-
Fixpunkttheorie nicht anwendbar. Der obige Satz ist in der Tat auch kein topolo-
gisches Resultat; er ist falsch, wenn die Bedingung maferhaltend weggelassen wird,
wie einfache Beispiele sofort zeigen.

Um die Konsequenz einer Bedingung der Mafierhaltung auf die globale
Existenz von Fixpunkten zu illustrieren, betrachten wir zunichst eine Abbildung f
auf der Sphire S?, welche homotop zur Identitit ist, f =~ id, und deshalb auf Grund
des Lefschetz-Fixpunktsatzes mindestens einen Fixpunkt hat, da x(S?)=2#0
ist. Sie braucht aber nur einen Fixpunkt zu haben, wie das Beispiel der Transla-
tion auf der Riemannschen Zahlenkugel zeigt.

Es ist aber eine iiberraschende Tatsache, daf’ f einen zweiten Fixpunkt hat
unter der zusitzlichen Annahme, daf f ein regulires Maf erhilt, wie 1974 von
C. Simon [S 7] und N. Nikishin [N 4] bewiesen wurde:

Satz 1. Jeder Homoomorphismus f auf S?, homotop zur Identitit und ein
regulires Maf3 erhaltend, hat = 2 Fixpunkte.

Der folgende Beweis benutzt wieder ein strikt 2-dimensionales Argument,
welches schon von C. Loewner in seinen Stanford-Vorlesungen verwendet worden
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war. Ist der durch die Lefschetz-Theorie garantierte Fixpunkt p* der einzige Fix-
punkt, so ist f auf S?\{p*} = R? ein Homdomorphismus ohne Fixpunkte. Auf
Grund von Brouwers Translationssatz gibt es deshalb eine offene Menge D, so daf}
fi(D) paarweise disjunkt sind. Infolgedessen gilt

m(S?) >m

n n
U fi(D)) = ¥ m(fi(D)) =(n + Hm(D)
i=o0 ji=o0

fuir alle positiven ganzen Zahlen n, so dafs m(D) = 0, im Widerspruch zur Regulari-
tit des Mafles.

Insbesondere hat also jeder Diffeomorphismus f auf $2, der eine Volumen-
form w invariant lif3t, f*w = w, mindestens zwei Fixpunkte, d. h. mindestens
ebenso viele Fixpunkte, wie eine Funktion auf S? kritische Punkte besitzt. Die
Restriktion auf die Klasse symplektischer Diffeomorphismen hat also globale
Konsequenzen; dieses Phdnomen ist nicht auf den zweidimensionalen Fall
beschrinkt.

Im Gegensatz zu S? braucht ein Diffeomorphismus von T? = R%/22, auch
wenn er mafierhaltend ist, keinen Fixpunkt zu besitzen, wie das Beispiel der Trans-
lation zeigt. Die Klasse der Diffeomorphismen von T? muf} daher eingeschrinkt
werden, sollen diese notwendigerweise Fixpunkte besitzen. Wir betrachten mafs-
erhaltende Diffeomorphismen auf T2, welche homolog zur Identitit sind, und
deshalb, auf R?, dargestellt werden durch

X=x*px,y)
TY=y+qx,y)
mit zwei periodischen Funktionen p und q und verlangen:

(i) Y ist homolog zu id
(ii) dX AdY =dx ady

(iii) [ pdxdy=0= | qdxdy.

T2 T2

Die Bedingung (iii) fordert die Invarianz des Massenmittelpunktes und
schlieft insbesondere die Translation aus. Fir diese Klasse von Diffeomorphismen
gilt der folgende Fixpunktsatz [C 20], aus welchem der Satz von Poincaré-Birk-
hoff im differenzierbaren Fall folgt [C 30], und welcher von V. 1. Arnold formu-
liert worden war [A 10, 11]. Er ist ein Spezialfall einer Vermutung von V. 1.
Arnold iiber Fixpunkte symplektischer Abbildungen, welche weiter unten
beschrieben werden soll.

Satz 2. Jeder Diffeomorphismus y von T2, welcher (i)—(iii) geniigt, hat
= 3 Fixpunkte (= 4, falls alle Fixpunkte nichtdegeneriert sind).

Dabei heifdt ein Fixpunkt p nichtdegeneriert, falls 1 nicht ein Eigenwert
der linearisierten Abbildung, dy/(p), ist. Der Satz, offensichtlich kein ,,Euler-
Charakteristik-Resultat*, behauptet, daf} die symplektische Abbildung ¥ min-
destens ebenso viele Fixpunkte besitzt, wie eine Funktion auf T? kritische Punkte
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Da die Fixpunkte von y offenbar ein-eindeutig den I-periodischen Lésun-
gen des Hamiltonschen Vektorfeldes x = JVh(t, x) auf T2 entsprechen, so folgt
nun Satz 2 aus dem folgenden Multiplizititssatz fir erzwungene Schwingungen,
welcher insbesondere zeigt, dafd die bisherigen Fixpunktsitze nicht ein zweidi-
mensionales Phinomen sind.

Satz 3. Jedes Hamiltonsche Vektorfeld auf T*" = R™/Z?® beziiglich der
symplektischen Standardstruktur: X = JVh(t, x), (t, x) €R x R wobei h eine
periodische Funktion der Periode 1 in allen Variablen ist, hat = 2n + 1 periodi-
sche Losungen der Periode 1 (resp. = 2", falls alle 1-periodischen Losungen nicht
degeneriert sind).

Dabei ist 2n + 1 als CL(T*") und 2%" als SB(T?") zu interpretieren. Eine
periodische Losung soll dabei nichtdegeneriert heiflen, falls 1 nicht ein Floquet-
Multiplikator ist.

Die gefundenen periodischen Losungen sind, wie sich zeigt, kontrahier-
bare loops auf T?" und es gibt Beispiele mit genau 2n + 1 Losungen. Dies ist in
Kontrast zum geometrischen Problem der geschlossenen Geoditischen, wo man
leicht eine Losung in jeder Homotopieklasse des Loopraumes findet.

Die gesuchten periodischen Losungen konnen mit Hilfe eines klassischen
Variationsprinzipes gefunden werden, welches aus allen Losungen des im allge-
meinen duflerst komplizierten Flusses des Hamiltonschen Systemes genau die

pegigdischen [Gsuncen herausoreift Rezeichnen wir mit OM wohej M=T gin
3 \
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diert den kiinstlichen Gradientenflufy

Ed; x =-Vf(x), x€QM,

auf dem Loopraum M, dessen Gleichgewichtspunkte, Vf(x) = 0, gerade die
gesuchten periodischen Losungen sind. Wegen der Gradientenstruktur findet man
die Gleichgewichtspunkte als Limesmenge der beschrinkten Losungen. Setzt man
h =0, so ist der durch die symplektische Struktur allein definierte Gradientenflufy
einfach zu beschreiben: die Menge der beschrinkten Losungen besteht aus den
konstanten loops, also aus den Punkten von T?* C M, welche iiberdies eine nor-
mal hyperbolische Menge darstellt. Man schlief3t daraus, da} auch im Falle h # 0,
die Gleichgewichtspunkte in einer endlich dimensionalen Untermannigfaltigkeit
€ C QM enthalten sind, und mittels einer globalen Lyapunov-Schmidt-Reduktion
kann das Problem reduziert werden auf das Studium eines reduzierten Gradienten-
flusses in §. Die Menge S der beschrinkten Losungen ist kompakt und reflektiert
die Topologie der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit M = T2", Hierzu zeigt man,
daf} die natiirliche Abbildung « : M — M eine injektive Abbildung

E‘—/ '[‘H. Jﬁdh\.ﬂ I-' i

—

{

induziert, so daf} insbesondere
CL(S) = CL(M)

folgt. Die gesuchte Abschitzung der Gleichgewichtspunkte in S folgt somit aus
der allgemeinen Abschétzung fir einen ,,gradientenhaften* Fluf (d. h. es existiert
eine reellwertige und stetige Funktion, welche langs nicht konstanter Bahnen
streng monoton abnimmt) auf einem kompakten Raum S:

# {Gleichgewichtspunkte} = CL(S).

Die schirfere Abschitzung = SB(S) im nicht degenerierten Fall benutzt
Morse-theoretische Argumente, fiir Details sei auf [C 20] verwiesen.

Das Beispiel des Torus illustriert den Unterschied zwischen dem koerziven
Variationsproblem der geschlossenen Geoditischen auf einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit und dem entarteten Variationsproblem fiir erzwungene Schwingungen
Hamiltonscher Systeme auf kompakten symplektischen Mannigfaltigkeiten. Im
ersten Fall liegt eine Attraktor-Situation vor und man erwartet, daf, grob gespro-
chen, jede Kohomologieklasse des Loopraumes in den kritischen Punkten repri-
sentiert wird, wihrend im zweiten Fall offenbar nur die Kohomologie der Mannig-
faltigkeit selber in den kritischen Punkten reprisentiert wird.

Es sei in diesem Zusammenhang noch bemerkt, daf natiirlich die zur
Existenz geschlossener Geoditischer entwickelten Ideen auch auf das Existenz-
problem erzwungener Schwingungen spezieller Hamiltonscher Systeme auf dem
Kotangentenbiindel T*M einer kompakten Mannigfaltigkeit iibertragen werden
konnen. Sei etwa das System durch eine Lagrangefunktion der Form Li(x) =
3 a;5(t, X) X;X; auf dem Tangentenbiindel TM beschrieben, wobei fiir die Matrix a
die Bedingungen a(t, x) = a(t + 1, x) und a > 0 gelten sollen. Die dazugehorigen
erzwungenen Schwingungen sind gerade die kritischen Punkte des folgenden
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koerziven Funktionals f auf dem Loopraum 2M:
1
f(x) = | Ly(x)dt.
0

Ist nun die g-te Homologieklasse Hy(£2M) nicht trivial, so kann man
Ty :={K CQM]i : Hy(K) = Hq(2M) # 0} definieren, und man verifiziert, dafy

cq= inf (sup f(x))
KETq x&€ K
ein kritischer Wert von f ist. Falls zum Beispiel m,(M) = {1}, so weif} man, daf}
Hy(£2M) # 0 ist fiir unendlich viele q, und man findet durch Abschitzen der cg
unendlich viele erzwungene Schwingungen des Systemes, [B 42].

2 Vermutung von Arnold und Resultate

Sei nun allgemein (M, w) eine kompakte symplektische Mannigfaltigkeit,
wobei w eine nichtdegenerierte und geschlosssene 2-Form auf M, die sog. sym-
plektische Struktur, ist. Einer glatten Funktion h : S x M = R wird durch die
Vorschrift

w(Xy,.) = dh(.)

ein sogenanntes exakt Hamiltonsches Vektorfeld X, auf M zugeordnet, welches
periodisch von der Zeit t abhingt mit Periode 1. Hier hat man ausgenutzt, daff w
nichtdegeneriert ist. Eine 1-periodische Losung des Vektorfeldes ist eine Losung
der Gleichung

d

m x = X{(x) aufM,

welche die Randbedingung x(0) = x(1) erfullt. Motiviert durch den Spezialfall des
Torus vermutet Arnold, daft das jedes solche Hamiltonsche Vektorfeld mindestens
ebenso viele 1-periodische Losungen besitzt, wie eine Funktion auf M kritische
Punkte hat, also, im Hinblick auf die Theorien von Ljusternik-Schnirelman und
Morse:

Vermutung von V. 1. Arnold

# {1-periodische Losungen} = CL(M)
(= SB(M), falls alle 1-periodischen Lésungen nichtdegeneriert sind).

Da der Flu ¢ eines Hamiltonschen Vektorfeldes auf (M, w) aus symplek-
tischen Abbildungen besteht, d. h. (¢*)*w = w erfilllt, geben die 1-periodischen
Losungen Anlaf zu Fixpunkten der symplektischen Abbildung ¢ = ¢'. Die Resul-
tate tiber periodische Losungen sind deshalb Fixpunktresultate fiir die Klasse von
symplektischen Diffeomorphismen, welche durch exakt Hamiltonsche Vektor-
felder interpoliert werden koénnen. Wie A. Banyaga [B 9] gezeigt hat, ist diese
Klasse die Kommutator-Untergruppe [G, G], wo G die Eins-Komponente der
Gruppe der symplektischen Diffeomorphismen von (M, w) ist.
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Falls die Eulercharakteristik x(M) # O ist, so garantiert natiirlich der
Lefschetzsche Fixpunktsatz eine periodische Losung. Kiirzlich hat Gromov [G 3]
gezeigt, dal (M, w) mindestens eine 1-periodische Losung trigt, falls [w] € H2(M, R)
auf dem Bild des Hurewicz-Homomorphismus 7, (M) = H, (M, R) verschwindet.

Im Storungsfall, d. h. unter der zusitzlichen Annahme, dafy

sup |Vhy(x)|
xEM

hinreichend klein ist, ist die Arnoldsche Vermutung von A. Weinstein [W 11] veri-
fiziert worden.

Im globalen Fall ist, wie wir gesehen haben, die Vermutung richtig fur die
speziellen Flichen S? (Satz 1) und T? (Satz 2) beziiglich jeder symplektischen
Struktur. Es geniigt in der Tat im zweidimensionalen Fall das Resultat fiir eine
spezielle symplektische Struktur zu beweisen, da nach einem Satz von Moser
[M 8], je zwei Volumenformen bis auf eine Konstante dquivalent sind. Fiir die
Flichen hoheren Geschlechts stammt das Resultat von A. Floer [F 7] und
J. Sikorav [S 6]:

Satz 4. Auf einer kompakten orientierten 2-dimensionalen Fliche (P, w)
vom Geschlecht g 2= 1 hat jedes exakt Hamiltonsche Vektorfeld X, = CL(P) = 3
periodische Losungen (resp. = SB(P) = 2 + 2g im nicht entarteten Fall).

Tatsichlich ist Satz 4 ein Spezialfall von allgemeineren Resultaten in [F 7]
und [S 6] fiir gewisse Kihlermannigfaltigkeiten in beliebigen Dimensionen, wo
weitreichende Verfeinerungen der beim Beweis des Torus zugrundeliegende Vari-
ationsideen zum Ziele fithren. Im Falle des Torus T?", n > 1, ist die Vermutung
bis jetzt nur fir solche symplektische Strukturen bewiesen, welche der Standard-
struktur (Satz 3) dquivalent sind. In diesem Zusammenhang fillt auch auf, dafy
das Klassifikationsproblem symplektischer Strukturen von kompakten Mannig-
faltigkeiten der Dimension grofier als 2 offen scheint. Fiir den komplexen pro-
jektiven Raum CP" mit der standard-symplektischen Struktur ist die Arnoldsche
Vermutung von A. Weinstein und B. Fortune [F 6] bewiesen worden. Interessant
in diesem Fall, welcher den Fall S? = CP! auf hohere Dimensionen verallgemeinert,
ist die Tatsache, dafs wegen m,(CP") # O der Variationszugang nicht direkt benutzt
werden kann. Diese Schwierigkeit wird umgangen, indem man das System auf
CP" als Reduktion im Sinne von [M 9] eines Hamiltonschen Systemes auf C**!
betrachtet, wo dann die Variationsmethoden aus [B 21] Zum Ziele fiihren.

3 Schnittpunkte von Lagrangemannigfaltigkeiten

Die oben beschriebene Variationstechnik kann auch auf andere globale
Fragen der symplektischen Geometrie, nimlich auf das Schnittpunktproblem von
Lagrangemannigfaltigkeiten, angewendet werden. Im Stérungsfall taucht diese
Frage zunichst wieder in der Himmelsmechanik auf, so etwa beim lokalen Fix-
punktsatz von Birkhoff-Lewis, siehe [M 3, V 2], und veranlafite V. I. Arnold [A 12]
zur Formulierung globaler Verallgemeinerungen.

Ist M eine kompakte Mannigfaltigkeit, so ist das Kotangentenbiindel
(T*M, w) mit w = dX eine symplektische Mannigfaltigkeit, wobei A die Liouville-
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Form auf T*M ist. Eine Einbettung j : M = T*M heift Lagrange-Einbettung, falls
J*(dN) = Oist; falls j*(\) eine exakte 1-Form auf M ist, so heift j eine exakte
Lagrange-Einbettung. Der 0-Schnitt j, : M = T*M des Biindels ist ein solches Bei-
spiel. Allgemeiner definiert jede exakte Formj := dS : M - T*M eine exakte
Lagrange-Einbettung, da §*A = § fiir jede 1-Form 8 auf M ist. Die kritischen Punkte
der Funktion S : M - R sind in diesem Fall die Schnittpunkte von dS(M) mit

dem O-Schnitt j, (M), und wir erhalten die Abschitzung # {j(M) N j, (M)} = CL(M).

T

oM ZM

Die globale Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes ist der folgende
Schnittpunktsatz von M. Chaperon [C 26], [H 8], [L 4].

Satz 5. Sei j : M = T*(M) eine exakte Lagrangeeinbettung einer kompak-
ten Mannigfaltigkeit M. Dann gilt

#{ij(M) Njo(M)} = CL(M)

(= SB(M) falis alle Schnittpunkte transversal sind), vorausgesetzt, dafy j = j, durch
eine Familie von Lagrangeeinbettungen j, : M - T*M, 0 <t < 1 zum 0-Schnitt j,
deformiert werden kann.

Die Annahme an j = j, erlaubt die Konstruktion einer speziellen Deforma-
tion von Lagrange-Einbettungen

jei=¢t0j,, 0<t<]1,

wobei ¢! der Fluf} eines exakt Hamiltonschen Vektorfeldes auf (T*M, w) ist, des-
sen Hamiltonfunktion h(t, p), p € T*M, kompakten Triger hat. Man verifiziert
leicht, daBd die kritischen Punkte des klassischen Variationsfunktionals

1
f(x) = | {x*(\) — h(t, x)} dt,
0

definiert auf der Mannigfaltigkeit der Abbildungen x : [0, 1] = T*M, mit den
natiirlichen Randbedingungen x(0), x(1) € j,(M), in ein-eindeutigem Zusammen-
hang mit den gesuchten Schnittpunkten jo(M) N j(M) sind.

Firr den im Hinblick auf Anwendungen in der Himmelsmechanik interes-
santen Fall M = T" ist dieses Variationsproblem von M. Chaperon [C 2] formuliert
und gelost worden. In Analogie zur Technik der gebrochenen Geoditischen in der
Riemannschen Geometrie hat Chaperon spiter [C 27] ein verschiedenes, dquiva-
lentes, Variationsprinzip auf einer endlichdimensionalen Mannigfaltigkeit gefun-
den, welches von F. Laudenbach und J. Sikorav [L 4] zum Beweis im allgemeinen
Fall verwendet wurde. Dieselbe Methode erlaubt auch einen einfachen Beweis von
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Satz 3 [C 29]. H. Hofer [H 8] schiitzt in seinem Beweis von Satz 5 die Anzahl
kritischer Punkte des Aktionsfunktionals direkt ab.

Mit vollig neuen Methoden hat M. Gromov kiirzlich [G 3] gezeigt, daf®
(M) N jo(M) #* Q ist fiir jede exakte Lagrange-Einbettung. Die Multiplizititsfrage
unter dieser, im Vergleich mit den Annahmen von Satz 5 schwicheren Annahme,
ist noch ungelost. Fiir weitere Resultate und offene Fragen der symplektischen
Geometrie sei auf [C 28], [G 3], [L 5] und [S 9] verwiesen.

4 Subharmonische Losungen auf kompakten Mannigfaltigkeiten

Die Stirke des Poincaré-Birkhoffschen Fixpunktsatzes liegt darin, dafs er
auf einen Schlag unendlich viele periodische Punkte durch Anwendung des Satzes
auf die Iterierten liefert, welche in den Anwendungen zu unendlich vielen perio-
dischen Losungen fiihren, siehe [B 4]. In der analogen Frage nach subharmonischen
Losungen, d. h. Losungen der Periode 2, 3, . . . eines 1-periodischen Hamiltonschen
Systemes auf einer kompakten Mannigfaltigkeit gibt es bis jetzt wenige Resultate.

Lokal in der Umgebung einer 1-periodischen Losung kann man unter
gewissen Annahmen sehr viele subharmonische Lésungen finden. Ist eine 1-peri-
odische Losung elliptisch, d. h. liegen die Floquetmultiplikatoren auf dem Ein-
heitskreis, und erfiillen diese linearen Birkhoffinvarianten und die ersten nicht-
linearen Birkhoffinvarianten endlich viele Bedingungen, so findet man in jeder
Tubenumgebung T, vom Durchmesser € eine Menge von subharmonischen Losun-
gen, deren Abschlufd P sogar positives Maf} hat:

Vol (T \ P) = O(/€) Vol (T,),

wobei an das System sehr hohe Glattheitsforderungen gestellt werden miissen, so
daf} es sich nicht wirklich um topologische Aussagen handelt. Der Beweis beruht
auf der analytisch schwierigen K.A.M.-Theorie invarianter Tori, von denen man
mit Hilfe des lokalen Fixpunktsatzes von Birkhoff-Lewis [M 3], nachweist, dafl
sie im Abschluf} der subharmonischen Losungen liegen, siehe [P 3] und [C 19].

Die globalen Methoden, mit denen die 1-periodischen Lésungen gefunden
wurden, geben keinen Riickschlufy auf deren mogliche Birkhoffinvarianten. Der
folgende Existenzsatz garantiert unendlich viele globale subharmonische Losun-
gen, welche nicht notwendigerweise in der Nihe der erzwungenen Schwingungen
liegen, unter Annahme an das linearisierte System lidngs aller 1-periodischen
Losungen.

Satz 6. Kein Floquetmultiplikator der 1-periodischen Losungen von
% = JVh(t, x) auf T, n = 2, sei eine Einheitswurzel. Dann existiert ein T* > 1,
so daps fiir jede Primzahl T = T* eine periodische Losung mit minimaler Periode T
existiert.

Fiir den Beweis [C 22] wichtig ist eine Beziehung zwischen dem relativen
Morse-Index des kritischen Punktes im Loopraum und der ,,Windungszahl* der
dazugehorenden periodischen Lésung im Phasenraum. Diese Infrastruktur des
Morse-Index erlaubt es, dhnlich wie beim Problem der geschlossenen Geoditischen,
die kritischen Punkte der minimalen T-periodischen Losungen zu unterscheiden
von den kritischen Punkten der T-fach iterierten 1-periodischen Losungen.
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II Globale periodische Losungen auf R?"

1 Periodische Losungen auf Energieflichen
Das zeitunabhingige Hamiltonsche System
% =JVH(x) =t Xu(x), x€R™
Iila‘tgdie Hamiltonfunktion H als Integral, d h. es gilt fiir den Fluf ¢! mit ¢° = id,

g
‘i

M ={x € R?|H(x) = ¢} fiir eine konstante c € R,

sind also invariant. Falls VH(x) # 0, x € M, so heifst M eine regulire Energiefliche,
sie ist eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension 1, an die das Hamiltonsche
Vektorfeld Xy tangential ist.

Man kann nun fragen, ob das Vektorfeld Xy auf M eine periodische
Losung besitzt. Dabei ist es niitzlich, sich zunichst daran zu erinnern, daf eine
regulire Energiefliche M (zusammen mit der symplektischen Struktur, die wir
aber nicht dndern) das Hamiltonsche Vektorfeld auf M bis auf einen nicht ver-
schwindenden Faktor festlegt. Aus M = {x |H(x) = ¢} = {x|F(x) = ¢'} fiir zwei
Funktionen mit VH # 0 und VF # 0 auf M folgt nimlich VF(x) = A(x) -+ VH(x)
fur x € M und A(x) # 0, so da}

XF = )\XH auf M

und A # 0. Die Vektorfelder Xy und Xy haben infolgedessen dieselben Bahnen
auf M, obwohl die Parametrisierung natiirlich i. allg. verschieden sein wird: ist ¢*
der Fluf} von Xy und ¢! der FluB von Xg, so gilt auf x € M:

Vi(x) = Yi(x), wobeit= t(s, x) Losung ist von
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Mit der punktweisen Legendre-Transformation folgt zx = VH(uJz« + 8)

so daB insbesondere z, € C2[0, 2m] ist. Setzt man x := c(uJz, + §) mit einer Kon-
2m

stanten c, fir welche | H(x(t))dt = 27 gilt, so folgt mittels der Homogenitit,

0
daB y(t) := x(u~'t) eine Losung von x = JVH(x) auf H = 1 mit Periode 27y ist.

Fiir einen anderen Beweis, der auf dem bekannten Mountain-Pass-Lemma,
einer speziellen Minimaxtechnik fiir kritische Punkte [H 7] beruht, verweisen wir auf
[A 6]. Der Trick von Clark, in abstrakten Rahmen hiufig duales Wirkungsprinzip ge-
nannt, hat zu sehr vielen Resultaten unter Konvexititsannahmen gefiihrt, sieche etwa
[A7,8,B21-23,C13-16,21,25,31,E1-4,6,11-13,G4,M 1, W 13], und
wurde auch fiir Existenzbeweise von semilinearen partiellen Differentialgleichun-
gen verwendet [B 37]. Fiir eine abstrakte Formulierung des dualen Wirkungsprin-
zips siehe [B 22,35, E 7,9, W 14].

Man kann sich fragen, ob eine regulidre Energiefliche mehr als eine perio-
dische Losung trigt. Falls nur endlich viele periodische Lésungen auf einer kon-
vexen Energiefliche existieren, so miissen diese in der Tat in einem ganz speziel-
len Verhiltnis (Resonanzbedingungen) zueinander stehen, so daf also eine kon-
vexe Energiefliche ,,fast immer** unendlich viele periodische Losungen trigt, wie
I. Ekeland [E 13] im Rahmen seiner auf dem dualen Wirkungsprinzip beruhen-
den Morse-Theorie periodischer Losungen auf einer konvexen Energiefliche
gezeigt hat. Der folgende Multiplizititssatz von I. Ekeland und J. Lasry [E 5] ist
nicht nur generischer Natur, erfordert jedoch metrische Zusatzbedingungen.

Satz 2. Falls, zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 1, K, C C C Ky
fiir zwei abgeschlossene Kugeln mit Radien r <R <\/§ 1, so tragt M = oC min-
destens n periodische Losungen.

Die zusitzlichen periodischen Losungen werden als Sattelpunkte des
Variationsproblems gefunden mit Hilfe einer Minimax-Technik, welche auf einer
S!-gquivarianten Index-Theorie basiert. Die quantitativen Restriktionen stellen
sicher, dafd verschiedene kritische Punkte tatsidchlich auch zu geometrisch ver-
schiedenen periodischen Losungen gehoren, eine notorische Schwierigkeit, welche
im Problem der geschlossenen Geoditischen wohlbekannt ist. Diese Index-Theorie
ersetzt analoge, auf der Kategorie oder dem genus basierende Argumente und
wurde von E. Fadell und P. Rabinowitz [F 2] eingefiihrt, siche auch [B 10—13].
Sie ist ein niitzliches Hilsmittel beim Beweis von Multiplizitdtsresultaten zeit-
unabhingiger Systeme.

Der urspriingliche Beweis von Satz 2 wurde in [A 8] erheblich vereinfacht, siche
auch [H 4], [W 9], [B 21] fiir weitere Beweise.

Im Spezialfall eines klassischen konservativen Systems mit Potential V

1
H(x) = 3 Ip* + V(q),
x =(p, @) € R" x R", haben H. Gluck und W. Ziller [G 1] mittels differentialgeo-
metrischer Methoden die Pionierarbeit von H. Seifert [S 4] verallgemeinert:

Satz 3. Ist 2 ={q € R"|V(q) < h} nicht leer und kompakt, so trigt die
Energiefliche M = {H(x) = h} mindestens eine periodische Losung.
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Falls VV(q) # O fiir q € 352, so ist die gesuchte Losung ein ,,break-orbit*,
die zwischen Punkten von 0£2 hin und her oszilliert. Sie wird mittels der klassi-
schen Euler-Maupertius-Jacobi-Prinzips gefunden, welches sagt, daf die periodi-
schen Losungen auf M die geschlossenen Geoditischen in §2 beziiglich der
,,Jacobi-Metrik

dg(q) '=v/h—-V(q)ds, q€Q,

sind. Das Problem mit dieser Metrik besteht offenbar darin, da sie am Rande 082
degeneriert, so daB® Standardtechniken der Riemannschen Geometrie nicht direkt
angewendet werden konnen. Firr einen neuen, mehr analytischen Beweis fiir allge-
meinere Systeme der Form H(x) = {(A(q)p, p’ + V(q) mit A(q), q € §2, positiv
definit, siche [B 14, 16], siche auch [H 3].

Die in Satz 1 und 2 geforderte Konvexitit fiir die Energiefliche kommt
zwar den bisher verwendeten Variationstechniken eines Funktionals in linearen
Funktionenrdumen entgegen, ist aber im Hinblick auf die Transformationstheorie
Hamiltonscher Vektorfelder kaum befriedigend, da diese Eigenschaft nicht invari-
ant unter symplektischer Diffeomorphismen ist, siche auch [W 5]. In diesem
Zusammenhang sei daran erinnert, daf® H. Seifert vermutet hatte, da} jedes Vek-
torfeld auf einer Sphire S3 eine periodische Losung hat. P. Schweitzer [S 3] hat
jedoch 1974 ein C!-Vektorfeld auf S* ohne periodische Losungen konstruiert,
fir hohere Dimensionen hatte dies T. Wilson [W 10] schon frither getan. Es ist
aber denkbar, daf} die Vermutung richtig ist, falls man die Vektorfelder auf die
Klasse der Hamiltonschen Vektorfelder einschriinkt:

Modifizierte Seifert-Vermutung. Jede regulire Energiefliche, welche
diffeomorph zu einer Sphdre S** * ! ist, trigt mindestens eine periodische Lésung.

2 Periodische Losungen mit vorgegebener Periode und erzwungene
Schwingungen

Uber die Perioden der auf den globalen Energieflichen gefundenen
Losungen ist wenig bekannt, sieche [R 7, C 24, B 21] und [E 12] fiir Aussagen
iiber die Floquetmultiplikatoren. Anstatt nach Lésungen mit vorgegebener Energie
kann man aber auch nach Losungen mit vorgegebener Periode T suchen. Der fol-
gende Multiplizitdtssatz von P. Rabinowitz [R 10] ist der bisherige Hohepunkt
einer ganzen Reihe von Vorarbeiten:

Satz 4. Die Hamiltonfunktion H € C'(R?) erfiille die folgende asympto-
tische Nichtlinearititsbedingung: es gibt ein r > 0 und u > 2, so daf

(VH(x), x) = uH(x) >0 fiir |x|>T.

Dann gibt es fiir jede vorgegebene Periode T > 0 und fiir jedes vorgegebene R > 0
eine T-periodische Losung x(t) mit max |x(t)| = R.
t

Daf fiir jede vorgegebene Periode T > 0 unendlich viele Losungen mit
grofler Amplitude gefunden werden, liegt an der geforderten starken Nichtline-
aritdt des Hamiltonschen Vektorfeldes, fiir welche insbesondere gilt:

H(x) = ¢, |x|* — ¢, fiir alle x € R?™ mit zwei Konstanten c, und c,. Wie einfache
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dafl die Nichtlinearitit so beschaffen sein muf}, da} die gesuchten erzwungenen
Schwingungen immer grofiere ,,Windungszahlen® haben miissen. Unter verschie-
denen, den bisher entwickelten Variationstechniken zuginglichen Forderungen an
das nichtlineare Verhalten des Systems im Unendlichen kann man auf mindestens
eine erzwungene Losung schlieffen. Hervorgehoben sei das folgende technisch
schwierige Multiplizitdtsresultat von A. Bahri und H. Berestycki [B 2] fiir ein
System, welches jedoch in der Nihe eines zeitunabhingigen Systems ist:

Satz 6. Sei H(t, x) = Ho(x) + (f(t), x> € C}(R x R?") mit f(t + 1) = £(t).
Es gelte (VHy(x), x) = uHy(x) — ¢ fiir alle x € R?" und zwei Konstanten u> 2
und ¢ > 0, uberdies gelte a|x|P*! — b < Hy(x) < c|x|2*! +d fiir alle x € R
und 1 <p<q<2p+ 1. Dann gibt es unendlich viele erzwungene Schwingungen.

Der Beweis beruht auf Verfeinerungen der von Rabinowitz entwickelten
Minimaxtechniken und benutzt die S'-Index-Theorie fiir das zeitunabhingige
System Ho(x). In Kontrast zu diesem analytischen Resultat steht das folgende
mehr topologische Ergebnis iiber sehr schwach nichtlineare, nimlich asymptotisch
lineare Systeme, bei denen man i. allg. nur endlich viele erzwungene Schwingun-
gen erwarten kann:

Satz 7. Fiir H(t, x) € C*(R x R?), n > 2, mit H(t + T, x) = H(t, x) gelte:
JVH(t, x) = JA.(t)x+ o(|x|) fir |x|—> o
JVH(t, x) =JA(t)x +o(lx|) fiir |x|—0,

uniform in t, fiir zwei stetige, T-periodische symmetrische Matrizen Ay und A..
Falls die beiden linearen Hamiltonschen Systeme X = JA(t)x und x = JAL(t)x
keine nichttrivialen T-periodischen Liosungen besitzen, und falls sie in der Menge
solcher linearer Hamiltonscher Systeme nicht zueinander homotop sind, so exi-
stiert mindestens eine nichttriviale T-periodische Losung. Falls diese nichtdege-
neriert ist, so existiert noch eine zweite.

Dieses Resultat, ein Spezialfall der Morse-Theorie erzwungener Schwingungen

fiir asymptotisch lineare Hamiltonsche Systeme [C 18], erinnert an den Poincaré-
Birkhoffschen Fixpunktsatz und deutet auf mogliche Verallgemeinerungen dieses
2-dimensionalen Existenzsatzes auf symplektischen Diffeomorphismen in hhe-
ren Dimensionen hin. Fiir weitere Existenz- und Multiplizititsresultate im Rah-
men asymptotisch linearer Hamiltonscher Systeme siehe [A 3—5, C 2, 10, W 13].

III Lokale periodische Losungen in der Nihe eines Gleichgewichtspunktes

Interessiert man sich fiir die Bahnstruktur einer Gleichung x = f(x), x € R™
in der Néhe eines nichtdegenerierten Gleichgewichtspunktes, etwa f(0) = 0, so
betrachtet man zunichst die Losungen des linearisierten Systems:

.= _of
X = Ax, A—-ax (0).

Das Vorhandensein von imaginiren Eigenwerten von A ist offenbar not-
wendig fiir die Existenz von kleinen periodischen Losungen in der Nihe von 0.
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Sind a4, @y, . . ., @y die (nicht notwendigerweise voneinander verschieden) Eigen-
werte von A, so nehmen wir an, daf}

o =iw, o=-iw, w>0
ein Paar von imaginiren Eigenwerten mit Eigenvektqren A(e, tie,) =iw(e, +ie,)
ist, so daB x = Ax die Familie x(t) = Re {c(e, + ie,)e'“’!} von periodischen Losun-
gen der Periode T = 2m/w hat, welche die Ebene E = span {e, e, } ausfiillen. Wir
suchen nun nach periodischen Lésungen von X = f(x) in der Nihe von diesen. Zu

diesem Zweck muf die Klasse der Vektorfelder eingeschrinkt werden, wie das
Beispiel

Xy ==X, + 12Xy, X=X +17Xy,

d
r? = x} + x2, in R? zeigt, wo aus 3t |x]2=2|x]* > 0 folgt, day x = 0 die einzige

periodische Losung ist.
Wir nehmen an, daf f ein Integral G hat, also {(VG(x), f(x)? = 0, und erin-
nert zunichst an den bekannten Satz von Lyapunov [L 3], sieche auch Horn [H 5].

Satz 1. Sei o, = iw, oy = —iw, w > 0. Falls die anderen Eigenwerte von A
die Bedingung

84
&-‘inganze Zahl, 3<k<m
1

erfiillen, und falls das Integral G von f auf E nicht degeneriert ist, d. h. G4 (0)|E

J— - B . S

1‘: o - & T ’ ,
a * —

Ame

gibt es fiir jedes € hinreichend klein eine eindeutige periodische Losung X(t, €)
nahe von E mit Periode T(€) nahe von T = 2w/w auf der Integralfiiche
G(x) — G(0) = €2 ; iiberdies x(t, €) = 0 und T(e) > T fiir e > 0.

Die Nichtresonanzbedingung dieses Satzes, welcher mit der Poincaréschen
Fortsetzungsmethode sofort bewiesen ist, fordert, dafs die Ebene E alle periodi-
schen Losungen von ¥ = Ax mit Periode T = 27/w enthilt. Falls es mehrere Paare
von rein imaginiren Eigenwerten gibt, so schliefft man auf dementsprechend meh-
rere Familien von periodischen Lésungen mit Perioden nahe den Grundschwin-

- 4 4 TN 4 qe
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dessen mufs H,,(0) definit sein! Um die allgemeinere Version von J. Moser [M 2]
zu formulieren, kiirzen wir das linearisierte Vektorfeld ab: JH,,(0) =: A.

Satz 2. R™=E + F lasse sich in zwei unter A invariante Unterriume
aufspalten, so daf$ alle Losungen von X = Ax in x € E die Periode T > 0 haben,
wdihrend keine Losungen in F\{0} diese Periode hat. Falls H,,(0) |E > 0, so gibt

1
es fiir jedes kleine € > 0 mindestens > dim E periodische Léosungen auf
H(x) = H(O) + €2 mit Perioden nahe an T.

Die Beweismethode hat M. Bottkol [B 34] zu einem abstrakten Bifurka-
tionssatz fiir periodische Losungen inspiriert, welche von einer Untermannigfal-
tigkeit, auf welcher alle Losungen periodisch sind, verzweigen. Fiir eine Erwei-
terung des Resultats siche [W 6]. Fiir weitere Beweise von Satz 2, sieche [C 9],
[E 1].

Falls die Hessesche H,, (0)|E im Satz indefinit ist, so braucht das Hamil-
tonsche System keine periodische Losung aufler dem Gleichgewichtspunkt zu
besitzen, wie das Beispiel in [M 5] zeigt. Verschwindet aber die Signatur dieser
Hesseschen nicht (sie ist eine gerade Zahl):

sign (H,4(0)|E)=2v# 0

so haben E. Fadell und R. Rabinowitz [F 2] in jeder offenen Umgebung U von
{0} mindestens |v| periodische Losungen zu vorgegebener Periode nahe T gefun-
den:

# {Periodische Losungen in U\{0} mit Periode nahe T} = |v|,

dabei wird also, im Gegensatz zu den obigen Resultaten, nach kleinen periodi-
schen Losungen mit vorgegebener Periode und nicht mit vorgegebener Energie
gesucht; genauer gilt der folgende

Satz 3 [F 2]. R*=E + F spalte sich in zwei, unter A invariante Unter-
raume auf, so daf alle Lésungen von X = Ax in E die Periode T haben, aber keine
Losung in F\{0} diese Periode besitzt. Sei nun H,,(0)|E nicht degeneriert und
sign (H,(0) |E) = 2v # 0.

Sei {0} eine isolierte T-periodische Losung. Dann gibt es zwei nicht nega-
tive ganze Zahlen k. und k_ mit k, + k_= |v|, so dap fiir jede Umgebung U von
{0} in R™das Folgende gilt: Fiir jede Zahl T € [T — e, T + €] ist die Anzahl
T-periodischer Losungen in U\{0} mindestens k.. falls > T. und mindestens k .
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Perioden nahe denjenigen des linearen Systems sind. Falls man mehr Informationen
iiber die nichtlineare Struktur eines glatten Hamiltonschen Vektorfeldes besitzt,
so schliet man dementsprechend mehr iiber die Bahnstruktur in der Nihe eines
Gleichgewichtspunktes. Falls zum Beispiel alle Eigenwerte des linearisierten
Hamiltonschen Vektorfeldes rein imaginir sind und zudem endlich viele Nicht-
Resonanzbedingungen erfiillen, und falls zusitzlich die nichtlinearen Birkhoff-
Invarianten endlich viele Bedingungen erfiillen, welche die Nichtlinearitit postulie-
ren, so ist das System nahe dem Gleichgewichtspunkt durch ein integrables System
approximierbar. Mit Hilfe der K.A.M.-Theorie beweist man, da im Sinne des
Mafles die meisten Losungen quasiperiodisch mit n Frequenzen sind. Da diese im
AbschluB} der periodischen Losungen liegen, so erhilt man, daf} der Abschluf} der
periodischen Losungen in jeder Umgebung des Gleichgewichtspunktes {0} sogar
positives Maf hat. Die Perioden dieser Lésungen sind jedoch sehr gro und des-
halb fiir unsere Diskussion weniger interessant.

Falls in Kontrast dazu die Eigenwerte des linearisierten Vektorfeldes in {0}
in Resonanz sind, eine Situation die man z. B. in der Himmelsmechanik antrifft,
so hat H. Duistermaat eine Strategie entwickelt, wie man, unter generischen
Annahmen an Terme hoherer Ordnung, mittels der Moserschen Bifurkations-
theorie [M 2], kombiniert mit der S* -dquivarianten Singularititentheorie und
der Theorie der Birkhoff-Normalformen, eine gute Einsicht in die Bifurkations-
struktur periodischer Losungen vom Typ der Grundschwingungen gewinnen kann,
siche [D 5] und [M 10] und die darin angegebenen Referenzen.
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Buchbesprechungen

New York — Chichester — Brisbane — Toronto: John Wiley & Sons 1981, ix + 308 p., $ 37.95

In diesem Buch hat Herr Huber liberwiegend seine eigenen, grundlegenden Beitrige zu
dem immer noch relativ jungen Gebiet der Robusten Statistik zusammengefait. Um rasch einen
Eindruck von den wesentlichen Resultaten zu gewinnen, empfiehlt sich auch die Lektiire seines
Ubersichtsbindchens ,,Robust Statistical Procedures* (1977). Hubers Arbeiten (a) ,,Robust
estimation of a location parameter* (1964) und (b) ,,A robust version of the probability ratio
test (1965) betrachte ich als pragenden Ursprung fiir seine weiteren Beitrige.

Von der Arbeit (a), als ,,Durchbruch‘‘ zu einer mathematischen Robustheitstheorie
gefeiert, spannt sich der Bogen iiber Regressionsschatzung bis zur Schitzung von Kovarianzma-
trizen (§ 4 bis § 8). Als Robustheitskriterium fungiert hier das Maximum der asymptotischen
Varianz eines Schitzers, welches iiber hinreichend vollen, von der schwachen Topologie abge-
leiteten Umgebungen (hauptsichlich: e-Kontamination) zu minimieren ist.

Im Riickblick ist es amiisant festzustellen, daf so in der historischen Entwicklung der
zweite vor dem ersten Schritt vollzogen wurde: Die Varianz, zwe1fellos die ,,stochastischere*
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2 Buchbesprechungen

vollen Tréger haben miifite, konsequent vergessen) zum Anlafl genommen, das Buch abzulehnen,
wobei, was die archaische Kiirze des Arguments betrifft, vielleicht nur das Prinzip gegolten ha-
ben mag, unter einer akzeptablen oberen Schranke an die lokale Unschirfe, die Linge des
Werkes zu minimieren.

Bayreuth H. Rieder

Liggett, T. M., Interacting Particle Systems (Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften, Band 276), Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Verlag 1985,
xv, 488 pp., hardcover, DM 196,—

Das vorliegende Buch ist in doppelter Hinsicht bemerkenswert: Sowohl wegen seines
aktuellen und faszinierenden Gegenstandes als auch wegen seines exzellenten Stils.

Worum geht es? Grofienteils angeregt durch eine bahnbrechende Arbeit von Spitzer
(1970), ist in den letzten 15 Jahren eine Theorie spezieller Markov-Prozesse entstanden, die
das zeitliche Verhalten von (abzihlbar) unendlich vielen, in bestimmter Weise interagierenden
Komponenten beschreiben. Die klassische Theorie der Markov-Prozesse wird dabei zwar in
mancherlei Weise benutzt, jedoch wird deren Rahmen bereits in grundlegenden Dingen gesprengt.
(Z. B. ist infolge der Interaktion das Verhalten der einzelnen Komponenten nicht mehr
Markovsch.) Der Zustandsraum dieser Markov-Prozesse mit Interaktion ist in vielen Fillen

{03 1 ts, wobei S abzihlbar unendlich ist (z. B. § = 29 fiir d > 1). Das heifit. zu iedem g{eit- l

punkt t = 0 kann jede einzelne Komponente ny(x) des Prozesses n; = (n,(x))x = g nur die
Werte 0 oder 1 annehmen. Je nach Interpretation der Al ternative ny(x) = 0 oder 1 ergeben
sich verschiedene Ansitze zur Definition eines Interaktionsprozesses (1, ); > . Wir fithren drei
Beispiele an.

1) ny(x) = 1 bedeutet: Zur Zeit t befindet sich an der Stelle x ein Teilchen. Diese
Interpretation (die dem Buch seinen Titel gegeben hat) stand am Anfang der Theorie und
fithrte zur Definition von Prozessen (1) > o, deren zeitlich invariante (und reversible) Ver-
teilungen gerade die Gibbsschen Gleichgewichtszustinde der Statistischen Physik sind. Bei
diesen Prozessen, die vielfach unter dem Namen ,,Stochastic Ising model* laufen, wird an
jeder Stelle x € S ein Teilchen erzeugt bzw. vernichtet mit einer Rate, die vermoge eines Wech-
selwirkungspotentials von der vorliegenden Konfiguration aller Teilchen abhingt.

2) ny(x) = 1 bedeutet: Eine Zelle (oder Pflanze) an der Stelle x ist zur Zeit t von einer
bestimmten Krankheit befallen. Ein Modell fiir die rdumliche Ausbreitung der Krankheit
durch Infektion liefert der von Harris (1974) eingefiihrte sogenannte Kontaktprozef: Jede
gesunde Zelle wird infiziert mit einer Rate proportional zur Anzahl ihrer kranken Nachbarn,
und jede kranke Zelle wird gesund mit Rate 1.

3) ne(x) = 1 bedeutet: Zur Zeit t gehort der Platz x zum Territorium der ersten von
zwei konkurrierenden Populationen. Clifford und Sudbury (1973) erfanden einen Prozef, bei
dem jede Population einen fremden Platz x ihrem Territorium einzuverbleiben versucht mit
einer Rate, die davon abhingt, wie gut sich x in das bisherige Territorium einfligt. Dieser
Prozeft wurde unabhingig von Holley und Liggett (1975) eingefiihrt und heifit seither, auf-
grund einer naheliegenden politischen Interpretation, das ,,voter model*.

Liggett’s Buch ist das erste, das diesen und einer ganzen Reihe weiterer derartiger
Prozesse gewidmet ist. Die einzelnen Prozefitypen werden in weitgehend unabhingig vonein-
ander lesbaren Kapiteln auf ihr asymptotisches Verhalten untersucht. Zu den zentralen Frage-
stellungen zdhlen die Bestimmung der extremalen invarianten Verteilungen sowie der Beweis

von Konvergenzsitzen. Vielf: igt sich iei itis bhingiokeit der erendischen
4

Eigenschaften der Prozesse von bestimmten Parametern. Die Einheit der dargestellten Theorie






4 Buchbesprechungen

vorliegende Buch will und kann nicht vollstindig sein, es bietet auch teilweise keine endgiltige
Darstellung an.
Nun kurz zum Inhalt im einzelnen: In Kapitel 2 werden Storungen der Art
= b(X{, €£;) und spezieller

B)  Xi=b(X{)+eo(XPw, (X§=xo)

betrachtet, wobei (wy : 0 < t) den Wienerproze8, o eine n x n-Matrix-wertige Funktion und b
eine hinreichend glatte n-dimensionale Funktion bezeichnen. Gesetze der grofien Zahlen,
asymptotische Entwicklungen und deren Anwendungen auf partielle leferentlalglelchungen
stehen im Mittelpunkt. Grofle Abweichungen fiir das System X€ b(X{) + ew, werden in
Kapitel 3 untersucht. Wesentliches Hilfsmittel ist hierbei (und im folgenden) das sog. ,,action
potential, das es erlaubt, Exponentialungleichungen zu erhalten. In Kapitel 4 wird dieses
Konzept fiir das System (3) entwickelt. Insbesonders wird das Verhalten von Austrittszeiten
aus Umgebungen stabiler Gleichgewichtszustdnde untersucht. Prozesse, die durch (3) definiert
werden, besitzen Differentialoperatoren, die durch eine elliptische partielle Differentialglei-
chung 2. Ordnung

n

4 %ez y ajk(x)a2/ax,axk + Z b;(x)3/0x;

k=1 j=1
((ajx) = 00*) gegeben sind. Es wird die Losung des Dirichlet-Problems fiir (3) auf ihr Austritts-
verhalten aus Gebieten im R™ hin untersucht. Kapitel 5 erweitert die Theorie auf eine Klasse
von Markoffprozessen, Kapitel 6 auf den Fall komplizierterer Gleichgewichtszustinde als in
Kapitel 4. In Kapitel 7 werden die Losungen von X§ = b(X§, £4/e) untersucht, wobei (£;) sta-
tiondr mit guten Mischungsbedingungen ist. Stabilitdtsprobleme werden kurz in Kapitel 8
betrachtet, und in Kapitel 9 werden weitere Verallgemeinerungen besprochen.

Sicherlich ist dieses Buch ohne Vorkenntnisse iiber stochastische Integrale, Markoff-
und Diffusionsprozesse sehr schwer lesbar. Hilfreich mag hier das erste Kapitel sein, in dem
ein Uberblick iiber diese benutzten Sachverhalte gegeben wird. Wesentliche Teile des Buches
werden mit den eigenen Forschungsergebnissen der Autoren bestritten. Dadurch wird der Stil
des Buches sehr technisch; die Ubersetzung von Herrn Sziisz ist gelungen. Vorher nur angekiin-
digte Resultate erscheinen mit vollstindigem Beweis, und einige neue Ergebnisse sind von den
Autoren hinzugefugt.

Sicherlich wird dieses Buch seinen berechtigten Platz in der Literatur {iber stochastische
Differentialgleichungen finden. Empfehlen kann man dieses Buch guten Gewissens.

Gottingen M. Denker
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Von der reinen Mathematik zur Numerik
1985. X111, 355 Seiten mit zahlreichen Abbildungen, kartoniert DM 90,—

Dieses Buch widmet sich dem Werk des als Numeriker und Funktionentheoretiker bekannten Carl Runge. Es
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Wenn einmal
von Mathemati
die Rede ist...

Von allen Biichern, die je iiber
Mathematik geschrieben worden
sind, ist dies das kliigste und
informativste.

Thomas v. Randow in «ZEIT»

«Erfahrung Mathematik» ist ein
glanzendes Buch. Davis und Hersh
sprechen eine deutliche, farbige
Sprache... Es gelingt ihnen,
Mathematik als menschliche Tétig-
keit und in ihrem Wandel begreiflich
zu machen - also auch dem Aussen-
stehenden zu zeigen, was mathe-
matisches Arbeiten (heute) ist.

Detlef D. Spalt in der « FAZ»

«Dieses Buch leistet einen grossen
Beitrag zum Verstandnis der Mathe-
matik und diirfte wohl ein Klassiker
werden.»

NEUE ZURCHER ZEITUNG

Philip J. Davis
Reuben Hersh
Erfahrung Mathematik

Aus dem Amerikanischen

von Jeanette Zehnder
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