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Otto Haupt zum 100. Geburtstag

M. Barner und F. Flohr, Freiburg/Br.

Am 5. Mirz 1987 vollendet Otto Haupt, emeritierter ordentlicher Profes-
sor der Universitdt Erlangen-Nirnberg, sein 100. Lebensjahr. Er kann auf ein reich
erfillltes Leben zuriickblicken, in dessen Mitte trotz vielseitiger anderer Interessen
doch die mathematischen Wissenschaften stehen. Seit mehr als 75 Jahren ist Haupt
mathematisch produktiv titig. Ein auflergewohnlich umfangreiches und tiefgehen-
des Werk liegt uns vor. Alle seine Freunde und iiberhaupt alle, die personlich oder
durch seine Arbeiten mit ihm in Berithrung gekommen sind, gratulieren ihm an
diesem Tage herzlich.

Otto Haupt reagiert im Gesprich immer offen und aufgeschlossen. Er erzihlt von
dem, was ihn gerade beschiftigt und erwartet von seinem Gesprichspartner, dafl
er auf seine mathematischen Probleme eingeht. Auch hat er in seinem Leben mit
vielen Wissenschaftlern korrespondiert, deren Arbeiten ihn interessiert haben oder
von denen er wufdte, daf’ seine eigenen Arbeiten auf Interesse stofien.

Sein Lebenslauf bis zur Verleihung des Titels Dr. phil. im Jahre 1911 sei hier mit
seinen eigenen Worten wiedergegeben:

Lebenslauf.

Ich, Orro HaupT, katholischer Konfession, bin geboren am
5. Mirz 1887 zu Wiirzburg als Sohn des kgl Amtsgerichtsdirektors
Orro Havrr in Wiirzburg. Nach zweijihrigem Besuche der kgl. Real-
schule zu Bad-Kissingen trat ich im Herbst 1898 in das humanistische
Neue Gymnasium zu Wiirzburg ein, das ich im Juli 1906 mit dem
Reifezeugnis verlieB. Vom W.S. 1906/07 an studierte ich in Wiirz-
burg Mathematik und Physik. Das W.S. 1908/09 brachte ich, nach
Ablegung der 1. Priifung fiir das Lehramt, in Berlin zu und kehrte
dann fiir den Rest meiner Studienzeit mach Wiirzburg zuriick. Dem
2. Abschnitte der Lehramtspriifung unterzog ich mich im Oktober 1910.
Ich hérte die Vorlesungen und Ubungen bei den Herren: CANTOR,
Frosenivs, v. HaLBAN, Harms, HiLp, Lenmann-FiLuis, Prym, Rosr,
H. A. ScawaRrz, ScHOTTKY, TAFEL, V. WEBER, WIEN.

Allen meinen verehrten Lehrern erlaube ich mir an dieser Stelle
meinen herzlichen Dank auszusprechen, insbesondere den Herren Pro-
fessoren HiLs, Prym, Rost, v. WEBER und WIEN fiir die mannig-
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fache Forderung, die ich in meinen Studien durch sie erfuhr, speziell
Herrn Professor HiLB fiir die mir bei der Abfassung dieser Arbeit
gewihrte Unterstiitzung und Anregung.

Die miindliche Priifung fand am 9. Juli 1910 statt.

Sein miindlicher Kommentar hierzu kénnte lauten: Gliickliche Jugend und Schul-

zeit, aber viel ,,Memorieren im humanistischen Gymnasium. Dann gegen Ende

der Gymnasialzeit — da das Angebot der Schule gar zu bescheiden war — eigenes
Einarbeiten erst in die Geometrie und dann in die Analysis; ebenfalls eir}g harte ‘
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Es bestand fiir Otto Haupt nie ein Zweifel dariiber, welchem Studium er sich zu-
wenden sollte. Es kam nur das Mathematikstudium in Frage, wenn auch die Kol-
legen seines Vaters diesem gelegentlich sagten: Sie werden ihrem Sohn doch kein
unstandesgemifes Studium erlauben, wie es das Mathematikstudium ist.

Wie kam es zur Dissertation? Von dem einsemestrigen Studienaufenthalt in Ber-
lin zuriickgekehrt, schlieffit Haupt sich an den kaum alteren Emil Hilb an, der ge-
rade 27-jahrig nach Wiirzburg berufen worden war. Hieraus entsteht eine enge Zu-
sammenarbeit und Freundschaft bis zum frithen Tod von Emil Hilb. (Nachruf
Emil Hilb [37]).

Rasch entstand Haupts Doktorarbeit. Im Februar 1910 schreibt er an Felix Klein:
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Deshalb bewirbt sich Haupt nach Ableistung seiner Militdrzeit als Einjdhrig-Frei-
williger (November 1910 bis Oktober 1911) um ein Lamont-Stipendium*) und
erhilt dieses auch. Damit geht er im Wintersemester 1911/12 nach Miinchen. In
dem Nachruf auf Arthur Rosenthal [136] sagt er:

Meine Bekanntschaft mit dem Verstorbenen reicht zuriick bis ins
Jahr 1g911. Ich kam damals, kérperlich und seelisch etwas erschopft
von meinem Militirdienst, zum Weiterstudium nach Miinchen. So
empfand ich die ungezwungene Liebenswiirdigkeit, mit der Rosenthal
mir damals entgegenkam, als besonders wohltuend.

In Miinchen schlieSt sich Haupt durch die Vermittlung von Rosenthal rasch einem
Kreis junger Mathematiker und Physiker an, der sich um Rosenthal und F. Hartogs
gebildet hatte. Vorlesungen hort er vor allem bei Sommerfeld, der Haupt als einen
seiner Schiiler betrachtet. In dieser Zeit entsteht die Arbeit [3], die Sommerfeld
im Mai 1912 der bayrischen Akademie vorlegt.

Nach diesem Jahr 1911/12 an der Universitdt Miinchen geht Haupt nach Breslau,
wo damals (an der Universitdt bzw. der Technischen Hochschule) Adolf Kneser,
Erhard Schmidt, Caratheodory und Steinitz sowie der Physiker Clemens Schifer
wirkten. Miinchen und Breslau brachten fiir Haupt reichgefiillte, fruchtbare Studien-
zeiten.

Schon bald erhilt er ein Angebot von Adolf Krazer auf eine Stelle als Assistent fiir
hoéhere Mathematik in Karlsruhe, wobei von ihm erwartet wird, daf er sich rasch
habilitiert. Bereits im Sommersemester 1913 ist er in Karlsruhe; die Habilitation
findet im Herbst statt mit der Arbeit ,,Uber eine Methode zum Beweise von Oszil-
lationstheoremen®, die die Ideen aus seiner Doktorarbeit weiterfithrt und vertieft.
Er charakterisiert diese folgendermafien:

Zweck der folgenden Zeilen ist es, eine Methode — sie liBt sich als
eine Kontinuititsmethode bezeichnen — zur Gewinnung von Oszillations-

theoremen darzulegen*). Bei ihrer Anwendung hat man in erster Lijnie e
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durch Anderungen der geforderten Art aus der urspriinglichen hervorgehen.

Als Anfang der sechziger Jahre Otto Haupt als Kolloquiumsgast in Karlsruhe war,
bezeichnete er seine Karlsruher Zeit ausdriicklich als eine gliickliche Zeit, obgleich
es natiirlich fiir einen Assistenten an einer Technischen Hochschule viel Arbeit

gab.

;




Otto Haupt zum 100. Geburtstag 65

Vorwort.

Bei der Herausgabe der KiEinNschen Vorlesung iiber die hyper-
geometrische Funktion erschienen nur zwei Wege gangbar: Entweder
eine durchgreifende Umarbeitung, auch im groBen, oder eine méglichst
weitgehende Erhaltung der urspriinglichen Form. Vor allem auch aus
historischen Griinden wurde der letztere Weg beschritten.

In Riicksicht auf méoglichste Erhaltung der KLEINschen

!ggqﬂwmwel% des Henauseebers ‘auf mzw1schen ge-

gen am SchluB zusammengestellt. Diese Hinweise erheben aber in
keiner Weise den Anspruch auf Vollstindigkeit. ...

Ubrigens habe ich darauf Bedacht genommen, auch dem Anfinger
die Lektiire durch Anmerkungen und durch Nachweise der KLEINschen
Zitate zu erleichtern. Denn zweifellos bieten gerade diese Vorlesungen
eine treffliche Erginzung und Weiterfiilhrung dessen, was der Studierende
mittleren Semesters an Geometrie und Funktionentheorie kennen-
gelernt hat. Alles in allem wurde danach getrachtet, dem Zweck der
vorliegenden Neuausgabe gerecht zu werden: Auch diesem Werke
KiEiNs den ihm gebithrenden Platz, insbesondere im Unterrichte, zu
crhalten.

Erlangen, im April 1933. Haupr.

Die Revision des Textes im einzelnen und die Anmerkungen (etwa 40 Seiten) sind
mit duerster Sorgfalt und Sachkenntnis zusammengestellt.

Dem Zusammenwirken von Universitit und Gymnasium mift Otto Haupt grofite
Bedeutung bei. Er trifft sich seit 1927 regelméfiig mit Gymnasiallehrern aus dem
Raum Erlangen—Niirnberg—Fiirth. Er beteiligt sich an der Neubearbeitung eines
gingigen Gymnasiallehrbuches. Im Vorwort des Autors vom April 1928 heifit es:

Aug Fachkreisen kam die Anresung. es mdchte bei der Umarbeitune
des Buches, dessen Vorziige ja anerkannt seien, der modernen Forderung
nach groBter Exaktheit des Ausdrucks und prizisester Fassung
der grundlegenden Begriffe Rechnung getragen werden. Bei der
schon gedruckt vorliegenden Ausgabe fiir die VII. Klasse konnte dieser
Wunsch nicht mehr erfiillt werden. Dagegen glaube ich in diesem
Bande dieser Forderung der modernen mathematischen Auffassung weit-
oehendet entoeocenocekammen 711 cein Recondere fithle ich mich in
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Zeugnis fir sein Interesse an Fragen der Fortbildung geben auch einige Vortrags-
ausziige und Mitteilungen in den Unterrichtsblittern fiir Mathematik und Natur-
wissenschaften (siehe III). Fiir die ,,Grundziige der Mathematik*, die sich haupt-
sichlich an Gymnasiallehrer wenden, schreibt er Mitte der fiinfziger Jahre zusam-
men mit P. Sengenhorst das Kapitel ,,Algebraische Korpererweiterung*.

Im Jahre 1928 erscheint die zweibindige ,»Einfilhrung in die Algebra*, eines der
ersten Lehrbiicher, das die damals noch neuen, abstrakten Vorgehensweisen durch-
gehend beriicksichtigt; er selbst beschreibt dies im Vorwort folgendermafien:

Das vorliegende Buch ist als Einfithrung in dic Algebra, zurischst
fiir Studierende, gedacht. Es beschriinkt sich daher auf die Ele-
mente, unter Beriicksichtigung auch der neueren Algebra. Eben
deshalb kommt das Buch vielleicht auch manchen Wiinschen der
Lehrer an héheren Schulen entgegen; zumal verschiedene
Gegenstinde, die sich mit dem Lehrstoff der hoheren Schulen mehr
oder minder eng berithren, ausfiihrlicher als gewohnlich dargestellt
sind. ...

Andererseits forderten die groBen Fortschritte der Algebra in
den letzten Jahrzehnten zum Versuch heraus, die modernen Me-
thoden und Ergebnisse fiir die Darstellung nutzbar zu machen,
weil und soweit dadurch ein Gewinn an Einfachheit und zugleich
Verstindlichkeit zu erhoffen war. Dieser Versuch bedingt einen
der Unterschiede der vorliegenden Einfiihrung gegeniiber fast allen
bereits vorhandenen Lehrbiichern*). DemgemiB ist das vor-
liegende Buch durchweg beeinfluBt von der bahnbrechenden
»Algebraischen Theorie der Kérper“*) von Herrn E. Stei-
nitz, was hier ein fiir allemal hervorgehoben sei.

*) Eine Ausnahme macht, soweit mir bekannt, nur H. Hasse, Hoéhere
Algebra I und II, Leipzig 1926/27, Sammlung Goschen Nr. 931/32.

*) Crelles Journal 137 (1910), S. 167—309. Die im Text angebrachten
Hinweise auf diese klassische Arbeit beanspruchen in keiner Weise, voll-
stindig zu sein. — Herrn Steinitz méchte ich auch an dieser Stelle fiir Mit-
teilung eines unversffentlichten Beispiels (vgl. 23, 3) verbindlichst danken.

Haupt bezeichnet in einem Personalblatt sein ,,besonderes Forschungsgebiet* wie
folgt: Teilgebiete der Geometrie und der Analysis. Tatsdchlich ist in seinem Werk
beides sehr stark miteinander verwoben. Seine Denkweise in der Analysis ist oft
geometrisch und Grenzwertiiberlegungen rechnen durchaus zur Geometrie. So be-
dient sich die erste Arbeit, die wir unter IV (Analysis) eingeordnet haben ([10]
Uber Asymptoten ebener Kurven) der geometrischen Formulierung, und die erste
Arbeit, die dem Titel nach zu VI (Ordnungsgeometrie) gehort ([13] Uber Kurven
endlicher Ordnung), hat Beziehungen zu Fragen der Integrationstheorie.

Wenn man aber von Otto Haupt im Zusammenhang mit der Analysis spricht, so
denkt man in erster Linie an das dreibindige Lehrbuch, das in typisch bescheide-
ner Weise die Beschreibung ,,Einfilhrung* trigt. Das dreibandige Werk ist in drei
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jeweils vollig neugestalteten Auflagen erschienen: 1938 (mit Aumann), 1948—
1955 (mit Aumann und Pauc) und 1974—1983 (mit Aumann).

Der ,,Haupt-Aumann*“ ist so bekannt, da} wir hier nicht naher darauf eingehen
sollten. Wir verweisen auf die Besprechungen in den Jahresberichten, am Ende
der Besprechung zu Band 3 der letzten Auflage schreibt Heyer (diese Jahresbe-
richte 87 (1985), S. 18):

Mit diesem 3. Band sucht die uns vorliegende ,,Einfithrung in die reelle Analysis*
ihresgleichen: geradezu monumental angelegt, inhaltlich umfassend, vielseitig ausgerichtet, am
neuesten Stand der Theorie orientiert, mit Ausblicken in diverse Richtungen, vor allem mit
einer uniibersehbaren Betonung von geometrischer Einsicht und Anwendung stellt sie ein Stan-
dardwerk dar, welches in keiner mathematischen Bibliothek fehlen sollte.

Haupt hat immer gerne mit anderen Mathematikern zusammengearbeitet und
seine Probleme besprochen. So gibt es aus der Friihzeit seiner wissenschaftlichen
Tétigkeit gemeinsame Arbeiten mit Hilb. Besonders intensiv war die Zusammen-
arbeit mit Christian Y. Pauc, der als kriegsgefangener franzosischer Offizier an der
Erlanger Universitit tiatig war. Bis in die sechziger Jahre hinein entstanden eine
Reihe gemeinsamer Arbeiten zur Madtheorie, wobei besonders auf die Arbeiten
liber die Ableitung absolut additiver Mengenfunktionen hingewiesen sei. Auch auf
seinem Hauptarbeitsgebiet, der Ordnungsgeometrie hat er immer wieder Mitarbei-
ter und Gesprichspartner gefunden: Nobeling, Denk und insbesondere Kiinneth.

Was hat Haupt veranlafdt, sich zu Beginn seines Wirkens in Erlangen der Ordnungs-
geometrie zuzuwenden? Er erzdhlt von seiner Freundschaft mit J. Hjelmslev
(1873—-1950), der ihn auf die Arbeiten von C. Juel (1855—1935) aufmerksam
machte, die ihn dann faszinierten. Auch hatte sich Arthur Rosenthal, der ihm in
seiner Miinchner Studienzeit so freundschaftlich entgegengekommen war, im An-
schlufd an Juel mit Kurven endlicher Ordnung beschiftigt. Die erste Arbeit zu den
geometrischen Ordnungen ist auf die Habilitationsschrift von Arthur Rosenthal

bezogen auch korrespondiert Haupt mit Rosenthal iiber seine Uberlegungen und
nahliafllinh fish1é aioh LT osne bt anion o sceecdal--loo 2ol ';-T Ly |‘

Erbe Christian Staudts (1798—1867) — den er als den ersten bedeutenden Mathe-
matiker in Bayern bezeichnet — zutiefst verpflichtet.

Im Gegensatz zu den Begriindern der Ordnungsgeometrie, die von stiickweise stetig
differenzierbaren Kurven ausgingen, verzichtet Haupt auf Differenzierbarkeitsvor-

nnnnnn brvrsvonromonr T ln mdmdt om0 1Y T™Tr e e e g
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den erstgenannten im Anschlufd an Rosenthal, die beiden anderen im Anschluf an
Juel. Als Beispiel geben wir die in der ersten Arbeit [13] bewiesenen Sitze wieder:

viele, relativ einfache Bogen zerlegbar. Hingegen lassen sich zu jeder
Relativordnung r > 8 Bogen angeben, die auf keine Weise als Aggregate
von endlich vielen, relativ einfachen Bogen darstellbar sind.

Satz II.  Jeder Bogen U der Ordnung n <5 ist in endlich viele,
relativ esnfache Bogen zerlegbar. Hingegen gibt es Bogen von jeder Ord-
nung n 2> 6, die auf keine Weise als Aggregate von endlich vielen, relativ
einfacken Bogen darstellbar sind.

Nach einer Pause von fiinf bis sechs Jahren, in der u. a. das zweibindige Algebra-
buch entsteht, wendet sich Haupt erneut Strukturfragen in der Ordnungsgeometrie
zu — jetzt im Anschluf} an ein Ergebnis von Hjelmslev, indem er neben dem globa-
len Ordnungsbegriff den lokalen Begriff des Punktes n-ter Ordnung einfiihrt. Mit
diesem wird der Begriff des ordnungshomogenen Bogens erklirt. In den weiteren
Arbeiten betrachtet er an Stelle der Bégen allgemeiner kompakte zusammenhin-
gende Punktmengen der Ebene und kniipft dabei an Ergebnisse von Marchaud an.
Er beschiftigt sich auch mit Raumkurven dritter und vierter Ordnung und wendet
sich dabei der Frage nach ordnungsfester Erweiterung eines Bogens der Ebene oder
des Raumes zu, wobei er insbesondere geschlossene Kurven im Blick hat.

Haupt hat sich immer Rechenschaft dariiber abgelegt, welche Voraussetzungen
beim Beweis eines Satzes wirklich gebraucht werden, ob man nicht die Voraus-
setzungen abschwichen konne, ob man nicht die Untersuchungen iiberhaupt in
einen allgemeineren Rahmen stellen kénne. In der Ordnungsgeometrie hat er zu-
nichst die zu betrachtenden Gebilde verallgemeinert, dann aber auch an Stelle
von Geraden, Kreisen und Kegelschnitten in der Ebene allgemeinere Ordnungscha-
rakteristiken zugelassen. In einer grofangelegten Arbeit ([38]) fiihrt er die Struk-
turtheorie fiir Kurven der Ebene bei beliebigen Ordnungscharakteristiken durch.
Er reflektiert aber auch dariiber, was Strukturfragen sind und entwickelt damit zu-
gleich ein Programm fiir seine weiteren Arbeiten. An die Strukturfragen schliefen
sich die Gestaltsfragen an. Wir machen dies am besten deutlich, indem wir Haupt
zu beiden Fragenkreisen selbst zu Wort kommen lassen:

Strukturprobleme bei reellen Gebilden.
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Bei einer Analyse des Beweises des Verteilungssatzes der Strukturtheorie reeller
Gebilde erkennt Haupt, daR nur die »Monotonie-Eigenschaft* der Ordnung wirk-
lich gebraucht wird, und er fat deshalb den Problemkreis ,»,Ordnungsgeometrie*
neu und sehr viel allgemeiner. Fragen, bei denen Ordnungscharakteristiken eine
Rolle spielen, werden dann in Zukunft als Juelsche Probleme bezeichnet.

Auf die erste Periode von Otto Haupts Schaffen zur Ordnungsgeometrie sind wir
hier etwas niher eingegangen. Bei dem Reichtum der Ergebnisse, die nach dem zu-
sammenfassenden Bericht [65] von 1938/39 publiziert wurden, ist es uns nicht mog-
lich, die weiteren Entwicklungslinien im einzelnen nachzuzeichnen. Um dem Leser
den Uberblick zu erleichtern, haben wir versucht, Haupts ordnungsgeometrische
Arbeiten nach Themenkreisen zu ordnen (selbstverstindlich kénnte man auch zu
anderen Einteilungen gelangen, und die Zuordnung der einen oder anderen Arbeit
zu einem der Themenkreise ist keineswegs eindeutig). Wir verweisen besonders auf
die von Haupt selbst gegebenen Uberblicksartikel und auf das grofe zusammenfas-
sende Werk ,,Geometrische Ordnungen®, das er zusammen mit H. Kiinneth verfafdt
hat.
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Schlichte Funktionen nach de Branges
W. K. Hayman, Heslington, York

1 Einfiihrung

Es sei S die Klasse der Funktionen

(1.1 f(z)=z+Y a,z",
2

die im Einheitskreise A analytisch und schlicht sind. Unlingst bewies de Branges
[1985] die Vermutung von Bieberbach [1916], daf fiir alle n = 2 die Ungleichung

(1.2) la,I<n
gilt, mit dem Gleichheitszeichen nur fur die Koebe-Funktionen
(1.3) f(z)=2z(1 —ze®) 2=z + 2z%1% + 3230 + . .. .

Dies war wohl das beriihmteste bis dahin offene Problem in der klassischen Funk-
tionentheorie. Vereinfachungen sind von Emel’yanov, Milin [ 1984] und Fitzgerald
und Pommerenke [1985] gegeben worden. Ich méchte anfinglich die Geschichte
dieses sensationellen Resultates kurz beschreiben. Bieberbach [1916] selbst bewies
|a, | < 2. Lowner [1923] bewies |a; | < 3 mit einer parametrischen Methode, die
auch bei de Branges’ Beweis eine fundamentale Rolle spielt. Mit der Schifferschen
Variationsmethode bewiesen Garabedian und Schiffer [1955] |a; | < 4. Etwa zur
gleichen Zeit bewies ich [1955], dafd (1.2) fiir festes f und n > ny(f) gilt. Schlief’-
lich bewiesen Pedersen [1968] und Ozawa [1969] (1.2) fiir n = 6 und Pedersen
und Schiffer [1972] fir n = 5.

Um de Branges’ Beweis etwas zu erldutern, miissen nun noch einige verwandte
Resultate und Vermutungen erwihnt werden. Sei f(z) € S. Wir schreiben

. -

(1.4) log(—(—z))= Y 2c,.z*
z k=1

und fiir 0 <\ < oo

A o
(1.5) (f—(ZQ) =Y a,(\)z".

0

Fiir X = 1/k, wo k eine natiirliche Zahl ist, erhalten wir die sogenannten k-symme-
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trischen Funktionen in S:
(1.6) (9= a (1/k)zk+ 1,
0

Insbesondere erhalten wir fiir k = 2 die ungeraden schlichten Funktionen. Zwar
zeigten Fekete und Szego [1933] schon, da8 das analoge Resultat zu (1.2) fiir die
a,(1/2) nicht mehr richtig ist, und ihre Uberlegung iibertrigt sich auf a, () fiir

A <1. Aber Robertson [1936] stellte die Vermutung

(1.7 Zn: lan(1/2)P<n+1
0

auf, die Bieberbachs Vermutung enthilt in einer verallgemeinerten Form, nimlich
die sogenannte Rogosinski-Vermutung [ 1943], daf (1.2) giiltig ist fiir jede Funk-
tion, die einer Funktion in S subordiniert ist.

2 Die Milin-Lebedevschen Ungleichungen

Ein wichtiger Schritt wurde von Milin [1971] und Lebedev unternommen.
Wir betrachten eine formale Potenzreihe

Q0 Y oz

v=1

und ihr Exponential

(2.2) Zﬁuz”=exp{ Y oz’
0

v=1

Ferner definieren wir die Binomialkoeffizienten d,(A) durch

(23) (1-2=}% d,(V)z".
0

Dann gelten die beiden Ungleichungen [Milin (1971) (2.33) S. 48]

N 1B, 12 No(klog* 1
0 Y < rDergaig ¥ (SEE-f)anar
und [Milin (2.37) S. 50]
Nkl 1
@3 IS er | T (MR L ao].

Das Gleichheitszeichen besteht in (2.4), (2.5) nur fiir o, = Xei*®/p, 8, = d,(A\)e'*?,
v=1,2,...N. Setzen wir nun o, = 2Xc,, 8, = a,(A) und beniitzen wir (2.4), (2.5
mit 2A statt A, so erhalten wir aus (1.9), (1.5), (2.4) und (2.5)

N

N la,(\)
2 AT D) 2,

(2.6) RIRFYCIN

<dy(2A+ 1) exp

(klckP —%‘)dN_k(zm )
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und
M |2 3 (kiap-1) - ag @]
@D layM|<dgVexpi~—=y L |klo =7 dy_, 2N} .
' — S
—

Der Beweis von (1.2) und (1.6) folgt nun sofort aus:

Satz 1 von de Branges [1985] Es sei 04, 0,, ..., On+, eine Folge, so daf3
28) 0,Z0,=2...2054+1=0

und

(29) 0x—0k+1=0x+1—Og+2, ISkSN-1.

Dann gilt
N 1

(2.10) Z (klck |2_E)0k<0,
1

wo ¢ durch (1.4) definiert ist.

Wie de Branges selber bemerkt, folgt die allgemeine Form seines Satzes direkt
aus dem Spezialfall 0, = N + 1 — k, ndmlich

<0.

N
(2.11) Y (N+1 —k)(klcklz—%
1

Letzteres ist die sogenannte Milinsche Vermutung. Setzen wir A = 1/2 in (2.6) und
A=11in(2.7), so erhalten wir aus (2.11) und d,(2) =n + 1 die Vermutungen (1.7)
und (1.2). Ferner ist es leicht zu sehen, daf} die Bedingungen (2.8) und (2.9) auch
fur

ox=dy_x(W), u=2
erfiillt sind. Setzen wir dies in (2.6) und (2.7) ein, so erhalten wir
Satz 2 [Hayman und Hummel 1986] Es gelten fir N=1,2,...

N 2
212 3 [EMeN]

1
< + ==
RINPRCY dy@A+1), A

2 b
und
(2.13) lan)I<dy(2N), AZ=1.

Gleichheit besteht in allen Fillen nur fiir die Koebe-Funktionen (1.3). Wie schon
oben bemerkt wurde, ist (2.13) fiir N = 2 und A < 1 nicht mehr richtig. Die
Bemerkung, daf’ (2.12) und (2.13) aus (2.4), (2.5) und (2.10) folgen, wurden
auch unabhingig von anderen, z. B. Grinzpan und Aharonov gemacht.

3 Das Verhalten der a, ()

Obwohl (2.13) fir A <1 nicht mehr richtig ist, bleibt die entsprechende
Groflenordnung

G la I <AMn?!
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doch noch fur kleinere A bestehen. Man findet dieses Resultat z. B. in [Hayman
1958, Satz 3.3, S. 46] fiir A > 1/4. Hieraus folgen insbesondere die klassischen
Resultate [Littlewood und Paley 1932]

(3]

und [Levin 1934}

X

fiir die Koeffizienten der ungeraden und 3-symmetrischen Funktionen. Erst kiirz-
lich konnte Baernstein [1986] (3.1) auf A = 1/4 und sogar auf A > 1/4 — § verall-
gemeinern, wo § eine kleine positive Zahl ist. Hiermit bewies er die sogenannte
Szegd-Vermutung (siehe Levin [1934])

‘)
an (k
fur k = 4. Die Vermutung ist also fiir k = 2, 3, 4 bewiesen. Andererseits zeigt ein
Beispiel von Pommerenke [1975, S. 38], daf} (3.4) fiur k = 12 falsch ist. Fiir

5 <k <11 ist die Vermutung aber noch offen.

Obwohl (2.13) fiir A <1 falsch ist, hat nach (3.1) a,(A) doch die richtige Grofien-
ordnung fiir A > 1/4 — §. Wir konnen noch zwei asymptotische Resultate erwih-
nen. Erstens existiert fiir eine feste Funktion f € S und A > 1/4 der Grenzwert
[Hayman 1958, S. 112]

. lay ()|
o) = lm o

und a(A) < 1 aufder fiir die Koebe-Funktionen (1.3). Fiir diese besteht in (2.13)
(ol gy o e’ | 0§ (00l JE M0 ), I i 6, 10—

3.2)

<A,

3.3) <Az Y3

(3.4)

< Aknl/k—l

grofe N richtig, und mit Baernsteins Methode kKann man dies wohl auch fur
A > 1/4 — § beweisen.
Ferner sei

A (N =sup |a,(M)|.
fes

Nun bewiesen Hayman und Hummel [ 1986] kiirzlich

Satz 3 Fiir 1/4 <A <1 existiert der Grenzwert

KO = lim -2
M= 1lm 3o

und 1 <K\ <o, Ist 1/4 <X <0,4998, so ist K(A) > 1.

Also sind, fir A < 0,4998, A,,(A) und dy(2X\) nicht mehr asymptotisch gleich. Dies
ist zum Beispiel fiir die 3- und 4-symmetrischen Funktionen (A = 1/3, 1/4) der Fall.
Wir vermuten, dafs K(\) = 1 noch fiir 1/2 <X <1 aber nicht mehr fir A < 1/2 gilt
und daB der Grenzwert fiir 0 < X <A, unendlich ist und fiir Ao <\ < 1/2 existiert
und grofer als Eins ist. Fir 1/4 — 8§ <\ < 1/4 folgt dies wohl aus Baernsteins
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Methode. Letztere ist iibrigens kiirzlich von Pommerenke [1985a] noch verbessert
worden, so daf § etwas kleiner als 1/100 gewéhlt werden kann. Will man aber
Szegds Vermutung fiir k = 5 beweisen, so braucht man 8 =1/20.

Ein weiteres Resultat von Milin [1971] soll hier noch erwihnt werden. Er bewies

Satz 4 Es gilt

N 1
Y (klcklz—i)<8, 5 <0,312.

1

Mit & = 0 ist Satz 4 sicher falsch, denn hieraus wiirde (2.13) mit A = 1/2 folgen.
Immerhin schlof Milin [1971] aus Satz 4 [siche Pommerenke 1975, S. 86]

1
2|5
Wir bemerken, da aus (2.7) und Satz 4 mit § = 8y, und

6y >0, wenn N —> oo,

<1,17.

unsere Vermutung K(A) = 1, 1/2 <A <1 folgen wiirde.

4 Brennans Vermutung

Es sei w = f(z) eine Funktion aus S und z = ¢(w) ihre Umkehrung, die also
ein einfach zusammenhingendes Gebiet D auf den Einheitskreis A abbildet. Bren-
nan [1978] fragt, fiir welche Werte von p das Flichenintegral

@1 [ le'wPldwir= | [, If' (@ Pldz]?

bestimmt konvergiert. Betrachtet man die Koebe-Funktion (1.3), so sieht man,
da dies fiir p < 4/3 und p = 4 bestimmt nicht mehr der Fall sein braucht. Bren-
nans Vermutung ist, da® das Integral (4.1) fiir die iibrigen Werte von p, ndmlich
fir 4/3 < p < 4 tatsichlich konvergiert. Fiir 4/3 <p <3 folgt dies in der Tat
unschwer aus klassischen Abschitzungen. Der Fall p = 3 ist schwieriger. Brennan
bewies, da® seine Vermutung immerhin noch fiir 3 <p <3 + § gilt, wo § eine
unbestimmte kleine Zahl ist, und Pommerenke [1985a] bewies die Vermutung mit
8§ = 0,399. Ebenfalls zeigte er [1985b], daf die Konvergenz von (4.1) mit 4/3 <p
< 4 iquivalent ist mit

2n
§ 1f ()"0 =01 -7, r—>1
0

fiir 0 <A< 2,und jedes f€S.

Hier ist noch zu sagen, daf {iber die Gréfenordnung von Koeffizienten und Mit-
teln von negativen Potenzen von f' bis jetzt relativ wenig bekannt ist. Ruscheweyh
[1978] bewies, da®, wenn f close-to-convex ist, 1/f' beschrinkte Koeffizienten f,
besitzt, aber Gnuschke-Hauschild und Pommerenke [1985] zeigten, daft dies fir
allgemeine f € S nicht mehr der Fall sein braucht und, dafs sogar

fn =+ O(n°’°642)

fiir eine gewisse Funktion f € S gilt.
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5 Randverzerrung und die Resultate von Makarov

Es sei D ein Jordan-Gebiet mit Rand I" und f(z) eine konforme Abbildung
der Einheitskreisscheibe A auf D und daher auch des Einheitskreises C: |z| =1
auf I'. Wie kénnen wir die Groéfen von Punktmengen E auf C und ihren entspre-
chenden Abbildungsmengen F = f(E) auf I" vergleichen? Es bedeute o(E) die
Hausdorff-Dimension einer Punktmenge E.

Offenbar kann o(T") eine beliebige Zahl mit 1 < o(T") < 2 sein. Hieraus schlieffen
wir sofort, da® «(F) bedeutend grofer als o E) sein kann. Es ist viel weniger klar,
ob o(F) <«(E) moglich ist. Carleson [1973] bewies auf alle Fille, dal, wenn E
positives lineares Maf hat,

1
ofF) >+

gilt, wo 8 eine positive absolute Konstante ist. Dieses Resultat ist von Makarov
[1985] in verbliiffender Weise verschirft worden. Es sei weiter E eine Menge von
positivem linearen Maf3 auf C. Dann hat die Bildmenge F bestimmt positives Haus-
dorff-Maf} entsprechend der Hausdorff-Funktion

1 1
#(t) = texp {C/(log T log log log ?)

wenn C eine geniigend grofie Konstante ist, aber nicht immer, wenn C eine kleine
Konstante ist. Insbesondere gilt auf alle Fille «(F) > 1.

Ferner zeigte Makarov, daf fiir ein allgemeines einfach zusammenhingendes
Gebiet D, das harmonische Ma von D immer auf einer Randmenge F konzen-
triert ist mit o(F) = 1. Pommerenke [1986] hat sogar bewiesen, dal F ein g-end-
liches lineares Maf} hat.

Fir mehrfachzusammenhingende Gebiete kann die Situation anders aussehen.
Carleson [1985] bewies, daf, wenn D das Komplement einer zweidimensionalen
Cantor-Menge der Dimension 1 ist, das harmonische Maf D auf einer Menge der
Dimension kleiner als Eins konzentriert ist.

Ich hoffe, gezeigt zu haben, daf} das Gebiet der konformen Abbildung und der
schlichten Funktionen auch nach de Branges noch viele interessante Probleme
enthilt. Auf einige von diesen konnte ich hinweisen und ich konzentrierte mich
hier hauptsichlich auf Arbeiten, die in den letzten 12 Monaten entstanden und
zum groflen Teil noch nicht verdffentlicht sind. Es zeigt sich, daf seit dem Satz
von de Branges iiberall neues Leben auch in ganz anderen Richtungen der schlich-
ten Funktionen und konformen Abbildungen gekommen ist.

>
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Uniform Domains and the Ubiquitous Quasidisk"
F. W Gehringz), Ann Arbor

Introduction

Throughout this article D and_D' will denote domains in euclidean n-space
R" or its one point compactification R® = R® U {0}, A homeomorphism f : D > D’
is said to be K-quasiconformal if for each x € D\{eo, f1(o0)},

L(x, 1)
i <
hin_)s(l)lp %x. 1) <K

where L(x,r)= max [f(x)—f(y)], «Ux,r)= min [f(x)—1f(y)].

Ix—yl=r Ix—yl=r

A domain D C R? is a K-quasidisk if it is the image of an open euclidean disk
under a K-quasiconformal self mapping of R2.

From the definition it follows that a quasidisk D is a Jordan domain in
the extended complex plane R2. Conversely it is not difficult to show that a
Jordan domain D C R? with smooth boundary 8D C R? is a quasidisk. On the
other hand, the boundary of a quasidisk D may be quite wild. Indeed for each
1 <a < 2itis not difficult to construct a quasidisk D C R? for which 8D has
Hausdorff dimension equal to o [GV2]. In view of this it is quite surprising that
this class of Jordan domains admits the following simple characterization [A1].

Theorem 1 A Jordan domain D C R? is a K-quasidisk if and only if there
exists a constant c such that for each pair of points z,, z, in 0D\ {ee}
min dia (G) <clz; — 2,1,
i=1,2

where C, and C, denote the components of 0D\{z,, z,}.

Quasidisks arise naturally in complex analysis, particularly in the study of
Teichmiiller spaces. However, recently it has become clear that they play an im-
portant role in other fields including harmonic analysis, partial differential equa-
tions, approximation theory and elasticity. Some of the more interesting proper-

1) This is a slightly expanded version of a lecture delivered to the Deutsche Mathe-
matische Vereinigung in September 1984.

2) This research was supported in part by grants from the Humboldt Foundation
and the U.S. National Science Foundation.
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ties of quasidisks are shared by a closely related class of domains in R" which
have many connections with the corresponding areas of mathematics.

The purpose of this lecture is to point out some of these relations. We
begin by introducing eight different function theoretic properties concerned
with the extendability and injectivity of various classes of functions defined on
domains in R™. Next we consider six geometric properties for such domains and
then conclude by indicating how these concepts are connected. It turns out that
when n = 2, most of them can be used to characterize quasidisks.

Extension Properties

Suppose that D is a domain in R" or R™, that F denotes a class of func-
tions defined on domains in R® or in R™ and that F(D) is the subclass of f € F
defined on D. We say that D is an extension domain for the class F if each func-
tion in F(D) is the restriction to D of a function in F(R") or in F(R"). We con-
sider here extension domains for four different classes F.

1 Lip, extension domains

Suppose that 0 <« <X 1 and that u is a function defined in a domain D in
R™ with values in R™, m = 1. Then u is said to be Lipschitz continuous with
exponent o, or in Lip,(D), if

[u(x) —u(y)l
A1) (ol = sup o
X,y

< o0
ep Ix—ylI®

The function u is said to be in loc Lip, (D) if

(1.2)  llulhoc Lipym) = Sgp lullLip, ) <,

where the supremum is taken over all balls B C D.

The class loc Lip,, arises naturally when relating the Holder continuity
and rate of growth of the gradient of a smooth or Sobolev function in a domain
D. For example, if f is analytic in D C R?, then a theorem due to Hardy and
Littlewood [HL] implies that f € loc Lip,(D) if and only if there exists a constant
¢ such that

(1.3) If'(»)|<cdist(z, aD)* !

forz€D.

It is well known that for each domain D and each function u € Lip,(D)
there exists a function v € Lip,(R™) with u=v|D and
(1.4)  1IVilLipyrm < Cm IVILipyD) s

where cp, is a constant which depends only on m [GM1], [S]. Hence every
domain D is an extension domain for Lip,. This is not true for the class loc Lip,,.
For example when 0 <a < 1, u(x) = |x| is in loc Lip,(D) in the infinite cylinder

(1.5) D={x=(X1, Xz, .., Xq) : Ix11<o0, x3+...+x2<1},
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while u has no extension to a function v € loc Lip,(R"). On the other hand, D
obviously has this property if D is a ball or half space and we are led to the fol-
lowing question.

Problem Characterize the domains D in R® which have the loc Lip,
extension property.

A category argument implies that D is an extension domain for loc Lip,
if and only if there exists a constant ¢ € [1, o) such that

(1.6) ”u"L:po,(D) cllullioc Lipy(D)

for each u € loc Lip,(D). Hence the class of domains which have the extension
property for loc Lip, coincides with the class of Lip,-extension domains studied
in [GM1], [La]. There a geometric condition is given which is necessary and suf-
ficient for a domain D to have this property.

2 BMO extension domains
A function u is said to be of bounded mean oscillation in a domain D C R®,
or in BMO(D), if u is Iocally integrable in D and if

2.1 lullsmom) = sup —-= [ lu—ugldm <ee,

(B)

where the supremum is taken over all balls B with B C D and

1
2.2) UBZKB) udm
B

[RR], [St]. It is easy to check that
(2.3) L=(D) C BMO(D)

and that u(x) = log |x — X, | lies in BMO(D)\L*(D) whenever x, € D. When D is
bounded,

(2.4) Lipg(D) C Lip,(D) C BMO(D)

for all 0 <a < B <1 and BMO(D) may be viewed as a some kind of replacement
for Lipy(D); see [Jol].

The class BMO was introduced by John and Nirenberg in 1961 in con-
nection with John’s work in elasticity [JN], [J1]. Later Fefferman showed this
class is the dual of the Hardy class H! settling a long standing problem in har-
monic analysis [F]. Recent work has revealed close connections between BMO
and many other branches of analysis including singular integrals, quasiconformal
mappings and partial differential equations [Ba], [Ga], [Mo], [RR], [S], [T].

Though every domain D has the extension property for the classes L™
and Lip, in (2.3) and (2.4), the domain in (1.5) is not an extension domain for
BMO. On the other hand, a ball or half space D has this property [RR].

Problem Characterize the domains D in R® which have the BMO exten-
sion property.
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A complete solution is given in [Jo1]. For an alternative characterization
see [GO].

3 Sobolev extension domains

A function u is said to be in the Sobolev class W2(D), where D C R™,
1 <p, k <0 and k is an integer, if u has distribution derivatives,

alely
. Y=,
@b D oxt. .. oxmp

Ial=al+---+an,

in D for |a| <k and if

(32 lullwpey= L (D ullyp) <.

la| <
We see from (3.2) that
(3.3) Cy(D) C WR(D) C LP(D),

where CK(D) denotes the class of functions which have continuous k-th deriva-
tives and compact support in D.

Every domain D has the extension property for the classes C'& and L? in
(3.3); this is not true for the class Wi. However, a ball or half space does have
this property.

Problem Characterize the domains D in R™ which have the Sobolev
extension property.

A general sufficient condition is obtained in [Jo2]. This condition is also
necessary for the case where n = 2 and D is finitely connected. See also [C], [S].

4 Quasiconformal extension domains

For each domain D in R™ we let QC(D) denote the family of self quasi-
conformal mappings of D. If D is a ball or half space, then each f € QC(D) can be
extended by means of reflection to obtain a mapping g € QC(R"). Thus each
ball or half space is a quasiconformal extension domain. Simple examples show
that this is not true for all domains D. In fact when n = 2, a Jordan domain D
has this property if and only if D is a quasidisk [Ri].

Problem Characterize the domains D in R™ which have the quasicon-
formal extension property.

See [GM2] for various geometric conditions related to this property.

Injectivity Properties

Suppose that F is a family of local homeomorphisms f defined in a
domain D in R™. What conditions on F and D allow one to assert that each f € F
is injective in D? We consider this question for four different classes of local
homeomorphisms.
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5 Local quasiisometries

We say that f is an L-quasiisometry in a domain D in R", 1 < L <eoif
1
(5.1) fIX“YI<If(X)—f(y)I<LIx—yI

for all x, y € D; fis a local L-quasiisometry in D if for each L' > L, each point of
D has a neighborhood U in which f is an L'-quasiisometry.

An L-quasiisometry is clearly injective for 1 < L <eo, Similarly a local
L-quasiisometry is injective when L = 1. On the other hand,

(5.2) f(rei®) = { eil??

is a noninjective local L-quasiisometry in
D={z=re?: 0<r<oo, |§| <7} C R?

for 1 <L <o, Hence no such result holds for local L-quasiisometries when

L > 1. However, the following result due to F. John [J2], [G1] shows that for
certain classes of domains D, a local L-quasiisometry of D will be injective if L
is sufficiently close to 1.

Theorem 2 If D is a ball or half space and if f is a local L-quasiisometry
in D with L < 2Y4 then f is injective in D.

Proof. We consider the case where n = 2. If f is not injective in D, then
because f is a local homeomorphism, we can choose a disk B with B C D and
points z,, z, € 9B such that f is injective in B and f(z,) = f(z,).

Let o be the circular arc in B orthogonal to 0B at z; and z, and let E
denote the component of B\« whose image E’ is enclosed by the Jordan curve
o' = f(a). Then

(5.3) o) <L)

because f is a local L-quasiisometry in B. Next the fact that f is injective in B
implies ™! is a local L-quasiisometry in B’ = f(B) and hence that

(5.4 m(E)<L?’m(E").

Then elementary geometry and the isoperimetric inequality allow us to conclude
that

2(a)?
(5.5) % <m(E)<L>m(E) < L?
or that L*> 2, a contradiction.

For each domain D in R" we let L(D) denote the supremum of the num-
bers L = 1 with the property that each local L-quasiisometry f in D is injective
there. Theorem 2 and a simple example similar to the mapping f in (5.2) show that

(5.6) 2M*<L(D)<2'/?

when D is a ball or half space. The exact value of L(D) is not known in this case.

"n2 2
') <Lé L)
4 4
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For example, a more detailed analysis [G2] yields the lower bound
(5.7 (1+2"HY<L(D);

presumably L(D) = 21/2,

The constant L(D) may be interpreted physically if we think of D as an
elastic body and f as the deformation experienced by D when subjected to a force
field. Requiring that f be a local L-quasiisometry bounds the strain experienced
by D under the force field; L(D) then measures the maximum strain allowable
in D before D collapses onto itself. For this reason we say that D is rigid if
L(D)> 1.

Problem Characterize the rigid domains D in R™

A general sufficient condition is given in [MS]. This condition is also
necessary for the case where n = 2 and D is finitely connected [Ge4], [GM2].
See [Ge4] also for an application to the elasticity of plane bodies.

6 Universal Teichmiiller space

Suppose now that f is meromorphic and locally injective in a domain D
in R2, The Schwarzian derivative of f,

1
(6.1) Se=(f"/f) ~3 (£"/f"?,

measures how much f differs from a Mobius transformation. In particular, S¢ =0
in D if and only if f = g|D where g is a MSbius transformation, in which case f is
clearly injective in D. Suppose next that D contains at least three points in its
boundary. Then D has the unit disk B as its universal covering surface and the
hyperbolic metric pp in D is given by

(6.2) pplg@Ig @)=~ 1z

where g : B = D is an analytic projection. The following result shows that whether
or not f is injective in D depends on the relative sizes of |S¢| and 03 [BG], [K],
[L1], [N].

Theorem 3 Suppose that f is meromorphic and locally injective in a
domain D in R2. If f is injective, then |S¢| < 12p,2) in D. Conversely if D is a disk
or half plane and if |S¢| < 203 in D, then f is injective. The constants 12 and 2
are best possible.

For each domain D in R? we let o(D) denote the supremum of the num-
bers a = 0 with the property that each function f, meromorphic and locally
injective with |S¢| < ap]zg in D, is injective in D. Then Theorem 3 and [Lel]
imply that

(6.3) 0<o(D)<2

for each simply connected domain D with equality if and only if D is a disk or
half plane. The constant o(D) measures how rigid D is with respect to conformal
deformations which are close to Mobius transformations.
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Problem Characterize the domains D in R? with o(D) > 0.

A sufficient condition is given in [MS] and a necessary condition in [Ge3].
Both conditions are equivalent, and hence necessary and sufficient, when D is
finitely connected [GM2], [O1].

The constant o(D) has been calculated for several simply connected
domains [Lel], [Le2], [L2]. For example,
n—2 )2

(6.4 oD)=2

if 0D is a regular n-sided polygon [Ca].
It turns out that the space of Schwarzian derivatives of conformal map-
pings of B onto such conformally rigid simply connected domains D with metric

(6.5) IS¢ —S,ll = sup 1Se(z) — Sg(2) | pp(2) ™2

is the Bers universal Teichmiiller space T = T(1) [B], [Ge3].

7 Analytic functions

We have introduced above two domain constants L(D) and o(D) with the
following properties: I(D) > 1 implies that f is injective whenever f is nearly an
isometry in D; o(D) > 0 implies that f is injective when f is nearly a M&bius trans-
formation in D. The following analogue of Theorem 3 shows that there is another
natural measure, analogous to the Schwarzian derivative, corresponding to the
class of euclidean similarities [A2], [Be], [BP], [DSS], [E], [O2].

Theorem 4 Suppose that f is analytic and locally injective in a simply
connected domain D in R2. If f is injective, then |f"/f'| < 8pp in D. Conversely
if D is a disk or half plane and if |f"/f'| < pp in D, then f is injective. The con-
stants 8 and 1 are best possible.

For each domain D in R? we let 7(D) denote the supremum of the num-
bers b = 0 with the property that each function f, analytic and locally injective
with |f"/f'| < bpp in D, is injective in D. Then by Theorem 4,

(7.1) ™M)=1

if D is a disk or half plane. Again 7(D) measures how rigid D is with respect to
analytic deformations which are close to euclidean similarities.

Problem Characterize the domains D in R? with 7(D) > 0.

A sufficient condition is given in [MS]. A necessary condition is derived

in [AG] for the case where D is simplz connected'i in this case both conditions

A 1]""‘ S
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where pp is as defined in (6.2) and the infimum is taken over all rectifiable arcs
which join x and y in D. The function hp is conformally invariant and hence a
valuable tool when studying conformal mappings in R2.

There exists no analogue of the distance hp in higher dimensions except

when D is a ball or half space. However, if z € D C R?, then
1
<—
(12.2) po(@) < 5577, D)

by the Schwarz lemma while
12.3 ) > _1_ —1____
(12.3) Po(2) >3 55t (7, aD)

by the Koebe distortion theorem when D is simply connected. This suggests
replacing pp(z) by dist (z, 9D)* when seeking a substitute for hp in domains
D C R™ with n = 2. We call

1

(12.4) ko(x, y) = inf | 2o =) ds

the quasihyperbolic distance between x, y € D, where the infimum is taken over
all rectifiable arcs « joining x and y in D [GP]. The function ky, plays an impor-
tant role in the study of quasiconformal and quasiisometric mappings in higher
dimensions [GO], [TV1], [TV2].

It is not difficult to show that

(12.5) jo(x, y) = % log (disix(;, }E;:)) * 1) (dils): (_yt’ i’)D) * 1)
is a distance function, that

(12.6) jp(x,y) <kp(x,y)

in each domain D and that

(12.7) kp(x,y) <2jp(x,y)

whenever D is a ball or half space [Ge5]. Thus it is natural to ask in which
domains D is kp, and hence hp when n = 2, bounded by a multiple of jp.

Problem Characterize the domains D in R® for which there exists a con-
stant c such that kp < c¢jp in D.

A characterization is given in [Jo1]. A second is derived in [GO].

13 Quasiextremal distance domains

Suppose that C,, C; are disjoint continua which lie in a domain D C R™.
Then (Cy, C,; D) is a condenser whose conformal capacity is given by

(13.1) cap (Cy, Cy; D) =inf | |Vul*dm,
u p

where the infimum is taken over all functions u € C}(D) with u < 0 on C4 and
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u=1onC, [Lo], [Gel]. This reduces to the usual electrostatic capacity when
n=2.

The quantity cap (Cy, Cy; D) is a conformal invariant which measures the
conformal or extremal distance between Cy and C, in D. It is big if the continua
Co and C, are large and close to one another in D, that is, if they can be joined
by many short curves in D; it is small if one of the continua is small or if they
lie far from one another in D.

Since C}(R™) C CY(D), we see from (13.1) that

(13.2) cap (Cy, Cy; D) < cap (Cy, C;; R™).
On the other hand,
(13.3) cap (Co, Cy; R™) <2 cap (Cy, Cy; D)

if D is a ball or half space.

These inequalities show that presence of the boundary of a ball or half
space D does not influence significantly the extremal distance between pairs of
continua in D. We say that a domain D in R is a quasiextremal distance domain
if there exists a constant M € [1, o) such that

(13.4) cap (Co, C;; RN <M cap (Co, Cy; D)

for each pair of disjoint continua C,, C; C D [GM2].

Quasiextremal distance domains are closely connected with the problem
of extending conformal and quasiconformal mappings. For example, suppose
that D is a domain in R™. If D is a quasiextremal distance domain with M = 1,
then each K-quasiconformal mapping of D has a K-quasiconformal extension to
R [AS]. Moreover when n = 2, each conformal mapping of D has a conformal
extension to R? if and only if D is a quasiextremal distance domain with M = 1
[AB]. Similar results are given in [GM2] for the case where M > 1.

Problem Characterize the quasiextremal distance domains D in R,

A sufficient condition and several necessary conditions are obtained in
[GM2].

U icivelydemaing

Finally we say that a domain D C R? is a quasicircle domain if there
exists a K €[ 1, o0) such that each component of R?\D is either a point or the
closure of a K-quasidisk.

Problem Characterize the quasicircle domains D in R2,

Relations between these classes

We conclude by summarizing what is currently known about relations
between the fourteen classes of domains introduced above. With each class we
list the number of the section in which it is discussed.
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Theorem 6 If D is a domain in R, then the following statements are
equivalent.

(2) D is a BMO extension domain.

(9) D is uniform.

(11) D is decomposable.

(12) kp < cjp in D for some constant c.

Proof. By Theorem 1in [Jol], D has the BMO extension property if
and only if there exist constants a and b such that kp < ajp + b in D; this last
statement holds if and only if D is uniform by Corollary 1 in [GO]. Next it is
easy to check kp < ajp + b in D for some constants a and b if and only if
kp < ¢jp for some constant c. Finally Theorem 5.1 in [Ma] implies that a uniform
domain is decomposable, while the converse implication is an immediate conse-
quence of the fact that the image of a ball under an L-quasiisometry is uniform
with a = 7L%/2.

The argument in [GO] shows that when D is uniform, we may choose
the arc o in (9.1) and (9.2) to be a quasihyperbolic geodesic joining x and y in D;
when n =2 and D is simply connected, we may take « to be the corresponding
hyperbolic geodesic.

Theorem 7 If D is a uniform domain in R, then the following statements
hold.

(1) Disaloc Lip, extension domain.

(3) Disa Sobolev extension domain.

(4) D isa quasiconformal extension domain when n = 2.
(5) L(D)>1.

(6) ao(D)>0whenn=2.

(7) 7(D)>0whenn=2.

(8) K(D)>1when n=3.

(10) D is linearly locally connected.

(13) D is a quasiextremal distance domain.

(14) D is a quasicircle domain when n = 2.

If n= 2 and D is finitely connected, then the converses to all but the first, second
and sixth of the above statements hold. The converse to the second holds if D is
also bounded; the converse to the sixth holds if D is also simply connected.

Proof Su

is 2 uniform damain in R® Then N.ica Inc T in

extension domain by Theorem 2.24 in [GM1] and (1.4). Next a direct argument
shows that D satisfies the (e, *°) condition in [Jo2] and hence is a Sobolev exten-
sion domain by Theorem 1 in [Jo2]. D is a quasiextremal distance domain by
Lemma 2.18 in [GM2] and, when n = 2, a quasiconformal extension domain by
Corollary 3.17 in [GM2]. Theorems 3.8 and 3.17 in [MS] imply that L(D) > 1
and that K(D) > 1 when n = 3, respectively. When n = 2, Theorem 4.24 in [MS]
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and (12.2) imply that o(D) > 0 and 7(D) > 0. Finally D is linearly locally con-
nected by the proof for Theorem III.4.1 in [Ge5] and hence a quasicircle domain
when n =2 by Lemma 5 in [Ge3].

For the converses suppose that n = 2. If L(D) > 1, or if D is simply con-
nected with 7(D) > 0, or if D is a quasiextremal distance domain, then D is
linearly locally connected by Lemma 3 in [Ge4], or by Theorem 1.4A in [AG],
or by Lemma 2.11 in [GM2], respectively. Hence in each case D is a quasicircle
domain by Lemma 5 in [Ge3]. The same conclusion follows from Theorem 6 in
[BG] if o(D) > 0.

Suppose now that n = 2 and that D is finitely connected. If D is a quasi-
conformal extension domain, then D is a quasicircle domain by [GH]. Next if D
is a bounded Sobolev extension domain, then D satisfies an (€, =) condition by
Theorem 4 in [Jo2] and a direct argument similar to the proof of Theorem I11.4.1
in [Ge5] shows that D is linearly locally connected and hence a quasicircle domain
as above. Finally if D is a quasicircle domain, then D is uniform by Theorem 5 in
[O1] and Theorem 5 in [GO].

In conclusion, Theorems 6 and 7 yield the following different ways of

viewing a o ounded quasTais n———

Corollary If D is a bounded simply connected domain in R?, then one of
the following statements holds if and only if all do in which case D is a quasidisk.

(2) D isa BMO extension domain.

(3) Disa Sobolev extension domain.

(4) D is a quasiconformal extension domain.
(5) L(D)>1.

(6) o(D)>0.

(7 7(D)>o0.

(9) D is uniform.

(10) D is linearly locally connected.

(11) D is decomposable.

(12) kp< cjp in D for some constant c.
(13) D is a quasiextremal distance domain.

(14) D is a quasicircle domain.
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Buchbesprechungen

Hsu, P.-L., Collected Papers, Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer
Verlag 1983, xii, 589 pp., cloth, DM 148,—

Pao-Lu Hsu (1910-1970) gilt als der erste chinesische Mathematiker, der durch Ar-
beiten auf den Gebieten der Mathematischen Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie inter-
nationale Anerkennung gefunden hat. Wissenschaftlich geprigt wurde er durch einen Aufent-
halt am University College London (1936—40), also zu einer Zeit, als dort sowohl J. Neyman
und E. S. Pearson wie auch R. A. Fisher wirkten. Demgemif beschiftigen sich seine Arbeiten
zunichst vorwiegend mit den damals aktuellen statistischen Fragestellungen bei univariaten
und multivariaten linearen Modellen und zwar im Neyman-Pearsonschen wie im Fisherschen
Sinne. Erst spdter traten wahrscheinlichkeitstheoretische und matrizentheoretische Fragen so-
wie solche der Versuchsplanung hinzu: Alle spiegeln jedoch die Bereitschaft zu umfangreichen
analytischen Rechnungen und seine durch die britische Ausbildung geprigte Bevorzugung von
konkreten Fragestellungen gegeniiber allgemeinen und abstrakten Uberlegungen wider.

Von seinen 40 Arbeiten sind 21 der Statistik, 8 der Wahrscheinlichkeitstheorie, 5 der
Matrizentheorie und 3 der Versuchsplanung zuzurechnen. Im einzelnen seien von den unter
dem Einfluf von Neyman und Pearson geschriebenen Arbeiten diejenigen zur Optimalitit des
Varianzschitzers in Gaul-Markov-Modellen [4] bzw. zur Optimalitit des Likelihood-Quotien-
tentests in linearen Modellen [13] erwihnt. Auf [4] geht nicht nur die Bezeichnung Hsus Modell
zuriick; es werden auch erstmalig quadratische erwartungstreue Schitzer und Vorldufer der Be-
griffe Vollstandigkeit bzw. quadratischer Teilraum benutzt. Die Arbeit [13] enthilt den ersten
Optimalititsnachweis des Likelihood-Quotiententests fiir univariate, lineare Hypothesen in li-
nearen Modellen, der letztlich der jetzt iiblichen Charakterisierung als gleichmifig bester in-
varianter Test entspricht.

Die unter dem Einfluf von Fisher geschriebenen Arbeiten haben wesentlich zur heute
allgemein iiblichen Verwendung matrizentheoretischer Hilfsmittel in der multivariaten Analysis
beigetragen. So stellt er in [S] der mehr geometrischen Argumentation von Wishart iiber die
Verteilung der Stichproben-Kovarianzmatrix im i.i.d.-Fall einen eleganteren algebraisch-analy-
tisch orientierten Beweis gegeniiber. Auch zu vielen anderen wichtigen Statistiken der multi-
variaten Analysis leitet er durch meist umfangreiche, aber elegante Rechnungen die Verteilung
her; [6], [8], [10], [13] und [14]. Vermutlich sind durch diese Arbeiten die spiteren, rein ma-
trizentheoretischen Veroffentlichungen [21], [29] und [31]—[33] angeregt.

Bei seinen Aufsitzen zur Wahrscheinlichkeitstheorie fillt sein Geschick in der Hand-
habung charakteristischer Funktionen (im Sinne von Fourier-Transformationen) auf, etwa in
[18], wo er durch eine Erweiterung der kurz zuvor entstandenen Berry-(Esseen-) Technik Ap-
proximationen fiir die Verteilung der Stichprobenstreuung im i.i.d.-Fall erhilt. Erwihnt sei in
diesem Zusammenhang auch sein Anhang III zu der von Chung besorgten Ubersetzung ,,Limit
Theorems of Sums of Independent Variables‘ des bekannten Lehrbuchs von Gnedenko-Kol-
mogorov [25].

Bereits 1981 war eine Auswahl der wichtigsten 19 Arbeiten bei der Science Press in
China erschienen. Dem Springer-Verlag ist es zu verdanken, dal nunmehr eine vollstindige Aus-
gabe aller 40 Verdffentlichungen vorliegt und zwar durchweg in englischer Sprache. 7 Arbeiten
waren bisher nur in chinesisch erschienen; 2 dieser Publikationen sind Ergebnisberichte aus
Seminaren, die Hsu in seinen letzten Lebensjahren geleitet hat (iiber Limesverteilungen geord-
neter Statistiken bzw. teilweise balancierte, unvollstindige Blockpline). Auch wird eine Arbeit
von W. L. Deemer und I. Olkin abgedruckt, die auf Vorlesungen von Hsu beruht. Auferdem
enthilt der Band neben kurzen Kommentaren chinesischer Kollegen, insbesondere zu den spi-
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geleuchtet. Diese Verfeinerungen der klassischen Ansitze erlauben die Diskussion des Limes-
Verhaltens fiir n - oo der Quantilfunktion, wenn p fest bleibt. Die gleichzeitige Konvergenz

Pn > O erfordert neue Methoden, die Kiefer in [54] entwickelt. Ein zweiter Nachteil des klassi-
schen Ansatzes wird in [56] aufgegriffen, da nimlich die erhaltenen Approximationen fiir
einen einzelnen grofen Stichprobenumfang n gelten, nicht aber fiir die gemeinsame Verteilung
vieler grofler Stichprobenumfinge gleichzeitig. Der springende Punkt ist der, daf die Approxi-
mation auf einem Wiener-ProzeR W(x, t) mit zwei- statt eindimensionaler Zeit aufbaut. Fiir
den Prozefd

K(x, n) = W(x,n) —xW(1, n)
beweist Kiefer in einer technischen Meisterleistung, da®

sup |v/n{Fqa(x) —x} —K(x, n)/+/n|
x€(0,1)

straff ist von der Ordnung n~!/®(log n)*/3; ohne Einschrinkung ist hier die Rechteck-(0, 1)-
Verteilung zugrundegelegt.

Neben diesen eher wahrscheinlichkeitstheoretisch ausgerichteten Arbeiten pflegte
Kiefer mit der multivariaten statistischen Analyse und der statistischen Versuchsplanung auch
Forschungsrichtungen, die mehr der mathematischen Statistik zuzurechnen sind. In [19] ent-
wickelt er Hunt-Stein-Sdtze unter minimalen Voraussetzungen; es dreht sich um die Frage, ob
ein Entscheidungsverfahren, das unter allen invarianten Verfahren optimal ist, in der grofieren
Klasse aller Verfahren seine Optimalitit behilt. Die hierzu geeigneten Gruppen werden durch
Steins Bedingung charakterisiert, vgl. [45]: eine endliche Folge von abgeschlossenen Untergrup-
pen steigt zur Identitit ab so, da jede Untergruppe in ihrem Vorgéinger normal ist und mit ihm
einen kompakten oder abelschen Quotienten bildet.

Die multivariate statistische Analyse ist eines derjenigen Gebiete, in der ohne Reduk-
tion durch Invarianz keine verniinftigen Aussagen erzielt werden konnen. Leider sind die hier
auftretenden Gruppen zu grof}, als daf® Hunt-Stein-Sitze gelten konnten. Kiefer und Koautoren
présentieren in [36, 38, 39, 42] eine Reihe von ingenitsen und diffizilen ad-hoc-Methoden, um
die Minimaxitit klassischer multivariater Tests herzuleiten. Fiir den Test mit Hotellings T2-
Statistik als Priifgrofle gelingt dies gerade nur im Fall von drei Beobachtungen in zwei Dimen-
sionen; eine dhnliche Einschriankung gilt fiir den Test, der auf dem multiplen Stichproben-Kor-
relationskoeffizienten R? beruht. Diese Eigenschaft bleibt erhalten, wenn die Alternative nicht
fest ist, sondern gegen die Hypothese konvergiert (lokale Minimaxitit) oder nach unendlich
entschwindet (asymptotische Minimaxitit). In der Arbeit [42] mit R. Schwarz wird fiir die auf
T2 und R? beruhenden Tests nachgewiesen, daf sie zuldssige Bayes-Verfahren sind.

Eng verbunden mit der multivariaten Analyse und mit der Sequentialstatistik sind
Selektionsprobleme, wie sie im Buch [112] zusammen mit R. E. Bechhofer und M. Sobel dar-
gestellt werden. Kiefer fand mit diesem Thema eine Verbindung von zwei ihn interessierenden
Gebieten, die frither nicht viel miteinander zu tun hatten.

Wihrend alle diese Forschungsrichtungen von Kiefer auf grofies Interesse stiefien, diirf-
ten em21g seine Arbeiten [67 69 70,71] uber bedmgte Konﬁdenzschatzer nicht die erhoffte
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Rahmen abgibt, diesseits und jenseits des Atlantiks grundsitzlich verschieden beurteilt. Viel-
leicht muf auch die Schirfe der Buchbesprechung [99] zu Kendall und Stuart vor diesem Hin-
tergrund gesehen werden. Mit spiirbarer Genugtuung konnte Kiefer aber schliefflich doch in
(Ki) feststellen, daB seine Sichtweite sich durchgesetzt hat.

Von Kiefers 45 Aufsitzen zur Versuchsplanung seien beispielhaft drei herausgegriffen.
In [29] leiten Kiefer und Wolfowitz den nun nach ihnen benannten Aquivalenzsatz her, daf
niamlich das Determinanten-Kriterium (D-Optimalitit) und ein globales, an Varianzen orien-
tiertes Kriterium (G-Optimalitit) zu denselben optimalen Versuchsplinen fiihren. Dieses Ergeb-
nis wird nur dadurch méglich, daf ein Versuchsplan nicht mit diskreten Anzahlen, sondern mit
kontinuierlichen Anteilen identifiziert wird. Im Gefolge dieser Arbeiten wird nun zwischen
einer diskreten und einer kontinuierlichen Theorie der Versuchsplanung unterschieden, in der
also die geforderten Ganzzahligkeiten entweder exakt beachtet oder durch stetige Grofien ap-
proximiert werden. Die Erfahrungen, die Kiefer im Laufe der Jahre mit der kontinuierlichen
Theorie sammelte, sind in [58] niedergelegt. Demgegeniiber wendet sich Kiefers letzter Aufsatz
[98], zusammen H. P. Wynn, einem Problem der diskreten Versuchsplanung zu. Abweichend
vom klassischen Modell mit unabhingigen Beobachtungen und verschiedenen Varianzen wird
hier ein stationdrer Fehlerprozef zugelassen. Fiir die Zuordnung von Behandlungen zu Versuchs-
einheiten werden optimale und Minimax-Pline hergeleitet. Wesentliche Hilfsmittel stammen
dabei aus der Kodierungstheorie, die als neues Hilfsmittel in die Versuchsplanung eingefiihrt
wird.

Die Herausgabe der Collected Papers ehrt den Menschen und Wissenschaftler Jack
C. Kiefer. Fiir uns ist es eine niitzliche Handreichung zur Fortsetzung und Vertiefung des wis-
senschaftlichen Werkes, das Kiefer hinterlassen hat.
(Be) Bechhofer, R.:Jack Carl Kiefer 1924—1981. The American Statistician 36 (1982)

356—-357
(Br) Brown, L.D.: The research of Jack Kiefer outside the area of experimental design.
The Annals of Statistics 12 (1984) 406—415

(Ki) Kiefer, J.: Discussion on the Papers by Wynn and Laycock. Journal of the Royal
Statistical Society, Series B 34 (1972) 177—-178

Augsburg F. Pukelsheim

Witting, H., Mathematische Statistik 1 (Parametrische Verfahren bei festem Stichpro-
benumfang), Stuttgart: Teubner 1985, xviii, 538 S., geb., DM 125,—

Das vorliegende Werk behandelt — seinem Untertitel gemifl — parametrische Verfahren
bei festem Stichprobenumfang und enthilt die Kapitel

1. Statistische Entscheidungen und Verteilungsklassen

2. Test-und Schitzprobleme als Optimierungsaufgaben
3. Reduktinnsprinzinien: Suffizienz und_Invarianz

4. Lineare Modelle und multivariate Verfahren.

Zusammen mit dem geplanten Band II iiber asymptotische, nichtparametrische und sequentielle
Verfahren wird dann ein Gesamtwerk vorliegen, welches die zentralen Themen der mathema-
tischen Statistik umfa3t und das sich — geht man vom Eindruck iiber den vorliegenden Band I
aus — auszeichnet durch

— mathematische Strenge
— eine Fiille an Stoff, Beispielen und Ubungsaufgaben
— eine moderne Présentation.
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Es setzt beim Leser gute Kenntnisse der Mal- und Wahrscheinlichkeitstheorie voraus, entwickelt
aber einige fiir die Statistik besonders wichtige Themen — wie Dichtequotient, bedingte Vertei-
lungen, Faktorisierung in 1.6 — selbstéindig und faft aufierdem die wichtigsten Begriffe und
Theoreme in einem niitzlichen Anhang zusammen.

Vor zwanzig Jahren erschien vom gleichen Autor die ,Mathematische Statistik** und
vier Jahre spiter (1970) zusammen mit Dr. Nélle die ,,Angewandte Mathematische Statistik*,
im folgenden mit MS bzw. AMS abgekiirzt. Es ist naheliegend, das neue Buch von Prof. Witting
mit diesen Biichern zu vergleichen.

Stofflich geht die MS und das erste Kapitel der AMS (iiber lineare Modelle) im vorlie-
genden Band I auf. Das bewahrte Grundprinzip der MS, die finiten parametrischen Verfahren
als Optimierungsprobleme zu behandeln, ist erhalten geblieben. Dabei wird die benotigte Opti-
mierungstheorie in 1.3 bereitgestellt, implizit zum Beweis des Fundamentallemmas in 2.1 und
2.4 verwendet und dann in der allgemeinen Testtheorie in 2.5 angewandt. Es treten gegeniiber
der MS viele neue und moderne Aspekte der Mathematischen Statistik hinzu, wie z. B.

— Robustheit von Tests (2.3)

— L,-differenzierbare Verteilungsklassen (1.8), die fiir das Studium lokal bester Tests (2.2.4
und 2.4.3) niitzlich sind,

— Varianzkomponentenmodelle (4.3);

dazu multivariater Ein- und Zweistichprobentest (4.4) und eine ganze Reihe weiterer erginzen-
der Themen, die hier zum erstenmal in Lehrbuchform dargestellt werden.

Vor allem ist gegeniiber der MS fiir die Motivation der einzelnen theoretischen Bei-
trige durchweg mehr Platz eingeraumt worden. So wird jeder Unterabschnitt durch eine Pra-
ambel mit ibergeordneten und motivierenden Gesichtspunkten eingeleitet. Auch wird der Leser
griindlicher auf die Abhandlungen der Kapitel 2 bis 4 vorbereitet. Alle benétigten Grundtech-
niken — wie Quantilfunktion, lineare Modelle und Normalverteilungsfamilien, Exponentialfa-
milien — werden im 187 Seiten umfassenden ersten Kapitel eingefiihrt. Dieses erste Kapitel bie-
tet fiir sich betrachtet eine vorziigliche Grundschulung in statistischer Methodik.

Angesichts der Fiille des dargebotenen Stoffes und der Strenge und Liickenlosigkeit
der Argumentation konnte ein Umfang von 538 Seiten nur eingehalten werden durch Verwen-
den einer ausgefeilten Notation und durch eine Prisentation, die gewissermafen redundanzfrei
ist. Ein selektives Lesen einzelner Abschnitte wird dadurch erschwert. Als Kompensation bietet
der Autor ein ausfiihrliches und zuverlissiges Symbol- und Stichwortverzeichnis an. Zu bedauern
bleibt, daB nicht noch mehr bibliographische Hinweise gegeben wurden und dafl das Werk nicht
von vornherein in englischer Sprache abgefafit wurde.

Der mehr praxisorientierte Statistiker konnte sich daran storen, daB er iiber lange
Strecken erst einmal hart arbeiten muf, um zu erkennen, in welcher Weise zum Beispiel der
populire Zwei-Stichproben-t-Test seine volle mathematische Auszeichnung erhilt. Doch sollte
es auch dieser Leserkreis begriifien, da} er hier ein Lehrbuch in die Hinde bekommt, welches
die in der Praxis beliebten Verfahren in ein rigoroses — wenn auch nicht einfach zu erschlieffen-
des — Theoriengebiude einbindet und damit tiefere Einsichten iiber ihre Effizienz vermittelt.

Zusammenfassend méchten die Rezensenten ihrem Wunsch Ausdruck geben, daf der
zweite Band nicht allzu lange auf sich warten 14f3t, damit dann insgesamt ein Werk vorliegt, zu
dem man in dieser Verbindung von anspruchsvoller Stoffauswahl und mathematischer Quali-
tdt der Darstellung kaum Vergleichbares findet — und dies nicht nur innerhalb der deutsch-
sprachigen Literatur.

Miinchen P. Gaenssler, H. Pruscha
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Strasser, H., Mathematical Theory of Statistics. Statistical Experiments and Asymptotic
Decision Theory (de Gruyter Studies in Mathematics, Vol. 7), Berlin — New York: Walter de
Gruyter 1985, xii, 491 pp., cloth, DM 158,—

Den in diesem Buch niedergelegten Kenntnissen mochte man eine groflere Verbreitung
im Kreise der Statistiker wiinschen.

Das Buch enthilt finite und asymptotische statistische Entscheidungstheorie im Stile
von Wald und LeCam. Im finiten Teil steht der Epsilon-Vergleich von Experimenten im Vorder-
grund (zentrales Resultat: das LeCamsche Randomisierungskriterium); von diesem Standpunkt
aus werden Teile der klassischen Statistik (z. B. Suffizienz, exponentielle Familien) beleuchtet.
Der Rahmen fiir die hier behandelte Asymptotik ist durch die Existenz eines schwachen Limes
der Likelihoodfunktion vorgegeben (zentrales Resultat: die Approximation durch Gauf3-Shifts).
Der Einschitzung des Verfassers laut Vorwort ,,for good reasons this theory claims to deter-
mine the framework of future developments in asymptotic statistics* muf allerdings wider-
sprochen werden: schlieflich gibt es seit mehr als zehn Jahren eine Entwicklung der asympto-
tischen Statistik, in der man das Verhalten der statistischen Modelle nicht nur bei wachsender
Information (Stichprobenumfang), sondern auch bei zunehmender Dimension des Parameter-
raumes, allgemeiner bei steigender Modell-Komplexitit untersucht; in solchen Situationen kann
in der Regel keine Rede mehr von der Existenz eines schwachen Limes der Likelihoodfunktion
sein.

Ebenso ist der im Titel des Buches ausgedriickte Anspruch einer mathematischen Theo-
rie der Statistik iiberzogen: das Buch beriihrt im wesentlichen Teile der klassischen Statistik; zu
moderneren Entwicklungen (wie z. B. Dichteschidtzung, Resampling-Verfahren) trigt es keine
Theorie bei. Angesichts der gegenwirtig zu beobachtenden divergierenden Entwicklungen in
der Statistik ist die Erfiillung eines solchen Anspruchs ja auch unvorstellbar.

Das Werk enthilt vieles, was bisher nicht in Buchform veroffentlicht ist, vielmehr iiber
Journale verstreut und zum Teil nur in Form von technical reports erhiltlich war. Niitzlich
diirfte es daher fiir denjenigen sein, der es als Nachschlagewerk verwenden will. Diesem Benutzer
freilich macht es der Verfasser nicht leicht: wo immer man das Buch aufschligt, wird man auf
die Suche nach der Bedeutung von an anderer Stelle eingefiihrten Namen und Symbolen ge-
schickt. Der Text enthilt zu viele Benennungen und Bezeichnungen, die nur selten gebraucht
werden.

Der Wert des Buches kann jetzt wohl noch nicht abschliefend beurteilt werden. Ver-
besserungen auf der mathematisch-technischen Ebene scheinen angebracht: beispielsweise wird
das Problem der Darstellbarkeit von positiven normierten linearen Operatoren durch Markov-
Kerne nur im Rahmen von lokalkompakten R4umen mit abzihlbarer Basis abgehandelt. Warum
nicht in Rdumen, die zu Borelschen Teilmengen von kompakten metrischen Riumen homéo-
morph sind? Damit wire der wichtige Spezialfall polnischer Rdume abgedeckt. Das Beweis-
argument wire eher einfacher (Thm. 6.11).

Zum Schluf} eine historische Anmerkung: die Formulierungen von Thm. 49.7 und
Cor. 49.9 erwecken den Eindruck, als sei der Epsilon-Vergleich von Experimenten schon in
1951 von Blackwell betrachtet worden. Die zitierte Arbeit von Blackwell jedoch behandelt
den ,,Null-Vergleich“. Meines Wissens geht die fiir die Beziehungen zur asymptotischen Theo-
rie so wichtige Einfithrung der Epsilon-Defizienz auf LeCam (1964) zuriick.

Heidelberg D. W. Miiller
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Denker, M., Asymptotic Distribution Theory in Nonparametric Statistics (Vieweg
Advanced Lectures in Mathematics), Braunschweig: Vieweg 1985, VII, 204 S., kart., DM 38,—

Dieses gelungene Buch gibt eine einheitliche und iibersichtliche Darstellung von Grenz-
wertsitzen, die fiir viele statistische Methoden von Bedeutung sind. In drei Kapiteln werden
U-Statistiken, differenzierbare Funktionale und Permutationsstatistiken behandelt. Fiir jeden
dieser drei Typen beweist der Autor die hierfiir bekannten allgemeinen Grenzwertsitze und
Invarianzprinzipien. Daran schliefien sich jeweils eine Reihe von Beispielen, in denen die
Anwendung der allgemeinen Sitze auf statistische Probleme ausfiihrlich diskutiert wird. In
diesen ersten drei Abschnitten des Buches geht es ausschlieBlich darum, die Grenzverteilungen
der Statistiken unter den Hypothesen zu bestimmen. Dem Problem der Bestimmung von Grenz-
verteilungen unter den Alternativen und damit dem Problem der asymptotischen Effizienz der
zugrundeliegenden statistischen Verfahren nihert sich der Autor in einem abschlieBenden wei-
teren Kapitel, in dem die Bestimmung von Grenzverteilungen unter benachbarten Alternativen
mit Hilfe des 3. Lemmas von LeCam kurz beschrieben wird.

Zusammenfassend kann man feststellen, dafl der Autor bei der Gestaltung des Stoffes
sehr erfolgreich war, und daf das Buch als Grundlage fiir eine fortgeschrittene Vorlesung oder
ein Seminar zu empfehlen ist.

Bayreuth H. Strasser

Sachs, L., Applied Statistics, A Handbook of Techniques, Second Edition (Springer
Series in Statistics), New York — Berlin — Heidelberg — Tokyo: Springer-Verlag 1984, xxviii,
707 pp., hardcover, DM 154,—

Der vorliegende Text ist eine Ubersetzung der 5. Auflage (1978) der deutschen Ver-
sion dieses erfolgreichen Praktiker-Buchs aus der Feder eines medizinischen Statistikers. Er
gibt kurze prignante Einfihrungen (incl. historischer Anmerkungen) in die Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitstheorie und der angewandten Stochastik und behandelt eine umfangreiche
Auswahl praktischer statistischer Verfahren. Auch ganz allgemeine Maximen zur Gestaltung
stochastisch-gestiitzten wissenschaftlichen Vorgehens findet der Leser in Tafelform zusammen-
gestellt. Die allgemeinen Darlegungen werden stets sofort an numerischen Beispielen verdeut-
licht, Rechen- (und Computer-) Hinweise und kleinere, im Text verstreute Tafeln sichern
groftmogliche Nihe zur stochastischen Praxis.

Der bibliographische Anhang (74 S.) ist umfassend — die Kapiteliiberschriften:

1. Statistical Decision Techniques, 2. Statistical Methods in Medicine and Technology,

3. The Comparison of Independent Data Samples, 4. Further Test Procedures, 5. Measures of
Association: Correlation and Regression, 6. The Analysis of k x 2 and Other Two Way Tables,
7. Analysis of Variance Techniques, Bibliography and General References, Exercises.

In meinem Augen verdient dies Buch, eine ,,Bibel* fiir Praktiker der Stochastik zu
werden.

Erlangen K. Jacobs

Ellis, R. S., Entropy, Large Deviations and Statistical Mechanics (Grundlehren der
mathematischen Wissenschaften, Band 271), Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo:
Springer-Verlag 1985, xiv, 364 pp., hard cover, DM 184,—

Erklirtes Zie] des Lehrbuches ist es. eing Briicke zwisc}m der neueﬁen_Ennyicklunz_—__‘
. T T——— ) "
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griffen der Statistischen Mechanik zu schlagen. Der verbindende Begriff ist die Entropie als Maf
der logarithmischen Verschiedenheit von WahrscheinlichkeitsmaBen bzw. zufilligen Grofien.

Im letzten Jahrzehnt entwickelten M. Donsker und S. Varadhan eine Theorie der Gro-
Ben Abweichungen fiir Markov-Prozesse auf drei Ebenen: fiir das empirische Mittel, die empiri-
sche Verteilung und empirische stationire Folgen. In jedem der drei Fille werden exponentiell
kleine Wahrscheinlichkeiten durch Entropiefunktionen Iy, I und I3 beschrieben. Da das empi-
rische Mittel aus der Verteilung und die Verteilung aus den stationiren Folgen gewonnen wer-
den konnen, kann auch I, aus I, und I, aus I3 mittels eines Kontraktionsprinzips ausgedriickt
werden.

In der vorliegenden Monographie werden diese drei Stufen der Entropie zum ersten
Mal systematisch auf die Grundmodelle der Statistischen Mechanik angewandt. Die Stérke des
Buches liegt in der Herausarbeitung der Beziehungen beider Theorien zueinander.

Das Buch gliedert sich in zwei Teile, einen ersten iiber die Ergebnisse der Theorie der

N Grofen Abweichupoen und jhre. Anwenduneen anf die Statistische Mechanik ypd eingn 7%%!&@“

P

N

-

mehr technischen Teil iiber konvexe Funktionen und Beweise zu den Sitzen iiber Grofie Abwei-
chungen.

Nach einem einfiihrenden Kapitel iiber die drei Stufen von Grofien Abweichungen fiir
ganz einfache ,,i.i.d.“-Zufallsvariablen werden im zweiten Kapitel die entsprechenden Ergebnisse
fir RY-wertige Zufallsvariablen formuliert und iiber die zugehérigen Kontraktionsprinzipien in
gegenseitige Beziehungen gesetzt. Dabei wird auf der Stufe 1 vorausgesetzt, dafy die normierten
logarithmischen Laplace-Transformierten iiberall konvergieren, wihrend sich der Autor bei den
Stufen 2 und 3 auf ,,i.i.d.*“-Zufallsvariablen beschrinkt. Das Variationsprinzip von Varadhan zur
Berechnung von asymptotischen Erwartungswerten beschlieRt die allgemeinen Ergebnisse der
Theorie der Groflen Abweichungen.

Die folgenden drei zentralen Kapitel sind der Anwendung auf Grundmodelle der Stati-
stischen Mechanik gewidmet.

Anhand des einfachsten Modells, desjenigen eines diskreten idealen Gases ohne Wechsel-
wirkung, werden die Begriffe und Gesetze der beschreibenden Thermodynamik durch die ent-
sprechenden Sitze der Grofen Abweichungen konkretisiert. Die Einfachheit des Modells gestat-
tet es, klassische thermodynamische Gesetze, wie die Maxwell-Boltzmann-Verteilung, das Boyle-
sche Gesetz, die mikrokanonische oder kanonische Beschreibung, sowie das Gibbssche Varia-
tionsprinzip leicht mathematisch nachvollziehen zu kénnen. Der Autor folgt hier dem Vorbild
der Lanfordschen Arbeit von 1973 (LNPhys 20), mit dem Vorteil, nunmehr ein klareres Bild
iiber die drei Entropiestufen liefern zu konnen.

Kapitel IV behandelt magnetische Modelle mit Ising-Spins auf dem eindimensionalen
Gitter, sowie das Curie-Weiss-Modell. Aufier bei letzterem wird die Existenz von Phaseniiber-
gingen bei langen Wechselwirkungsreichweiten, einschlieflich des kritischen 1~2-Abfalls, ohne
Beweise beschrieben. Im nicht-kritischen Bereich, § <8, oder h # 0, wird die Eindeutigkeit der
Gibbsmafie bewiesen.

Die Existenz von Phaseniibergingen fiir allgemeine nichttriviale, ferromagnetische,
mehrdimensionale Gittermodelle wird im ersten Teil von Kapitel V gezeigt. Das Problem wird
durch GKS-Ungleichungen auf das zweidimensionale Ising Modell reduziert und dann mit dem
bekannten Peierls-Argument bewiesen.

Die nichsten zwei Abschnitte im zweiten Teil von Kapitel V halte ich fiir die interessan-
testen des Buches. Zunichst gilt der zentrale Grenzwertsatz fiir alle betrachteten ferromagne-
tischen Modelle, solange die Suszeptibilitit endlich ist. Fiir den kritischen Punkt werden die kri-
tischen Exponenten eingefiihrt und die Buckingham-Gunton-Ungleichung fiir sie nachgewiesen.
Falls — neben anderen Bedingungen — in ihr die Gleichheit gilt, so folgt der Zusammenbruch des
zentralen Grenzwertsatzes.
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Das Curie-Weiss-Modell wird nochmals aufgerollt unter dem Blickpunkt der Approxi-
mation durch das mittlere Feld, des Kacschen Limes und der Giiltigkeit des zentralen Grenzwert-
satzes aufBerhalb des kritischen Punktes bzw. seiner Ungiiltigkeit im kritischen Punkt. Das mean-
field-Modell des magnetischen Kreises mit dem Ubergang zu magnetischen Wellenfunktionen be-
schlieft die Reihe der Modelle der Statistischen Mechanik.

Der zweite Teil des Buches liefert in den Kapiteln VI-IX die benétigten mehr tech-
nischen Resultate iiber konvexe Funktionen, die Legendre-Transformierte sowie iiber die Theorie
der Grofien Abweichungen, wobei sich der Autor aufer bei der Stufe 1 auf ,id.d.“-Zufallsva-
riable mit endlichem Zustandsraum beschrinkt. Vier Anhiinge reichen Sitze der Wahrscheinlich-
keitstheorie und der Ergodentheorie, Charakterisierungen von GibbsmaBen, sowie ausgelassene
Ergebnisse und Beweise iiber Variationsprinzipien nach.

Vom Blickpunkt der Statistischen Mechanik enthilt das Buch keine wesentlich neuen
Resultate. Leider hat der Autor das Variationsprinzip nur fiir eindimensionale Modelle mittels
Ergebnisse iiber Grole Abweichungen hergeleitet, wihrend er bei den mehrdimensionalen Mo-
dellen den bekannten Pfaden von Dobrushin-Lanford-Ruelle-Follmer zum Variationsprinzip
folgt. Diese Zweigleisigkeit ist iiberfliissig und verwirrend, und bedeutet doppelte Arbeit fiir
Autor und Leser.

Wie bereits erwihnt, wird die Donsker-Varadhan-Theorie — aufer bei der ersten Stufe
— nur fiir den einfachsten Fall von Produktmafen bendtigt, welche im Beweis sogar Marginal-
mafle von endlichem Triger haben. Von ihrer iiber das klassische Variationsprinzip hinausgehen-
den Stirke wird kein Gebrauch gemacht.

An einigen Stellen hitte ich mir eine Verschiebung der Schwerpunkte gewiinscht. So ist
meines Erachtens der Abschnitt iiber kritische Phianomene und den Zusammenbruch des zen-
tralen Grenzwertsatzes sehr kurz ausgefallen; hier fehlen — wie an verschiedenen anderen Stel-
len — die Beweise. Dagegen erscheint mir der gesamte Teil II iiber Konvexitit und GroRe Ab-
weichungen fiir ,,i.i.d.“-Zufallsvariablen sehr breiten Raum einzunehmen. Zusammen mit den
Kapiteln I und II iiber die Ergebnisse dieser Theorie ergibt sich viel Redundanz.

Dennoch iiberzeugt das Buch durch seine sehr sorgfiltig durchgearbeitete Art; es ist
iiberaus reich an Querverbindungen, historischen Bemerkungen und Hinweisen auf weiterfithren-
de Resultate. Die Referenzliste ist riesig. Es ist meiner Meinung nach gut geeignet als Begleitung
einer Einfuhrungsvorlesung oder eines Seminars iiber die mathematischen Methoden der Stati-
stischen Mechanik.

New York Th. Eisele

Wagon, S., The Banach-Tarski Paradox (Encyclopedia of Mathematics and its Applica-
tions 24), Cambridge: Cambridge University Press 1985, 267 pp., hard cover, £ 25.00

Als ich das Buch zum erstenmal in die Hand nahm, dringte sich mir die Frage auf: Ein
ganzes Buch fir eine einzige Paradoxie?

Ein Blick ins Inhaltsverzeichnis zeigt bereits, dafl es um mehr geht als um die Darstel-
lung der vielleicht verbliiffendsten, weil aller geometrischen Anschauung zuwiderlaufenden, geo-
metrisch-mafitheoretischen Paradoxie. Es wird der Versuch unternommen, den gesamten Pro-
blemkreis derartiger Paradoxien unter besonderer Beriicksichtigung der algebraischen und men-
gentheoretischen Hintergriinde systematisch darzustellen. Trotzdem erscheint mir der Titel ge-
rechtfertigt, weil die Banach-Tarski-Paradoxie (als Verschirfung der Hausdorffschen) wohl das
populirste typische Beispiel fiir den behandelten Fragenkomplex ist:

Die Einheitssphire S2 C R besitzt eine Zerlegung in endlich viele Mengen A4, . . ., A,
By, ..., By derart, dal man X = S? nach Ausfilhrung geeigneter Rotationen g, . . ., gn, hy, . . .,
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hy, sowohl aus den rotierten Mengen g; (A,), . . ., 8n(Ap) als auch aus den Mengen h, (B,),
.« ., by (B) neu zusammensetzen kann:

n m
ji=1 k=1

Als Korollar erhilt man daraus, daf es kein rotationsinvariantes endlich-additives Maf}
der Gesamtmasse 1 auf der Potenzmenge von S? geben kann.

Die Existenz einer derartigen paradoxen Zerlegung der Einheitssphire hat ihre Ursache
in speziellen Eigenschaften der Gruppe SOj; aller Rotationen von S2. Aus diesem Grunde unter-
sucht der Autor allgemein fiir eine Gruppe G anstelle von SO3, die auf einer Menge X operiert,
ob sie eine ,,G-paradoxe* Zerlegung von X (oder einer Teilmenge von X) im obigen Sinne zu-
148t. Dies ist der Fall, wenn G eine freie Untergruppe mit zwei Erzeugern besitzt, deren Opera-
tion auf X (abgesehen vom neutralen Element) keine Fixpunkte hat. Mit diesem Ergebnis endet
das einleitende erste Kapitel.

Im folgenden Kapitel wird damit die Hausdorff-Paradoxie hergeleitet. Fiir den Beweis
des Banach-Tarski-Paradoxons (Kapitel 3) bedarf es noch zusitzlicher Uberlegungen, da SO;
zwar freie Untergruppen mit zwei Erzeugern hat, jede solche Untergruppe jedoch abzéhlbare
unendlich viele storende Fixpunkte besitzt. Analoge paradoxe Zerlegungen bzgl. der Gruppe
G aller Isometrien des R3 ergeben sich fiir beliebige abgeschlossene Kugeln im R® und fiir R3
selbst.

Das vierte Kapitel beschiftigt sich mit der Minimierung der Anzahl r = n + m der Men-
gen A, ..., Ay, By, ..., By, die zu einer G-paradoxen Zerlegung fithren. Im Falle der Banach-
Tarski-Paradoxie fiir S? erhilt man als Anwendung eines allgemeinen Satzes die Minimalzahl 4.

Die verbleibenden Kapitel des ersten Teils des Buches sind:

5. Higher Dimensions and Non-Euclidean Spaces

6. Free Groups of Large Rank: Getting a Continuum of Spheres from One
7. Paradoxes in Low Dimensions

8. The Semigroup of Equidecomposability Types

Im zweiten Teil geht es um die Konstruktion invarianter endlich-additiver Mafie oder,
aufgrund eines in Kapitel 9 bewiesenen Satzes von Tarski d4quivalent dazu, um Bedingungen
fiir die Nichtexistenz paradoxer Zerlegungen.

Dazu werden in Kapitel 10 zunichst die amenablen Gruppen (solche, die auf ihrer
Potenzmenge ein normiertes, linksinvariantes endlich-additives Maf besitzen) eingefiihrt und
ausfiihrlich diskutiert. Fiir jede derartige Gruppe G, die auf einer Menge X operiert, erhilt man
mit Hilfe des auf G vorhandenen invarianten Mafies ein G-invariantes Maf auf X. Beweishilfs-
mittel ist ein Fortsetzungssatz fiir G-invariante Mafle auf Booleschen Algebren in X. Insbeson-
dere folgen die Existenz isometrie-invarianter Fortsetzungen des 1- und 2-dimensionalen
Lebesguemafles auf die Potenzmenge von R* bzw. R? sowie translationsinvarianter Fortset-
zungen des Lebesguemafles auf die Potenzmenge fiir alle Dimensionen.

Kapitel 11 und 12 beschiftigen sich mit Anwendungen und Verschirfungen der
Amenabilitit.

Im Schlufkapitel wird die Rolle des Auswahlaxioms fiir die Existenz oder Nicht-Exi-
stenz von Paradoxien zusammenfassend diskutiert, nachdem bereits im Verlauf der vorange-
henden Abschnitte stets auf dessen Benutzung hingewiesen worden ist. Auch auf die Kontro-
verse um die Berechtigung des Auswahlaxioms, die gerade durch einige der im Buch behandel-
ten Paradoxien angeregt wurde, geht der Autor an dieser Stelle ein.

Im Verlauf des Textes werden immer wieder Varianten der paradoxen Zerlegbarkeit
behandelt, bei denen die Zerlegungsmengen zusitzliche Eigenschaften haben (z. B. Borel-Me&-
barkeit bzw. die Baire-Eigenschaft) oder abzihlbare Zerlegungen zugelassen sind. Jedes Kapitel
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endet mit kurzen Hinweisen auf die Herkunft der behandelten Ergebnisse und damit zusam-
menhéngende Literaturstellen. Das Buch schlieft mit einer Sammlung von offenen Problemen,
die bereits im Verlauf des Textes genauer erldutert worden sind, und einem sehr ausfithrlichen
Literaturverzeichnis.

Insgesamt ist es dem Verfasser gelungen, diesen sachlich schwierigen Stoff, der Frage-
stellungen und Methoden aus verschiedenen Teilgebieten der Mathematik miteinander verkniipft
iiberzeugend und gut lesbar darzustellen. Besonders hervorheben mochte ich dabei die stindigen
Vorwirtshinweise und Riickverweise sowie die Diskussion von Beweisvarianten und verwandten
Ergebnissen, die dem Versténdnis der inneren Zusammenhinge wesentlich zugutekommen.
Jeder, der sich fiir die grundlegenden Paradoxien der Mafitheorie interessiert, kann sich freuen,
daf} dieses Buch nun zur Verfligung steht.

3

Erlangen J. Lembcke

Billingsley, P., Probability and Measure, 2nd Edition (Wiley Series in Probability and
Mathematical Statistics), New York u.a.: John Wilev & Sans 1986 _xii. 622 np_gloth £.4320

Verdientermaflen erscheint dies vorziigliche Lehrbuch nunmehr in zweiter Auflage
(1. Aufl. 1979). Es ist der mafBtheoretisch untermauerten Wahrscheinlichkeitstheorie gewidmet,
setzt gewisse Kenntnisse aus der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie voraus und behandelt die
benotigte Ma3- und Integrationstheorie stufenweise mit. Die Stufung ergibt sich aus dem Ziel, ein
Maximum an wahrscheinlichkeitstheoretischer Information mit jeweils minimalem maftheore-
tischem Aufwand zu vermitteln und dabei die Wahrscheinlichkeitstheorie in buntester Fiille
zum Vorschein zu bringen. Dies Ziel ist hier in bewundernswerter Weise erreicht. Schon nach
wenigen Seiten hat man einen Beweis von Borels Satz iiber normale Zahlen (also den histori-
schen Prototyp des starken Gesetzes der grofien Zahlen) in Hinden, und hat dabei gleich noch
die Rademacher-Funktionen kennengelernt. Bereits auf S. 45 hat man Mafitheorie im ersten
Durchgang gelernt. Es folgen ausfiihrliche Abschnitte, die mit Zufallsvariablen mit nur endlich-
vielen Werten auskommen und vom starken Gesetz der grofien Zahlen, von Spielsystemen (incl.
Optimalitit der kiihnen Strategie), von Markov-Ketten und vom loglog-Theorem handeln. Nach
einem neuerlichen Exkurs in die Maf3- und Integrationstheorie wird das Thema ,,Gesetz der
grofien Zahlen* umfassend in Angriff genommen. Es folgen Abschnitte iiber den Poisson-Prozef,
Warteschlangen, Irrfahrten. Abschnitte iiber die schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, charakteristische Funktionen und den (mit deren Hilfe bewiesenen) Zentralen
Grenzwertsatz schlieffen sich an. Die nichste Themengruppe: bedingte Wahrscheinlichkeiten,
Erwartungen und Verteilungen, Martingale. Die letzten Abschnitte des Buches sind den stocha-
stischen Prozessen mit kontinuierlicher Zeit gewidmet: Kolmogorovs Existenzsatz, Brownsche
Bewegung. — Besonders hervorzuheben ist die Fiille der Beispiele und Ubungen und der gesunde
Mathematikerverstand bei vielen Bezeichnungen. Eine Spezialitit des Autors ist die Darbietung
von Skorohods Darstellung schwach-konvergenter Folgen von Verteilungen mittels fastsicher-
konvergenter Folgen von Zufallsvariablen und die hierdurch ermoglichten eleganten Beweise
wichtiger Sitze. — Im Vorwort schreibt der Verfasser: ,,Ich wollte ein Buch schreiben, an dem
ich einst als Student selbst meinen Spaf} gehabt hitte*. Das ist ihm voll gelungen. Mancher Do-
zent wird manches stromlinienférmiger darbieten wollen, als es hier geschieht. An Fiille der
Ein-, Aus- und Durchblicke wird dies Buch nur schwer zu iibertreffen sein.

Erlangen K. Jacobs
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Berg, C., Christensen, J. P. R., Ressel, P., Harmonic Analysis on Semigroups: Theory of
Positive Definite and Related Functions (Graduate Texts in Mathematics, Vol. 100), Berlin —
Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Verlag 1984, x, 289 pp., cloth, DM 118,—

Die harmonische Analyse verbindet in einer fiir das Zusammenspiel mathematischer
Ideen exemplarischen Weise Themen, die sich von der Zahlentheorie iber die Funktionalanalysis
bis hin zur Wahrscheinlichkeitstheorie erstrecken. Die Kraft der Methode wird besonders ein-
drucksvoll in G. W. Mackeys Ubersichtsartikel ,,Harmonic Analysis as the Exploitation of Sym-
metry — A Historical Survey* (Bull. AMS Volume 3, Number 1 (July 1980), 543-698) heraus-
gearbeitet. Unter den traditionellen Fragestellungen der Theorie erfahrt die Darstellung von
Gruppen und damit die Analyse der positiv und negativ definiten Funktionen eine besondere
Zuwendung.

Seit den richtungsweisenden Arbeiten von I. J. Schoenberg aus den Jahren 1938 bis
1942 greift die harmonische Analyse auf allgemeinere als die Gruppenstrukturen iiber. Zunichst
werden die Begriffe auf Halbgruppen ausgedehnt (wie der Ubersichtsartikel von J. H. Williamson
aus dem Jahre 1967 zeigt). In neuester Zeit studiert man positiv und negativ definite Funktio-
nen erfolgreich auf Gelfand-Paaren, Hypergruppen, Koalgebren, um nur einige wenige der ins
Blickfeld geriickten Strukturen zu nennen. Angesichts dieser Entwicklung ist es nicht nur ange-
bracht, sondern ein grofer Gewinn, einen ,,Graduate Text* d. h. ein auf graduierte Studenten
und natiirlich auch auf avanciertere Interessenten zugeschnittenes Lehrbuch iiber die Theorie
der positiv und negativ definiten Funktionen auf Halbgruppen zur Verfiigung zu haben. Dieser
Gewinn wird dadurch erhoht, da sich hervorragende Fachleute zusammengetan haben, das
Buch griindlich und vielseitig, dabei am aktuellen Stand der Forschung orientiert, zu gestalten.

Schwerpunkt der Vorlage ist die Verallgemeinerung der Darstellungssitze von Bochner
bzw. von Lévy und Chintschin fiir positiv bzw. negativ definiten Funktionen auf (vorzugsweise
abelschen) Halbgruppen sowie deren Zusammenhang mit dem Momentenproblem. Die Methode
der Darlegung der Resultate ist dezidiert halbgruppentheoretisch; der Gruppenfall wird ganzlich
ausgeklammert. Als besonders beriicksichtigte Spezialfille treten die Halbgruppen Z,, R4, deren
Produkte sowie die abgeschlossene Einheitskreisscheibe auf.

Der Aufbau des Buches ist aus dem streng gegliederten Inhalt deutlich erkennbar: Be-
tonung liegt auf der Schoenberg-Theorie in Chapter 5 und auf dem Zusammenhang mit dem
Momentenproblem in Chapter 6. Eine Einfithrung in die notwendigen Begriffe und Fakten der
Funktionalanalysis (Chapter 1) und der Radonschen Maftheorie (Chapter 2) ist fiir den Leser
vorteilhaft. Die Einbeziehung einer in der mathematischen Statistik geldufigen Majorisierung
(Chapter 7) dient zur Illustration der Theorie.

Wie jedes gute Buch regt auch dies den Referenten zu weiterfiihrenden Bemerkungen
an: Der Einfluf der Charaktertheorie von Halbgruppen auf ihre Struktur bleibt weitgehend
aufler Betracht; hierfiir ist die bekannte Monographie von K. H. Hofmann und P. S. Mostert
auch weiterhin die Standardreferenz. Im Chapter 7 iiber Schur-Konvexitit wire der Bezug zum
Vergleich statistischer Experimente, insbesondere zur Versuchsplanung, ein interessantes Adden-
dum. Zu schade, dafy der Buchwaltersche Beweis fiir die Existenz einer Lévy-Abbildung auf in-
volutiven Halbgruppen (vgl. Kommentar im Anschlu} an Definition 3.17) erst nach Vollendung
dieses Buches erbracht war!

Tiibingen H. Heyer
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gen hergeleitet. Es folgt eine allgemeine Theorie der Lagrange-Multiplikatoren. Der Teil schlieft
mit einer Dualititstheorie fiir Vektoroptimierungsaufgaben.

Teil III (Mathematical Applications): Behandelt wird die Vektorapproximation (verall-
gemeinerte Kolmogorov-Bedingung und nichtlineare Tschebychev-Vektor-Approximation) und
kooperative n-Personen Differentialspiele (Maximumprinzip und Existenzaussagen fiir optimale
Kontrollen).

Das Buch gibt einen sehr guten Uberblick iiber dieses Gebiet und eignet sich als Ein-
fiihrung sowie zu Selbststudium. Dazu diirfte besonders der erste ausfiihrliche Teil von grofem
Nutzen sein. Am Ende der einzelnen Abschnitte wird die benutzte Literatur kurz kommentiert;
aufierdem befindet sich am Schluf ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis.

Die Optimierungstheorie, soweit sie sich nicht mit Rechenverfahren beschiftigt, ist
in den letzten Jahren weitgehend eine Theorie der Vektoroptimierung geworden. Daher ist ein
von der Mathematik (wenn auch nicht vom Preis) her leicht zugingliches Werk sehr zu be-
griiRen.

Bonn W. Vogel

Richenhagen, G., Carl Runge (1856—1927); Von der reinen Mathematik zur Numerik
(Studien zur Wissenschafts-; Sozial- und Bildungsgeschichte der Mathematik 1), Géttingen:
Vandenhoeck & Ruprecht 1985, XIII, 355 S., kart., DM 90,—

Que prendrons nous de la sinon qu’il ne nous
doit chaloir lequel ce soit des deux?
Michel de Montaigne: Essais II, 12

Das vorliegende Werk ist als Band 1 einer Monographienreihe , Studien zur Wissen-
schafts-, Sozial- und Bildungsgeschichte der Mathematik“ erschienen, die sich ,,an Mathema-
tiker, Mathematikhistoriker, Mathematikdidaktiker, Mathematiklehrer; dariiber hinaus . .. an
Vertreter verschiedener mathematischer Anwendungsgebiete, . . ., Wissenschaftshistoriker, So-
zialhistoriker, Wissenschaftstheoretiker wenden soll.

Der Autor setzt sich zum Ziel, ,,das mathematische Werk Carl Runges . .. unter einer
mathematikhistorischen Perspektive zu analysieren‘ und dabei insbesondere ,,die von Runge
innerhalb der numerischen Mathematik vertretene Konzeption auf ihre zentralen Begriffe und
methodologischen Grundannahmen hin zu befragen .. .“.

Die einzelnen Abschnitte sind folgendermafen iiberschrieben: Einfithrung: Allgemeine
Charakterisierungen der Mathematik des 19. Jahrhunderts (8 Seiten), 1. Kapitel: Die Weier-
strafische komplexe Analysis (35 Seiten), 2. Kapitel: Runge und die Weierstrasche Analysis
(34 Seiten), 3. Kapitel: Praktisches Rechnen und physikalische Arbeiten (56 Seiten), 4. Kapitel:
Die numerische Mathematik Carl Runges (151 Seiten). Im Anhang finden sich u. a. Briefe, die
im Zusammenhang mit Ruferteilungen an Runge stehen, eine Liste der bei Runge in Géttingen
angefertigten Dissertationen sowie eine Zusammenstellung von dessen Publikationen. Das Lite-
raturverzeichnis verweist auf 233 Titel anderer Autoren.

Fiir den Inhalt der Kapitel 1 bis 3 — eine Einfilhrung in die Weierstrafsche Funktio-
nentheorie, ein Abrifd des wissenschaftlichen Werdegangs von Runge bis zu seinem 30. Lebens-
jahr sowie eine Darstellung von Runges Arbeiten zur Spektralanalyse — geniige die angegebene
kursorische Zusammenfassung. Bereits an dieser Stelle sei jedoch ein Hinweis auf zahlreiche
storende Druckfehler (von ,,Philofophie* bis ,,singulrdre Stellen‘‘) sowie die durch insgesamt
mehr als 700 (!) Verweisungen auf Fuinoten erschwerte Lesbarkeit des Textes nicht unter-
driickt. Die Ausfiihrungen im zentralen 4. Kapitel fordern sodann zu einer detaillierten Stellung-
nahme heraus.
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Der Autor geht hier von der Auffassung aus, erst die im Laufe des 19. Jahrhunderts
erfolgte schrittweise Prizisierung des Funktionsbegriffes habe die Voraussetzung zur Behand-
lung neuartiger Fragestellungen in der Numerik (Beispiel: beste Approximation) geschaffen.
Alle folgenden Ausfiihrungen werden nun fast ausnahmslos einer solcherart doch recht willkiir-
lich konstruierten Polaritdt zwischen angeblich historischem (als ,,konstruktiv-arithmetisch*
bezeichneten) und neuzeitlichem (sog. ,relational-deskriptiven‘) Mathematikverstindnis unter-
geordnet. Die Untersuchungen Runges fallen in diesem Rahmen weitgehend der zuerst genann-
ten Klasse zu, wihrend der Autor seine besondere Wertschétzung der zweitgenannten Sicht-
weise deutlich zum Ausdruck bringt. Wie wenig die genannte Unterscheidung zu einer objek-
tiven Kldrung der aufgeworfenen Problemstellung beitrégt, soll anhand zweier charakteristischer
Beispiele wenigstens andeutungsweise erldutert werden.

Im Rahmen einer Behandlung yon Runges Arheiten zum Prohlem der Annroximatinn. _
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in Form von Interpolationspolynomen) durch Gegeniiberstellung des (in den Augen des Autors
,relational-deskriptiven‘) Konzepts der besten Approximation auszuspielen. Dies kann natiir-
lich nur unter der Voraussetzung gut gehen, dal Niherungsprozesse wie z. B. die Interpolation
mit geeignet festgelegten polynomialen Spline-Funktionen hierbei einfach aufier acht gelassen
werden. Auf dhnlich schwankendem Boden stehen die Ausfithrungen im Abschnitt iiber itera-
tive Verfahren zur Gleichungsauflosung: einerseits fehlt jeder Hinweis auf Ehrmanns Untersu-
chungen aus dem Jahre 1959 iiber Iterationsverfahren hoherer Ordnung, die sich — obwohl auf
dem ,,im 17. und 18. Jahrhundert wurzelnden Rungeschen Konzept* der lokalen Anniherung
durch Potenzreihen basierend — in einfachster Weise auf Gleichungen in Banachriumen iiber-
tragen lassen, andererseits wird die letztgenannte Eigenschaft gerade als besonderer Vorzug der
angeblich einer , relational-deskriptiven* Gedankenwelt entsprungenen Uberlegungen von
Schroder (1870) zum selben Themenkreis herausgestellt. Angesichts derartiger Ungereimthei-
ten mutet es umso befremdlicher an, wenn sich der Autor in einem ,,Resiimee* (S. 268/69)

< v 4 -~
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Schwarz, H.-R., Numerische Mathematik, Stuttgart: Teubner 1986, 500 S., Kart.,
DM 46,—

Dieses Lehrbuch basiert auf der langjahrigen Lehrerfahrung des Verfassers an der Uni-
versitdt Ziirich, wo der dargestellte Stoff den Studenten in einem viersemestrigen Vorlesungs-
zyklus zu je vier Wochenstunden vermittelt wurde. Behandelt werden die grundlegenden Me-
thoden der numerischen Mathematik in einer bemerkenswert plastischen und ausfithrlichen Dar-
stellung. Der Text ist durchzogen von einer grofen Zahl von erlduternden numerischen Beispie-
len, anschaulichen graphischen Darstellungen, leicht in Computerprogramme umsetzbaren algo-
rithmischen Beschreibungen und ergiinzenden Ubungsaufgaben. Dies alles zusammen verleiht
dem vorliegenden Buch sein besonderes Charakteristikum. Die Stoffauswahl selbst bewegt sich
weitgehend im Bereich des Ublichen, wobei hervorgehoben werden sollte, daf ein Kapitel von
63 Seiten iiber partielle Differentialgleichungen enthalten ist, in dem mit gewisser Ausfiihrlich-
keit Aspekte der Diskretisierung elliptischer Randwertaufgaben mit Differenzenverfahren und
mit der Methode der Finiten Elemente sowie einiges iiber Differenzenverfahren bei parabo-
lischen Anfangs-Randwertaufgaben dargestellt werden. Extra genannt werden sollte auch ein
Kapitel von 38 Seiten iiber lineare Optimierung und ein Beitrag von Herrn Dr. J. Waldvogel iiber
die Trapezmethode sowie Transformationsmethoden bei der numerischen Integralberechnung.
Zu allen wichtigen Ergebnissen finden sich Beweise, wobei der Verfasser es im Zweifelsfall vor-
zieht, sich auf einen Spezialfall zuriickzuziehen bzw. ein Ergebnis zu zitieren, als sich in Extra-
vaganzen zu ergehen.

Das vorliegende Werk sollte in ausreichender Anzahl in jeder Lehrbuchsammlung vor-
handen sein, wobei es sich bei dem recht akzeptabel erscheinenden Preis von DM 46,— auch als
Anschaffung fiir die Privatbibliothek anbietet.

Berlin R. D. Grigorieff

Marchuk, G. L., Shaidurov, V. V., Difference Methods and Their Extrapolations
(Applications of Mathematics 19), Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Verlag
1983, x, 334 pp., cloth, DM 158,—

Das Prinzip der ,,Extrapolation zum Limes ist eine universelle Methode zur Beschleu-
nigung der Konvergenz von numerischen Algorithmen. Die Grundidee ist sehr einfach: Zur
niherungsweisen Berechnung eines Limes a(0) = limy,_, ¢ a(h) wird aus einzelnen Werten a(h;)
eine einfach strukturierte, meist polynomiale Approximation A(h) bestimmt und fiir h = 0 aus-
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2. Anfangswertaufgaben gewohnlicher Differentialgleichungen: implizite Mittelpunktregel, ex-
plizite Verfahren, ,,Splitting*-Methode bei groff-dimensionalen Systemen;

3. Randwertaufgaben gewohnlicher Differentialgleichungen (2. Ordnung): Randbedingungen
1. und 3. Art, Eigenwertaufgaben, lineare finite Elemente, semi-lineare Probleme;

4. Elliptische Randwertaufgaben: Poisson-Gleichung auf glattberandeten Gebieten des R, ein
semi-lineares Problem, Differenzenschemata bei unstetigen Koeffizienten und einspringenden
Ecken,;

5. Instationdre Probleme: Wirmeleitungsgleichung, Transportgleichung, ,,Splitting“-Methode;
6. Algebraische Probleme und Integraigleichungen: Regularisierung singulirer Systeme, Grenz-
schichtprobleme, Fremdholmsche Integralgleichungen 2. Art, Volterrasche Integralgleichungen
1.und 2. Art.

Eine Reihe von technischen Hilfssdtzen, die in mehreren Kapiteln verwendet werden, sind im
Appendix zusammengefaft.

Bei der Herleitung der asymptotischen Fehlerentwicklungen wird zugunsten der Uber-
sichtlichkeit meist auf grofitmogliche Allgemeinheit verzichtet. Die naturbedingte Sprodigkeit
des Stoffes wird dadurch etwa gemildert. Der Beweisgang ist dabei immer wieder dergleiche:
Einsetzen des Entwicklungsansatzes

u(x) = up(9) + 51 Way(x) + Ry (%)
2

in die Differenzengleichung liefert zunichst Bestimmungsgleichungen fiir die unbekannten
Koeffizienten a;(x). Ist die zu approximierende Losung u hinreichend glatt, so sollte das Rest-
glied R, (x) derselben Differenzengleichung mit einer rechten Seite von der Ordnung O(h™*!)
geniigen. Der verbleibende, im allg. nicht triviale Teil des Beweises ist nun die Herleitung von
scharfen A-priori-Schranken fiir das diskrete Problem, mit deren Hilfe sich dann die gewiinschte
O(h™*1)-Abschitzung fiir Ry, (x) ergibt. Die Standardmethode zur Gewinnung von A-priori-
Schranken ist das ,,diskrete* Maximumprinzip. Bei Verwendung ,,symmetrischer® Differenzen
lassen sich oft Fehlerentwicklungen nach Potenzen von h? erreichen, was die Effizienz der
Extrapolation nach h = 0 natiirlich wesentlich erhoht. Obwohl sich dieses Schema von Kapitel
zu Kapitel wiederholt, vermifit man die ordnende Systematik in der Darstellung; der ganze
Text wirkt etwas zusammengestoppelt. Dies wird besonders deutlich im letzten Kapitel, wo die
Integralgleichungen vollig unmotiviert zusammen mit den algebraischen Problemen behandelt
werden, obwohl gerade sie sich direkt in den Rahmen der abstrakten Theorie in Kapiteln 1 ein-
ordnen lassen.

Das Literaturverzeichnis gibt mit 146 Titeln etwa den Stand von 1979, dem Erschei-
nungsjahr der russischsprachigen Originalausgabe wieder. Bei der vorliegenden, iiberarbeiteten
englischen Ausgabe wurde die Gelegenheit zu einer Aktualisierung leider nur unvollstindig ge-
nutzt; man vermifit eine Reihe wichtiger Beitrige nicht-sowjetischer Autoren insbesondere zur
Extrapolation bei partiellen Differentialgleichungen. SchlieBlich ist anzumerken, daf8 die Quali-
tit der englischen Ubersetzung nicht dem entspricht, was man sonst vom Springer-Verlag ge-
wohnt ist. Die auffallige Hiufung von inhaltlichen Allgemeinplitzen in den Textpassagen ist
aber sicher nicht nur dem Ubersetzer anzulasten.

Trotz aller der erwihnten Schwachpunkte stellt das Buch aber unzweifelhaft eine Be-
reicherung der einschligigen Fachliteratur dar, insbesondere dadurch, daf hier erstmals die be-
deutenden Beitrége der sowjetischen Mathematik zur Extrapolationsmethode in geschlossener
Form zuginglich gemacht sind.

Saarbriicken R. Rannacher
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Tormig, W., Gipser, M., Kaspar, B., Numerische Losung von partiellen Differential-
gleichungen der Technik (Mathematische Methoden in der Technik), Stuttgart: Teubner 1985,
183 S., kart., DM 34,—

Der vorliegende Band ist der erste einer neuen Paperback-Serie, die der Vermittlung
moderner mathematischer Methoden in vorwiegend technischen Anwendungsbereichen aufier-
halb der Universitaten gewidmet ist. Erklirtes Ziel der Herausgeber ist die ,,Aufbereitung mathe-
matischer Forschungsergebnisse und darauf aufbauender Methoden in einer fiir den Anwender
geeigneten Form: Erlduterung der Begriffe und Ergebnisse mit moglichst elementaren Mitteln;
Beweise mathematischer Sitze, die bei der Herleitung und Begriindung von Methoden benétigt
werden, nur dann, wenn sie zum Verstindnis unbedingt notwendig sind; ausfithrliche Literatur-
hinweise; typische und praxisnahe Anwendungsbeispiele*.

Der vorliegende Text entspricht in Form und Inhalt weitgehend dieser Programmatik.
Er bletet Lesern auch mlt verhdltnismafig geringen emschlaglgen Vorkenntnissen einen gut

gleichungen. Beschrieben werden die Grundzuge von Dlskretlslerungen elliptischer Randwert-
Fro—
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Heuser/Wolf

Algebra, Funktionalanalysis
und Codierung

Eine Einfiihrung fiir Ingenieure

Von Prof. Dr. rer. nat. Harro Heuser, Universitit Karlsruhe,
und Prof. Dr.-Ing. Hellmuth Wolf, Universitat Karlsruhe

1986. 168 Seiten mit 48 Bildern und 205 Beispielen.
16,2x 22,9 cm.
ISBN 3-519-02954-5 Kart. DM 34,—

Die Mathematik durchdringt in zunehmendem MaBe die
Ingenieurwissenschaften. Ingenieure benétigen Kenntnisse
auf mathematischen Gebieten, an deren Anwendbarkeit bis
dahin kaum jemand glaubte. Mathematiker sehen sich mit
dem Problem konfrontiert, diese Kenntnisse zu vermitteln,
wofir jedoch im Rahmen der klassischen Ingenieurmathe-
matik an wissenschaftlichen Hochschulen kein Platz mehr
ist. Der Ingenieur muB daher diese Liicken durch Sonder-
vorlesungen oder Selbststudium fiillen. Die Autoren, ein
Mathematiker und ein Ingenieur, versuchen mit diesem
Buch hierbei behilflich zu sein, indem sie einige wichtige
Gebiete der ,modernen” Mathematik und deren Anwend-
barkeit in moéglichst verstandlicher Form darstellen.

Aus dem Inhalt

Mengen (Aquivalenz- und Ordnungsrelationen, Funktionen) /
Metrische Rdume (topologische Grundbegriffe, Konvergenz
und Stetigkeit) / Algebraische Strukturen (Gruppen, Ringe
und Kérper, Vektorrdume, Homomorphismen und lineare
Operatoren, homomorphe Systeme) / Normierte Raume
(Banachraume, stetige lineare Operatoren und Funktionale,
Innenprodukt- und Hilbertraume) / Nulistellen von Polyno-
menq (Reduzibilitat. Nullstellenbestimmupa ung Minimajpqly-
nome) / Codierung (fehlererkennende und fehlerkorrigie-

rende Codes, lineare und zyklische Block-Codes)







v. Finckenstein Nei-

7
Grundkurs Mathematik fir
Ingenieure

Von Prof. Dr. rer. nat. Karl Graf Finck v. Finckenstein, Technische
Hochschule Darmstadt

1986. VII1, 448 Seiten mit zahlireichen Bildern und Beispielen.
16,2 x 22,9 cm. Kart. DM42,—
ISBN 3-519-02961-8

Dieses einflihrende Lehrbuch ist aus einer viersemestrigen Grund-
vorlesung entstanden, die wiederholt fir Studierende des Faches
Maschinenbau an der Technischen Hochschule Darmstadt gehal-
ten wurde. Die Darstellung wendet sich vorwiegend an Studie-
rende der Ingenieurwissenschaften, durfte aber auch fir andere
Studiengange, in denen Mathematik benétigt wird (etwa Natur-
oder Wirtschaftswissenschaften) von Nutzen sein.

Das Buchist zum Gebrauch neben Vorlesungen und Ubungen
gedacht. Es bietetin moglichst tibersichtlicher und knapper Form
etwa den mathematischen Stoff dar, den ein Student der Ingenieur-
wissenschaften zum Vorexamen beherrschen sollte. Angesichts
der dem Umfang des Buches gesteckten Grenzen muBte der Stoff
nattirlich teilweise gerafft werden. So sind zum Beispiel viele
Beweise nur skizziert bzw. weggelassen. Zur Vertiefung des
Stoffes sei auf das vierbandige Lehrbuch von Burg/Haf/Wille:
~HOhere Mathematik fiir Ingenieure” verwiesen und dem Leser
empfohlen.

Aus dem Inhalt

Grundbegriffe / Polynome / Analytische Geometrie im IR? und IR®/
Komplexe Zahlen/ Konvergenz und Stetigkeit / Differentiation von
Funktionen/Reihen/ Taylor’sche Formel und Potenzreihen/
Integration von Funktionen/ Lineare Algebra/ Differentialgeome-
trie auf Kurven / Differentiation von Funktionen mehrerer Variabler /
Integration von Funktionen mehrerer Variabler / Vektoranalysis
und Integralsatze / Gewéhnliche Differentialgleichungen erster
Ordnung/ Gewdhnliche Differentialgleichungen héherer Ordnung
und Systeme / Rand- und Eigenwertprobleme / Fourier-Reihen /
Partielle Differentialgleichungen/ Funktionen einer komplexen
Veréanderlichen/ Grundbegriffe der Variationsrechnung

B. G. Teubner Stuttgart E
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The Mathematics of
Computerized Tomography

By Prof. Dr. rer. nat. Frank Natterer, Universitat Minster

1986. 222 pages. 16,2 x 22,9 cm.
(Coproduction Wiley-Teubner)
ISBN 3-519-02103-X Bound DM 72,—

The central subject of this book is the reconstruction of a
function from line or plane integrals, with special emphasis
on applications in science, radiology and engineering. It

not only covers the relevant mathematical theory of the
Radon transform and related transforms, but also studies
more practical questions such as sampling, resolution, sta-
bility and accuracy. Much of the book is devoted to the
derivation, analysis and practical examination of reconstruc-
tion algorithms, both for standard problems and problems
with incomplete data.

An appendix gives a brief review of the mathematical back-
ground needed, making the book self-contained. Also in-
cluded is a four-page section of colour plates showing the
results of image reconstruction by various methods, using
both complete and incomplete data.

The book is intended both for the mathematician who wants
to understand the theory and algorithms of computerized
tomography, and also for the practitioner who wants to
apply it to his own field. It should be of particular interest

to mathematicians working on ill-posed problems, remote
sensing, inverse scattering, Radon transforms, Fourier anal-
ysis and numerical analysis; to engineers in fields such as
medical and scientific imaging, non-destructive testing,
radio astronomy, electron microscopy and remote sensing;
and to computer scientists in fields such as image pro-
cessing and reconstuction.

Contents

Computerized Tomography/ The Radon Transform and
Related Transforms / Sampling and Resolution / lil-posed-
ness and Accuracy / Reconstruction Algorithms / Incom-
plete Data / Mathematical Tools
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