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Einige Bezichungen zwischen stabiler
Homotopietheorie und Zahlentheorie*)

W. Singhof, Diisseldorf

Einleitung

7Zwischen der Homatapiethearie und anderen mathematischen Disziolinen

gibt es zahlreiche Beziehungen. Haufig beruhen sie darauf, daf’ sich Klassifika-
tionsprobleme der verschiedensten Art auf die Bestimmung der Menge der Homo-
topieklassen stetiger Abbildungen zwischen zwei Raumen reduzieren. Solche
Klassifikationssidtze sind vielfach, ganz schematisch gesprochen, von folgender
Form:

Es gibt eine natiirliche Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von Zu-
satzstrukturen eines Typs A auf einem Raum X einerseits und den Homotopie-
klassen stetiger Abbildungen von X nach B andererseits, wobei B ein topologischer
Raum ist, der nur von A und nicht von X abhingt; B ist ein sogenannter klassifi-
zierender Raum fiir Strukturen vom Typ A.

Dabei kann und soll hier nicht prizisiert werden, was eine Struktur eines
bestimmten Typs ist. Es geniigt, sich die folgenden Beispiele fiir ,,Strukturen‘ auf
dem Raum X vorzustellen:

a) Topologische oder differenzierbare Vektorraumbiindel mit der Basis X.
b) Kohomologieklassen des Raumes X.

¢) Differenzierbare Strukturen auf der topologischen Mannigfaltigkeit X. (In
diesem Fall nimmt das Resultat in Wirklichkeit eine etwas kompliziertere Form
an, doch braucht uns dies fiir die Zwecke dieses Uberblicks nicht zu storen.)

Am Beispiel a) kann man etwa eine Beziehung zwischen der Homotopie-
theorie und der komplexen Analysis erkennen: Will man alle holomorphen
Vektorraumbiindel iiber der komplexen Mannigfaltigkeit X beschreiben, so zer-
legt sich diese Aufgabe in zwei Schritte: Der erste Schritt besteht darin, die ver-
schiedenen topologischen Typen von Vektorraumbiindeln iiber X zu klassifizieren;
dies ist ein rein homotopietheoretisches Problem, und es gibt nur abzihlbar viele
Losungen.

*) Niederschrift eines Vortrags, der bei der DMV-Tagung 1986 in Marburg gehalten
wurde.



56 W. Singhof

Im zweiten Schritt muf fiir ein festes topologisches Biindel untersucht
werden, ob es analytische Strukturen zuldfit; dabei koénnen durchaus kontinuier-
liche Familien verschiedener Strukturen auftreten.

Dieses Prinzip, nach dem topologische Klassifikationsprobleme dquivalent
zur Berechnung von Homotopiemengen sind, ist, wie am Rande bemerkt sei, frei-
lich nicht uneingeschrinkt giiltig: Seit einigen Jahren weifd man, daf es auf dem
R* verschiedene, und zwar sogar iiberabzihlbar viele, differenzierbare Strukturen
gibt, die nicht zueinander diffeomorph sind (und darin unterscheidet sich der R4
vom R" fiir alle anderen Werte von n). Da der R* zusammenziehbar ist, sich also
vom Standpunkt der Homotopietheorie aus nicht von einem Punkt unterscheidet,
sieht man, daf die Beschreibung der differenzierbaren Strukturen auf dem R? nicht
auf homotopietheoretischem Wege erfolgen kann.

Jedenfalls sollte es klar sein, da} die Berechnung von Mengen von Homo-
topieklassen kein esoterisches Spiel, sondern auch fiir andere Zweige der Mathema-
tik relevant ist. Viele weitere Belege dafiir konnten beigebracht werden; hier sei
nur noch die Algebraische K-Theorie genannt.

In dem folgenden Bericht wird von Beziehungen der Homotopietheorie zur
Zahlentheorie die Rede sein, bei denen die erstere nicht nur — wie in den obigen
Beispielen — eine dienende Rolle spielt. Es scheint niamlich so zu sein, daf fiir ein
Eindringen in die Geheimnisse der stabilen Homotopiegruppen der Sphiren die
Zahlentheorie unerlafilich ist. Wer genaueres hieriiber wissen will, als in einem
solchen Ubersichtsartikel gesagt werden kann, sei auf das kiirzlich erschienene
Buch [R] von Ravenel verwiesen.

§1 Einige Grundlagen der Homotopietheorie

Der Stoff dieses Abschnitts findet sich in den Standard-Lehrbiichern wie
[Sp] oder [W]. Zunichst erinnern wir an die Definition der Homotopiegruppen der
Sphiren (Homotopiegruppen anderer Rdume treten im folgenden nur an unter-
geordneter Stelle auf;ihre Einfiihrung erfordert etwas mehr Sorgfalt.)

Mit S* bezeichnen wir die k-dimensionale Einheitssphire, also Sk =
{x € RE*!| ||x|l = 1}, wobei ||-|| die euklidische Norm ist. Sind f, g: Sk - S»
zwei stetige Abbildungen, so heiflen f und g homotop, wenn sie durch eine stetige
Familie von Abbildungen miteinander verbunden werden kénnen, wenn es also
eine stetige Abbildung F:S¥ x [0, 1] > S™ gibt mit F(x, 0) = f(x) und F(x, 1) =
g(x) fiir alle x € Sk,

Es sei m, (S™) die Menge aller Homotopieklassen [f] stetiger Abbildungen
f:Sk - S", Um auf m (S™) die Struktur einer abelschen Gruppe zu definieren,
fiihrt man zunichst folgende Bezeichnung ein: Ist t € [—1, 1] und y € R* \{0},
so sei m;(y) dasjenige skalare Vielfache von y, fiir welches gilt:

t2 + |Im(V)I* = 1.
Dies ist fiir t = 1 auch fur y = 0 sinnvoll.

Sind nun a, 8 € m(S™), so findet man Reprisentanten f, g:S¥ - S™ von
a bzw. B mit (1, 0, ..., 0) = g(—1, 0, ..., 0). Man kann dann h:S¥ - S® durch
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folgendermafien: Die Punkte von S¥*! sind von der Form /1 - s? - x, s) mit
s€[—1, 1] und x € S¥. Man setzt

EfG/1 —s? - x,5):=(/1 — s? - {(x), 5)

und erhilt auf diese Weise einen Homomorphismus E : m (S") > 7y 4, (S?*1),
die sog. Einhingung, die fir n <2k — 1 ein Isomorphismus ist.

Dies bedeutet, dafl die Gruppe 7, +.(S™) fiir grofies n nicht von der Wahl
von n abhingt. Man bezeichnet sie mit 7 und nennt sie den stabilen r-Stamm.
Dieser , Einhéngungssatz von Freudenthal ist der Ausgangspunkt der stabilen
Homotopietheorie. Nach Serre sind die Gruppen #° fiir r > 0 nicht nur endlich
erzeugt, sondern tatsichlich endlich. Im Laufe der letzten vierzig Jahre hat man
auferordentlich viel Information iiber die stabilen Stimme zusammengetragen,
ohne sie bis heute vollstindig zu kennen.

Die niedrigsten von ihnen kénnen wir explizit beschreiben: Wir wissen
bereits, daf #§ = Z. Ferner ist 75 = Z/2, wobei E"~2 5] fiir n > 3 das von 0 ver-
schiedene Elemente von m, 4, (S™) ist; n ist die Hopf-Abbildung. Schliefilich ist
auch m3 = Z/2, wobei E*~2[5 0 E(n)] fiir n = 4 das von O verschiedene Element
von 7y, 4+, (S™) ist. Ahnliche Beschreibungen der 19 ersten stabilen Stimme finden
sich in dem Buch von Toda [To].

§ 2  Stabile Homotopieklassen und stabil parallelisierte Mannigfaltigkeiten

Die Berechnung von 7§, deren Ergebnis gerade angegeben wurde, wurde
im Jahre 1950 von G. W. Whitehead und von Pontrjagin mit ginzlich verschiede-
nen Methoden durchgefiihrt, nachdem Pontrjagin schon friiher eine falsche
Losung angekiindigt hatte. Er fiihrt die Bestimmung der stabilen Stimme auf
ein differentialtopologisches Problem zuriick. Man kann heute riickblickend
sagen, dafd seine Methode sich als Berechnungsverfahren fiir die Homotopietheorie
nicht bewiahrt hat. Wirkliche Bedeutung gewann sie in den Hianden von Thom
[Th], der die Zielrichtung genau umkehrte, also differentialtopologische Proble-
me auf homotopietheoretische reduzierte, wie es der in der Einleitung geschil-
derten Stellung der Homotopietheorie im Aufbau der Mathematik zu ent-
sprechen scheint.

Im folgenden seien einige Grundgedanken von Pontrjagins Arbeit [P]
geschildert:

Es sei X eine r-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Fiir unsere
Zwecke geniigt es, sich X als Untermannigfaltigkeit von RN vorzustellen. Fiir

d

LX)

) X \ Fig. 2
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§3 Bernoulli-Zahlen, der Dirac-Operator und die Zeta-Funktion

Daf} ein wirklicher Zusammenhang zwischen der stabilen Homotopietheorie
und der Zahlentheorie besteht, wurde zuerst durch den beriihmten Periodizitiits-
satz von Bott [B] aufgedeckt. Dabei betrachtet man fiir eine feste Zahl n die
orthogonale Gruppe O(n) und ihre Homotopiegruppen 7, (O(n)), 7, (O(n)), ...,

T, _2(O(n)). Bott konnte sie berechnen und hat insbesondere gezeigt, daf diese
Folge von Gruppen periodisch mit der Periode 8 ist.

Weil O(n) auf S~ ! operiert, ist es nicht verwunderlich, daB} dieses Resultat
Konsequenzen fiir die stabilen Homotopiegruppen der Sphiren hat, und eine dieser
Konsequenzen lautet, wie Milnor und Kervaire [MK] zeigten: Die Ordnungen der
Gruppen 75, _; haben etwas mit den Bernoulli-Zahlen zu tun.

Die Bernoulli-Zahlen B, sind definiert durch die Taylorentwicklung

z _ z Bl 2 B2 4 B3
e’—1_1_5+—ﬁz L +—6'!-26 ~+..;

sie sind rationale Zahlen; ihre Folge beginnt mit .. Mit N bezeichnen

111
B, 6’3042’
wir den Nenner von K wenn dieser Bruch so weit wie méglich gekiirzt ist.

Adams brachte diese Uberlegungen 1966 zu einem Abschluf}, indem er
(bis auf einen kleinen Rest, der spiter von Mahowald, Quillen, Sullivan und
anderen erledigt wurde) zeigte [A3]:

Es gibt einen Homomorphismus e ; 73. .. = Q/2. dessen Bild eing zv-

klische Gruppe der Ordnung N, und dessen Kern ein direkter Summand ist.

Zur Konstruktion von e benutzt Adams die K-Theorie; seine Definition
kann also hier nicht gut angegeben werden. Spiter zeigten Atiyah, Patodi und
Singer [APS], daf sich die e-Invariante durch das Spektrum des Dirac-Operators
ausdriicken ldfit, wenn man wie in § 2 stabile Homotopieklassen als Mannigfaltig-
keiten interpretiert. Diese Darstellung soll nun wenigstens in einem Spezialfall
kurz geschildert werden. ‘

Wir gehen aus von einer kompakten Mannigfaltigkeit X der Dimension
r =4k — 1, die mit einer Parallelisierung, also einem System v, ..., v, von iiberall
linear unabhingigen Vektorfeldern versehen ist. Damit ist X ein differentialgeome-
trisches Objekt: Zum Beispiel erhilt man eine Riemannsche Metrik auf X, indem
man die Vektoren v, (X), ..., v.(x) zu einer Orthonormalbasis erklirt. Nun hat man
(vgl. etwa [Sh]) den Dirac-Operator D auf X; dies ist ein elliptischer Differential-
operator erster Ordnung, der in der vorliegenden Situation den Raum der (glatten)

Abbildungen von X in €2** ™ in sich selbst abbildet.
Um die Lage noch weiter zu vereinfachen, wollen wir annehmen, daf, wie
bereits in §2 ins Auge gefadt, X von der Form G/I" ist, wobei G eine Liesche

i Gruppe und I’ eine diskrete Untergruppe von G ist. Dann sind die Funktionep auf
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toren 1. Ordnung auf dem R’ sind und die auf 22¥~!-Tupeln von I'invarianten
Funktionen auf dem R* wirkt. Nun konnen wir natiirlich D in der Form D =
Dy + D, zerlegen, wobei D, gerade der konstante Anteil von D ist, und die fol-
gende Dirichlet-Reihe bilden:

sign A
n(s) = X NG
A€o(Dy)
A#0

Hierbei ist o(D, ) das Spektrum von D, ; die Reihe konvergiert fiir komplexe
Zahlen von hinreichend grofem Realteil.

In vielen Fillen reduziert sich jetzt der Satz von Atiyah-Patodi-Singer auf
die Formel

e[X] =¢€ - (n(0) + dim Kern D, ),

1/4  firr =3(8),

wobei €=
[ 1/2 firr=1(8).

Dabei ist natiirlich der Wert n(0) nicht einfach mittels der Definition zu bilden —
das ist im allgemeinen mcht smnvoll sondern der Satz sagt, daf} sich die fiir

. Dﬁi\na,.r_!f

exnlizit berechnen etwa dann wenn C eine Heicenherod 2 rinne ict D11 Qai Hen)
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Somit hat man eine weitere Erklirung fir das Auftreten von Bernoulli-
Zahlen in der stabilen Homotopietheorie. Man kann sich aber auch auf einen
anderen Standpunkt stellen: Da man aus der Topologie wei3, welche Werte die
e-Invariante annehmen kann, erhilt man aus der obigen Beziehung einen neuen
Beweis fiir die Rationalitit der Zeta-Funktion an den ungeraden ganzen negativen
Stellen und eine Bestimmung der auftretenden Nenner; dieser Beweis benutzt von
der Zeta-Funktion nichts als ihre Definition, insbesondere nicht ihre Funktional-
gleichung.

§ 4  Formale Gruppen und Verallgemeinerte Kohomologietheorien

Die im vorigen Abschnitt beschriebenen Homotopieklassen bilden in einem
ganz prizisen Sinn die einfachste Schicht der stabilen Staimme. Um einen Einblick
in diesen geschichteten Aufbau zu gewinnen, sind die formalen Gruppen von
grofem Nutzen. Ihre Bedeutung fiir die Topologie hat als erster Quillen [Q] er-
kannt; siche auch [A4], [Ha] und [R].

Will man etwa auf R die Struktur einer kommutativen analytischen Gruppe
mit O als neutralem Element definieren, so kann man versuchen, dies zu machen,
indem man eine Potenzreihe in zwei Variablen

F(x,y)= 2 axy

i,j>0
mit reellen Koeffizienten a;; angibt, die fiir alle x und y konvergiert und die folgen-
den Eigenschaften hat:

a) F(x, 0) = 0=F(0, x),
b) F(x, y) = F(y, x),
¢) F(x, F(y, z)) = F(F(x, y), z).

Bei einer formalen Gruppe sieht man von der Konvergenz ab; dann ist es
auch iiberfliissig, sich bei den Koeffizienten auf reelle Zahlen zu beschrinken, und
man definiert eine formale Gruppe iiber dem kommutativen Ring R mit 1 einfach
als eine formale Potenzreihe F(x, y) € R[x, y ] mit den Eigenschaften a), b), c).

Wie treten formale Gruppen in der Algebraischen Topologie auf? Dazu mufy
man den unendlich-dimensionalen komplexen projektiven Raum CP® betrachten.
Zunichst sei daran erinnert, da® CPN fur N € N die Menge der durch O gehenden
Geraden in CN *! ist. Eine solche Gerade ist durch einen auf ihr liegenden, von 0
verschiedenen Punkt (z,, ..., Zy ) bestimmt; wir bezeichnen sie mit [z : 2, : ... :
zy ]. Man hat natiirliche Inklusionen CP* < CP? < CP* = ... und setzt CP™ =

U CPN. Die Elemente von CP™ werden mit [z : 2, : ...] bezeichnet, wobei die
N

z; komplexe Zahlen sind, die nicht alle 0, aber von denen nur endlich viele von 0
verschieden sind.

Eine wichtige Eigenschaft von CP™ ist nun, da} es eine stetige Abbildung
m : CP™ x CP™ — CP” gibt, die definiert ist durch

m([Xo : X3 L [Yo :¥1 1] :=[XoYo : X1¥o ¥ Xo¥1 : -],
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und durch die auf CP” eine Struktur geliefert wird, die fast so gut wie die einer
topologischen Gruppe ist. (Natiirlich ist die Multiplikation m keine Kuriositit,
sondern sie beschreibt, wie die meisten Leser wissen werden, das Tensorprodukt
komplexer Geradenbiindel.)

Damit sind wir aber noch nicht bei den formalen Gruppen. Eine formale
Gruppe erhilt man, wenn man auf m eine Kohomologietheorie anwendet. Unter
einer Kohomologietheorie versteht man einen kontravarianten Funktor h von der
Kategorie der topologischen Raume in die Kategorie der Ringe; dieser Funktor
muf einige Eigenschaften haben, von denen uns hier aber nur eine einzige interes-
siert:

Bezeichnet man den Ring h(Punkt) mit hx, so ist h(X) fiir jeden Raum X
eine h,-Algebra.

Die Projektionen p;, p, : CP* x CP” = CP” induzieren Homomorphismen
h(p;) : h(CP*) = h(CP™ x CP*). Man nennt die Kohomologietheorie h orientierbar,
wenn gilt:

h(CP”) =hy[t] und h(CP™ x CP*) = hy[x,y]

mit x = h(p,) (t) und y = h(p, ) (1).
Wenn nun h eine orientierbare Kohomologietheorie ist, so betrachtet man

\lr h‘—.ﬂi.{f::“\ I L/MANO . AP N\ '

Il l
hae[t]  halx, yl;

es ist klar, da® Fy, := h(m) (t) € h4[x, y] eine formale Gruppe iiber h, ist.
Alle Kohomologietheorien, die heute von Bedeutung sind, sind Varianten
der folgenden drei orientierbaren Kohomologietheorien:

1) Die gewohnliche Kohomologietheorie H: Es ist Hy = Z und Fyy(x,y) =x +y.
2) Die K-Theorie K: Wiederum ist K4 = Z; diesmal ist aber Fx (x, y) = x +y + xy.
Es ist bemerkenswert, dal bei den beiden einfachsten Kohomologietheorien

auch die beiden einfachsten formalen Gruppen herauskommen.

3) Die komplexe Kobordismustheorie MU: Fiir das Folgende ist es nicht erforder-
hch zu w1ssen wie MU definiert ist. Von Belang 1st allem daﬁ wie Quillen

MI‘A,]‘ iii’l- —18 4

1.

von MU kann als ein Existenzbeweis fir eine Theorie mit dieser Eigenschaft an-
gesehen werden. Man nennt dabei einen Ring L den universellen Ring (oder
Lazard-Ring) und eine formale Gruppe F(x, y) = Z a;;xiy! iiber L die universelle
formale Gruppe, wenn es fir jede formale Gruppe G iiber einem beliebigen Ring
R genau einen Ringhomomorphismus 6 : L > R mit G(x,y) =X 0(ai,)x‘y’ gibt.









66

(L]
(MK]
(Mo]
[N]
[P]
[Q]
[R]
[Sel]

[Se2]
[Sh]

[Sr]
[Th]

(To]
(W]

W. Singhof

Landweber,P. S.: BP,(BP) and typical formal group laws. Osaka U. Math. 12
(1975) 357363

Milnor J.W;Kervaire, M.: Bernoulli numbers, homotopy groups, and a theorem
of Rohlin. Proc. Int. Cong. Math., Edinburgh 1958. Cambridge Univ. Press 1960
Morava,J.: Noetherian localisatons of categories of cobordism comodules. Ann. of
Math. 121 (1985) 1-39

Novikov,S.P.: The methods of algebraic topology from the viewpoint of cobordism
theories. Math. USSR — Izv. (1967) 827-913

Pontrjagin,L.S.: Smooth manifolds and their applications in homotopy theory.
Transl. Amer. Math. Soc., Series 2, 11 (1959)

Quillen, D. G.: On the formal group laws of unoriented and complex cobordism
theory. Bull. Amer. Math. Soc. 75 (1969) 1293-1298

Ravenel, D. C.: Complex Cobordism and Stable Homotopy Groups of Spheres.
Academic Press 1986

Serre,J.-P.: Groupes d’homotopie et classes de groupes abéliens. Ann. of Math. 58
(1953) 258-294

Serre,J.-P.: Corps locaux. Hermann 1962

Shanahan, P.: The Atiyah-Singer Index Theorem. Springer Lecture Notes in Math.
638 (1978)

Spanier, E. H.: Algebraic Topology. McGraw-Hill 1966

T h o m, R.: Quelques propriétés globales des variétés différentiables. Comment. Math.
Helv. 28 (1954) 17-86

T o d a, H.: Composition Methods in Homotopy Groups of Spheres. Ann. of Math.
Studies 49 (1962)

Whitehead, G. W.: Elements of Homotopy Theory. Springer 1978

Wilhelm Singhof

Mathematisches Institut

der Universitit

Universitétsstr. 1

4000 Diisseldorf (Eingegangen am 9. 4. 1987)



Jber. d. Dt. Math.-Verein. © 1989 B. G. Teubner Stuttgart
91 (1989) 67-92
AMS subject classification: 49 A 29,49 B 22, 35 R 35

Steuerung freier Rinder

K.-H. Hoffmann, Augsburg

Der Artikel bringt eine Ubersicht iiber neuere Resultate auf dem Gebiet der Steuerungs-
theorie partieller Differentialgleichungen. Wir beschrinken uns dabei auf die Behandlung freier
Randwertaufgaben, ein Teilaspekt, dem gerade in neuerer Zeit verstirkte Aufmerksamkeit gewid-
met wird. Nahezu alle Resultate wurden bisher fiir Phaseniibergiinge von fliissiger Materie in feste
oder umgekehrt erzielt, so daf es angemessen erscheint, hier nur Steuerungsprobleme vom Ste-
fanschen Typ darzustellen. Es werden allerdings heute auch grofie Anstrengungen unternommen,
Phaseniibergiinge in Festkoérpern durch mathematische Modelle zu beschreiben. Von einer Steu-
erung solcher Vorginge ist man jedoch noch weit entfernt.

Wir unterscheiden in dieser Arbeit nach Steuerungsproblemen, bei denen nach einer automati-
schen Regelung (,,feedback) gefragt ist und solchen, bei denen ein Giitekriterium in der Form
eines Kostenfunktionals minimiert werden soll (,,optimal control*). Erstere werden hier nur bei
Stefan-Problemen in einer Raumdimension dargestellt, obwohl bereits Resultate in mehreren
Raumdimensionen vorliegen, wihrend wir die Resultate und Beispiele der Optimalsteuerung an
rdumlich mehrdimensionalen Stefan-Problemen demonstrieren werden. Die numerischen Resul-
tate wurden auf einer Norsk Data 540 des Rechenzentrums der Universitit Augsburg erzielt.
Meinen Mitarbeitern K. Bernt und W. Kolbe danke ich fiir die Hilfe bei der Durchfiihrung der
Rechnungen.

1 Automatische Steuerung freier Randwertprobleme

Kristallisations- und Schmelzvorginge treten bei zahlreichen technischen
Anwendungen auf. Als einen Modellfall fiihren wir ein Beispiel aus der Glasindu-
strie an. Die Qualitit des Glases hiingt stark von der Verfestigungsgeschwindigkeit
der fliissigen Schmelze wihrend des Erstarrungsprozesses ab. Um etwa Risse zu ver-
meiden, ist es wichtig, die Geschwindigkeit der Verfestigungsfront zu kontrollieren.
Von technischen, praktischen Gesichtspunkten aus ist es dufderst wiinschenswert, die
Steuerung der Abkiihlung an der aktuellen Lage der Kristallisationsgrenze — des
freien Randes — zu orientieren. Ein vereinfachtes mathematisches Modell stellt
das Zweiphasen-Stefan-Problem dar. In einer Raumdimension versteht man darun-
ter das folgende Differentialgleichungsproblem.

Gesucht wird eine von Ort und Zeit abhiingige Temperaturverteilung u(x, t) sowie
die von der Zeit abhingige Lage s(t) der Kristallisationsgrenze, die das folgende
Anfangs-Randwertproblem 16sen:

1.1 2 t—i =0
( . ) at u(x’ ) ax2 u(x’ t)_

fir 0<x<s(t), t>0 und s(t)<x<a, t>0,
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9 "
(1.2) &u(O,t)—O fir t>0,

(1.3) u(x,0)=ue(x) fir 0<x<a, wobei uy(x)>0
fir 0<x<s, und uy(x)<0 fir so<x<a gilt,
]

hY axl~ AN A arf o AN — uf4) fim  + NN

e hod

gl _ailt

E_

(1.5) u(s(t),t)=0 fir t>0 wund
(1.6) %s(t) =—ui(s(t), t) +ux(s(t),t) fir t>0,
s(0)=s, mit 0<sy <a.

b
Hierbei ist uz(s(t), t) := ——u(s(t) ¥ 0, t), und u, eine stetige Funktion.
ox

Die Gleichung (1.2) entspricht der Symmetrie des Problems, die Randbedingung
(1.4) enthilt eine Steuergrdfe g, wihrend (1.5) und (1.6) den freien Rand charak-
terisieren. Dort herrscht nimlich die Temperatur Null, und es besteht ein energeti-
sches Gleichgewicht.

Das Problem (1.1)—(1.6) wurde von vielen Autoren behandelt. Die uns hier inter-
essierenden Resultate findet man etwa bei A. Friedman [15], [16], [17] und L. A.
Caffarelli und A. Friedman [3]. Das Problem (1.1)—(1.6) hat fiir jedes g € Li,c[0,°)
eine eindeutig bestimmte Losung, wenn der freie Rand s den festen Rand x = a und
x = 0 nicht trifft. Fiir s gilt die Regularitit s € C™(0, o) N C°[0, ).

Die Steuerfunktion g € Ligc[0, o) soll nun so gewahlt werden, da der freie Rand s
sich moglichst innerhalb gegebener Schwellenwerte p, und p, fiir alle Zeiten t >0
aufhilt. Dazu betrachten wir das Problem (1.1)—(1.6) und konstruieren zwischen g
und s eine wohldefinierte Riickkopplung. Es sei 0 < p; < p, <aund p = (py, p2).
Wir unterscheiden zwei mogliche Anfangszustinde des Steuerungsmechanismus:

-1 fiir sy = pa, -1 fiir sy = p,,
M(so) =1 0 fiir p;<so <pa, und Mg(se) =1 fir p;<so<pz
0 fir So <pl, 0 fir So <p1.

Fiir einen ,,Input* s € C[0, %) mit s(0) = s, wird nun der Steuermechanismus fiir
t > 0 induktiv definiert:

Setze to := 0 und M3(s(0)) := Mp(so).

Fiir jedes k € N U {0} werden Schaltzeiten ty .,

¢ o inkaH fiir Tk+l¢(D
KT e fir Tysy =0’

definiert, wobei

P P w4 a Nt AN 44 4. 04 1.3
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in den Fillen p; <so < p, und sy < p,, sowie

Ty = {t € (tg, ) |s(t) = p; und k + 1 ungerade}
U {t € (tx, *0)Is(t) = p, und k + 1 gerade}
im Fall s = p, gesetzt wurde. In den Schaltintervallen reagiert nun der Steuer-
mechanismus wie folgt:
0 falls t€ [t tes;) und k+1 ungerade,

M,(s(t)) =
o(s(1) -1 falls tE ([t tes;) und k+1 gerade

in den Fillen p; <s¢ < p, und 8o < p; und

0 falls tE[ty, tes;) und k+1 gerade,

M, (s(t)) :=
o (s —1 falls t€[tg,te+;) und k+1 ungerade

im Fall So 2 Pa.

Firr den Anfangszustand M,(s(0)) = M,,(so) definiert man den Steuermechanismus
analog. Aus der Abbildung 1 liest man ab, da} der Zustand des Schalters M,, in
Abhingigkeit vom Input s(t) eine elementare Hysteresis-Schleife beschrelbt

M (s(t) ]

-1

0 — 5(t) Abbildung 1

3] P2

Diese ist geeignet, im Falle des freien Randwertproblems (1.1)—(1.6) den freien
Rand s(t) durch die Schwellenwerte p;, p, zu kontrollieren, wenn man
g(t) = M,(s(t)) setzt. Dann w1rd d1e Kuhlung g bei Uberschrelten des Schwellen-

1 IR PR 3 Gu) [ RPN o 1%, MO | DYy A nvsnmannhaléot smn
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gréfert zu

1
SE :={s€RIEIt€[‘r,T] :s(t) =sund Ié(t)l<E ,kEN.
Es folgt:

N Sk

kEN
Da L(S*) = 0 (L bezeichne das Lebesgue-MaR), gilt
LSy =0 fir k-—>oo,
Wir setzen jetzt:
Sk := {(py, p2) € | p; € S¥ oder p, €SE}.
Dann folgt u(Sy) > O fiir k - o0 und somit
(1.10) ;1(§k) <7 fir hinreichend grofie k.

Wir bemerken: Wenn s = s(t) fir r <t<T unds € S} ist, so folgt |$(t)| > 1/k. Das
impliziert, daB es ein von t unabhingiges 8 > 0 gibt, so daf fiir alle |t — t| < § die
Abschitzung

. 1
[s(t)| > X

gilt.

Wegen s(t)|<C fur alle <t <T, kann fiir irgendein p = (p,, p,) & B, die Kurve
= §(t) zwischen p' = p, und p' = p, nur endlich oft (etwa < N mal) oszﬂheren,

wobel N = N(eq, 1) aber unabhingig von p ist.

Sei jetzt [t;, t,] ein Intervall mit s(t;) = p,, s(t,) = p; und s(t) > p, fiir alle

t; <t <t,, sowie s(t) < p, in einem Intervall t, —e <t <t,. Falls nun

p =(p1, p2) € Sy ist, so folgt:

] 1 L
s(t)>a(— fir jt—t,1<8

1
und  §(t) <—i- fir |t—t,]|<8.
Wegen der gleichmifigen Konvergenz von s,(t) = s(t) gibt es ein no € N, so daf fur
alle n = ny die Beziehungen

sn(t1,n) = P2, sn(t2,n) = 0y

gelten und im Intervall t, , <t <t, , die Abschdtzung sy(t) > p, sowie in einem
Intervall t, , -3 <t< t1,n entsprechend s,(t) < p, folgen. Hierbei lafit sich 5

mit einem ¢ > 0 abschitzen zu & = c/k, und fiir die Intervalle gilt [tyn—ti] <8p,
[ta,n — t2| < 8, mit 8, > O fiir n > oo,

Ahnlich schlieft man fir den Fall s(t,) = py, s(t;) = p, mit t, <t, und (p,, p;) & Sk.
Wir fassen zusammen: Fiir p & A, U B¢, U Sk gilt:

T
(1.11) § IMp(sa(t), ME) — My (s(t), Mb) | dt < 2N8,..
0
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FREIER RAND STEUERUNG
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FREIER RAND STEUERUNG
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Abbildung 4

Dieses Lemma erweist sich als zentral bei den meisten Anwendungen des Preisach-
Modells. Eine dhnliche Aussage sogar unter schwicheren Voraussetzungen wurde
mit anderen Methoden von A. Visintin [57] bewiesen. Eine unmittelbare Folgerung

= —_E%H_Mﬁ{h * §x é = ﬁjw_‘ . E‘/A‘/T lad g d

= —

2]
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der Zeit nicht dndern sollen, werden spater unterschiedliche Typen von Randbe-
dingungen vorgegeben.

Es ist das Ziel, bei Kiihlung der festen und Erwiarmung der fliissigen Phase die Wir-
meverteilung und die Lage der Schmelzgrenze zu bestimmen und dann spiter durch

Verinderung der Randbedingungen zu steuern. Wir filhren zunichst einige Bezeich-
nungen ein:

Q:=ax(0,T),

®:= () S@H)x{t} (freie Randfliche),
te,T)

©® Temperatur,
c(®) = 0 Wirmekapazitit,
k(®)> 0 Wirmeleitfihigkeit,
L > 0 latente Wirme,
v Permeabilitit von I

Es wird hier durchaus zugelassen, daf die Wirmekapazitit und die latente Wirme
B} chwinden. um anch cewicen antarts 5
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(2. 1 5) Wo (S 70(@0) in Q,

wobei wo(x) = w(x, 0) die Enthalpie zur Anfangszeit t = 0 bezeichnet.

Die Formulierung (2.13)—(2.15) hat den Vorteil, dafl man die freie Randfliche
nicht mehr mitberechnen muf. Allerdings ist jetzt eine Ungleichung zu 16sen.
Um die Variable w zu eliminieren, fithren wir die Baiocchi-Transformation durch:

t
O(x, t) = | O(x, s)ds.
0

Hierbei wurde die Transformierte, auch ,,Freezing index* genannt, wieder mit ©
bezeichnet. Aus (2.13)—(2.15) fliefft dann das System:

(2.16) v,(®)—AOEf in Q,

2.17) ®=u auf %/,
(2.18) 0,0 +vO=w auf P
2.19) ©0)=0 in Q.

t t
Man beachte, daB jeweils f(x, t) := [ f(x, s)ds + wo(x), u(x, t) := f u(x, s)ds und
t 0 0
w(x, t) = j w(x, s)ds gesetzt wurde.

0
Nun 1a8t sich der Heaviside-Graph H(r) als Subdifferential der Funktion yo(r) :=
= max {0, r} schreiben:
H(r) = 0yo(1).

Aus der Definition des Subdifferentials flieft dann unmittelbar die folgende Varia-
tionsgleichung vom parabolischen Typ:

(Fo(B(1)) — (1), z — B(t))12(@) + a(B(1), 2 — O(1)) —
—(w(t), z = Otz + L | ¥o(2) —L | ¥o(O(1) >0,
Q Q

e(0) =0,
fiir alle z € K(t) := {z € H/(Q) |z| = u(t)} und fur fast alle t € [0, T].
Die Bilinearform a wurde hierbei definiert durch
a(0(t), z — O(1)) := (grad O(t), grad (z — ©(1)))L2@) ~
= (vO(t), z — O(t)) L2y

Nach geeigneter Fortsetzung von u und einem Shift um diese Funktion erhdlt man
schlieflich das Variationsproblem, mit dem wir uns hier befassen wollen:

(VU) Gesucht wird eine Funktion ® € H'(0, T; Vo), Vo == {2z € HY(Q)|z|r = 03,
so daf} die Ungleichung

(Fo(O(t) +ug(t)) — f(1), z — Ot L2) +

+a(0(t) +u(t), z— By(1)) — (W(t), z = O(t) 2" +

+L S{ Yoz tult)) - L !{ Yo(@(t) +u(t)) =0,
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e(0) = 0,
fur alle z € V,, und fast alle t € [0, T] gilt.
Wir nehmen jetzt an, daf} die Funktion p sich in der Form
p(7) fir 7<0,
p+p fir 7=0
darstellen 14t mit einer Funktion € C!(R), die noch weitere Beschrinktheits-
eigenschaften haben soll, die wir hier nicht weiter auflisten wollen. Unter den nach-

folgenden Voraussetzungen an die Daten erhilt man die Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung der Variationsungleichung (VU).

p(r) =

Voraussetzungen:
(A1) 0<p<p(n<p<o, 7ER
(A2) feL*Q)
(A2) f€HY 0, T;L%Q))
(A3) G EHN Q) NL (L), Gplr =u(0)
(A4) veL=T"),
v=0,meas (MU {x€T|v(x)>0H>0
(AS) weL}z"
(A5) w€E€HY0, T; L)
(A6) u€W->(0, T;H! (L)) N H*0, T; L*())
u|z' = Randwerte von u

Um die Existenz einer Lésung der Variationsungleichung nachzuweisen, werden
folgende Teilschritte durchgefiihrt:

(a) Parabolisierung des eventuell entarteten Problems:
Pu(r) = p(r) +p,
mit0<u<1.

(b) Glittung des Heaviside-Graphen:
Wihle x, € C%(R), mit 0 < e < 1 und definiere

Pue(t) = Bu(r) + BXe(®),  Yuer) := Fye(r) + Lxe(r).

Als Konsequenz des Glattungsprozesses wird aus der Variationsungleichung eine
Standard-Variationsgleichung, die mit Galerkin-Approximation behandelt werden
kann:

0
(ne (— B,(t) + u:(t)) ~ fue(t), Z) +a(6,(t) +u(t), z) —(W(1), 2)2¢c" =0
at LZ(Q)

&0)=0 in £,
fiir alle z € V, und fast alle t € [0, T].
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Satz 2.1 (vgl. [25, 49]). Die Variationsungleichung (VU) besitzt eine ein-
deutig bestimmte Losung mit folgender Regularitit:
1. Im parabolischen Fall (p > 0) mit

(a) wE€ H'(0, T; LX(I')): © € H"~(0, T; H'(2)) N HX(0, T; L2()),

(b) w € L*(Z"): ©€H! (0, T; H'(Q)) N H~(0, T; L*(Q)).
2. Im degenerierten Fall (p = 0) mit

(a) wE€ HY(0, T; LX(I'")): ©€ H"™(0, T; H(Q)),

(b) wELX(Z"): ©€H!(0, T; H()). ]

Die Eindeutigkeit erhilt man als Zusatzinformation aus geeigneten Stabilitits-
abschitzungen.

Der Existenzsatz gibt einen Hinweis darauf, aus welchem Raum die mogliche Steu-
ervariable w genommen werden darf und wie die zugehorigen Zustandsriume aus-
sehen.

2.2 Das Kontrollproblem

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns in diesem Abschnitt auf
I'=T", also reine 3. Randbedingungen. Als Steuerungsraum W bieten sich nach
Satz 2.1 zwei Méglichkeiten an:

W =W, :=L%Z) oder W:=W,:=H! 0, T;L*I)).
Das Kostenfunktional zur Bewertung der gewihlten Steuerung wird durch

Iy, ylg, yiT; W) = aylly — yallizo) + o2 llylz — yaz I}2z)
+ozllylr — yar Rz + aallwiid

definiert, wobei o; (i =1, 2, 3) nichtnegative und ¢, positive Konstanten sind.
Das Kontrollproblem 143t sich jetzt formulieren:

(CP); Minimiere J(®,, Bz, ©|r; w) beziiglich w € W;, wobei ® = &(w) die Varia-
tionsungleichung 16st,

oder

(CP), Minimiere J(©, ©|sz, ©|1; w) beziiglich w € W, wobei © = ©(w) die Varia-
tionsungleichung 16st.

Es 1483t sich zeigen, daf} beide Probleme eine Losung besitzen [25, 491, die jedoch
im allgemeinen nicht eindeutig ist. Aus Griinden der Berechenbarkeit interessiert
uns hier mehr die differenzierbare Abhingigkeit des Zustandes von der Steuerung
w. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall W=W, und o; = 1, 04 = /2, 03 = 03 = 0.
Leider ist der Beobachtungsoperator

0 : Wo—> L2(Q) x L3(Z) x L3(),
w '_)(91 ®|2s Gl)l'[')

im allgemeinen nur Lipschitz-stetig. Es wird also erneut notig, den zum pe-geglétte-
ten Problem gehorenden Beobachtungsoperator 0, zu betrachten.
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Satz 2.2 (vgl. [25, 49)). Es sei p, > 0. Der Operator O, hat eine Gateaux-
Ableitung D0, (w)dw an der Stelle w € W, in Richtung von 6w, und

DO0ue(w)bw =: éue

geniigt der Variationsgleichung

9 0 t :
(Dne (a_t @ye(t)) 3 £ue(t), Z) ) ta(§,(t),z) = (. g Sw(s)ds, Z)L2 ,

L3 (T)
£.(00=0 in Q,

fiir alle z € H () und fast alle t € [0, T].
Mit D, wurde die Gateaux-Ableitung der Abbildung v, : L*(2) = L*(2)
bezeichnet.

Beweisskizze. EsseiXA> 0 gegeben.
é}\ue = Oye(w + A6w), (':')ye = ope(w),

£ — @Mlé — (:)&E = 7#5((:))\#6) - 7“6((;)145)
Ame - Y s MAue - b\ .

Fiir diese Grofen folgt durch Subtraktion der entsprechenden Variationsunglei-
chungen:

t

(Mae(t), D120y + alEaue(t), 2) = | (5W(s), Z)r2(r)ds,
V]

Eue(0)=0 in £,

fur alle z € H'(2) und fast alle t € [0, T].
Diese Gleichung wird mit z := §,,. getestet und iiber [0, t] integriert. Nach parti-
eller Integration der rechten Seite und unter Beachtung, da v, streng monoton
und die Bilinearform a H!(£2)-elliptisch ist, folgt mit Hilfe der Youngschen und
Gronwallschen Ungleichung die Beziehung

EauellLeco,;v) + P *lErpellLz@) < C

mit einem von A, u und € unabhingigen C.
Aus dem Mittelwertsatz und der Konstruktion von v, schliefft man:

C C
IManellLzq) <: lErpellL2Q) < a—)z/_z .
Folgerung:

Exue > Eue schwach*in L=(0, T, V),
schwach in H'(0, T; L*(S2)),
Maue > Mue schwach in L2%(Q).

Damit kann man in der Variationsgleichung zum Limes iibergehen.
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Es bleibt noch
) .
we = D7ue a_t Op.e fne
zu zeigen. Das geschieht mit Hilfe der Taylorentwicklung. O

Der Nachweis der Differenzierbarkeit des Operators ( ue ist die Voraussetzung zur
Herleitung notwendiger Optimalititsbedingungen. Dazu fithren wir die adjungierte
Variationsgleichung ein:

0 2 a
D'Yp.e (a ep.e(t)) a_t pne(t)a Z) a(ppe(t), z)= pe(t) By(t),z

Pee(T =0 in &,
fiir alle z € HY() und fast alle t € [0, T].

(AP)
L)

Satz 2.3 (vgl. [25, 49)). Es sei w,. € W eine optimale Steuerung. Dann gilt:
Es gibt ein p,. € L™(0, T; H'(Q2)) N HY(0, T; L*()) mit der Eigenschaft:

(i) pye l0st (AP),,
(ii); Puels = aw, fir W=W,
(ﬁ)Z ﬁuelz = aw#e,

Pre(0) = aw,(0) fiir W=W,,

T
wobei Pyue(t) = | pue(s)ds gesetzt wurde.
t

Be weis (nur fir den Fall W = W,).
DJ,(w)ow
= (Ope(w) = ©4, DO0,e(W)dW)1L2(q) + (W, dW)12(x)

= I [(DYue(Oue(t)bue(t), £ue(t))12@) — aA(Puelt), £ue(t))1dt +al(w, SW)12(z)

t T
(J dw(s)ds, pue(t)} dt +a [ (w, dw)i2amdt

--.-!o

= § (8w, puedLzmdt + a § (w, §w)p2rydt
0

-
=)

= I (—pue(t) +aw(t), aw(t))Lz(l")dt

(-]

Folglich:
DJyue(w) = 0 = pyelr(t) = aw(t). O

Der Frage der Konvergenz des Wertes des Kostenfunktionals fir u >Ound e > 0
e I P ——

£ro VLo P Bl 7
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Die notwendigen Bedingungen von Satz 2.3 sind der Ausgangspunkt fiir numeri-
sche Berechnungen.

2.3 Numerische Losung des Steuerungsproblems

Zur Anwendung eines Gradientenverfahrens muf in jedem Schritt der
Gradient von J,,. berechnet werden. Das geschieht in folgenden Schritten.
0. Setze n = 0 und gebe w(0) €W vor.
1. Lose die Variationsgleichung zur Berechnung von

9 @
37 Ot 1= Ouew™).

2. Berechne J, (w™) und teste auf Abbruch.
3. Lse die adjungierte Variationsgleichung zur Berechnung von pffz
4. ,,Line search* zur Bestimmung von w®*D:

WOt 2 @ g o @ p®,

5. Gehe zu 1.
Mit diesem Algorithmus wurden einige numerische Testrechnungen durchgefiihrt.

Experiment 1 (Ziel: Realisierung eines vorgegebenen freien Randes zur Endzeit T,
s. S. 85)

@ |1 fir ©<0
P27 02 fir @>0;
L=1, v=1;

| :
J(w) := 5 lx(w) = xtllE2(0) + Bo llW(0) I} 2(ry + By 1 W ll2(z),

wE Wl )
x(w) charakteristische Funktion von Q, zur Endzeit T,

xt € L2(82) charakteristische Funktion eines Teilgebietes von §2, die als
Referenzfunktion dient.

Experiment 2 (Ziel: Realisierung einer vorgegebenen raumlichen Verteilung der
Temperatur © zur Endzeit T, s. S. 86/87

10 fir <0
Q) =
o 5 fir ©>0
L=0.5, v=1;

1
J(w) := 5 10(w) — Orll}2q) + Bollw(0) I3 2(ry + B1lw llL2cx)y,

wE Wl:
Or ELA(Q) Referenz-Verteilung der Temperatur zur Endzeit T.
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Experiment 3 (Ziel: Realisiere eine erwiinschte Bewegung des freien Randes,
s. S. 88/89)
10 fir ©<0
5 fir ©>0
L=5, v=1;

p(@) =

1
J(w) =5 lIx(w) = Bglli2) + Boll w(O) I32ry + By Il W I 2y,

wE Wl,
x(w) charakteristische Funktion von {(x, t)|©(x, t; w) > 0}

Xg = Xg(X, t) gegebene charakteristische Funktion einer Referenzphase
{(x, t) €Q[B(x, t) > 0}.
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A Survey of the Statistical Theory of Shape

, D. G. Kendall. Cambridge, UK*)

There are several different approaches to the statistical analysis of shape
(see for example recent reviews by Bookstein [1] and Small [25]). There is an
equal diversity of approaches to the geometric description of shape, but here I
will only describe one that I have developed in a series of papers starting in 1977,
the first [5] of these being associated with what now seems a very premature at-
tempt to study shape-valued stochastic processes. W. S. Kendall’s most recent
work [12] on shape-diffusions substantiates and considerably generalises that ex-
ploratory essay, and links it with recent researches in stochastic physical chemistry
by Clifford, Green and Pilling [3].

My interest in shape theory was prompted by a topic on the fringes of
archaeology. When one looks at Stonehenge one accepts the underlying circular
structure without asking for statistical authentication, and the same is true of the
underlying linear structures in the monuments of Carnac. Statistical tests would
here be quite out of place. But there are other archaeological situations in which
a linear structure is accepted by some, and dismissed by others. Thus the set of

52 standing stones studied by Broadbent [2] yields (532) = 22100 triplets of

stones, and there are those who say that “too many” of these are “too nearly”
collinear, while others dismiss such claims as ridiculous. Who is right?

We can quantify “nearly collinear” by interpreting this to mean “the ob-
tuse angle of the triangle defined by the triplet differs from two right angles by
less than € = 0.5 degrees”. Figure 1 shows a map of the plan positions of the 52
stones; there are 81 such nearly collinear triplets (Figure 2). Is 81 “too many”?

One’s first attempt at answering that question could be to pretend that the
stones are independently uniformly distributed inside a rectangular frame whose
length/breadth ratio is equal to the ratio of the component standard deviations of
the configuration, and on that basis one finds that the expected number of triplets
meeting the half-degree standard of near-collinearity is about 73, so that assuming
approximately Poisson variation (here reasonable) the comment ‘“too many”’ is to

*) Lecture to “Jahrestagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in Berlin,”
September 1987.
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This leaves us with an m x k matrix of rank at most m(k — 1), and to clarify
the rank situation we multiply this matrix on the right by a fixed element of O(k)
that maps the column vector (0, 0, ..., 0, 1) to a column vector all of whose ele-
ments are equal to 1A/k. The new matrix will then have a final column of zeros.
Omitting that column we are left w1th an m x k- l) matrix the squares of whose

ok svanléd wndl

and m(k — 1) — 1 dimensions. That sphere we shall call the sphere of pre-shapes.
Each of its points is identified with an m x (k — 1)-matrix on which SO(m) acts
from the left, and we define the shape space Z¥, to be the quotient of the pre-
shape sphere by SO(m). (For further details see [7, 8, 9].)

Note that it is in the process of standardisation for size that we lose the
opportunity to include the totally degenerate k-ad all of whose points are coinci-
dent. This does, of course, have a distinct shape, and if we wish we can adjoin it
to the shape-space as a non-Hausdorff point. Normally the totally degenerate situa-
tion is ignored, but an exception is made when discussing the diffusion of shape;
there the non-Hausdorff point representing total degeneracy is of importance as
specifying an entrance law.

Geometrically a maximal set of pre-shapes equivalent modulo SO(m) forms
what is called a fibre in the sphere of pre-shapes, and two k-ads will be said to have
the same shape if and only if they determine pre-shapes lying on the same fibre.
Thus we get the shape space by using the quotient operation that maps fibres to
points (= shapes), and we then throw as much as we can of the structure of the
pre-shape sphere down the projection into the shape space. That we can metrize
the quotient space in this way is well known, but we can do better.

This is because the projection 7 that maps fibres to shapes is (away from
certain singularities when m = 3, to be discussed below) a riemannian submersion
endowing the shape space with a natural smooth riemannian structure in such a
way that pairs of horizontal tangent vectors at any pre-shape on a given fibre (that

is, tangent vectors orthogonal to the fibre) map to a pair of tangent vectors at the
mitmage f the filhre in the chane enace thece lnet tanoent vectore havine the same
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The singularities that arise when m = 3 correspond to the k-ads that lie in
an (m — 2)-dimensional subspace. Thus the singular set is a projective image of
Elr(n —~2 in 2‘;,.

The natural generalisation of the set of “collinear” labelled triangles in the
plane is the set of (m + 1)-ads in R™ that happen to lie in an (m — 1)-dimensional
subspace, and the corresponding set of shapes is a projective image Eq,, of Tmty
in Z2*! In particular when m = 2 this tells us that the collinearity set Eq, is the

L 1 . 1 . . . .
projective image S! ( 5) of S}(1) in S? (5), so that it is a special great circle in

1 . . .
S? (5) We call this the equator, and it is useful to employ that terminology even

when m is not equal to 2.

These projective nestings of shape spaces in other shape spaces are very
useful, and are possible because we have chosen to standardise the size measure
L to a value (unity) that does not depend on k or m.

If we arrange the shape spaces in an array labelled by (k, m), where the
number of points k = 2 increases down the columns and the dimension m = 1 in-
creases along the rows, then all the spaces along the diagonal m =k — 1 are topo-
logical spheres (this result is due to A. J. Casson). Clearly they cannot be metrical
spheres when m 2 3 because then they must contain singularities. Notice that
these “diagonal” shape spaces are those needed for the discussion of the shapes of
labelled simplexes. Beyond this diagonal, that is when m >k — 1, the shape spaces
in the k-th row are all the same and can be identified with a “hemisphere” of the
topological sphere Z¥ _ ;. (There are two such “hemispheres” in this topological
“sphere” that are metrically congruent under a reflection operation and intersect
in what we have called Eqy _;.)

These “hemispheres” and “equators” play an important role when one
studies the shape-diffusion induced via a time change by a given k-point diffusion
in the ambient space R™. The paper by W. S. Kendall already referred to starts
with a brownian or an Ornstein-Uhlenbeck diffusion for a set of k points in R™,
wherem=k—1,k,k + 1, ..., and then examines the corresponding time-changed
diffusions in ZX, as was done in a very tentative way in [5]. The first of these
shape spaces is a (topological) sphere, and all the others are copies of one and the
same “hemisphere” whose boundary is the “equator’ defined above. But the suc-
cessive diffusions in this hemisphere are not the same, and that fact leads to in-
teresting and indeed surprising conclusions about the nature of the stochastic mo-
tion when the ambient dimension m tends to infinity.

There remains a triangular region of the array defined by the inequalities
m = 3 and m <k — 1 about which we have so far said nothing, but I can now make
a fairly complete statement concerning the homology-properties of the spaces in
question.

(i) None of these spaces is a sphere even in the crudest sense; i.e. none has
the homology of a sphere.
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(iii) All have torsion in homology.
(iv) Any two such spaces are homologically distinct.

The details are long and complicated, but depend chiefly on the interesting fact
that if we write

ThXZ;

when both k < £ and m < n, then one can set up an elegant topological 3-term re-
currence that constructs ZX, up to homeomorphy out of the topological spaces
Tk-1 and X! and so up to homeomorphy we can (in principle) construct all
the shape spaces inductively, following the partial order and starting with the
spaces at the margins of the array (for those are already known).

For the Euler-Poincaré characteristic x we thus obtain a numerical 3-term
recurrence that is easily solved explicitly. This reveals that the triangular region
contains some even-dimensioned spaces with x = 2 and some odd-dimensioned
spaces with x = 0. However these are not topological spheres; for the proof of that
we require a corresponding recurrence in homology.

In homology the recurrence yields a short exact sequence that can be ex-
tended to a long exact sequence with homomorphisms whose action on the homol-
ogy groups can be identified. I have found the Z,-homology explicitly for all the
shape spaces Z¥, from this information, and a corresponding determination of the
Q-homology is in progress. Fitting these together via the General Coefficient Theo-
rem should yield the integer homology. For our represent purposes the Z,-results
suffice.

One might expect that the shape spaces with singularities would prove to
be of no practical interest, but that is not so. In fact the spaces =X are precisely
those that are important in the work of Clifford, Green and Pilling on stochastic
problems in physical chemistry.

4.

It might seem that this concentration on the geometry of shape spaces is
excessive, but recent events have justified it in a striking way. When this program
began in the nineteen seventies, C. G. Small and I knew that a diffuse probability
law L in R™ must determine in a natural way an induced law L* on the shape
space ZX,, this being the law of distribution of the shape of a labelled k-ad of points
each of which is independently distributed with law L, but we only knew one or
two examples of such situations that we were able to study in explicit detail. It
therefore seemed exceedingly desirable to find a wide range of such explicit shape
Aictribntions at least in the basicallv important case k = 3. m = 2. In particular we
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of such calculations we used a stereographic projection of the sphere X3, project-
ing it from the shape point where “A = B # C” onto the tangent plane at the shape
point where “C is the midpoint of AB”. This is a plane projection, and in the plane
we took cartesian coordinates (x, y) such that the shape point where “A = C # B”
had the coordinates (— 1/\/§ , 0), and the shape point where “A # C = B” had the
coordinates (+ 1/\/§ , 0). The occurrence here of ﬁ may seem peculiar, and some
writers (e.g. Small [23, 24, 25]) omit it, but it is the kind of wrinkle that remains
however much one pushes it under the carpet, and I prefer to accept it at this
point for the sake of getting cleaner formulae elsewhere. With these coordinates
we find that y = 0 is the locus of all collinearities apart from the one correspond-
ing to the shape projected to the point at infinity. Thus y = 0 together with the
point at infinity is the projected version of Eq,.

With these conventions it is natural to seek an explicit form for the shape
density m(x, y) that is the Radon-Nikodym derivative of the shape measure rela-
tive to the o-finite measure dxdy. After many years of unsuccessful attempts to
find m(x, y) in the two “simple” cases, the situation has changed dramatically
with the work of the young chinese mathematician Le Hui-ling, who succeeded in
obtaining explicit formulae for the function m(x, y) whenever the probability
model is:

three points A, B, and C are independently and uniformly distributed
inside a compact convex polygon K.

Her solution ([16, 17]; see also [13, 14, 15]) is perfectly general, and covers all
compact convex polygons K whatsoever.

What led to this remarkable achievement was the observation that for
given K the function m(x, y) is real-analytic inside each tile of a K-dependent
“singular tessellation” T, and jumps abruptly in analytic form when any edge of
the tessellation is crossed. As there is a continuum of possible shapes for K, and
so a continuum of possible tessellations, this seemed at first to make a complete
solution even more unattainable, but the tradition of doing the geometry first,
and tackling the probability calculations when that was fully understood, turned
out to be the key to the situation. The geometric dependence of T on the shape
of K was fully investigated [14], and once that was done the outline of what might

m u\’ggil\lg urnsr A a E‘\lnit!'i“ iﬂl:a ‘ﬂth.[‘ I‘n“—_‘_ L= ..:[. I . 'ﬂ

be overcome before this intuition was shown to be correct.
Next, the jump suffered on crossing any tile-edge of the tessellation was

shown via an analytic continuation argument to be completely characterised by a
real-analytic jump-function attached to that tile-edge and free of singularities in a
two-dimensional open set containing the edge after removal of its end-points. Thus
if one were given the function m(x, y) in some “basic tile’” and if also one knew all
the jump-functions, then it could in principle be extended to an arbitrary “target”
tile by a ““stepping-stone” procedure following a sequence of pair-wise contiguous
tiles. It was moreover clear that if the argument could be pushed through then all
such stepping-stone routes would provide equally good ways of arriving at a solu-
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Another vital step was Le Hui-ling’s reduction of the problem to finite
form. She followed this by finding explicitly (a) the function m(x, y) in a particu-
lar so-called “basic” tile for all polygons K, and (b) the jump-functions for all tile-
edges of all tiles in the tessellations associated with all polygons K. Her solution
has now been implemented in a computer-algebra language, although in practice
the choice of the stepping-stone route itself is best performed by eye after inspect-
ing the tessellation. The successive contributions to the (finite) stepping-stone ex-
pansion of m(x, y) can contain terms having singularities in the target tile, but the
theory guarantees that in a computer-algebra implementation all singularities in
the target tile will automatically cancel out when their sum is formed, to give a
version of m(x, y) that is real-analytic inside that tile.
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Figure 3. A singular tessellation for an irregular pentagon

Figure 3 shows a typical tessellation; here K is an irregular pentagon. The
shape density m(x, y) is always C2-smooth save at the three shapes corresponding
to coincidences among the triangle-vertices, and the presence of the jump-func-
tions at the tile-edges is revealed by numerical jumps there in the 3rd or 4th normal
derivatives. It was indeed the detection of these in earlier numerical studies [13]
that first gave us the necessary insights into the geometrical and analytical struc-
ture underlying such tessellations.

An interesting subsidiary question is: can we find the shape of K when
the associated shape-density m(x, y) is known? We can prove that the answer to
this is affirmative if we exclude a nowhere-dense set in the shape space 3 =
CP"~2(4), where n is the number of vertices of K. The proof of this depends on
the geometrical fact that the tessellation T is made up of three components: finite
segments, semi-infinite half-lines, and arcs of circles. If the semi-infinite half-lines
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and arcs of circles are removed, then what remains is the superposition of n(n — 1)
scaled, rotated and shifted copies of K itself (built out of the finite-segment com-
ponents). The residual ambiguity is associated with the peeling apart of these

n(n — 1) copies of K, and that can always be done if it is given in advance that the
ratios of interpoint distances between all pairs of vertices of K are distinct.

This result contrasts surprisingly with a general result of Small [24] telling
us that the solution to the corresponding inversion problem can be non-unique if
the common law L of the three triangle-vertices is arbitrary.

In all the above it has been supposed that the k vertices are given a definite
labelling, which could be either intrinsic, or assigned at one’s convenience. When
the labelling is arbitrary, or of subsidiary importance, one is free to quotient out
the permutation group on k letters to obtain a reduced shape space, but that is
usually less well behaved, and such additional quotienting is normally avoided ex-
cept in very special circumstances. One such is the situation in which information
about an unknown shape density m(x, y) is to be obtained by simulating k-point
configurations in m dimensions and then recording their shapes as a preliminary
to plotting scatter diagrams, contour plots, etc. in the shape space or some trans-
form of it. In such circumstances an extra factor k! in the effective size of the
simulation can be gained be exploiting the relabelling group. Having established
the result on the reduced shape-space it will then often be convenient to construct
its equivalents in the other k! — 1 permutation transforms in order to bring out
more clearly the global structure that is being studied.

Some of the above is now in a sense rather old work, because during the
last two years interest in the Cambridge group has gradually shifted away from the
shape spaces Z¥, towards the associated size-and-shape spaces, and also towards
the shape spaces derived from an ambient space that is a riemannian manifold M
(instead of R™) and an appropriate group G (instead of SO(m)) with respect to
which the quotient operations take place. There is evidently a connexion with the
moduli spaces of the algebraic geometers, but this does not seem to lead to any
further insights.

We note in passing that the size-and-shape space corresponding to ZX, con-
tains a point corresponding to the totally degenerate k-ad that was omitted from
Tk itself; this is the point corresponding to L = 0.

An instructive example with a non-euclidean ambient space is that in which
k =3, M =8S2%(1), and G = SO(3). This is the space of spherical triangles with label-
led vertices, though not the space of spherical triangles that was studied by Grace
Chisholm Young in her celebrated Géttingen doctoral thesis under Felix Klein
(1895). (She considered a triangle with sides that need not be minimal geodesics;
also its sides were allowed to intersect at points other than the vertices.) Topo-
logically our space is S3; this is easily demonstrated by a technique using the prop-
erties of identification topologies. But viewed within the differentiable category it
possesses four point-singularities; one of these is the shape of total coincidence,
while the other three correspond to the situations in which two of the vertices are



A Survey of the Statistical Theory of Shape 101

coincident and the third is antipodal to them. Another interesting feature of our
space is that it is in effect a size-and-shape space, because size for spherical triangles
is just an aspect of shape. Moreover “location” is now irrelevant, because a change
of location can be effected by using the group SO(3). A determined attack on this
problem has been made during the last year by T. K. Carne, Le Hui-ling, and my-
self. We have now obtained (by three different methods, two involving computer
algebra) the riemannian structure, the sectional curvatures, the brownian differen-
tial generator, the geodesic geometry, and the different but related metric which
arises from a parallel procrustean study. We therefore now know almost as much
about this shape space 32 as we do about Z3. Still more recent investigations by
Carne and by Le Hui-ling have extended many of these results to the shape space
for k points in S™.

It is thus appropriate to turn to the statistical problem of finding interest-
ing shape measures on 232, and in the last few months Le Hui-ling has found the
probability law for shapes of spherical triangles whose (labelled) vertices are in-

1
dependently uniform inside a spherical cap of angular radius o |0 < a<< 51). The

whole bundle of these calculations taken together puts us in a position to resolve
a problem of interest in quasar astronomy; this is, how should one analyse the
claims that “too many” triplets of quasars lie on or suspiciously close to short
arcs of great circles on the celestial sphere. Or, to put it more roughly, how should
one analyse the evidence for there being too many triplets of “nearly collinear”
quasars. It is known that the effect of the curvature of the celestial sphere is not
negligible here. We are now in a position to make an accurate assessment of it, by
examining the above results for small « and comparing them with comparable
results for the size-and-shape version of 3. Note that size must come into this
comparison, on the one hand because it is not separable from shape in the spherical
triangle context, and on the other hand because in the collection of the astronom-
ical data a selection for size will have been exercised.

Another problem in which size plays a significant role is that in which one
studies the shapes of the simplexes that are the tiles of the Delaunay tessellation of
a realisation of an m-dimensional Poisson point-process. We shall call these sim-
plexes PDLY tiles, for short. The present account summarises the papers [6, 10]
and adds some more recent results.

We first recall that the Delaunay tessellation of a (suitable) infinite set of
distinct isolated points in R™ was introduced by the Soviet number-theorist Boris
Nikolaevitch Delone (1890—1980). The construction goes as follows. We look at
each (m + 1)-ad of points in turn. If its circumsphere contains a point of the set in
its interior we do nothing, but if its circumsphere is “empty’’ in that sense we draw
in the simplex determined by these m + 1 points. When all (m + 1)-ads have been
examined in this way we obtain a non-overlapping covering of R™, and that is the
Delaunay tessellation, the component simplexes being the tiles thereof. We omit
the necessary restrictions on the original set of points but remark that with prob-
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ability one they will all be satisfied if we apply the construction to a realisation of
an m-dimensional Poisson process.

At first sight this looks like a problem involving Z® *1, but that turns out
to be a partly misleading clue. Some years ago Miles [18, 19] proved that for PDLY
tiles the circumradius R (which has a scaled chi-square distribution) is statistically
independent of a complete set of shape-variables, so that if we use R as the measure
of size, then size and shape will be independent. This suggests that the connexion
with Z®*1 should be abandoned altogether, but that too would be a mistake. A
more fruitful procedure is to compare

(i) the shape distribution for PDLY tiles, and
(ii) the shape distribution for a simplex with independent gaussian vertices.

This gives us two shape measures u, and u,, say. I have proved that the Radon-
Nikodym density du,/du, is of the form

cm/pmz,

where cy, is a known function of m only, and p = R/L (note that this is a shape-
variable with 1//(m + 1) as its minimum value). It follows that on constructing
by simulation an independent sequence of simplexes with independent gaussian
vertices, and at each step computing p and using the obvious acceptance-rejection
rule based on

(Pmin/P)™,

then the resulting sequence of accepted simplexes will be a sequence of indepen-
dent PDLY tiles.

In other words, we have found a way of creating “lone”’ PDLY tiles with-
out doing any tessellating, with consequent immense gains in speed! This work is
still in progress, but a few comments will illustrate what has so far been done.

First, the procedure just outlined works spectacularly well for dimensions
m from 1 up to about 6 or 7. After that the random sample size obtained falls off
drastically because the chance of acceptance (which is known exactly) tends rapid-
ly to zero as m tends to infinity, and so eventually nearly all the gaussian simula-
tions are rejected. Recently Miles has pointed out to me that such “lone tile simula-
tions” could also be carried out in another way; there u, is to be replaced by u,,
the shape measure for a simplex whose vertices are independently uniform on a
unit sphere. A decomposition formula given by Miles [19] then yields the Radon-
Nikodym derivative, and thereafter one proceeds as before. It will be interesting to
see how these two methods compare. I have also looked at the effect of replacing
the acceptance/rejection rule by an importance-sampling procedure, the (normed)
weights being proportional to the Radon-Nikodym derivatives. Here every simula-
tion is retained, but the weights vary wildly because of their dependence on p, and
so a suitable smoothing procedure has to be used. My experiments so far show that
useful information on the distribution of shape can be obtained by this technique
even when m = 10. This is remarkable when we consider that, from yet another
formula established by Miles [19], at dimension 15 the expected number of PDLY
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tiles having a given point as vertex is about
44,000,000,000,000.

Thus at m = 15 we are working with a stochastic tessellation of PDLY tiles of
fantastic complexity, even when viewed from such a narrowly local standpoint.
It will be interesting to see how much more insight we can gain when trying new
ways of studying this formidable stochastic object.

The main conclusions arrived at so far are that a typical PDLY tile is (1)
more likely to be nearly regular (i.e. equilateral), and (2) less likely to be nearly
degenerate than is the case for a typical gaussian simplex. Figures 4 and 5 illustrate
a few of the results that have been obtained in this way. I hope, by pushing the
simulation technique out to higher dimensions, and by supplementary asymptotic
calculations, to get some idea of what happens as m —> oo,

One would very much like to be able to make comparable statements
about groups of “adjacent” tiles in the tessellation, but while some limited progress
is possible, this problem seems to be exceedingly difficult. It will be observed that
the whole tessellation could be thought of as a somewhat novel form of stochastic
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I conclude with a few notes on applications. It is well known that no clas-
sical test for two-dimensional stochastic point processes can match the perfor-
mance of the human eye and brain in detecting the presence of improbably large
“holes” in the realised pattern of points. This fact has generated a great deal of
research in the last few years, especially in connexion with the “large voids” and
“long strings” which the eye sees (or declares that it sees) in maps of the Shane
and Wirtanen catalogue of positions of galaxies (see for example [20]). Astrono-
mers are interested in both (i) whether these phenomena are sufficiently extreme
to require explanation, and if so (ii) whether any of the various model universes
now in vogue can be said to display them to just the same degree. Recently Icke
and van de Weijgaert [4] have suggested that useful progress might be made by
studying the 2- and 3-dimensional Delaunay tessellations generated by the galaxy
positions, and in particular by examining the observed distributions of various
size and shape characteristics for the Delaunay triangles and tetrahedra. The in-
vestigation summarised in section 6 was planned as a contribution to this enquiry.

There is another interesting application of the Poisson-Delaunay theory to
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In fact there is indeed a striking number of nearly equilateral tiles in the
Delaunay tessellation of 224 towns, villages and hamlets in Wisconsin, the other
noticeable feature of that data-set being a high proportion of thin splinter-shaped
tiles round the edges of the region being tessellated. Of course these latter tiles are
not true Delaunay tiles at all; they arise solely because their circumcircles lie most-
ly outside the region, and so they are “empty” in virtue of the cut-off at the edges.

Now central-place theory also has something to say about distances. Thus
one mechanism that has been invoked to explain central-place effects in East
Anglia is the tendency for neighbouring market-towns to be separated by the
maximum distance over which one can drive sheep in a day.

Accordingly we ought to treat this as another problem that belongs to size-
and-shape theory rather than to shape theory. And this presents no difficulties
because for PDLY tiles in two dimensions the size (measured by the circumradius
R) has a simple distribution; in fact R? has the law of a scaled x3, the scaling con-
stant being known. The shape-distribution is also known from the work of Miles,
and size and shape are statistically independent.

This suggests a new approach to such data, as follows. (i) Sort the tiles
according to their shapes, and select those that by some convenient angular crite-
rion are “nearly equilateral”. Then (ii) examine the distribution of circumradial
size within the selected set of tiles, and examine the departures from independence
and from the theoretical ¥? law.

This procedure has the attractive feature that it will not be corrupted by
the splinter-shaped tiles associated with the edge-effects. Normally in spatial
statistics edge-effects are very difficult to deal with. Here we are lucky!

This research was carried out with support from the Royal Society of London (TKC)
and the Science and Engineering Research Council (LHL and DGK).
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Eichstitt U. Schirmeier

Dacunha-Castelle, D., Duflo, M., Probability and Statistics I/II, translated from French
by D. McHale, Berlin u. a.: Springer-Verlag 1986, VI + 362 p./XIV + 410 p., hardcover,
DM 89,—/DM 68,—

Das vorliegende Werk ist gedacht als integrierter Kurs in Wahrscheinlichkeitstheorie und
Statistik. Ein solcher Kurs der gesamten Stochastik ist natiirlich auf 770 Seiten nur in MaBen rea-
lisierbar; aufierdem wird es kaum méoglich sein, derart heterogene Denkweisen wie die (teilweise
unmathematische) der Statistik und die der stochastischen Analysis in einem einzigen Werk so
zu présentieren, dafl nichts verbogen wird. Um ein Urteil vorwegzunehmen: herausgekommen
ist ein Vorlesungsmanuskript (besser zwei Texte, in elementarer Stochastik und in Prozefstati-
stik), das manches Uniibliche enthilt.

Was das Werk nicht ist, ist ein auf Dauer angelegtes Lehrbuch. Ich vermisse generell —
dieser Vorwurf trifft allerdings viele andere Biicher gleichermafien — die »-philosophische Kom-
ponente*: Erklirung, Diskussion, Vermittlung von Einsichten statt Faktenwissen. Meist gibt es
nur diirre Andeutungen, die oft in ritselvollen drei Punkten ... enden. In der Statistik sollte man
sich m. E. nicht damit begniigen, Standardlehrstoff aneinanderzureihen ohne dem Leser zu sa-
gen, welche Rolle die diversen theoretischen Prinzipien spielen, was sich mit ihnen gut oder we-
niger gut begriinden it und wo schwere oder sogar ungeldste Probleme liegen. (Dariiber kann
man auch auf elementarem Niveau durchaus sprechen.) Wiihrend Sétzen iiber schwache Konver-
genz und dem Aspekt der ,,Théorie générale viel Raum gegeben wird, vermisse ich manches aus
dem Kanon der stochastischen Prozesse: Birkhoff, Markovsche Halbgruppen und Generatoren,
Lokalzeit. (Ubrigens auch Lévy-Chintschin, obwohl von unabhiingigen Zuwichsen langer gespro-
chen wird.) Gilt dies als bekannt? Warum dann nicht auch die Lebesguesche Integration? (Die
wird nimlich abgehandelt.) Kritisch urteilend wiirde ich sagen, eine iiberzeugende Idee, welche
die Stoffauswahl leitet, sei nicht recht sichtbar; wohlwollender formuliert: das Buch ist nur in
Verbindung mit anderen Texten zum Erlernen der Stochastik geeignet.

Die schriftstellerische Sorgfalt der Autoren ist nicht iibermiflig gro gewesen. (Dies als
handfeste Kritik nach den obenstehenden mehr ideologischen Einwinden.) Erwihnt seien: Stol-
perstellen im Prosatext (I. S. 53: , Moreover it should clarify the table of contents.*); dunkle
oder logisch unklare Passagen (II. S. 283: , Kompensator als Pradiktor*. II. Def. 6.3.18 mit fol-
gendem Beweis: Was ist Voraussetzung und was Behauptung?); unsaubere Formulierungen von
Definitionen (II. S. 23: , Poissonproze*‘; verfehlt hier auch der Hinweis auf Kolmogorov), Liik-
ken in Beweisen (I. S. 121: warum bleibt || a || beschrinkt?), nicht lebensfihige zu allgemeine
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Begriffe (IL. S. 276: ein Kompensator braucht hier nicht vorhersehbar zu sein; die Autoren geben
aber kein Beispiel, wo dies sinnvoll ist). Auf der technischen Ebene sind zu monieren: ein nicht
alle Stichworte befriedigend auffithrendes Register, viele nicht identifizierbare Titel in den bib-
liographischen Hinweisen in Bd. I, die Orthographie von Eigennamen, vor allem russischen, so-
wie eine — gegeniiber dem franzosischen Original deutlich verschlechterte — Lesbarkeit des
Drucks.

SchlieBen wir mit einer positiven Bemerkung: die Ubungsaufgaben zu Bd. I sind schon
konstruiert; sie tragen einen Teil des Stoffs und laden zum Selbststudium ein.

Heidelberg H. Rost

Stroock, D. W., An Introduction to the Theory of Large Deviations (Universitext),
Berlin u. a.: Springer-Verlag 1984, 196 pp., Soft cover, DM 56,—

Im Umkereis der klassischen Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeitstheorie gab man
sich schon sehr frilh nicht zufrieden mit den in diesen Sétzen enthaltenen Aussagen iiber die
asymptotische Verteilung von Stichprobenmitteln grofen Umfangs. So entstand eine ganze
Reihe von ,,neuen Grenzwertsitzen®, die sich mit subtileren Aussagen iiber ,,grofe Abwei-
chungen* der Stichprobenmittel von ihrem Mittelwert beschiftigten (vgl. z. B. Khintchine, A.,
Math. Ann. 101 (1929) 745—752, Smirnoff, N., Mat. Sbornik 40 (1933) 441—454, oder Feller,
W., Introd. to Prob. Th. I, Kap. VIL6). Heute versteht man unter ,,Large Deviations* jedoch in
der Regel Weiterfithrungen des Beitrages von H. Cramér (Sur un nouveau théoréme limite de la
theorie des probabilités, Paris 1937), wo die Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB die Stichproben-
mittel nicht in eine vorgegebene Umgebung des Mittelwertes fallen, genauer studiert und etwa
fir die Konvergenz gegen Null (bei wachsendem Stichprobenumfang) exponentielle Geschwin-
digkeit nachgewiesen wurde. Die herausragende Bedeutung des Cramérschen Satzes liegt in sei-
nem engen Zusammenhang mit dem Entropiebegriff, so daB sich naturgemi sehr wichtige
Beziehungen zur Informationstheorie sowie zur Physik ergeben.

Das vorliegende Buch von D. W. Stroock griindet sich in erster Linie auf Arbeiten von
M. Donsker — 8. R. S. Varadhan (1975/76/83) und von R. R. Bahadur — S. Zabell (1979), in
denen das Cramérsche Ergebnis und seine Methode auf Zufallsvariable mit Werten in topologi-
schen Vektorriumen, insbesondere in Banachriumen, erweitert wurden. Dariiber hinaus stellt
der Autor eigene Beitrige vor, in denen er Donsker-Varadhan-Resultate auf ergodische
Markovsche Prozesse iibertrigt.

Genauer wird in Stroocks Buch folgende allgemeine Thematik behandelt: Gegeben
sei auf einem polnischen Raum E (z. B. ein separabler Banachraum) eine Familie (k¢ )e > o von
W-Maflen u, die schwach gegen ein Punktmaf 8y, mit xo € E konvergiert. Die Aufgabe besteht
in der Angabe einer Funktion (,,rate function* I : E = [0, +o], fiir die das ,»,Large Deviations
Principle* gilt:

—inf I(x) <liminfelogu.(G), G offen CE,
XEG €e—>0

lim sup € log u(F) <—inf I(x), F abgeschlossen C E.
e~>0 XEF

Nach einer kurzen, sehr abstrakten Einfiihrung wird dieses Programm in drei grund-
satzlich verschieden scheinenden Situationen durchgefiihrt, und zwar fiir Diffusionsprozesse
(Satz von Schilder und Wentzel-Freidlin-Theorie), fiir i.i.d. Variable (Cramérs Satz und Donsker-
Varadhan-Verallgemeinerungen) sowie schlieBlich fiir ergodische Markov-Prozesse (mit dem
Sanovschen Satz als speziellen Fall). Der Schildersche Satz wird zwar im ersten Kapitel separat
vorgestellt, aber spiter wird auch er (allerdings als Ubungsaufgabe) ebenso wie die ergodischen
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Fille aus den Donsker-Varadhan-Resultaten abgeleitet. Im letzten Kapitel des Buches wird
schlieflich noch eine Briicke zu ,,Logarithmischen Sobolev-Ungleichungen* und zu ,,Hyper-
kontraktionsresultaten von L. Gross und E. Nelson geschlagen, speziell fiir den eindimensio-
nalen Ornstein-Uhlenbeck-Prozef.

Das Buch, im wesentlichen Ausarbeitung einer Vorlesung des Autors aus dem Jahre
1983/84, stellt an den Leser hohe Anspriiche. So werden fundierte Kenntnisse stochastischer
Prozesse vorausgesetzt; besonders im Zusammenhang mit Diffusionsprozessen fafit sich der
Autor meist duerst kurz (wihrend etwa elementare Tatsachen iiber halbstetige Funktionen
ausfiihrlich bewiesen werden). Ebenso sollte der Leser gute Grundlagen in Funktionalanalysis
mitbringen. Die Verwendung des Terminus ,,Introduction* im Titel des Buches sollte nicht als
erste Einfiihrung verstanden werden. Einem Nichtexperten wiirde ich vor (oder zumindest neben)
dem Studium des vorliegenden Buches zunichst die St. Flour-Vorlesung von R. Azencott
(Springer Lecture Notes in Math. 774), die im ersten Teil des Buches in wesentlich gestraffter
Form iibernommen wurde, oder das Springer Grundlehren-Buch von R. S. Ellis ,,Entropy, Large
Deviations, and Statistical Mechanics* empfehlen, wo die Urspriinge und das weitere Umfeld
der Theorie der Large Deviations mit ausgeleuchtet werden, worauf im vorliegenden Buch
jedoch fast vollig verzichtet wird. Da der Autor auch gar nicht auf eine umfassende Einfihrung
im angesprochenen Sinne abzielt, zeigt meines Erachtens schon das extrem knappe Literaturver-
zeichnis (6 Titel). Die wohl durch das Druckverfahren bedingten Druckfehler halten sich in
Grenzen; irgerlich ist aber, dal einige der verwendeten Symbole aufgrund fehlender Erkldrung
dem Leser lingere Ritsel aufgeben (wie etwa die Operator-Norm auf S. 78 oben). Ein ohnehin
wiinschenswertes Symbolverzeichnis (ebenso wie ein Stichwortverzeichnis) hitte derartige Mén-
gel vielleicht ausgeschlossen.

Fiir alle, die an neueren Entwicklungen in der Theorie der Large Deviations interessiert
sind, bietet das Buch jedoch eine Vielzahl hochinteressanter Ergebnisse, die darin in hervorra-
gender Manier zusammengestellt sind. Fiir diesen Leserkreis ist das Buch wohl auch gedacht und
derzeit auch unentbehrlich.

SchluBbemerkung: Eine Besprechung des vorliegenden Buches (zusammen mit dem
0. a. Buch von R. S. Ellis) findet man auch in The Annals of Prob., 14(4) (1986), 1428—1431.

Passau G. Leha

Kolchin, V. F., Random Mappings (Translation Series in Mathematics and Engineering),
Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Verlag 1986, XIV, 207 pp., DM 194,—

Iteriert man eine beliebige Abbildung T von {1, .. ., n} in sich, so lduft jeder Punkt
nach endlich vielen Schritten in einen Zyklus hinein. Die Zyklen mit ihren Einzugsgebieten bil-
den die Zusammenhangskomponenten eines T reprisentierenden Graphen. Ist T eine Permuta-
tion, so besteht jede dieser Komponenten nur aus ihrem Zyklus, im allgemeinen ist jede Kom-
ponente jedoch ein Zyklus mit einem daraufgepflanzten Wald von Baumen: jeder Punkt lauft
seinen Baum hinab zur Wurzel und ist dann in seinem Zyklus angelangt. — Wihlt man T zufil-
lig gemiB der Gleichverteilung iiber die n" moglichen Abbildungen T, so stellen sich Charakte-
ristika, die fiir die Beschreibung von T von Interesse sind, als Zuvallsvariable dar, jede mit ihrer
Verteilung. Beispiele: die Anzahl der bei T auftretenden Zyklen, die Anzahl der Punkte mit r
Urbildern, die maximale Dauer bis zum Einschwenken in einen Zyklus. Viele dieser Charakte-
ristika sind Charakteristika von Biumen und Wildern von solchen: Anzahl der Baume, der Kno-
ten der Valenz r, maximale Baumhahe. Die Untersuchung zufilliger Abbildungen T ist daher
eng mit der Untersuchung zufilliger Baume und Wilder verkniipft. — Da man eine Abbildung T
dadurch festlegen kann, da man die Punkte aus {1, . . ., n} auf einige von ihnen neu verteilt,
hiingt die Untersuchung zufilliger Abbildungen eng mit der Untersuchung zufilliger Verteilun-
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gen von Gegenstinden auf Schubldden zusammen. — Viele der bei alledem auftretenden Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen entpuppen sich als bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilungen (WVen),
die man aus einem Produkt von mehreren gleichen WVen herausschneidet. Beispielsweise schnei-
det man die Multinomialverteilung der Multiplizititsmuster zufilliger Abbildungen aus einem
Produkt von Poisson-Verteilungen durch die Bedingung ,,Summe der Partikel ist gleich n*
heraus. — Zufillige Baume entstehen, wenn man einen Verzweigungsproze mit einem Individu-
um beginnen und dann bis zum Aussterben laufen 1488t — falls dies geschieht, was z. B. im sog.
kritischen Fall (Erwartungswert der Kinderzahl = 1) fastsicher der Fall ist; beginnt man mit N
Individuen, so entsteht ein zufilliger Wald mit N Bidumen. Der Lebensdauer eines Verzweigungs-
prozesses entspricht z. B. die maximale Hohe der entstehenden zufilligen Biume. Grenzwert-
sitze der Wahrscheinlichkeitstheorie kénnen in dem hiermit umrissenen Bereich dazu dienen,
asymptotische Aussagen iiber die Verteilungen von Zufallsvariablen der beschriebenen Art zu
gewinnen. Die vorliegende Forschungsmonographie faft Forschungs-Ergebnisse, die zum grofen
Teil aus den letzten 15 Jahren stammen, und in denen lokale Grenzwertsitze i la Gnedenko-
Kolmogorov bzw. iiber Verzweigungsprozesse eine Hauptrolle spielen, zusammen und diirfte

fir weitere Untersuchungen ein wichtiges Stimulans werden. Durch die Fiille interessanter,

z. T. relativ elementarer Querverbindungen ist sie nicht nur fiir Spezialisten, sondern auch fiir
generell mit Fragen der Stochastik befafite Mathematiker, insbesondere Kombinatoriker, wert,
sorgfaltig studiert zu werden.

Erlangen K. Jacobs

Krengel, U., Ergodic Theorems, with a supplement on Harris Processes written by A.
Brunel (de Gruyter Studies in Mathematics, Vol. 6), Berlin — New York: Walter de Gruyter 1985,
VIII, 357 pp., Leinen, DM 128 —

Ergodentheorie bedeutet heute vielerlei. Sie fiihrt ein bliihendes, wenngleich gelegent-
lich esoterisch.erscheinendes Leben zwischen Wabrscheinlichbeitstheatie_dynamischan Suste-

men, Funktionalanalysis, C*-Algebren, topologischen Gruppen, Zahlentheorie und schlieilich
ihrer Heimat, der statistischen Physik.

Nur noch ein kleinerer Teil davon ist den eigentlichen ,,Ergodensitzen* im Sinne des
vorliegenden Buches gewidmet. Krengels Monographie iiberlappt sich daher, d. h. durch diese
Eingrenzung und die dadurch mégliche lokale Griindlichkeit kaum mit den anderen in letzter
Zeit erschienenen Texten iiber Ergodentheorie.

Die Kapitaliiberschriften

: Measure preserving and null preserving point transformations;
: Mean ergodic theory;
: Positive contractions in L, ;
: Extensions of the L, -Theory;
: Operators in C(K) and in L, (1 < p < o0);
: Pointwise ergodic theorems for multiparameter and amenable semigroups;
: Local ergodic theorems and differentiation;
: Special topics (v. Neumann algebras, entropy and information, nonlinear nonexpansive map-
pings);
supplement (A. Brunel): Harris processes, Special functions, Zero-Two-Law
deuten das Spektrum des behandelten Stoffes an, lassen aber nicht die unglaubliche Fiille des
verarbeiteten Materials sichtbar werden.
Diese Fiille hat zweierlei Effekte. Einerseits Vollstindigkeit, genauer Sucher-Freundlich-
keit: Der Leser, der nach einer speziellen Form eines Ergodensatzes innerhalb des angesproche-
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nen Rahmens sucht, wird meistens schnell fiindig, wenn vielleicht auch nur mit einem Ein-Satz-
Referat der betreffenden Originalarbeit. Diese Art Orientierung wird erleichtert durch die Unab-
hingigkeit der einzelnen Abschnitte und eine grofle Disziplin in der Verwendung spezieller Be-
griffe. (So hatte ich bei einer Vorlesungsvorbereitung Mithe mit dem Codierungstheorem und
fand bei Krengel die entscheidenden Ideen klar und ohne terminologische Schnorkel erklirt, al-
lerdings mit einem Druckfehler.)

Andererseits provoziert das Nebeneinander von so vielen trickreichen Varianten des
gleichen Themas beim Auflenstehenden leicht die entnervte Frage: Wozu all diese Bastelei? Dar-
auf sind ja wohl zwei Antworten mdglich. Die eine, die dem Autor niher zu liegen scheint: Wenn
du dich wirklich hineinkniest, wirst du sehen, da8 die meisten Strukturfragen sich ganz natiirlich
gleichsam von selber stellen. Auf diese Weise ist tatsichlich vieles entstanden, etwa im Gefolge
der bahnbrechenden Ideen von Eberlein. Die zu dieser Antwort gehorige Arbeit, verschiedene
Ansiitze unter beweistechnischem Blickwinkel moglichst durchsichtig zu verkniipfen, ist in dem
Buch nach meinem Eindruck vorbildlich durchgefiihrt. (So hatte ich nach einem Seminar iiber
mehrparame trige Ergodensitze erst bei der Krengelschen Darstellung das Gefiihl: Ja, so muff man
es offenbar machen.)

Die andere Antwort wiirde Beispiele und Motivationen auch von ,,aulerhalb* erldutern.
Hier lif}t der Verfasser trotz vieler Literaturhinweise den Leser allein. Wenig in dem Text hilft
mir dabei, die Briicke zu schlagen zu dem grofen (und eben fiir die meisten von uns zu grofien)
Atem von etwa Mackeys klassischem ,,Ergodic Theory and its significance for statistical mecha-
nics and probability* in Adv. Math. 12 (1974). Gerade auch fiir die inzwischen entstandene sub-
additive und mehrparametrige Theorie gibe es geniigend Anschauungsmaterial, das nahe an der
Wurzel dieser Sitze liegt. Bei einem professionellen Arrangement von Schnittblumen wird man
leicht enttiuscht, wenn man auch noch das Gras wachsen horen will.

Insgesamt ist dies Buch eine auflerordentlich hilfreiche und informative Stiitze fiir den,
der schon weif, warum er sich fiir das Gebiet interessiert.

Kaiserlautern H. v. Weizsicker

Kiefer, J. C., Introduction to Statistical Inference (Springer Texts in Statistics), Berlin
u. a.: Springer-Verlag 1987, 60 figs., VIII, 334 pp., gebunden, DM 98,—

Das vorliegende Einfiihrungslehrbuch der Mathematischen Statistik basiert auf Vorle-
sungen von Jack Kiefer, die posthum redigiert und zu einem leicht verstindlichen Grundkurs der
induktiven Statistik zusammengefafit wurden.

Die Kapitel 1—4 dienen der Einfiihrung entscheidungstheoretischer Konzepte (Ent-
scheidungsraum, Verlust- und Risikofunktion, Zulissigkeit, vollstindige Klassen), der Klassifika-
tion von Entscheidungsproblemen aufgrund der Struktur des Entscheidungsraumes (Punkt- und
Intervallschitzprobleme, Testprobleme, ...) und der Besprechung von Kriterien fiir die Auswahl
von Verfahren (Bayes, Minimax, Invarianz, Erwartungstreue, ...).

Kapitel 5 behandelt ausfiihrlich die erwartungstreue, lineare Schitzung linearer Para-
meter in linearen Modellen unter Momentannahmen (Satz von Gauf8-Markoff).

Kapitel 6 befait sich mit Suffizienztheorie. Ausgangspunkt ist die Definition iber be-
dingte Wahrscheinlichkeiten, aus der das Faktorisierungskriterium und die entscheidungstheo-
retische Interpretation (,,kein Informationsverlust*) abgeleitet werden.

Kapitel 7 ist der Schitztheorie gewidmet und enthilt u. a. den Satz von Rao-Blackwell,
die Cramér-Rao-Ungleichung, einiges iiber Pitman-Schitzer, eine einfache schitztheoretische
Version des Satzes von Hunt-Stein, eine Diskussion der ML-Methode und — eng damit zusam-
menhingend — etwas asymptotische Effizienztheorie.
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Viertens wird ihre Ubergangshalbgruppe vom Laplace{Beltrami-)Operator erzeugt, so dal man
nahezu jede Situation, in denen der Laplace-Operator oder auch allgemeinere elliptische Opera-
toren auftreten, als makroskopischen Aspekt einer zugrundeliegenden (allerdings meist nicht real
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tialtheorie. SchlieBlich wird gerade in jiingster Zeit der schon im Jahre 1900 von L. Bachelier
unternommene Versuch, die Brownsche Bewegung zur Modellierung 6konomischer Phinomene
heranzuziehen, verstirkt fortgefiihrt.

Aus all dem ergibt sich die hohe Bedeutung und grole Anwendungsbreite der Diffu-
sionsprozesse allgemein und der Itoschen Diffusionen im besonderen, die ihren Niederschlag
demgemif auch in einer Reihe hervorragender Lehrbiicher gefunden haben (vgl. Literaturver-
zeichnis im vorliegenden Buch). Aber, wie der Autor wohl mit einiger Berechtigung im Vorwort
schreibt: ,,Ungliicklicherweise scheint der Grofiteil der Literatur iiber stochastische Differential-
gleichungen soviel Wert zu legen auf Strenge und Vollstdndigkeit, daf} viele Nichtexperten ver-
schreckt werden.” [Ein dhnliches Argument fiihrt auch D. Williams in seinem Buch ,,Diffusions,
Markov Processes, and Martingales. J. Wiley, 1979¢ an, wenn er P. A. Meyer mit den Worten zi-
tiert: ,,... sechs Monate Vorlesung sind nétig, um die Definitionen bereitzustellen“.] Gerade hier
setzt nun der Autor an, der als Anliegen formuliert: Zugang zum Stoff aus dem Blickwinkel des
Nichtexperten — Beschrinkung auf die wichtigsten Spezialfille unter Beiseitelassen des allge-
meinsten Falles — gelegentlich nur Wiedergabe von Beweisideen — Darstellung der wichtigsten
Anwendungen.

Mein Eindruck ist, daf® der Autor die gesteckten Ziele ohne jeden Zweifel erreicht, auch
wenn ich meine, da an einigen Stellen mehr Eleganz der Darbietung ohne Gefihrdung des
,,down to earth*-Zieles moglich wire. Seiner ihm vom Autor (so wortlich) zugedachten Rolle
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