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42 G. Schumacher

Der Vorbereitungssatz [We], den WeierstraB, wie er selbst anmerkte, seit 1860
in seinen Vorlesungen vortrug, war ein Mittel zur Algebraisierung der Komplexen
Analysis. Zunéchst bedeutet dieser, da man im Prinzip die Losung einer analytischen
Gleichung

flz, .., 2,)=0

auf die Berechnung der Wurzeln komplexer Polynome zuriickfithren konnte. Die ganze
Kraft des Vorbereitungssatzes wurde jedoch erst fast hundert Jahre spiter deutlich.

Die neuere Entwicklung in Deutschland ist untrennbar mit der von Heinrich
Behnke begriindeten Miinsteraner Schule der Komplexen Analysis verbunden. Von
besonderer Bedeutung war die in den dreiBiger Jahren begonnene Arbeit von Karl Stein.
Wichtige Impulse gingen von Henri Cartan aus, der bereits im Jahre 1946 die Zusammen-
arbeit wieder aufnahm und wenig spiter die Miinsteraner Kollegen besuchte - dies war nicht
zuletzt das Verdienst von Heinrich Behnke. Neben Karl Stein sind die prominenten
Vertreter der Miinsteraner Schule Hans Grauert, Friedrich Hirzebruch und Reinhold
Remmert. Zumindest als Angehérige der nichsten Generation, sind die meisten der im
folgenden genannten deutschen Mathematiker dieser Gruppe zuzurechnen.

Von groflem Interesse war die Frage nach den natiirlichen Definitionsbereichen
holomorpher Funktionen in mehreren komplexen Verinderlichen. Ihre Beantwortung
gipfelte in der Charakterisierung von Holomorphiegebieten durch die Eigenschaften
holomorph konvex bzw. pseudokonvex und letztlich in der Definition der Steinschen
Mannigfaltigkeiten und Rdume, die unmittelbar zu Gegenstinden weitgehender Uberlegun-
gen wurden.

Neue Wege wurden durch die Verallgemeinerung des Begriffs der Riemannschen
Fliche eroffnet. Durch die Arbeiten von Grauert und Remmert wurden die komplexen
Réume in das Zentrum der Komplexen Analysis geriickt. Diese vereinen in sich die
verschiedensten natiirlichen Aspekte. Sowohl lokale als auch globale Phianomene, sowohl
topologische, geometrische als auch solche der Kommutativen Algebra und Algebraischen
Geometrie spiegeln sich darin wider und lassen sich angemessen formulieren; die Sprache ist
diejenige der Garbentheorie bzw. Homologischen Algebra. Lokal werden komplexe Riume
durch die von Remmert intensiv studierten analytischen Mengen beschrieben. Die globalen
Untersuchungen begannen im Grunde mit der Einfithrung komplexer Mannigfaltigkeiten;
ferner lassen sich die zunichst betrachteten, durch verzweigte Uberlagerungen gegebenen,
Réaume hier einordnen. Die Untersuchung analytischer Mengen mit Hilfe des WeierstraB3-
schen Vorbereitungssatzes fiihrte dazu, daf sich die Komplexe Analysis algebraischen
Methoden erschlof3. Dabei wuchsen die Garbentheorie und besonders der Begriff der
kohiarenten Garbe weit iiber die Rolle einer Sprechweise hinaus.

AnléBlich des 100jahrigen Jubildums der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
erschien ein Festband, in den leider kein Artikel iiber die Komplexe Analysis in Deutschland
aufgenommen werden konnte. Der vorliegende Aufsatz ist ein Versuch, diese Liicke zu
schlieBen. Im Sinne dieser Vorgabe konnte an vielen Stellen nicht auf manche wichtige und
interessante Entwicklung eingegangen werden. Bei der Darstellung standen mehr als die
historische Abfolge inhaltliche Schwerpunkte im Vordergrund.
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I Holomorphe Funktionen mehrerer Verinderlicher

1 Analytische Fortsetzung holomorpher Funktionen

1.1 Fortsetzungssitze in einer Verédnderlichen

Klassische Resultate. Zu den in der Einleitung angesprochenen Phidnomenen
gehort das Prinzip der analytischen Fortsetzung holomorpher Funktionen. Den
Beweis fiir die Existenz von Laurent-Entwicklungen (in einer Verédnderlichen)
hatte Karl Weierstrall, wie erst spiter deutlich wurde, bereits im Jahre 1841
angegeben. Seine Ableitung der Laurent-Entwicklung enthielt die Cauchyschen
Koeffizientenabschiatzungen und damit den Riemannschen Hebbarkeitssatz.

Riemannscher Hebbarkeitssatz. Sei D c C eine offene Teilmenge, p e D ein
Punkt auf f eine auf D\ { p} holomorphe Funktion. Dann existiert eine holomorphe
Fortsetzung von f, falls die Funktion bei Anndherung an p beschrdnkt bleibt.

Bernhard Riemann selbst benutzte in seiner Dissertation [Ri 1851] ganz
andere Methoden, und zwar ein Integrationsargument in der Sprache harmoni-
scher Funktionen. Unter der Voraussetzung

lim ((z-p)"' f(2)=0

z=p
erhielt er Laurent-Entwicklungen Zj: _2aj(z—p)’ mit endlichen Hauptteil und
allgemeiner Reihen der Form > aj(z—p)’’*, die man heute als Puiseux-Entwicklun-
gen bezeichnet.

1.2 Fortsetzungssitze in mehreren Verénderlichen

Meromorphe Funktionen. Natiirlich auftretende Ausnahmemengen sind die Polstel-
len meromorpher Funktionen. Bereits 1879 untersuchte Weierstrall meromorphe
Funktionen mehrerer Verdnderlicher im Sinne von Quotienten holomorpher
Funktionen:

f(Zl,...,Z,,)

(p(zla cees Zn) =
g(Z],...,Z,,)

Es traten hier erstmals hoherdimensionale Gebilde als Ausnahmemengen
auf - eine Tatsache, die sich als nicht zufillig erweisen sollte. Diese waren durch
eine analytische Gleichung gegeben, das Verschwinden der Nennerfunktion g(z).
Doch nicht alle diese Punkte sind wirklich Polstellen im Sinne eines gegen
unendlich strebenden Funktionswertes. Verschwinden Nenner und Ziahler gleich-
zeitig, so wird die Funktion unbestimmt. Sie 148t sich jedoch in gewissen Fillen
ausdehnen. Weierstral} zeigte in Analogie zum Riemannschen Hebbarkeitssatz: Es
herrscht Holomorphie in einem Punkte der Nullstellenmenge des Nenners, wenn
die Funktion auf einer Umgebung dieses Punktes, soweit sie definiert ist,
beschréankt bleibt.
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Analytisch diinne Ausnahmemengen. Welche Ausnahmemengen sollten fiir denk-
bare Fortsetzungssitze zugelassen werden? Die Nullstellengebilde holomorpher
Funktionen, gegeben auf offenen Teilmengen eines komplexen Zahlenraumes C*
waren bereits aufgetreten. Im Prinzip kannte man ,analytische Mengen* ein-
schlieBlich moglicher Singularitdten. Spater faBte man folgende prizise Defini-
tion:

Definition. Eine Teilmenge A eines Gebietes G = C" heifit analytisch, wenn es
zu jedem Punkt aus G eine offene Umgebung Uc G gibt und endlich viele auf U
holomorphe Funktionen, deren gemeinsame Nullstellenmenge gerade A A U ist.

Unter einer diilnnen Menge (priziser analytisch diinnen Menge) versteht
man eine Teilmenge Bc G, derart, daB jeder ihrer Punkte eine Umgebung U
besitzt, so dall BN U in einer echten analytischen Teilmenge von U enthalten ist.

Mit den Mitteln der Jahrhundertwende konnte man jedoch nur ,glatte®
Mengen betrachten - man sprach bereits von ,Mannigfaltigkeiten“. Gemeint
waren damit aber stets Untermannigfaltigkeiten eines Zahlenraumes C” bzw. eines
komplex projektiven Raumes P,; dies, obwohl Riemann spitestens in den
~Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen® [Ri 1854] Mannigfaltigkei-
ten als abstrakt angesehen hatte.

Die Aussage des Riemannschen Hebbarkeitssatzes gilt fiir holomorphe
Funktionen auf Komplementen analytischer Mengen, die (lokal) bei Anniherung
an diese Ausnahmemenge beschrinkt bleiben. Er wurde, wie gesagt, nur fiir glatte
Ausnahmemengen formuliert und mit unterschiedlichen Methoden angegangen.
William F. Osgood (der von 1887 bis 1890 in Géttingen und Erlangen studierte)
zeigte 1898, daB eine lokal beschrinkte Funktion mehrerer Verdnderlicher bereits
dann analytisch ist, wenn Holomorphie in jeder einzelnen Veranderlichen, bei
beliebig fest gewahlten iibrigen Parametern gilt [Os 1900] (vgl. [Ha 1906]). Spiter
wurde diese Aussage von Karlheinz Spallek in [Spa 1963] auf komplexe Riaume
verallgemeinert. Damit war der Riemannsche Hebbarkeitssatz auf den klassischen
Fall einer Verdnderlichen zuriickgefiihrt. In den Vortragen des ,Madison Kollo-
quiums® [Os 1914] schrieb Osgood diesen Satz dem Mathematiker Hugo Kistler
zu, der in seiner Dissertation [Ki 1905] die Cauchysche Integralformel in mehreren
Verénderlichen dazu benutzt hatte, die analytische Fortsetzung explizit anzuge-
ben.

Ausnahmemengen hoherer Kodimension. Als fiir die Funktionentheorie mehrerer
Verdnderlicher typisch erwiesen sich Fortsetzungssitze, die ohne Einschrankun-
gen an die betrachteten Funktionen allein unter Voraussetzungen an die Defini-
tionsgebiete gelten.

Ebenso unerwartet wie elementar war eine Aussage, die Adolf Hurwitz im
Jahre 1897 in seinem Vortrag beim ersten internationalen Mathematikerkongrefy
in Zurich [Hur 1898] machte: Holomorphe Funktionen mehrerer Verdnderlicher
besitzen keine isolierten Singularititen.

Fortsetzungssatz von Hurwitz. Ist U eine offene Teilmenge eines komplexen
Zahlenraumes C", n>1 und p € U ein Punkt, so besitzt jede auf U\ { p} holomorphe
Funktion ohne weitere Voraussetzung eine analytische Fortsetzung auf ganz U.
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Hurwitz erwiihnte als Beweismethode den Laurentschen Satz.

Laurentreihen in zwei Verdnderlichen benutzte Fritz Hartogs in seiner
Dissertation [Ha 1903] ganz systematisch. Er folgte seinem Lehrer Alfred Prings-
heim, der Potenzreihen und Konvergenzprobleme studiert hatte, und stellte
zunichst fest, daB holomorphe Funktionen auf kartesischen Produkten von
Kreisscheiben bzw. Ringgebieten eindeutig bestimmte Reihenentwicklungen mit
nicht negativen bzw. ganzzahligen Potenzen besitzen: Eine punktierte Umgebung
des Nullpunktes im zweidimensionalen Zahlenraum enthélt sicher die Vereinigung
der Mengen DX D* und D*xD wobei D CC ecine geeignete Kreisscheibe und
D*=D\{0} bezeichne. Die Entwicklungen einer Funktion auf DxD\{(0,0)}
bzgl. DX D* und D* XD besitzen keine negativen Potenzen in der ersten bzw.
zweiten Variablen. Die Einschrinkungen auf D* X D * stimmen iiberein, und somit
treten keinerlei negative Potenzen auf.

Dieses Ergebnis weist stark in die Richtung des zweiten Riemannschen
Hebbarkeitssatzes fiir holomorphe Funktionen mehrerer Veranderlicher, den wir
in heutiger Fassung angeben; der Begriff der Dimension einer analytischen Menge
wurde erst sehr viel spiter geklart.

Zweiter Riemannscher Hebbarkeitssatz. Sei Uc C" eine offene Menge und
Ac U eine analytische Teilmenge, deren (komplexe) Dimension in allen ihren
Punkten hichstens n— 2 betrdgt. Dann besitzt jede auf U\ A holomorphe Funktion
eine eindeutige holomorphe Fortsetzung.

Verallgemeinerungen. Man sollte anmerken, daf} Kistler in [Ki 1905] auch Ergeb-
nisse iiber die meromorphe Fortsetzung meromorpher Funktionen formulierte -
die dazu herangezogenen Cousinschen Sitze, iiber die noch im einzelnen berichtet
werden soll, waren zu diesem Zeitpunkt jedoch nicht soweit gereift, als dal man sie
in diesem Zusammenhang hitte anwenden konnen. Bewiesen wurden die Fortset-
zunegssitze erst spiter von Hartoes [Ha 19111 (zur Geschichte des Riemannschen
|

Hebbarkeitssatzes vgl. auch den Artikel [Ul 1990] von Peter Ullrich).

Am Ende der Entwicklung steht die Aussage der beiden Riemannschen
Hebbarkeitssiatze fur plurisubharmonische Funktionen (in mehreren Verdnderli-
chen), die von Hans Grauert und Reinhold Remmert in [Gr-Re 1956] bewiesen
wurde.

Hartogsfiguren. Ein wichtiger Impuls ging von Fortsetzungssitzen vollig anderer
Art aus, die Hartogs in einer Folge von Arbeiten [Ha 1906, Ha 1907] publizierte:
Die Ausnahmemengen haben ein nicht leeres Inneres - in diesem Zusammenhang
spricht man heute von ,Hartogsfiguren®.

Ein Bgispiel i .gekerbte Dizvlinder” (vel. h. 1. _d.h. dieieniee
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vl

Abb. 1. Gekerbter Dizylinder

Satz. Jede auf H holomorphe Funktion besitzt eine eindeutige, auf DX D
holomorphe Fortsetzung.

Die Voraussetzungen bei Hartogs sind noch allgemeiner: Die ,iufere
Wandung"“ der Hartogsfigur darf auch niederdimensional sein.

Abb. 2. Die Situation des Kugelsatzes
Holomorphe Fortsetzung in punktiertes Gebiet hinein

Eine bekannte Anwendung ist (vgl. Abb.2) der

Kugelsatz (Hartogs). Sei K < €", n> 1 eine abgeschlossene Kugel und U eine
Umgebung eines Randpunktes p von K. Dann ldft sich jede auf U\ K holomorphe
Funktion auf eine Umgebung von p holomorph fortsetzen.

Insbesondere ist jede auf einer Umgebung von 3K holomorphe Funktion auf
ganz K holomorph fortsetzbar.

Die letztere Eigenschaft gilt allgemeiner fiir beschrinkte Gebiete in C”,
n>1.
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2 Holomorphiegebiete

2.1 Eigenschaften

Immer deutlicher wurden die geometrischen Eigenschaften von ,natiirlichen®
Definitionsgebieten holomorpher Funktionen, den ,,Holomorphiegebieten®, die in
der frithen Terminologie ,Regularititsbereiche” hieBen. Zumindest wufite man,
wie sie micht auszusehen haben: Komplemente von Mengen der komplexen
Kodimension zwei oder groBer, Hartogsfiguren oder Komplemente von Kugeln
waren auszuschlieBen - ganz im Gegensatz zur Situation im Eindimensionalen:

Hier gab Leopold Kronecker die Funktion > _,z" an, die sich nirgends
{iber den Rand des Einheitskreises hinaus fortsetzen 146t (ein weiteres Beispiel
stammt von WeierstraB), und der Riemannsche Abbildungssatz lieferte, dal jedes
Gebiet der Zahlenebene ein Holomorphiegebiet ist.

Das Ergebnis von Hartogs wurde iibrigens von Hellmuth Kneser [Kn 1932]
spiter in der als Kontinuitétssatz bezeichneten Fassung folgendermafen formu-
liert.

Kontinuititssatz. Es sei D, c C? eine Folge von abgeschlossenen, zu einer
Koordinatenachse parallelen, Kreisscheiben, die gegen eine Kreisscheibe Dy C?
konvergiere. Eine Funktion f sei holomorph in einer Umgebung des Randes von D und
auf Umgebungen aller D,. Dann lift sich f auf eine Umgebung von ganz Dy holomorph
fortsetzen.

Der Kugelsatz sowie der Kontinuititssatz wurden schlieflich von Eugenio
Elia Levi in [Le 1910] auf meromorphe Funktionen iibertragen.

2.2 Reinhardtsche Korper

Bevor man die geometrische Gestalt von Holomorphiegebieten betrachtete, wurde

zunichst das Konvergenzverhalten von Potenzreihen genauer untersucht.
Wiederum gab es Unerwartetes zu notieren. Gewisse unerwiinschte

Erscheinungen wie die folgende mufBten vorab ausgeschlossen werden: Das

Produkt einer Koordinatenfunktion mit einer Potenzreihe in einer weiteren

Koordinate vom Konvergenzradius null konvergiert auf einer dilnnen Menge.
Ganz einfache Beispiele, wie die Reihe

zeigten nun schon typisches Verhalten: Die von Karl Reinhardt begonnenen
Uberlegungen lieferten [Rei 1921], daB der Konvergenzbereich einer Potenzreihe in
n Verdnderlichen durch ein Gebiet in R%, beschrieben wird, welches als Urbild
unter der Abbildung

(zly crey Zn) - (log lzl|, EERE) log |Zn|)

aus einem konvexen Gebiet in (R.()" hervorgeht.
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Abb. 3. Logarithmisch konvexer Reinhardtscher Korper

Solche unter allen Abbildungen (zi, ..., z,) = (z, ...,é' ?Ziy . zn)sj=1,.
invarianten Mengen sind nach wie vor als ,,Remhardtsche Korper“ bekannt

2.3 Zur Begriffsbildung

Systematisch wurden Holomorphiegebiete zunichst von Heinrich Behnke, Henri
Cartan, Peter Thullen und anderen vom Beginn der dreiliger Jahre an untersucht.
Ein Holomorphiegebiet G < C" ist dadurch charakterisiert, dah es zu jedem
Randpunkt p €3G eine auf G holomorphe Funktion f gibt, die sich nicht iiber p
hinaus holomorph ausdehnen 148t. Letzteres ist, um Mehrdeutigkeiten der
Fortsetzung zu beriicksichtigen, dadurch erklirt, daBl es zu jeder zusammenhin-
genden Umgebung Uc €” von p und zu jeder offenen Menge ## V< U G eine
auf G holomorphe Funktion f gibt, derart daB f|V nicht holomorph auf U
erweiterbar ist. Man zeigt spater, da die Funktion f unabhingig von p (und U
bzw. V') gewiahlt werden kann.

Zu den Holomorphiegebieten gehdrt zunichst die groBe Klasse der
logarithmisch konvexen Reinhardtschen Kérper, und damit haben auch Hyperku-
geln

{21, o0, 2) €T 2 |Z)P <72, r>0

und Polyzylinder

{z,...,za)s 1zl <1}, ;>0

diese Eigenschaft. Ein natiirlicher Weg zur Konstruktion von Holomorphiegebie-
ten besteht nun darin, zu emem vorgegebenen Geblet Gc (B dessen ,,Holomor—

ho Tomorphe Funktion fortsetzen 1aBt.
Die ersten Ergebnisse von Behnke und Cartan (vgl. [Be 1930/31],

N'a 10211 hetraffon Roirnhardtcrhoe K R2vmor darvrorm IT Al ~ewn ~erom e o bt 1 o oo 1o
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Riume mit lokalen Homéomorphismen G — C" als Holomorphiehiillen allgemei-

ner Gebiete einzubeziehen. So wurden viele Aussagen wie die folgende vorerst
unter der Voraussetzung (G ) c €" formuliert.

Satz [Th 1932, Ca-Th 1932]. Holomorphiehiillen sind Holomorphiegebiete.

3 Pseudokonvexe und holomorph konvexe Gebiete

3.1 Pseudokonvexitit

Der Hartogssche Kontinuitdtssatz hatte nun unmittelbar Folgerungen fiir die
Geometrie eines beliebigen Holomorphiegebietes G, und zwar fiir die Lage eines
holomorphen Blldes DC G einer (abgeschlossenen) Kreisscheibe im Verhiltnis

d(dD,3G)=d(D, 3G) (D

Diese fiir Holomorphiegebiete stets erfiillte Bedingung wird , Pseudokonvexitiit“
genannt und 146t sich auch in der Sprache der Hartogsfiguren ausdriicken.

3.2 Holomorphiekonvexitit — Der Satz von Cartan-Thullen

Den Stand der Komplexen Analysis in dieser Phase der Entwicklung findet man in
der Monographie [Be-Th 1934] von Behnke und Thullen. Erst kurze Zeit vor dem
Erscheinen waren die Grundlagen in Osgoods ,,Lehrbuch der Funktionentheorie
II“ [Os 1929] gesichert worden. Neu geprdgt wurde der Begriff ,holomorph
konvex“, der als ,reguldr konvex“ von Cartan und Thullen in [Ca-Th 1932]
eingefithrt worden war.

Die holomorph konvexe Hiille eines Kompaktums. Erste Aussagen iiber die GroéBe
des Konvergenzbereichs von Reihenentwicklungen von holomorphen Funktionen
auf einem Holomorphiegebiet G erhilt man direkt aus dem Abstand des
Entwicklungspunktes vom Rande des Gebietes. Cartan und Thullen fithrten nun
zu einem Kompaktum K < G die ,, holomorph konvexe Hiille“ K ein. Schreibt man

llollx = sup {lo(x)|; x e K}
fiir eine auf G holomorphe Funktion ¢, so ist K; durch

K;= {p e G; |o(p)| < |lollk fiir alle holomorphen Funktionen ¢ auf G}
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Die Holomorphiekonvexitit eines Gebietes garantiert andererseits zu
jedem Kompaktum eine Funktion, deren Betrag dort beispielsweise den Wert eins
annimmt und in einem Punkt auBerhalb unter einem beliebig vorgegebenen Wert
bleibt. Cartan und Thullen konstruierten aus solchen Funktionen ein unendliches
Produkt, das zum Rande hin gegen Null strebt, ohne identisch zu verschwinden:

Satz von Cartan-Thullen. Holomorph konvexe Gebiete sind Holomorphie-
gebiete.

3.3 Starrheitssitze

Das Problem, auf welche Weise man den Riemannschen Abbildungssatz auf
Gebiete des C” verallgemeinern kénne, gab zu Untersuchungen in verschiedene
Richtungen AnlaB3. Im Jahre 1907 zeigte Henri Poincaré, da3 der Dizylinder und
die komplex zweidimensionale Kugel nicht biholomorph aufeinander abbildbar
sind, indem er die Dimensionen der Automorphismengruppen, welche die
Struktur reeller Liescher Gruppen tragen, als Invarianten der Gebiete auffalite.
Bedeutende Fortschritte in diesem Fragenkreis wurden nach 1970 mit den
Methoden der Bergmanschen Kernfunktion und des 3-Problems erreicht (u.a.
durch Arbeiten von Gennadii Markovic Henkin, Steven Bell und Ewa Ligocka).

Durch Herausnehmen diinner abgeschlossener Mengen aus Gebieten des
(E" m die hinein holomorphe Abblldungen fortsetzbar smd ist es emfach Zu

Gebiete nennt man biholomorph starr. Die offene Frage nach starren Holomor-
phiegebieten wurde von Wolfgang Rothstein positiv beantwortet. Seine Beispiele
sind Gebiete G, €? (fiir hinreichend kleine ¢ >0), welche durch die folgenden
Ungleichungen gegeben werden:

0 <Re (Z]), Im (Z])<2
0<Re(zy), Im(z)<1
Re (z; + (1 —ig/2)z5) < (B — ).

Solche Gebiete, definiert durch Ungleichungen in Real- und Imaginérteil holomor-
pher Funktionen nennt man auch analytische Pflaster, und man erhilt auf diese
Weise spezielle Beispiele holomorph konvexer Gebiete (vgl. Abschnitt 3.2).

Remmert und Stein zeigen in [Re-St 19607, daB beliebige Simplizes des R?",
aufgefafit als Gebiete in €C”, starr bzgl. der Operation der Automorphismengruppe
sind: Am Anfang standen analytische Polyeder. Eine Teilmenge Pcc U c C" wird
so genannt, falls sie durch eine Zahl von Ungleichungen der folgenden Art gegeben
ist:

@ <1, =z=1,..,k

fiir gewisse auf U holomorphe Funktionen f,. Analytische Polyedergebiete sind
im wesentlichen die Zusammenhangskomponenten des offenen Kerns einer
solchen Menge. Konvexe euklidische Polyeder, und speziell Simplizes fallen unter
diese Kategorie. Natiirliche Invarianten sind die sogenannten charakteristischen
Zerlegungen, bestehend aus den Zusammenhangskomponenten der analytischen
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Mengen {f,(z)=const}. Die Anzahl analytisch unabhéngiger Zerlegungen wird
Stufe s genannt und ist von der Wahl der f; unabhingig. Es ist s<k, und der Fall
s>n ist von besonderem Interesse. Remmert und Stein untersuchten Uberlage-
rungsabbildungen von Polyedergebieten. Die Existenz dieser zusétzlichen Struktur
wird allerdings damit erkauft, dal die Rénder der betrachteten Holomorphie-
gebiete nicht mehr glatt sind. Eigentliche Abbildungen (insbesondere Automor-
phismen) respektieren die charakteristischen Zerlegungen, so dal Automorphis-
men allgemeiner Simplizes stets komplex linear sind und damit im allgemeinen nur
die Identitidt existiert.

3.4 Das Levi-Problem

Konvexitatseigenschaften von Holomorphiegebieten waren schon linger bekannt.
In den Jahren 1910 und 1911 veroffentliche Levi lokale Untersuchungen iiber
solche Holomorphiegebiete G < C?, die durch glatte (reelle, differenzierbare)
Hyperfliachen {¢ =0} berandet werden [Le 1910, Le 1911]. Es sei etwa ¢|; <0. Das
Hauptergebnis bestand darin, dafl in den Randpunkten die Funktionaldetermi-
nante

0 o o
- Py (pw w ¢)z w
"4 Pyz P2z

nicht negativ ist.

Fiir Gebiete in mehr als zweidimensionalen Zahlenrdumen mufite diese
Bedingung etwas anders gefalit werden: Essei G={p € C"; ¢(p) <0}, und fiir einen
Randpunkt p € 3G betrachte man den Raum T¢(3 G ), aller komplexen Tangential-
vektoren &=, {i(3/3z) (vom Typ (1,0)) in einem Punkte ped3G, die im
komplexifizierten Tangentialraum der differenzierbaren Mannigfaltigkeit 3G
enthalten sind, d. h. fiir die gilt:

S 22w g, @

SZj

Als Leviform L(¢) bezeichnete man die durch

o(p)

Lp)© =3 o (3)
gegebene Form auf T¢(2G),, und das Ergebnis von Levi aus dem Jahre 1911
bedeutet gerade, daf} fiir Holomorphiegebiete mit glattem Rand stets L(¢) positiv
semidefinit ist - eine Eigenschaft, die man spiter als Levi-Pseudokonvexitdit
bezeichnete. Eine Verschirfung dieser Bedingung ist die strenge Levi-Pseudokonve-
xitdt: L(¢) ist positiv definit.

Die Forderung der Definitheit der Leviform (3) allein fiir Vektoren aus
Tc(3G), gemdlB (2) hat zur Folge, dal Levi-Pseudokonvexitit eine Bedingung an
den Rand des Gebietes ist, und es geniigt ferner, die Existenz einer solchen
Funktion ¢ nur Jloka/ auf Umgebungen von Randpunkten zu fordern. Im
nachhinein konnte man schlieBlich erreichen, daf3 auf einem streng Levi-pseudo-



54 G. Schumacher

konvexen Gebiet geeignete lokal definierte Funktionen ¢ eine auf dem ganzen
Tangentialraum positiv definite Leviform haben.

Die geometrische Interpretation besteht darin, daf} ein an 3 G tangentiales,
(komplex) analytisches Kurvenstiick stets ganz auBerhalb von G verliduft. Diese
Eigenschaft ist offensichtlich mit der Beziehung (1) verwandt, die den Begriff der
Pseudokonvexitit beschreibt.

Offen blieb zunichst das sogenannte Levi-Problem, namlich zu zeigen, dai}
jedes streng Levi-pseudokonvexe Gebiet ein Holomorphiegebiet ist. Es wurde von
Kiyoshi Oka fiir Gebiete in €2 [Ok 1942] und danach in [Ok 1953] allgemein, sowie
von Hans-Joachim Bremermann [Bre 1954] und Frangois Norguet [No 1954]
gelost.

Okas Ansatz bestand darin, Levi-Pseudokonvexitit durch einen allgemei-
neren Begriff zu ersetzen, der ohne die Glattheit des Randes von G auskommt. Er
ersetzte die Funktion ¢ durch die auf G erklirte Randabstandsfunktion.

dg(p)=d(p,2G),

und die Verallgemeinerung des Begriffs der Levi-Pseudokonvexitit besteht in der
Forderung

— log dg ist (streng) plurisubharmonisch. 4

Als angemessene Ubertragung des Begriffs der Subharmonizitat auf
Funktionen mehrerer Verdnderlicher hatte sich folgendes erwiesen: Eine nach
oben halbstetige Funktion f: G — R heil}t plurisubharmonisch, falls die Einschran-
kung auf alle komplexen Geraden, soweit in G enthalten, subharmonisch ist, d. h.
Funktionswerte nach oben durch ihr Mittel bzgl. der Integration iiber einen
Kreisrand abgeschétzt werden konnen. Fiir differenzierbare Funktionen bedeutet
dies gerade die positive Semidefinitheit der Hesseschen Matrix. Entsprechend ist
strenge Plurisubharmonizitit definiert.

Die Bedingung (4) impliziert mittels des Maximumsprinzips fiir plurisub-
harmonische Funktionen unmittelbar Pseudokonvexitat bzw. strenge Pseudokon-
vexitdt - entscheidend war der Beweis der Umkehrung. Zusammenfassend
formuliert man den folgenden

Satz. Fiir ein Gebiet G — C" sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) G ist ein Holomorphiegebiet.
(b) G ist holomorph konvex.

(c) G ist pseudokonvex.

(d) —logdg ist plurisubharmonisch.

An dieser Stelle sei bemerkt, dal zunichst die von Cartan vorgeschlagene
Beschreibung des Begriffs von Pseudokonvexitiit (unter anderem auch von Oka bei
der Losung des Levi-Problems) benutzt wurde. Diese Eigenschaft ist fiir ein Gebiet
G < €" nach Definition genau dann erfiillt, wenn es zu jedem Randpunkt pedG
eine Umgebung U gibt, so daBl jede Zusammenhangskomponente von Un G ein
Holomorphiegebiet ist. Die Aquivalenz zu der oben genannten Fassung vermittelt
wiederum der Kontinuitétssatz.
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keiten: Der Remmertsche Quotient einer holomorph konvexen Mannigfaltigkeit
ist Steinsch (vgl. Abschnitt 13.2).

Abgeschlossene komplexe Untermannigfaltigkeiten Steinscher Mannigfal-
tigkeiten, insbesondere solche des C”, sind selbst Steinsch. So stand von Anfang an
eine umfangreiche Klasse von Beispielen zur Verfiigung. Erst fast zehn Jahre spiter
wullte man, dal umgekehrt Steinsche Mannigfaltigkeiten eine abgeschlossene
holomorphe Einbettung in einen komplexen Zahlenraum zulassen (Reinhold
Remmert, Errett Bishop, Raghavan Narasimhan).

5.3 Invariante Metriken auf komplexen Mannigfaltigkeiten

Ein natiirlicher Ansatz fiir eine unter biholomorphen Selbstabbildungen invarian-
te Metrik (bzw. Pseudometrik) auf einer komplexen Mannigfaltigkeit wurde von
Carathéodory angegeben. (In Abschnitt 12.6 wird eine weitere wichtige, invariante
Metrik, die Bergman-Metrik, vorgestellt).

Die Carathéodorysche Abstandsfunktion auf einer komplexen Mannigfal-
tigkeit X hat die Eigenschaft, da jede holomorphe Abbildung von X in die
Einheitskreisscheibe D, versehen mit der hyperbolischen Metrik, kontrahierend
ist. Sie ist als kleinste Abstandsfunktion mit dieser Eigenschaft fiir alle solche
Abbildungen eindeutig charakterisiert. Die hierzu ,duale“ Konstruktion wurde
spéter von Shoshichi Kobayashi betrachtet. Eine Verallgemeinerung des Begriffs
der Hyperbolizitit von Riemannschen Flachen auf komplexe Mannigfaltigkeiten
beliebiger Dimension kann in die Forderung gefaBt werden, daB} diese Pseudome-
triken Punkte trennen, d. h. Metriken im gewohnlichen Sinne sind.

Die Carathéodorysche Abstandsfunktion war zunichst véllig abstrakt
gegeben. Die Beschreibung als eine Finsler-Metrik geht auf Hans-Jorg Reiffen
zuriick: In [Reif 1965] wurden die zugehdrigen Normen auf den Tangentialriumen
der gegebenen Mannigfaltigkeit explizit angegeben.

5.4 Automorphismen komplexer Mannigfaltigkeiten -
holomorphe Gruppenoperationen

Komplexe Liesche Gruppen traten beim Studium kompakter komplexer Mannig-
faltigkeiten als die Gruppen aller biholomorphen Abbildungen in natiirlicher
Weise in Erscheinung (Satz von Salomon Bochner und Deane Montgomery). Die
allgemeinste Aussage gilt fiir kompakte komplexe Rdume, die in Abschnitt 10
genauer betrachtet werden, und wurde von Hans Kerner in [Ke 1960b] gezeigt.

Satz (Kerner). Sei X ein kompakter komplexer Raum. Dann tréigt
G = Aut (X) die Struktur einer komplexen Lieschen Gruppe, so daf die natiirliche
Abbildung G X X — X holomorph ist.

Es gilt dann ferner, daf} auch die Isotropiegruppe eines jeden Punktes eine
komplexe Liesche Gruppe ist.

Die Aussage des Satzes von Kerner ist ohne Kompaktheitsvoraussetzung
nicht mehr giiltig; fiir die Einheitskreisscheibe D < € gilt bekanntlich:

Aut (D) =~ PSL,y(R).
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In [KaW 1971] gab Wilhelm Kaup ein Kriterium dafiir an, wann die
Automorphismengruppe eines nicht kompakten komplexen Raumes eine reelle
Liesche Gruppe ist.

Eine komplexe Mannigfaltigkeit besitzt sicherlich eine in diesem Sinne
reiche Struktur, wenn es ,viele* Automorphismen gibt, etwa, falls die Automor-
phismengruppe transitiv operiert. Solche Mannigfaltigkeiten werden ,komplex
homogen“ genannt. Fiir eine nicht notwendig kompakte Mannigfaltigkeit X ist
Homogenitit im Sinne der Existenz einer transitiv operierenden komplexen
Lieschen Gruppe G zu verstehen. Eine solche Mannigfaltigkeit X kann mit dem
Quotienten G/J einer komplexen Lieschen Gruppe nach einer abgeschlossenen
Untergruppe, der Isotropiegruppe eines Punktes x,, identifiziert werden.

Wichtige Methoden der Theorie der homogenen Mannigfaltigkeiten
wurden von Reinhold Remmert und Ton Van de Ven in [Re-VV 1963] entwickelt.

Satz (Remmert-Van de Ven). Es sei X=G/J eine kompakte homogene
Mannigfaltigkeit und f:X—Y eine surjektive holomorphe Abbildung auf einen
komplexen Raum mit zusammenhdngenden Fasern. Dann ist f in kanonischer Weise
dquivalent zu einer Faserung G/J — G/H, wobei H > J die Isotropiegruppe der Faser
vonm X ist.

Der Satz von Remmert und Vande Ven erlaubt es, auf Grund des
Steinschen Faktorisierungssatzes, welcher gerade eine eigentliche holomorphe
Abbildung als Komposition einer solchen mit zusammenhingenden Fasern und
einer endlichen Abbildung darstellt (vgl. 10.4), das Studium holomorpher Abbil-
dungen homogener Mannigfaltigkeiten mit Werten in komplexen Raumen auf
verzweigte Uberlagerungen zu reduzieren. (Eine Anwendung ist die Klassifikation
aller natiirlichen Faserungen von Fahnenmannigfaltigkeiten).

Einer der zentralen Sitze aus der Theorie der homogenen Mannigfaltig-
keiten ist der folgende in [Bo-Re 1962] bewiesene Satz von Armand Borel und
Reinhold Remmert, welcher eine iiberraschende Klassifikation kompakter, ho-
mogener, Kihlerscher Mannigfaltigkeiten beinhaltet. Diese sind zusammen-
gesetzt aus kompakten komplexen Tori, d.h. kompakten Quotienten des C”
nach diskreten additiven Untergruppen, und projektiv-rationalen Mannigfaltig-
keiten. Letztere sind dadurch charakterisiert, daB der Korper der meromorphen
Funktionen mit einem Korper C€(zy, ..., z;) von rationalen Funktionen identifi-
ziert werden kann, wobei die Zahl k& der Unbestimmten maximal, d. h. gleich der
Dimension ist.

Satz (Borel-Remmert). Jede zusammenhingende, kompakte, homogene,
Kdhlersche Mannigfaltigkeit ist das direkte Produkt aus einem komplexen Torus und
einer projektiv-rationalen Mannigfaltigkeit.

Dieses Ergebnis verallgemeinerte die 1954 von Hsieng-Chung Wang
gezeigte Tatsache, daB eine gleichdimensionale Gruppe von biholomorphen
Abbildungen auf einer kompakten Kihlerschen Mannigfaltigkeit nur dann
transitiv wirkt, wenn es sich um einen komplexen Torus handelt. Ferner gab es
Untersuchungen von Yozo Matsushima aus dem Jahre 1957 fir Operationen
kompakter Liescher Gruppen.
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Gruppe G. Es enthalte die Ausnahmemenge einen isolierten Punkt v. Dann ist X lokal
irreduzibel und die Normalisierung (vgl. Abschnitt 9.3) X von X ist entweder projektiv
oder ein affiner homogener Kegel iiber einer projektiv-rationalen Mannigfaltigkeit Q.
Im nicht kompakten Fall besteht die Ausnahmemenge nur aus v. Im kompakten Fall
besteht sie aus dem Punkt v oder aus einem Punkt und Q.

Nicht notwendig kompakte, fasthomogene Mannigfaltigkeiten sind unter
den Voraussetzungen des obigen Satzes entweder der IP, oder der €. Einzelheiten
finden sich in dem Ubersichtsartikel von Huckleberry [Hu 1990].

5.5 Werteverteilung holomorpher Abbildungen

Nevanlinna-Theorie. Ein neues, quantitatives Verstdndnis der klassischen Sitze
von Liouville und Poincaré geht auf Rolf Nevanlinna zuriick, der in [Ne 1926]
Invarianten ganzer holomorpher Funktionen einfithrte und Resultate bewies,
die als erster und zweiter Hauptsatz bekannt sind. Die Formulierung ist bis
heute im wesentlichen dieselbe geblieben. Auch im Hinblick auf die unten
angesprochene Theorie mehrerer Verdnderlicher sollen diese explizit angegeben
werden.

Es sei f eine auf C gegebene meromorphe Funktion, d.h. f: € —IP; eine
holomorphe Abbildung. Sind 9 und 9 die (duBeren) Ableitungen nach der
komplexen Variablen bzw. ihrer Konjugierten, so schreibt man d=3+23 und
df:-‘—:— (3—-9). Der Faktor 4L ist so gewihlt, daB fiir o=d‘log|z|* das Inte-

T T
gral [ o iiber den Rand des Einheitskreises gleich eins ist. Es ist

Q=ddlog (1+|z]%)

die Fubini-Study-Form des IP,, beziiglich welcher die Flache des Bildes der Kreis-
scheibe {|z| <t} unter f gleich

4= [ Q)
|z| <1

ist. Die charakteristische Funktion nach Lars Ahlfors und Goro Shimizu ist dann
fiir r> s> 0 durch das folgende Integral gegeben:

Tf(r, S) = I Af([)% > 0.

Man hilt s fest und betrachtet i. a. grole r. Ferner definiert man fiirae IP, und >0

L 1
my(r; a) = ler log PN >0,

wobei y den chordalen Abstand auf der Riemannschen Zahlenkugel bezeichne.
Die Werteverteilungstheorie ermoglicht nun zu gegebenem a€lP, eine
Berechnung bzw. Abschitzung der Zahl n,(¢, a) aller Punkte in {|z| <?; f(z)=a},
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genauer des zugehdrigen Integrals

Ne(r,s;a)= [ ne(t, a) %

s

fiir 0 <s<r. Es gilt:
Erster Hauptsatz. Sei f: C — P, holomorph. Dann gilt
Ty(r, 5) = Ny(r, 55 @) + me(r; a) — my(s; a)
fiur0<s<r.
Insbesondere hat man die Bezichung
Ni(r, 55 @) < Ty(r, 5) + my(s; a),

welche fiir festgehaltene Werte von s und grofie r betrachtet wird.
Den ersten Hauptsatz schreibt man auch gern als eine Abschiatzung fiir den
Defekt 6;(a) von fan der Stelle a:

0 < 5/(61) = llm infrw‘m —}n& = 1 — hm Supr_.Do .]_VM < 1.
Tyr.s) Tlr.s)

Falls fden Wert a nicht annimmt, ist der Defekt sicher gleich eins, aber auch, wenn
J transzendent ist und diesen Wert nur endlich oft annimmt, ist diese Invariante
gleich eins.

Andererseits ist fiir fast alle @ € P; der Defekt gleich null. Diese Tatsachen
konnen mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes gemessen werden. Es sei fiir eine
geeignete Hochhebung F: € — €2\ {0} von f dic Wronski-Determinante von
F=(Fy, Fi) mit o bezeichnet. Dann gilt fiir festes s > 0 und aller 7 > s auBerhalb einer
Menge vom MafBe null und eine geeignete Konstante c,:

Zweiter Hauptsatz.

No(r, 530) + > my(r, a) < 2Ty(r, 5) + ¢, log (r T, (r, 5)).
a

Unmittelbare Folgerung ist die nachstehende Beziehung, die als Defekt-
relation oder ebenfalls als zweiter Hauptsatz bezeichnet wird.

> di(a)<2.

Aus dieser Formulierung wird unmittelbar deutlich, inwieweit der zweite
Hauptsatz {iber den Satz von Emile Picard hinausgeht.

Mehrere Verinderliche. Am Anfang steht die Hoffnung, fiir holomorphe Abbil-
dungen f: € - IP,, ecine analoge Werteverteilungstheorie zu schaffen. Beispiele von
Ludwig Bieberbach und Pierre Fatou biholomorpher Abbildungen von C™ mit
Werten in einem offenen, nicht dichten Gebiet in €™ stehen allerdings der
Giiltigkeit der Aussage des Satzes von Picard entgegen. In [Kn 1938] beweist
Hellmuth Kneser einen ersten Hauptsatz fiir meromorphe Abbildungen (vgl.



Uber die Entwicklung der Komplexen Analysis in Deutschland 63

Abschnitt 10.5) f: €™ — IP,,, indem er die gegebene meromorphe Funktion auf die
Geraden durch den Nullpunkt einschrinkt, dariiber integriert und als Parameter-
raum den IP,,_, erhilt. Mit diesem Ansatz lautet der erste Hauptsatz formal
genauso wie in einer Verdnderlichen.

Im Jahre 1932 betrachtete Henri Cartan Werteverteilungstheorie im Sinne
holomorpher Abbildungen f:C—1IP,. Er zeigt einen zweiten Hauptsatz: Zu
vorgegebenen ¢ >n+ 1 Hyperebenen H; c PP, existiert eine Konstante ¢ >0, so dal3
fiir ¥ > 0 auBerhalb einer Menge endlichen Mafles die Abschiatzung

q

(g—n—-DTH(r)< D Ni(r, Hy) + clog (rTy(r))

j=1
gilt.

Der entscheidende Fortschritt gelang Wilhelm Stoll in einer Reihe von
Arbeiten, an deren Anfang [Sto 1953] und [Sto 1954] stehen. Zu erwihnen ist
zunichst noch der wichtige Beitrag von Ahlfors [Ah 1941] in derselben Situation
eines eindimensionalen Urbildraumes. Die Theorie von Kneser und Ahlfors wurde
von Stoll vereinheitlicht. Hauptergebnis aus [Sto 1953] und [Sto 1954] ist eine
Werteverteilungstheorie fiir meromorphe Abbildungen.

Satz (Stoll). Es sei M eine nicht kompakte Kiahlersche Mannigfaltigkeit
(beliebiger Dimension) und f: M — P, eine meromorphe Abbildung. Dann gelten die
beiden Hauptsiitze der Werteverteilungstheorie und die Defektrelation fiir Durch-
schnitte des Bildes von f mit Hyperebenen des projektiven Raumes.

Die weitere von Stoll beherrschte Entwicklung umfaft die Wertevertei-
lungstheorie fiir meromorphe Abbildungen (und holomorphe Biindel) unter
Einschlufl von ,moving targets“ sowie die Theorie und Klassifikation paraboli-
scher Rdume. Besonders in neuerer Zeit hat die Werteverteilungstheorie auch in
Zusammenhang mit dem Studium hyperbolischer Mannigfaltigkeiten grofes
Interesse erlangt.

6 Der Beginn der Algebraisierung -
Ringe konvergenter Potenzreihen

WeierstraBscher Vorbereitungssatz. Weit iiber den urspriinglichen Zweck hinaus,
analytische Gleichungen zu 16sen, wurde der Weierstralsche Vorbereitungssatz,
zusammen mit dem Weierstraschen Divisionssatz, das entscheidende Hilfsmittel,
die algebraische Struktur des Ringes Og¢~o der konvergenten Potenzreihen
aufzuklaren. Der Divisionssatz wurde allerdings in einer weniger beachteten
Arbeit von Ludwig Stickelberger schon 1887 im wesentlichen auf algebraische
Weise abgeleitet. Ein Beweis mittels Potenzreihenmethoden findet sich bei Hans
Spath [Sp 1929]. Diese Fassung regte im Jahre 1933 Walther Riickert zu wichtigen
Anwendungen an. Unter anderem gab er einen Beweis der folgenden Tatsache, die
bereits von Emmanuel Lasker in [Las 1905] publiziert worden war:

Satz. Der Ring O der konvergenten Potenzreihen in n Verdnderlichen ist
noethersch und faktoriell.
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Einzelheiten zur Geschichte des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes
finadet man u. a. in [Gr-Re 1971, Gr-Re 1984]; im folgenden benutzen wir die dort
gewihlte Formulierung fiir den Vorbereitungssatz.

Die Koordinaten des Zahlenraumes €" seien mit zy, ..., z, .|, w bezeichnet.
Fir O¢no und O¢n 1 werde Oy bzw. Of geschrieben, und man stellt sich alle
Potenzreihen als nach w entwickelt vor. Man betrachtet nun Potenzreihen
g =g(z, w) mit g(0, w) #0. Diese Voraussetzung ist insofern keine Einschrinkung,
als sie sich fiir alle g # 0 durch lineare Koordinatentransformation erreichen 148t.
Es stellt sich heraus, dafl fiir solche Reihen g (als Divisor) die Aussage des
Euklidischen Algorithmus gilt. Diese verhalten sich wie Polynome von einem Grad
b, genannt Ordnung von g, der durch die Bedingung g(0,w)=w’e(w), e(0)=0
bestimmt ist. (Ansonsten spricht man von unendlichem Grad).

WeierstraBischer Divisionssatz. Es habe g € Oy die Ordnung b. Dann schreibt
sich jede konvergente Potenzreihe fe O, in der Form

f=q-g+r,
wobei q € Of und r € G)[w] mit deg (r) < b eindeutig bestimmt sind.

Die Noethereigenschaft folgt unmittelbar mit einem Induktionsargument:
Zu gegebenem Element g € () betrachtet man den Restklassenring ¢o/g 0y, der als
0y-Modul zu 07 isomorph ist.

Definition. Ein normiertes Polynom

w=wl+awt '+ . +a,eO)w]

wird WeierstralBpolynom genannt, wenn es (aufgefaft als Potenzreihe w € 0y) die
Ordnung b hat, d. h. wenn

a(0)=...=a,(0)=0
gilt.

Der Weierstralsche Divisionssatz impliziert unmittelbar den Vorberei-
tungssatz: Ist ein g € ¢y ein Funktionskeim von endlicher Ordnung b, so ergibt die
Zerlegung w’ =g+ g +r, daB w® — r ein WeierstraBpolynom ist und ¢ eine Einheit -
in [Gr-Re 1971] und [Gr-Re 1984] hat man in diesem Sinne den Divisionssatz an
den Anfang gestellt.

WeierstraBscher Vorbereitungssatz. Es habe g € O, die (endliche) Ordnung b.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Weierstrafpolynom w vom Grade b und eine
eindeutig bestimmte Einheit e € Oy, so daf

g=e o
ist.
Anwendungen. Auf Grund des GauBlschen Lemmas, nach dem der Polynomring

Uiber einem faktoriellen Ring selbst faktoriell ist, folgt aus dem Vorbereitungssatz
unmittelbar (durch Induktion), daB der Ring O¢- ¢ diese Eigenschaft hat.
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Eine weitere Konsequenz sei noch angegeben: In der Situation g=¢*®
liefert der Divisionssatz, daB die Injektion Og[w]— ) auf den Restklassenringen
den , Weierstra3-Isomorphismus*®

Oslwl/w - Golwl = Oo/g * G ©)

induziert. Der WeierstraB-Isomorphismus sollte spéter eine Schliisselrolle in der
Theorie der Komplexen Rdume einnehmen. Wir werden darauf in Abschnitt 11.2
zuriickkommen.

7 Erweiterung des Mannigfaltigkeitsbegriffs -
Verzweigte Uberlagerungen

Komplexe Riume im Sinne von Behnke und Stein. Der Ubergang von konkreten
Riemannschen Fliachen zu ,verzweigten Gebieten iiber C" erforderte im Gegen-
satz zur klassischen Situation auch die Einbeziehung von Singularititen.

Im wesentlichen wurden zunichst, etwa in [Be-Th 1934], nur uniformisier-
bare Verzweigungspunkte eingefiihrt, so dafl nach wie vor komplexe Mannigfaltig-
keiten betrachtet wurden, obwohl andere Beispiele wie das ,analytische Gebilde*“
der Funktion \/z; * z, bekannt waren. Behnke und Stein schlugen 1951 einen
Weg vor, der Singularititen einbezog, jedoch deren explizite Beschreibung
vermied.

Sie gingen von einem Hausdorffschen topologischen Raum X zusammen
mit einer stetigen Abbildung 7: X — U auf eine offene Menge U eines komplexen
Zahlenraumes C" aus, welche auBerhalb einer ,Ausnahmemenge” D in U eine
endlichblittrige (unverzweigte) Uberlagerung sein sollte. Als Ausnahmemenge
wurde im wesentlichen das Nullstellengebilde einer auf U holomorphen Funktion
zugelassen. Es wurde vorausgesetzt, dal die Ausnahmemenge sowie ihr Urbild
unter 7 nirgends dicht und das Urbild = !'(D) der Ausnahmemenge nirgends
zerlegend sein sollten. Letzteres bedeutet, daB jede zusammenhédngende Umgebung
in X eines beliebigen Punktes aus 7~ !(D) eine Umgebung V besitzt derart, daf
V'\ n~!(D) offen und zusammenhéngend ist. Behnke und Stein setzten aulerdem 7
als eigentlich voraus.

Definition. Eine stetige Abbildung lokalkompakter topologischer Rdume
heift eigentlich, falls Urbilder kompakter Mengen kompakt sind.

Dieser Begriff wurde allerdings erst spater benutzt; die Bedeutung dieser
topologischen Voraussetzung wurde jedoch bald deutlich. Behnke und Stein
prégten fiir diese Situation den Begriff der analytisch verzweigten Uberlagerung.

Eine solche ,verzweigte Uberlagerung® eines Gebietes U C" durch einen
topologischen Raum X wurde zum Gegenstand der Komplexen Analysis: Es sind
auf sinnvolle Weise holomorphe Funktionen erklart: Eine stetige Funktion auf X
wird holomorph genannt, falls diese Eigenschaft auBerhalb der Menge 7~ !(D)
beziiglich der durch Hochhebung vermége 7 auf X erklarten komplexen Struktur
erfiillt ist. Viele Tatsachen iiber holomorphe Funktionen, wie das Maximums-
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U

Abb. 4. Analytisch verzweigte Uberlagerung

prinzip oder der erste (und schlieBlich der zweite) Riemannsche Hebbarkeitssatz,
sind giiltig. Sie griinden sich auf das folgende Argument: Gegeben sei eine
holomorphe Funktion f auf dem Uberlagerungsraum. Holomorphe Funktionen
auf der Basis im wohlbekannten Sinne erhilt man, indem man (auBerhalb des
Verzweigungsortes) sdmtliche elementarsymmetrischen Funktionen zu den Wer-
ten von fin allen Urbildern eines Punktes der Basis unter der Uberlagerung bildet
und holomorph fortsetzt. Damit gilt der folgende

Satz. Zu jeder auf X holomorphen Funktion f findet man ein normiertes
Polynom P(W,z) mit holomorphen Koeffizienten in ze U, dessen Grad in W die
»Blitterzahl“ von 7 ist, derart daf

P(f(x),n(x))=0 fir xeX
gilt.

In der Sprache der Theorie Riemannscher Flichen definieren umgekehrt
die Wurzeln eines irreduziblen normierten Polynomes P(W, z), z=(z,..., z,), mit
Koeffizienten aus O¢n, (vgl. Abschnitt 6) ein ,algebroides®, beschrinktes,
mehrdeutiges Funktionselement in z=(zy, ..., z,). Der natiirliche Definitionsbe-
reich der zugeho6rigen Funktion ist vermdge der Projektion auf die z-Koordinaten
eine verzweigte Uberlagerung X einer offenen Teilmenge des U c C” im Sinne von
Behnke und Stein.

Man kann X ganz konkret mit dem Nullstellengebilde von P in UXC
identifizieren. Die Uberlagerungsabbildung ist in dieser Beschreibung die Projek-
tion UX € — U, eingeschrankt auf X, und die zugehdrige holomorphe Funktion auf
X wird durch die Projektion UX € — € vermittelt. Solche algebroiden Uberlage-
rungen wurden in klassischer Sprechweise auch C-Uberlagerungen genannt.
(Inwiefern das Urbild der Ausnahmemenge unter der Projektion nach U das
Nullstellengebilde von P nirgendwo zerlegt, soll im Abschnitt 9.3 noch niher
angesprochen werden).

Soweit wurde durch verzweigte Uberlagerungen nur ein , lokaler” Gesichts-
punkt bei der Ausdehnung des Mannigfaltigkeitsbegriffs beschrieben - ein erster
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Ansatz, um Singularititen einzubeziehen. Dazu trat dann die Verheftung mittels
biholomorpher Abbildungen, die bereits den Ubergang von Gebieten eines
Zahlenraumes C” zu den globalen Objekten, den komplexen Mannigfaltigkeiten,
geleistet hatte. Ein komplexer Raum im Sinne von Behnke und Stein war sodann
durch einen Atlas, bestehend aus analytisch verzweigten Uberlagerungsraumen,
erklart.

8 Analytische Mengen

8.1 Der Einbettungssatz

Zu Beginn der fiinfziger Jahre war es offensichtlich, dafl auch solche singuldren
Mengen betrachtet werden sollten, die durch mehr als eine analytische Gleichung
gegeben sind. Verzweigte Uberlagerungen im Sinne von [Be-St 1951] waren ein
Mittel gewesen, diese Schwierigkeit zu umgehen: Der Verzweigungsort ist in
einer analytischen Hyperfliche enthalten, ansonsten benutzte man nur topologi-
sche Mittel. Die Definition holomorpher Funktionen auf analytischen Uberlage-
rungen gestattet es zwar, einige Aussagen der Funktionentheorie mehrerer
Verédnderlicher zu ibertragen, aber es war offen, inwieweit das gemeinsame
Nullstellengebilde

A=N(f1,... fi)) ={zeUcC" fi(2)=... = fi(z) = 0}, (6)

endlich vieler holomorpher Funktionen f,...,f;€Oc:(U) auf einer offenen
Teilmenge Uc €C" (zumindest nach Verkleinerung von U) als eine verzweigte
Uberlagerung einer offenen Teilmenge eines Raumes C? geschrieben werden
konnte. (Im Vorgriff auf Abschnitt 9 benutzen wir die garbentheoretische
Schreibweise O(U) fiir die Menge aller auf U holomorphen Funktionen).

Fir eine analytische Hyperfliche 4, d.h. das Nullstellengebilde einer
holomorphen Funktion, kann man nach Verkleinerung von U annehmen, dal3
diese nach dem Vorbereitungssatz durch ein Weierstralpolynom gegeben wird —
genauer, durch eine Funktion w e O(U’)[w], U’ c €" !, welche ein WeierstraBpo-
lynom reprasemlert Damxt kann A als elne analytlsche Tellmenge von U'><(E




68 G. Schumacher

Remmert-Steinscher Einbettungssatz. In geeigneten Koordinaten gilt:
1) Es gibt k normierte Polynome w,e G(V)[w,], (welche WeierstraBpolynome in
Ccao[w,] induzieren), so daff A c{(z,w)e VX W; w(2)(w))=...=w,(z)(w;)=0}.
2) Es gibt eine holomorphe Funktion A € Ocs(V), A0, so daf3 die Nullstellenmenge
N(A) nirgends dicht in A ist.
3) Auferhalb von N(A) spalten lokal die Polynome w, in irreduzible Faktoren
Wy =y (21, ...,24). Die Auswahl von je einem Faktor eines solchen Polynoms
beschreibt lokal alle irreduziblen Komponenten der Menge A\ N(4).

Der Einbettungssatz zeigt insbesondere, dal jede analytische Menge,
moglicherweise zusammen mit weiteren ,,parasitiren” irreduziblen Komponenten
das Nullstellengebilde der minimalen Zahl von Polynomen mit holomorphen
Koeffizienten ist. Zusétzliche, auf 4 verschwindende, holomorphe Funktionen
benétigt man nur, um diese Komponenten auszuschlieBen.

Im Verlaufe der weiteren Entwicklung lieferte der Einbettungssatz die
Methode, um die verschiedenen Ansatze auf dem Wege zum Begriff des komplexen
Raumes zu vereinheitlichen.

Dimensionstheorie. Der intuitive Dimensionsbegriff analytischer Mengen wurde

durch den Einbettungssatz nrizisiert: Ist_4 - Uc @4 gine

dimensionalen Zahlenraumes, dann wird die (eindeutig bestimmte) Zahl d die
Dimension von 4 genannt. Spéter wurde die Dimension analytischer Mengen auch
algebraisch charakterisiert (vgl. [Gr-Re 1971]).

8.2 Fortsetzung analytischer Mengen -
Anwendungen: Siitze von Chow, Hurwitz-WeierstraB und Levi

Der Einbettungssatz spielte eine wesentliche Rolle im Fortsetzungssatz von
Remmert und Stein [Re-St 1953].

Satz von Remmert-Stein. Es sei T < U c C" eine (abgeschlossene) analytische
Menge einer offenen Teilmenge eines Zahlenraumes. Die Dimension von T sei kleiner
als eine Zahl d. Sei A U\T eine analytische Menge, die in allen ihren Punkten
mindestens d-dimensional ist. Dann ist der topologische Abschiuf A von A in U
analytisch.
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holomorphe Funktion f, die auf B verschwindet, die Eigenschaft, daB sie fiir jede
ihrer Nullstellen x#0 auf der Geraden durch x und 0 gleich null ist, d. h. alle
homogenen Bestandteile von f verschwinden auf B, und B wird durch homogene
Polynome beschrieben, was zu zeigen war.

In dhnlicher Weise konnen die klassischen Sitze von Levi und Hurwitz-
Weierstrall abgeleitet werden [Re 1956b].

Satz von Levi. Sei A eine analytische Menge und T C A eine analytische
Teilmenge, derart daf8 in allen Punkten x von T gilt: dim,T<dim,4 —2. Dann
laft sich jede auf ANT meromorphe Funktion auf A eindeutig meromorph fort-
setzen.

Satz von Hurwitz-WeierstraBl. Jede meromorphe Funktion auf einer algebrai-
schen Teilmenge A P, ist rational.

In engem Zusammenhang damit steht die Frage nach dem Transzendenz-
grad des Korpers der meromorphen Funktionen auf einer kompakten komplexen
Mannigfaltigkeit. Weierstral hatte bereits 2n-fach periodische Funktionen in n
komplexen Verdnderlichen betrachtet. In seiner Dissertation bewies 1939 Walter
Thimm (vgl. auch [Tm 1966]) den folgenden

Satz (Thimm). In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit sind n+ 1 mero-
morphe Funktionen stets algebraisch abhdngig, wenn es unter ihnen n analytisch
unabhingige Funktionen gibt.

Von Carl Ludwig Siegel und Jean-Pierre Serre stammen weitere Beweise, in
denen kompakte Quotienten von Holomorphiegebieten besonders beriicksichtigt
werden.

Spéater wurde von Thimm allgemein fiir kompakte komplexe Riume
festgestellt, dafl analytisch abhidngige meromorphe Funktionen stets algebraisch
abhingig sind. Enthalten ist implizit auch eine 1952 ohne Beweis angegebene
Aussage von Chow, daB fiir einen n-dimensionalen kompakten komplexen Raum
der Korper der meromorphen Funktionen eine einfache Erweiterung eines
Korpers von rationalen Funktionen in héchstens n Unbestimmten ist.

8.3 Weitere Fortsetzungssiitze

In einer iiberraschenden, formalen Analogie zu den Hebbarkeitssidtzen fiir
holomorphe Funktionen stehen Fortsetzungssitze fiir analytische Mengen. Konn-
te man im Satz von Remmert-Stein eine Entsprechung des Riemannschen
Hebbarkeitssatzes sehen, so finden sich bei Wolfgang Rothstein erste Ergebnisse,
die den Hartogsschen Fortsetzungssitzen entsprechen [Ro 1950].

Satz (Rothstein). Es sei n> 2. Dann besitzt jede analytische Menge

AcizeCh1/2<) |z72<1
1
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eine eindeutige Fortsetzung zu einer analytischen Teilmenge von

n
ze Ch z EARES 1}.
1

Ferner besitzt jede analytische Teilmenge einer Hartogsfigur

H:

1 n
ze €Y |z, <=, zi|2<1liu
|21 > ; F] }

1 n
zeCh |z) <1, —< ; lz]2<1
eine eindeutige Fortsetzung zu einer analytischen Teilmenge der Holomorphiehiille

{zedﬁ”; lzil <1, > [z]2 < 1]
2

L
von H.

Dieser Satz wurde zunichst nur fiir analytische Hyperflichen, d.h.
analytische Mengen der Kodimension eins, unter der Voraussetzung n >3 bewie-
sen. In [Ro 1955] wurde gezeigt, daBl es geniigt, dim 4 >2 anzunehmen. In diesem
Ergebnis dulert sich wiederum der Zusammenhang zwischen Pseudokonvexitéts-
eigenschaften und der Giiltigkeit von analytischen Fortsetzungssitzen. Ein
weiteres Resultat aus [Ro 1950] betrifft die Algebraizitit von analytischen
Hyperflachen des Komplementes von Hyperkugeln im komplex projektiven
Raum. In [Ro 1955] wurde dann allgemeiner gezeigt:

Satz. Es sei A eine irreduzible, rein k-dimensionale analytische Teilmenge
einer Umgebung U einer g-dimensionalen Ebene EC P, so daff AnE+#0. Es gelte
k +q>n. Dann ist A der Durchschnitt einer projektiv-algebraischen Teilmenge B c P,
mit U.

Der in diesem Zusammenhang von Rothstein eingefithrte Begriff der
g-Pseudokonvexitat soll in Abschnitt 12.4 noch angesprochen werden.

Der Satz von Rothstein wurde spater von Yum-Tong Siu und Giinther
Trautmann verallgemeinert zur Fortsetzung kohirenter Untergarben uiiber konka-
ve Rénder unter entsprechenden Bedingungen iiber die Lasker-Noether-Zerlegun-
gen bzw. Liickengarben (vgl. Abschnitt 11.4 und 11.7).

8.4 Fortsetzung meromorpher Funktionen in Tori
und komplex-projektiven Ridumen

Ausgangspunkt der Untersuchungen von Wolf Barth {iber die globale Fortsetzbar-
keit meromorpher Funktionen ist ein Satz von Francesco Severi: Jede auf einer
zusammenhingenden Umgebung einer Hyperfliche HcP,, n=2, meromorphe
Funktion lift sich zu einer auf ganz P, rationalen Funktion fortsetzen. Erste
Verallgemeinerungen wurden mit den Methoden von Rothstein gewonnen. Fiir das
abschlieBende Resultat mufiten allerdings zundchst Fortsetzungssétze auf komple-
xen Tori gezeigt werden.
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Eine zusammenhingende Umgebung U einer (nicht diskreten) reindimen-
sionalen analytischen Menge A einer komplexen Mannigfaltigkeit wird kurz
Schlauchgebiet genannt.

Fiir kompakte komplexe Tori T=C"/G liefern die Vereinigungen von Bildern
Jkleiner® offener Kugelumgebungen (mit festem Radius) unter der Abbildung C"—T
genommen iiber alle Punkte aus A spezielle Schlauchgebiete, die ,Paralleimengen®
genannt werden. Der Rand einer Parallelmenge besitzt spezielle geometrische Eigen-
schaften.

Definition. Es sei V< U ein Gebiet in einer komplexen Mannigfaltigkeit U. Eine
lokale Stiitzfliche in einem Randpunkt pedV ist eine analytische Teilmenge positiver
Dimension A c Q einer Umgebung Q < U von p, derart daff AN\ {p}c U\ V gilt.

Fiir irreduzible Tori und alle kompakten analytischen Mengen A besitzen Parallel-
mengen Stiitzflichen der Dimension dim A. Insbesondere ist jedes solche Schlauchgebiet
eines irreduziblen Torus pseudokonvex im Sinne von Aldo Andreotti. Andererseits sind
irreduzible Tori, die positiv dimensionale analytische Teilmengen enthalten, algebraisch.
Somit ist der Kérper der auf einem Schlauchgebiet eines solchen Torus meromorphen
Funktionen eine einfache Erweiterung eines rationalen Funktionenkdrpers maximalen
Transzendenzgrades. Meromorphe Funktionen auf beliebig kleinen Schlauchgebieten
koénnen nun auf feste Parallelmengen ausgedehnt werden. Die Ausdehnung auf den ganzen
Torus ist allgemein nur unter der Voraussetzung dim 4 >dim 7/2 moglich. Der lokale
Fopisetzunessatz wird mit einer verzweisten Uberlagerung T— P, apf den komplex-
e — ;
I _ a

f_i,'_

L
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"

Der Kalkiill der Garbentheorie erwies sich als eine 'aulgerst elegante

Sprache, um Probleme der Komplexen Analysis zu beschreiben und zu 16sen. Seine
Viter sprechen an dieser Stelle nicht zu Unrecht vom , Yoga“ der Garbentheorie.

9.2 Garben holomorpher Funktionen auf analytischen Mengen

Es lag nun nahe, fiir eine (abgeschlossene) analytische Teilmenge A4 einer offenen
Teilmenge U c C" eines Zahlenraumes alle Einschrankungen holomorpher Funk-
tionen von U auf A4 als analytisch zu definieren und alle stetigen Funktionen, die
zumindest lokal auf diese Weise zu erhalten sind, als holomorph zu bezeichnen.

Dieser Weg kann in der Sprache der Garbentheorie folgendermafien
beschrieben werden: Holomorphe Funktionen auf offenen Teilmengen Wc U,
welche eingeschrinkt auf 4 dieselben Funktionswerte besitzen, unterscheiden sich
offensichtlich nur durch eine auf A verschwindende Funktion. Von Interesse ist
also die entsprechende Restklasse einer holomorphen Funktion. Im einzelnen geht
man folgendermafien vor: Man bezeichnet mit

a,, C @C",p

das Ideal aller Funktionskeime in p, die jeweils durch holomorphe Funktionen auf
gewissen Umgebungen U von p reprasentiert werden, welche eingeschrankt auf
AN U verschwinden. Wegen der Noethereigenschaft von O¢-, ist a, endlich
erzeugt. Alle Restklassenringe

@A.p = @@n,p/ap,

peA bilden zusammengenommen eine Garbe (4, deren Schnitte holomorphe
Funktionen anf 4 cenannt werden Diece Grarbhe wird Struktiirearbe von 4 cenannt
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nullteilerfrei ist. Insbesondere kann man zeigen, dal} irreduzible holomorphe
Funktionskeime, d.h. Elemente des faktoriellen Ringes ¢, AnlaB zu lokal
irreduziblen Nullstellenmengen geben. Die Singularitdtenmenge S(4) einer lokal
irreduziblen analytischen Menge A bildet schlieBlich eine nirgendwo zerlegende
Teilmenge von 4.

Normale Analytische Mengen. Entsprechend kann man die Giiltigkeit des zweiten
Riemannschen Hebbarkeitssatzes in die Bedingung iibersetzen, dafl der Ring 0,
normal,d. h. ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkdrper ist; umgekehrt geben
algebraische Konstruktionen, wie etwa die Normalisierung eines nullteilerfreien
Ringes O , = @A‘ » holomorpher Funktionen im wesentlichen Anlal zu einer
Abbildung A — A4 analytischer Mengen derart, daB fiir die Halme der Strukturgar-
ben O ,= Gy » gilt. Um dieses Konzept durchfithren zu konnen, benétigten
Grauert und Remmert bei der Konstruktion der Normalisierung eines komplexen
Raumes in [Gr-Re 1958a] allerdings noch Methoden aus der Theorie der kohdren-
ten Garben (vgl. Abschnitt 11).

9.4 Garbenkohomologie

Erste Anwendungen. In der Komplexen Analysis traten fortan Kohomologieklassen
regelmaBig als Hindernisse auf, wenn eine globale Losung eines Problems gesucht
wurde, welches im Kleinen eine Lésung besitzt oder welches durch lokale Daten
gegeben wird.

Ein Beispiel liefert das erste Cousin-Problem: Zu vorgegebenen Haupttei-
len meromorpher Funktionen auf einer komplexen Mannigfaltigkeit X kann man
zunachst eine ,Cousin-Verteilung“ angeben. Gegeben sei also wie in (7) in
Abschnitt 9.1 ein Schnitt o e I'(X, # y/Cy), den man beziiglich einer geeigneten,
hinreichend feinen, offenen Uberdeckung {U;; i/} von X durch meromorphe
Funktionen m; reprisentiert, welche sich auf den jeweiligen Durchschnitten durch
holomorphe Funktionen &; e I'(U;n U;, Oy) unterscheiden:

mi|(U; n U)) = m|(U; ~ U)) + by

Diese bilden einen 1-Kozykel (h;) holomorpher Funktionen d.h. es gelten die
Relationen:

Rl Un U, A Uy — hy|U A Upn U+ byl U~ U~ U = 0

fur alle i, j, kel. Die Losung des Cousin-Problems besteht darin, diesen als
1-Korand

hyj=hj|U; Uy = bi|U A U

von holomorphen Funktionen #; auf den U, zu schreiben, so daB} die m; + &; sich zu
einer globalen meromorphen Funktion zusammenschlieBen.

Ublicherweise wird die Gruppe aller 1-Kozyklen mit Werten etwa in der
Garbe Oy bzgl. der Uberdeckung {U,};; mit

Z'({Uier, Ox)
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bezeichnet, und die Untergruppe aller 1-Kordnder mit
B'({Usic1, O).

Die Faktorgruppe ist die erste Kohomologiegruppe und wird mit
H]({Ui}iel, Ox) = 5‘({(/,-},-61, @X)/'gal({Ui}ieh Cx)

bezeichnet. Nach dem Ubergang zum induktiven Limes bzgl. der Verfeinerung der
betrachteten Uberdeckungen erhélt man die (erste) Kohomologiegruppe

H'(X, Oy)

von X mit Werten in der Garbe Oy.

Das Hindernis gegen die Darstellung von o, d. h. des 1-Kozykels (#;), als
Korand bei geeigneter Verfeinerung der Uberdeckung besteht somit in seiner
Restklasse, einem Element der ersten Kohomologie.

Kohomologiegruppen mit Werten in Garben sind wichtige Invarianten
komplexer Mannigfaltigkeiten, und andere Invarianten kann man als ausgezeich-
nete Kohomologieklassen fassen, so dal das Verschwinden von Kohomologie-
gruppen unmittelbare Anwendungen hat.

9.5 Cechsche Garbenkohomologie

Die bei der Losung der Cousin-Probleme aufgetretenen Hindernisgruppen sind
wichtige Spezialfalle der Cechschen Kohomologiegruppen, die von Anfang an von
Cartan und Serre benutzt werden.

Man bezeichnet Tupel von Schnitten &, .. ; € I'(Uyn ... U, , %) in einer Garbe ¢
als g-Koketten und schreibt CI({U,};c;, ¢) fur den Raum aller g-Koketten.

Der Raum aller g-Korander BY({U, };c;, ¢) besteht aus allen Tupeln von Schnitten
8ip,...iy €T WUyn...nU,, ), die von der Form

q
gi(),...,iq = 6(17 l(ﬁo,.u,iq 1) = Z (_l)jﬁo,...,i/ 1,4j- ],..A.inUiO N...N Uiq
Jj=0

sind, wobei (f,....;, ,) eine (g — 1)-Kokette ist. Die Abbildung
0 C N ({Uier, 9) = CU({Uibier, 9)

wird Korand-Abbildung genannt.
Die Menge der g-Kozyklen Z9({U,};c;, 9) mit Werten in einer Garbe ¢ besteht nach
Definition aus allen g-Koketten 4, welche die Relation

89(h) =0

erfiillen.
Wie oben wird fiir die Faktorgruppen

Zq({Ui}iel, g)/Bq({Ui}iela 9)=H'({U}ic1, %)

der Grenziibergang bzgl. aller Verfeinerungen von Uberdeckungen durchgefiihrt. Im Limes
erhalt man die Kohomologiegruppen H' (X, 9).

Das Verschwinden aller Kohomologiegruppen H’(X, Cy), j> 0 fiir Stein-
sche Mannigfaltigkeiten ist ein wichtiger Spezialfall des sogenannten Theorems B
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von Cartan [Ca 1951/52b]. Bei der Losung des Cousin-II-Problems treten dann
zusétzlich die vorher erkannten topologischen Hindernisse ebenfalls als (ganzzah-
lige) Kohomologieklassen auf.

10  Komplexe Ridume

10.1 Geringte Réiume - lokale Modelle komplexer Rdume

Die Notation von Garben wurde zunichst dazu benutzt, die globalen Objekte
allgemein zu fassen: Unter einem ,geringten“ oder auch ,algebrierten“ Raum
(X, Oy) versteht man einen topologischen Raum X zusammen mit einer Garbe @y
von Ringen bzw. C-Algebren. Diese ,Strukturgarbe“ wurde zunichst als eine
Untergarbe der Garbe %y von stetigen Funktionskeimen eingefiihrt. Zusammen
mit den Objekten, den C-geringten bzw. -algebrierten Rdumen, sollen gleicherma-
Ben die Morphismen, d. h. holomorphe Abbildungen, betrachtet werden. Diese
sind stetige Abbildungen der unterliegenden Raume, zusammen mit Morphismen
der korrespondierenden Halme, welche stetige Abbildungen der Garbenrdume
induzieren. Nach dieser Aufbereitung mufl man nur noch angeben, welche lokalen
Modelle man betrachten will.

Analytisch verzweigte Uberlagerungen sind somit die lokalen Modelle
fir komplexe Raume im Sinne von Behnke und Stein. Im Jahre 1954 schlug
Cartan eine Alternative vor. Als lokale Bausteine sollten vielmehr normale
analytische Mengen dienen [Ca 1951/52a], und es war nur konsequent, daf} Serre
in [Se 1955/56] allgemeine analytische Mengen zulief3.

Die Strukturgabe ¢, einer analytischen Menge A c Uc C” wurde in
Abschnitt 9.2 als der Quotient von ¢y nach dem Ideal aller auf A verschwindenden
holomorphen Funktionskeime eingefithrt. Die Klarung der Situation gelang
Grauert und Remmert in [Gr-Re 1958a]. Im Jahre 1960 wurden schlieBlich von
Grauert Strukturgarben mit nilpotenten Elementen eingefiihrt, in Analogie zu den
Strukturgarben von Schemata im Sinne von Alexander Grothendieck. Solche
komplexe Raume, deren holomorphe ,Funktionen® nicht mehr notwendig durch
ihre Werte bestimmt sind, heilen ,nicht reduziert”. Diese treten in natiirlicher
Weise als Fasern holomorpher Abbildungen auf und beschreiben in praziserer
Weise die Multiplizitat als numerische Invarianten es vermogen.

Das einfachste Beispiel eines nicht reduzierten komplexen Raumes ist der
sogenannte Doppelpunkt D, dessen unterliegender topologischer Raum aus einem Punkt und
dessen Strukturgarbe ¢ aus einem Halm besteht, welcher mit dem Ring konvergenter
Potenzreihen in einer Veranderlichen z, faktorsiert nach dem von z? erzeugten Ideal
identifiziert werden kann. Schreibt man etwa ¢ fiir die Restklasse von z,so gilt O, =C®¢- C
mit ¢2=0. Man kann den Doppelpunkt beispielsweise dazu benutzen, um bei einem
gegebenen komplexen Raum X und x € X die Menge aller C-wertigen Derivationen von Oy ,
d.h. aller Abbildungen ¢: 0y~ C mit ¢(a-b)=a-¢(b)+b- ¢p(a), zu charakterisieren:
Diese sind gerade alle holomorphen Abbildungen von D nach X, welche den unterliegen-
den Punkt von D auf x abbilden.

Eine weitere Anwendung ist die triviale Erweiterung Ox[.#] der Strukturgarbe
eines komplexen Raumes durch eine koharente Garbe (vgl. Abschnitt 13.1).
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Es sei Uc C" eine offene Teilmenge und f1, ..., fx € O¢+(U) seien ho lomor-
phe Funktionen. Der zugrundeliegende topologische Raum ist das gemeinsame
Nullstellengebilde A c Uder fi, ..., f, und die Strukturgarbe ist die Einschrankung
04=(0y/a)|A der Restklassengarbe nach dem durch die Funktionen fi,...,fk
erzeugten Ideal a auf die Teilmenge A von U.

Beziiglich lokaler Modelle sind holomorphe Abbildungen komplexer
Riume wie folgt explizit zu fassen: Ist F: U~ W eine holomorphe Abbildung
offener Teilmengen Uc €C", Wc €™, gegeben durch ein n-Tupel (Fy,...,F,)

4 TrT*
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werden konnen mit einer Singularititenmenge der Kodimension mindestens 2,
etwa Hyperflichen in €? mit isolierten Singularititen.

10.3 Holomorphe Bilder komplexer Riiume

Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition ist die Tatsache, daB Urbilder
analytischer Mengen unter holomorphen Abbildungen selbst analytisch sind. Im
Gegensatz dazu haben Bildmengen im allgemeinen diese Eigenschaft nicht, wie
einfache Beispiele zeigen. Die erforderliche Voraussetzung ist topologischer Natur
([Re 1955, Re 1957]):

Remmertscher Abbildungssatz. Es sei f: X — Y eine eigentliche holomorphe
Abbildung komplexer Riume. Dann ist f(X)C Y eine Teilmenge.

Der Remmertsche Abbildungssatz gehérte von Anfang an zu den Stan-
dard-Methoden der Komplexen Analysis. Zu seinem Beweis wurde in [Re 1957] die
Abbildungstheorie entwickelt, die das Studium holomorpher Abbildungen von
konstanter Faserdimension (vgl. Abschnitt 11.10), insbesondere auch offener
holomorpher Abbildungen einschlieBt. Der Nachweis der Analytizitit wird
letztlich auf die Aussage des Satzes von Remmert-Stein zuriickgefiihrt.

10.4 Stein-Faktorisierung

Im Zusammenhang mit Uberlegungen zu holomorphen Zerlegungen komplexer
Riume [St 1956] entwickelte Stein eine Methode, die den Namen ,Stein-Faktori-
sierung” trigt.

Stein-Faktorisierung. Es sei f: X — Y eine eigentliche holomorphe Abbildung
komplexer Riume. Dann gibt es eine endliche holomorphe Abbildung g: Y — Y sowie
eine eigentliche, holomorphe Surjektion f X — Y mit zusammenhingenden Fasern,
so daf f gleich der Komposition

x4y 5y
ist. Ferner ist ¥ normal, falls Y diese Eigenschaft hat.

10.5 Meromorphe Abbildungen komplexer Riiume

Meromorphe Funktionen in mehreren Veridnderlichen waren durch das Auftreten
von Unbestimmtheitsstellen ausgezeichnet (vgl. Abschnitt 1.2). Der Ubergang zu
héherdimensionalen Bildraumen erforderte es, zunichst die lokale Quotientendar-
stellung meromorpher Funktionen durch etwas anderes zu ersetzen. Von dem
naheliegenden Ansatz, Tupel meromorpher Funktionen auf komplexen Riumen
als meromorphe Abbldungen zu bezeichnen, war nicht viel Neues zu erwarten.
AuBerhalb der Unbestimmtheitsstellen sind meromorphe Funktionen nichts
anderes als holomorphe Abbildungen mit Werten in der komplex projektiven
Ebene IP,, womit Polstellen hinreichend erklart sind. Schrinkt man andererseits
eine meromorphe Funktion auf eine eindimensionale analytische Menge ein, die
nicht ganz in der Unbestimmtheitsmenge enthalten ist, so werden die verbleiben-
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eines komplexen Raumes ist, dessen unterliegender topologischer Raum gerade
der Quotient ist.

Quotienten komplexer Raume nach komplexen Lieschen Gruppen von
Automorphismen wurden systematisch von Harald Holmann in [Hol 1960a,
Hol 1960b, Hol 1963] untersucht.

Der Begriff der eigentlich diskontinuierlich operierenden Automorphis-
mengruppe wurde ausgedehnt und dabei einfacher: Man sagt, daBl eine komplexe
Liesche Gruppe G auf einem komplexen Raum X eigentlich operiert, wenn die
Abbildung GxXX—-XXX,(g,x)~(g(x),x) eigentlich ist. Insbesondere ist die
Operation kompakter Gruppen stets eigentlich. Eine komplexe Liesche Gruppe
zusammen mit einer holomorphen Operation auf einem komplexen Raum wird
kurz komplexe Transformationsgruppe dieses Raumes genannt. Es gilt:

Satz (Holmann). Sei X ein komplexer Raum mit einer komplexen Transfor-
mationsgruppe G. Operiert diese eigentlich, so besitzt der Quotient X/G eine
natiirliche komplexe Struktur. Ist X normal, so auch X/G.

Die Voraussetzung der Eigentlichkeit konnte dabei noch abgeschwicht
werden.

10.7 Singularitiiten komplexer Riume

Die Theorie der Singularitidten komplexer Raume hat sich inzwischen zu einem
selbstédndigen, wichtigen Gebiet entwickelt. An dieser Stelle soll iiber die Anfinge
gesprochen werden.

Singularititen komplexer Kurven. In [Bra 1928] veréffentlichte Karl Brauner
Resultate iiber die Topologie ebener Kurvensingularititen. Hier findet sich der
Ansatz, eine Sphiare maximaler Dimension, d. h. S;c €2 um die Singularitit, mit
der gegebenen komplexen Kurve zu schneiden. Im Beispiel einer fiir teilerfremde
Zahlen p und ¢ durch die Gleichung

P —wl =0

in €? gegebenen Kurve C erhielt er folgendes Bild: Ist S5 €2 die Einheitssphiire,
so ist der Durchschnitt £=Cn S; ein Kreislinie; er wird durch ¢ — (e’®9, e'%?)
parametrisiert und ist in S; X S, ={(z, w), | z| = |[w| = 1} enthalten. Man spricht von
einem Torusknoten. Brauner benutzte dann den WeierstraBschen Vorbereitungs-
satz und Puiseux-Entwicklungen, um zu sehen, da diese Beispiele hinreichend
allgemein waren, um die Topologie ebener Kurvensingularititen zu beschreiben.

Quotientensingularitiiten. In Abschnitt 10.6 wurde bereits angesprochen, daf ins-
besondere Quotienten komplexer Zahlenrdume nach endlichen Gruppen linearer
Automorphismen eine eindeutig bestimmte Struktur eines normalen Komplexen
Raumes tragen. Das Studium von Quotientensingularititen geht allerdings
mindestens auf die Ergebnisse von Felix Klein aus dem Jahre 1884 zuriick.

Eine der Wurzeln der Theorie ist auch die Untersuchung hypergeometri-
scher Differentialgleichungen durch Carl Friedrich GauB3 und Bernhard Riemann,
speziell die Frage nach der Monodromie der lokalen Lésungen: Diese bilden einen
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zweidimensionalen Vektorraum - das Anfangswertproblem ist fiir Punkte 7, aus
P,\{0, 1,0} erklirt. Durch Vergleich der Losungen, fortgesetzt entlang von
Wegen in IP, \ {0, 1,90}, erhielt man eine lineare Darstellung der ersten Homotopie-
gruppe dieses Raumes, die durch geeignete Transformationen auf eine Darstellung
mit Werten in SL(2, C) reduziert werden konnte.

Felix Klein betrachtete Automorphismen Platonischer Korper, und zwar
solche, die von Automorphismen der komplexen Zahlenkugel induziert werden
(vgl. [K11926/27]). Die Urbilder solcher Untergruppen von PGL (2,€)inSL(2,C)
wurden die zugehorigen bindren Gruppen genannt. Diese operieren nach Kon-
struktion auf €2. Die vielleicht interessanteste dieser Gruppen ist die Ikosaeder-
gruppe ®, welche zu der alternierenden Gruppe s isomorph ist. Es sei $ die
zugehorige bindre Gruppe. Klein berechnete die Invarianten von $, d. h. den Ring
€[z, 2,]? der unter $ invarianten Polynome in zwei Verdnderlichen. Dieser wird
erzeugt von gewissen homogenen Polynomen f, J, He Clzy, z,]?, die Klein
geometrisch aus zugehorigen rationalen Funktionen auf PP, gewann, welche
einfache Nullstellen in den 12 Ecken und den 30 Kanten- bzw. 20 Seitenmittelpunk-
ten des Ikosaeders aufweisen. Es gilt die Bezichung J?+H’= 1728 /3. Diese
Tatsache impliziert den folgenden

Satz (Felix Klein). Die Iksoaedersingularitdt C?/% ist zu der Nullstellen-
menge der Gleichung x*+y>+z° in €3 isomorph.

Die Invariante Z(z,, 2,) := f°/J* ist aus Gradgriinden gleich Z(z,/z,, 1). Die
zugehorige meromorphe Funktion Z(z)=Z(z,1) ist iiber den Punkten 0,1,00
verzweigt. Ansonsten wird von Z jeder Wert in einem Fundamentalbereich der
Ikosaedergruppe € genau einmal angenommen. Klein zeigte nun durch Differen-
zieren, indem er die Invarianz von Z(z) unter @ ausnutzte, dall die lokal erklarte
Umkehrung z(Z) eine globale Differentialgleichung, nimlich gerade die hypergeo-
metrische Differentialgleichung

’ 2
y”+;y_+_L._.- _L+Z L+LA_'I_+1 _Z_ =0
Z  AZ-1)Z? v3 vi  vi v} v}
fir {v, vo, v3}={2, 3, 5} erfiillt.
Auf die umfangreiche, weitere klassische Theorie der Quotientensingulari-

titen soll hier nicht weiter eingegangen werden. Vielmehr sollen einige moderne
Entwicklungen beschrieben werden.

Eine topologische Fragestellung. Bereits in ihrer grundliegenden Arbeit [Gr-
Re 1958a] iiber komplexe Raume stellten Grauert und Remmert die Frage nach der
Existenz von Singularititen normaler komplexer Raume, welche ,zellular® wéren,
d. h. zu offenen Teilmengen eines €" homdomorphe Umgebungen besdf3en. In der
Dimension n =2, also fir komplexe Flachen wurde dies im Jahre 1961 durch ein
Ergebnis von David Mumford ausgeschlossen.

Nach David Prill sind normale Flichensingularititen peX durch die
Endlichkeit ihrer lokalen Homotopiegruppen charakterisiert: Letztere sind als

ny,= lim m(U\p)
Uel(p)
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Auf die Theorie isolierter Singularititen soll spéter in Abschnitt 15.6 noch
weiter eingegangen werden.

Lokale topologische Eigenschaften vollstindiger Durchschnitte. Helmut Hamm
untersuchte in [Ham 1971] vollstindige Durchschnitte in Zusammenhang mit den
Ergebnissen von John Milnor iiber die Singularitaten komplexer Hyperflachen.
Es sei G €™ ein Gebiet und die analytische Menge Y < G (mit einem
ausgezeichneten Punkt) ein vollstandiger Durchschnitt, d. h. das Nullstellengebil-
de von sovielen holomorphen Funktionen wie die Kodimension angibt. Es wird
der Durchschnitt X von Y mit einer Sphire von kleinem Radius betrachtet sowie
der Durchschnitt X von ¥ mit der zugehorigen offenen Kugel. Daneben ist eine
relative Situation von Interesse: Fs sei Y* ¢ (G ejn weiterer vollstandieer Durch-

schnitt, der Y enthilt und die Eigenschaft hat, dall Y*\'Y nur aus regularen
Punkten besteht (zusammen mit einer technischen Bedingung an die jeweiligen
irreduziblen Komponenten). Man nennt Y vollstindigen Durchschnitt beziiglich
Y*. Es seien 2* und X* sinngemil gebildet. Dann gilt der folgende lokale
Lefschetz-Satz (vgl. auch Abschnitt 11.8).

Satz (Hamm). Es sei Y volistidndiger Durchschnitt der Dimension n. Dann ist
2 (n—2)-fach zusammenhingend. Allgemeiner: fiir einen vollstindigen Durchschnitt
Y beziiglich Y* ist das Paar (X'*, X)) (n — 2)-fach zusammenhdngend.

Es sei Y das Nullstellengebilde der holomorphen Funktionen fi,...,f, in
Y*; dann wird fiir einen hinreichend kleinen Wert a>0 die differenzierbare
Mannigfaltigkeit N={ze Y*; ||(fi,...,/,)|| <@} mit Rand betrachtet.

Satz (Hamm). Die Mannigfaltigkeiten 2*\ X und 3(N N X*) sind diffeo-
morph.

Fiir Hyperflichen Y={ze Y*; f(z)=0} in einem vollstindigen Durch-
schnitt konstruierte Hamm eine verallgemeinerte Milnor-Faserung. Er zeigte, daf3
die obigen Mannigfaltigkeiten Faserbiindel iiber der Kreislinie S' vermége der
Abbildungen f/|f| bzw. f/a bilden, welche zueinander diffeomorph sind.

11 Kohirente Garben

Neben der Garbe O¢r der Keime holomorpher Funktionen in mehreren Veranderli-
chen treten auf natiirliche Weise weitere Garben durch algebraische Operationen
auf, etwa als direkte Summen oder Kerne, Kokerne etc. von Homomorphismen,
die ihrerseits durch holomorphe Funktionen beschrieben werden. Gemeinsame
Eigenschaft dieser Garben ist die sogenannte Kohdrenz. Der eigentliche Grund,
weshalb kohdrente analytische Garben unmittelbar bei ihrer Einfithrung zu den
entscheidenden Hilfsmittel der Komplexen Analysis wurden und damit selbst zum
Gegenstand des Interesses, ist sicherlich nicht formaler Natur. Kohédrenz bedeutet
letztlich, dal man mit dem Halm einer Garbe auch die Struktur in einer gewissen
Umgebung kennt. Entscheidend ist der geometrische Aspekt, die Tatsache, dal
sich in kohdrenten Garben komplexe analytische Struktur manifestiert.
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11.1 Definition

Die Noethereigenschaft der Ringe von Keimen holomorpher Funktionen war seit
den dreifliger Jahren bekannt. Man benétigte jedoch eine ,garbisierte” Fassung.
Die ersten Untersuchungen unternahmen Cartan und Oka. Ersterer prigte den
Begriff der Kohdrenz. Neben den Strukturgarben ¢y von C-Algebren auf
komplexen Rdumen betrachtete man Garben ¢ von Moduln. Die Einschrinkun-
gen auf offene Teilmengen U c X werden im folgenden mit 4, bezeichnet.

Definition. Es sei (X, Ox) ein komplexer Raum und 4 eine Oy-Modulgarbe. Es
heifit 9 kohdrent, falls folgende Bedingungen gelten:

1) Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung U und einen surjektiven Garbenhomo-
morphismus

U:@Z—’gy,

d. h. 4 wird iiber U von endlich vielen Schnitten als Cy-Modulgarbe erzeugt.
2) Zu jedem Morphismus

®: 0}~ %y,

wobei V c X eine offene Teilmenge und q € N eine natiirliche Zahl bezeichnen, hat die
Garbe Ker ¢ die Eigenschaft 1).

11.2 Kohirenzsitze

Am Anfang, ehe man sich analytischen Mengen zuwandte, stand eine Aussage, die
als ,,Kohdrenz der Strukturgarbe” bekannt ist und 1950 (in einer etwas anderen
Sprache) von Oka gezeigt wurde: Die Garbe O¢n ist kohdrent. Dieser Satz kann
inzwischen auf sehr knappe Weise durch ein Induktionsargument gezeigt werden,
in dem, wie bereits erwahnt, der Weierstral-Isomorphismus (5) aus Abschnitt 6 die
entscheidende Rolle spielt.

Ein eher formaler Schlufl sichert dann, dafl die Strukturgarbe eines
komplexen Raumes ebenfalls kohérent ist, soweit diese lokal als eine Restklassen-
garbe der Strukturgarbe einer offenen Teilmenge U eines €” nach einem von
endlich vielen Funktionen erzeugten Ideal geschrieben werden kann: d. h. falls ein
lokales Modell (4, ¢4) im Sinne von Abschnitt 10 betrachtet wird, wobei A4 ein
Nullstellengebilde N(fi, ..., fx) € U holomorpher Funktionen auf U ist und 0, die
Restklassengarbe

@U/(fl’---:fk) : @Us

eingeschrankt auf A4, bezeichnet.

Die natiirliche komplexe Struktur einer solchen analytischen Menge
A=N(f1,....fr)cUc C” erhalt man allerdings durch Restklassenbildung nach
dem Ideal i(4) c Oy aller auf 4 verschwindenden holomorpher Funktionen.

Die ,Kohdrenz der Idealgarbe“ war der zweite zentrale Satz der Theorie
analytischer Garben: Die Idealgarbe i(A) einer analytischen Menge ist kohdrent.

Dieses Resultat setzte eine genauere geometrische Kenntnis analytischer
Mengen voraus. Die Zerlegung in lokale irreduzible Komponenten wird zuweilen
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Weierstrall zugeschrieben (vgl. [Os 1929] p. 132). Ein Beweis wird jedoch i. a. auf
die Lasker-Noether-Zerlegung von Idealen bzw. Idealgarben gegriindet.

Die Berechnung der Idealgarbe i(4)c Oy einer analytischen Menge
A=N(f1,....fr) mit Hilfe der definierenden Funktionen f; wird durch den
Riickertschen Nullstellensatz, das Analogon zum Hilbertschen Nullstellensatz der
Algebraischen Geometrie geleistet. Die Idealgarbe i(4) — Oy umfallt das von den f;
erzeugte Ideal a:=(f},...,fx)* Oy. Man stellt zunédchst fest, dal i(4) sicherlich
reduziert ist, d. h. mit einer Potenz f* eines holomorphen Funktionskeims ist f
dieser selbst in i(4), enthalten. Dies gilt insbesondere fiir Funktionen aus dem
Radikalvad (a), dem Ideal aller Funktionskeime, fiir die eine Potenz in einem Halm
von a enthalten ist. In der Tat gilt auch die umgekehrte Inklusion. Dies ist die
Aussage des folgenden Satzes [Ri1 1933].

Riickertscher Nullstellensatz. Es sei A — U c C” die Nulistellenmenge der auf
U holomorphen Funktionen f, ..., fr. Dann gilt

i(4) =vad ((f1, ..., fx) * Ov).

Aus dem Remmertschen Einbettungssatz zusammen mit dem Riickert-
schen Nullstellensatz folgt nun ein direkter Beweis der Kohéirenz der Idealgarbe.

11.3 Kohirente Garben auf Steinschen Mannigfaltigkeiten

Die Tragweite des Begriffs der Kohidrenz wird unmittelbar durch die Theoreme A
und B deutlich, die erstmals in [Ca 1951/52b] aufgestellt wurden:

Es sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit und % eine kohdrente Oy-Modul-
garbe. Dann gilt

Theorem A. Der Oy(X)-Modul 9(X) erzeugt jeden Halm 9., x € X (vermoge
der Einschrdnkungsabbildung 4(X)— %,) als Oy .-Modul.

Theorem B. HY(X,9)=0 fiir g> 1.

Theorem A impliziert die Darstellung einer kohidrenten Garbe auf einer
Steinschen Mannigfaltigkeit als Quotient einer endlichen freien Modulgarbe nach
einer kohédrenten Untergarbe, und Theorem B erlaubt in vielen Fillen die explizite
Berechnung weiterer Kohomologiegruppen.

Diese Theoreme enthalten die klassischen Ergebnisse tiber die Cousinschen
Probleme und vieles andere mehr.

11.4 Liickengarben

Ausgangspunkt der Uberlegungen von Thimm war die Tatsache, daB analytische
Mengen verschiedene komplexe Strukturen tragen koénnen: Eine verzweigte
Uberlagerung einer offenen Teilmenge eines Zahlenraumes durch eine (lokal)
irreduzible analytische Menge 4 hatte Anlafl gegeben zu einem komplexen Raum
im Sinne von Behnke und Stein, dessen Struktur mit der Normalisierung von 4 im
Sinne von Grauert und Remmert iibereinstimmte.

Man wuflite, daBl die Giiltigkeit der Riemannschen Hebbarkeitssitze auf
normale komplexe Rdume beschriankt ist. Mit Hilfe der lokalen Darstellung eines
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beliebigen reduzierten komplexen Raumes als eine verzweigte Uberlagerung eines
Polyzylinders hatte man fiir holomorphe Funktionen auf den Komplementen
analytischer Mengen in reindimensionalen komplexen Riumen meromorphe
Fortsetzungen konstruiert und fiir diese Ganzheitsgleichungen angegeben. Ohne
nun die Normalitét der lokalen Algebren von holomorphen Funktionen vorauszu-
setzen, erhielt man somit spezielle meromorphe Funktionen, die man als schwach
holomorph bezeichnete. Durch diese Fortsetzungseigenschaft war die Einbettung

Oy = Oy

der Strukturgarbe eines lokal irreduziblen, reduzierten komplexen Raumes X in
ihre Normalisierung zu interpretieren.

Die allgemeinen Erzeugung von Garben durch analytische Fortsetzung
liegt der Definition von Liickengarben zugrunde.

Definition. Es sei G C" ein Gebiet und Ac G eine echte analytische
Teilmenge. Dann ist zu einer kohdrenten Garbe M < (Og)? die Liickengarbe M [A]
erkldrt durch

M[AVU) ={p e OUY; p|(U\ A) e MU\ A)}

fiir offene Teilmengen Uc G.
Fiir analytische Teilmengen A < B < G hat man den natiirlichen Morphis-
M[A] — M[B],

und die Giiltigkeit von Fortsetzungssétzen a6t sich als die Surjektivitit von
M[AYU) = M[B)(U)

ausdriicken.

Ein erstes Hauptergebnis ist die Koharenz von Liickengarben. Diese
beruht ebenso wie die Losung des Fortsetzungsproblems auf der expliziten
Beschreibung von Liickengarben durch Lasker-Zerlegungen. Die Kohirenz einer
Garbe A < (0s)” bewirkt, dal} eine Lasker-Zerlegung eines Halmes sich auf eine
Umgebung V' des entsprechenden Punktes fortsetzen 148t. Man kann also eine
minimale Darstellung

mus

ﬂlV=qlmﬁq,

betrachten, wobei die Garben g; < (O)? primér sind: Jeder Nullteiler eines Halmes
(Oi,x/qj,x liegt im Radikal des Annullatorideals von (D'é,x/q,-,x. Die zugehorige
Idealgarbe p;c O ist prim.

Satz (Thimm). Es sei A c G eine echte analytische Teilmenge. Dann gilt (nach
Verkleinerung von V')

M[Aly =0, ... N Q5
wobei die Primdrmoduln g;, genau durch die Bedingung V(p;,) & A bestimmt sind.

Das Fortsetzungsproblem war damit auch auf algebraische Weise beant-
wortet.
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Korollar. Genau dann ist die auf den Halmen induzierte Abbildung
M[A],— M[B], ein Isomorphismus, wenn jeder in B enthaltene analytische Mengen-
keim V(p;), bereits A enthalten ist.

Um 1970 konnte Thimm mit Hilfe der Liickengarben seinen Fortsetzungs-
satz fur kohdrente Untergarben formulieren und beweisen (vgl. Abschnitt 11.7).
Allgemeine absolute Liickengarben %, % einer beliebigen kohédrenten Garbe Z,
definiert durch die Pragarbe U~ H'(U\ 4, &), deren induktive Limiten #}% fiir
dimA<d, sowie deren Kohirenz in Abhingigkeit von der homologischen
Kodimension wurden spiter von Trautmann in [Tr 1969a] untersucht. Eine
zusammenfassende, systematische Darstellung der Theorie der Liickengarben
findet sich in [S-T 1971].

11.5 Fortsetzungssitze fiir Kohomologieklassen

Fortsetzungssitze ziehen sich wie ein roter Faden durch die Entwicklung der
Komplexen Analysis. Die Garben- und Kohomologietheorie ist ein wirksames
Instrument, um die verschiedensten Phinomene zu beschreiben und zu beherr-
schen. Die Riemannschen Hebbarkeitssitze lieBen sich unmittelbar als Hebbar-
keitssdtze fiir Schnitte der Strukturgarbe eines komplexen Raumes verstehen.
Andererseits hatte Cartan bereits im Jahre 1938 festgestellt, daB} sich Cousin-I-
Verteilungen des Gebietes €3>\ {0} auf ganz C? eindeutig fortsetzen lassen, und
zwar mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel und Laurent-Entwicklungen.
Garbentheoretische Methoden erméglichten hier die allgemeine Antwort. In
[Sche 1961] zeigt Giuinter Scheja:

Satz (Scheja). Es sei G < C" ein Gebiet und A G eine analytische Menge der
Kodimension k. Dann ist die natiirliche Einschrinkungsabbildung

HP(G, Og) ~ HP(G\ 4, O¢)

fiir p<codim, A —2 (in allen x € G) ein Isomorphismus und fiir p<codim,A4 — 1 (in
allen x € G) injektiv.

Um das entsprechende Resultat fiir beliebige kohirente Garben auf
komplexen Rdumen zu formulieren, benétigte man den Begriff der homologischen
Dimension hdgM eines R-Moduls M, welche fiir M=0 durch hdxM=-1 und
ansonsten durch die minimale Lénge d einer exakten Sequenz

0 —R%—R¥-1 — . — R~ M—0

definiert ist.

Die Existenz einer solchen endlichen Auflésung eines endlich erzeugten
Moduls tiber einen Polynomring war 1890 von David Hilbert bewiesen worden.
Diese Tatsache ist unter dem Namen Syzygiensatz bekannt. Fir regulire
analytische C-Algebren, d. h. Ringe O~ o konvergenter Potenzreihen gilt dieselbe
Aussage. Die homologische Dimension ist nach oben durch die Zahl der
Unbestimmten des Polynom- bzw. Potenzreihenringes beschrinkt.
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Satz (Scheja [Sche 1964]). Es sei X ein komplexer Raum und 9 eine kohdrente
Ox-Modulgarbe. Es sei A X eine analytische Menge derart, daf in jedem ihrer
Punkte x e A gelte: 4, =0 oder p<(codim, 4 —2) —hd,, %,. Dann ist die Einschrin-
kungsabbildung

HY(X,9)-> H(X\A,%)
ein Isomorphismus und

HFYX,9)—-H " "(X\ A4, %)
ist injektiv.

Die Notwendigkeit der Bedingungen iiber die homologische Kodimension
im Satz von Scheja konnte 1968 von Trautmann gezeigt werden [Tr 1968b].

- In Verallgemeinerung dieser Sitze konnte die Kohirenz fiir die Garben
# 4% der lokalen Kohomologie gezeigt werden [Tr 1969a].

Auf Grund des Serreschen Dualititssatzes vermutete Reiffen, daBl , duale”
Aussagen auch fiir Kohomologieklassen mit kompaktem Triger existierten. In
[Reif 1966] zeigte er, dafl viele allgemeine Aussagen der Kohomologietheorie,
insbesondere das Verschwinden der Kohomologiegruppen Hg(X,%) fir
g>dim (X) mit Werten in kohdrenten Garben, auf beliebige Trigerfamilien @

Ubertragbar sind. Die Einschrankung von & auf das Komplement einer analyti-
schen Teilmenge 4 — X sei mit @| X \ 4 bezeichnet.

Satz (Reiffen). Es sei X ein komplexer Raum versehen mit einer kohdrenten
Garbe % und P eine (parakompaktifizierende) Trigerfamilie auf X. Es sei A eine analy-
tische Teilmenge in X der Dimension k. Dann ist die kanonische Fortsetzungsabbildung

ng{\A (X\A4,9) - H;(X, %)

surjektiv fiir g=k + 1 und bijektiv fiir g=k +2. Insbesondere gilt diese Aussage fiir
Kohomologie mit kompaktem Triger.

11.6 Fortsetzungssitze fiir lokale Kohomologiegruppen

Lokale Kohomologiegruppen von Garben & auf einem Raum G bzgl. lokal
abgeschlossener Teilmengen 4 c G wurden abstrakt von Grothendieck eingefiihrt.

Ist etwa A eine abgeschlossene Teilmenge einer offenen Menge U < G, so ist
zunéchst

I'y(G, #)

als die Untergruppe aller Schnitte ¢ von I'(U, #) erklirt, deren Triger in 4
enthalten sind, d. h. deren Werte o, € & , fiir Punkte x aus U\ 4 verschwinden. Man
stellt fest, dal Morphismen & — % von Garben (abelscher Gruppen) natiirliche
Morphismen I',(G, #) — I'4(G, %) induzieren. Die allgemeine Theorie liefert die
Existenz des ,,abgeleiteten Funktors®, d. h. zugehorige Kohomologiegruppen

Hi(G, ),

die als lokale Kohomologiegruppen bezeichnet werden.
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Falls A = Uc G eine offene Teilmenge ist, gilt Hi(G,#)=HYU, #). Fur
abgeschlossene Teilmengen 4 von G lassen sich die lokalen Kohomologiegruppen
vermoge einer langen exakten Sequenz mit gewShnlichen Kohomologiegruppen in
Verbindung setzen: Man hat

..~ HIG, 05) ~ HY(G, Oz) ~ H(G\ 4, 05) —'H,',IYI(G, Og) — ...

Fiir analytische Teilmengen von Gebieten G < €" sind somit die in 11.5 genannten
Ergebnisse und der entsprechende Satz aus 11.7 leicht im Sinne des Verschwindens
gewisser lokaler Kohomologiegruppen auszudriicken. In [Ba 1968] bewies Wolf
Barth Verschwmdungssatze fur analytlsche Teilmengen von 4 von Hyperkugeln

" it jsoliert iaritd is dahin waren nur Sitze fiir

—

FH__ ——— — '

e —————

ki

j=0,...5,s<dim(4) -2 (unter einer weiteren Voraussetzung fiir j=s+1) ist
aquivalent zu der folgenden topologischen Bedingung an den Umgebungsrand 34
von A:

H°(34, ) = C; H'(3A4,C)=...= H*(34, €) = 0.

Barth berechnete die Kohomologiegruppen des Umgebungsrandes mit
analytischen Methoden. Sei

HI(3A4, 0g|A) := ligx HY(A n B\ {0}, 0]|A).
0eB
Dann gilt der folgende

Satz (Barth). Der von der Einbettung C = Ocn o induzierte Morphismus

N o ww s 8 NN wwa s 4 ol AN
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Ringgebieten um einen Ausnahmepunkt, auf die im nichsten Abschnitt noch
néher eingegangen wird: Der Korandmodul B'({U;}, #) c C'({U;}, &) ist unter
den gegebenen Voraussetzungen abgeschlossen.

Allgemein ist nur der Raum der Zyklen als Kern der (stetigen) Korandab-
bildung abgeschlossen, jedoch nicht der Raum der Korinder, so daB Kohomolo-
giegruppen mit Werten in kohdrenten Garben i.a. keine natiirliche Fréchet-
Topologie tragen. Diese Tatsache hingt, wie sich herausstellte, ganz eng mit der
Existenz nicht fortsetzbarer kohirenter Garben zusammen. In [Tr 1968a] wird das
nachstehende Ergebnis bewiesen (zur Definition Steinscher komplexer Riume vgl.
Abschnitt 13):

Satz (Trautmann). Es sei X ein normaler komplexer Raum und A c X eine
analytische Menge, deren Kodimension in allen Punkten mindestens zwei betrigt. Es
sei & eine auf X\ A kohdrente Garbe ohne Torsion. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1) & ist auf X fortsetzbar.
2) Fiir jeden Steinschen Teilbereich U X ist BY(U\ A, #) abgeschlossen.

Es gilt, wie Trautmann zeigte, auch die Abgeschlossenheit der héheren
Korandmoduln B?*'(U\ 4, %), falls % in A4 hinein fortsetzbar ist:

Da man die analytische Ausnahmemenge 4 in Bezug zur Garbe % zu sehen
hat, muf} ihre Dimension mit der Dimension des Trigers von % und Untergarben
dieser Garbe verglichen werden. Deshalb ist von vornherein vorauszusetzen, daf}
& torsionsfrei ist.

In[Tm 1970] konnte Thimm die Fortsetzbarkeit von kohirenten Untergar-

ben iiber anal\‘tisshg Mgn%en ger Dimsgﬂgn ig %P.if’%a {a.llsjie (d+Nste

Liickengarbe mit der gegebenen auflerhalb der Ausnahmemenge iibereinstimmt.
Die analoge Aussage fiir die Fortsetzbarkeit iiber konkave Rinder konnte etwa zur
gleichen Zeit von Siu und Trautmann gezeigt werden [S-T 1971] in Verallgemeine-
rung der Sitze von Rothstein.

Die Fortsetzbarkeit iiber analytische Mengen und konkave Rinder fiir
beliebige (absolute) kohidrente Garben konnte in weiteren Arbeiten von Traut-
mann, Siu und Frisch-Guenot geklirt werden.

11.8 Verallgemeinerte Lefschetz-Sitze

Im Zusammenhang mit Verschwindungssétzen fiir Kohomologiegruppen auf
Komplementen abgeschlossener Untermannigfaltigkeiten 4 eines projektiven
Raumes PP, stehen Ergebnisse, die unter dem Namen Barth-Lefschetz-Siitze
bekannt sind. Das klassische Ergebnis von Solomon Lefschetz iiber die Kohomo-
logie von Hyperebenenschnitten projektiver Mannigfaltigkeiten wird verallgemei-
nert [Ba 1970]:

Satz (Barth). Es seien A, B < IP, projektiv-algebraische Mannigfaltigkeiten
der Dimension a bzw. b. Es gelte

2a=n+s, a+b=n+r.
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Dann ist die Einschrinkungsabbildung
HYB,C)— HY (A NnB,C)
fiir g=0,...,min(r — 1, 5) bijektiv.

Der Satz von Lefschetz ist darin enthalten: Falls 4 eine Hyperebene ist, gilt
Isomorphie der Kohomologiegruppen fiir ¢=0,...,5—2.

Im einzelnen bewies Barth Verschwindungssitze fiir Gruppen der Form HY(IP,\ 4,
F), wobei & gewisse lokal freie, negative Op,-Moduln bezeichnen (zum Begriff der Negati-
vitit vgl. auch Abschnitt 15). Die Verschwindungsaussagen entsprechen der Surjektivitit
der Einschriankungsabbildungen o9: HY(P,, #)— H(4, ¥ |A) und stehen in Verbindung
mit der Surjektivitit von H(PP,, €) —» H%(4, C). Neben den iiblichen Methoden der homo-
logischen Algebra verwandte Barth die Methoden von Andreotti-Grauert (vgl. Abschnitt
12.4). Hilfsmittel ist die Operation der Gruppe PGL(n + 1, C), um Kohomologieklassen von
Untermannigfaltigkeiten auf den umgebenden projektiven Raum zu iibertragen.

In [Schn 1975] zeigte Michael Schneider, daB die verallgemeinerten Lef-
schetzsidtze mit einem Verschwindungssatz von Hans Grauert und Oswald
Riemenschneider aus [Gr-Ri 1970b] zusammenhéngen.

Satz (Grauert-Riemenschneider). Es sei G < X ein hyper-q-konvexes Gebiet
und E ein semi-positives Vektorbiindel auf X. Dann gilt

H(G,E®Ky)=0 fir i>gq.

Als Hyper-g-Konvexitit bezeichnet man die Forderung nach der Existenz
einer lokalen Ausschdpfungsfunktion, deren Leviform eine spezielle Form hat. In
Normalkoordinaten in einem Punkte beziiglich der Kahlermetrik soll die Leviform

S:if ggr Eggglexen Tangentialebene an den Rand diagonal und eine Summe
" :

F“ﬂ—;fﬂ_
A o
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Die Zahlen ¢(k, n) wurden fiir die nichtexzeptionellen symmetrischen
Mannigfaltigkeiten explizit angegeben. Fiir den Typ I, , ist @(k, n)=n+n’ —2k.
Dazu kam noch [Schn 1975]:

Satz (Schneidey). Das holomorphe Tangentialbiindel des projektiven Raumes
ist semi-positiv.

Der Lefschetz-Satz von Barth folgt unmittelbar aus diesen beiden Sitzen
zusammen mit dem Satz von Grauert-Riemenschneider.

11.9 Verschwindungssitze

Die Wichtigkeit von Verschwindungssitzen von Kohomologiegruppen gewisser
kohdrenter Garben ist schon in vorhergehenden Abschnitten deutlich geworden.
Daneben sind sie von grofiter Bedeutung fiir die Realisierung kompakter
komplexer Mannigfaltigkeiten als Untermannigfaltigkeiten eines Py d. h. fiir den
Kodairaschen Satz, dal Hodge-Mannigfaltigkeiten projektiv algebraisch sind,
und das analoge Grauertsche Theorem fiir komplexe Rdume (vgl. Abschnitt
15.4).

Im Jahre 1954 bewiesen Akizuki und Nakano, daB} fiir ein positives
Geradenbiindel E auf einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit X alle
Kohomologiegruppen H7(X, Q7(E)) mit Werten in der Garbe der holomorphen E-
wertigen holomorphen p-Formen fiir p+¢>n=dimX verschwinden. Dieses
Ergebnis enthilt (mit p = n) den Kodairaschen Verschwindungssatz. Von Joseph le
Poitier stammt eine Verallgemeinerung auf Vektorbiindel, welche im Sinne von
Phillip Griffiths positiv sind. Schwach positive Vektorbiindel im Sinne von
Grauert (vgl. Abschnitt 15.4). sind stets positiv im ersteren Sinne.

Ein einfacher Beweis des Satzes von Le Poitier wurde von Schneider in
[Schn 1974] angegeben. Dieser benutzte an Stelle der Bottschen Spektralsequenz
den Satz von Leray und ist wegen seiner Auswirkungen auf die nachfolgende
Theorie von besonderem Interesse.

Satz. Es sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und E ein
holomorphes Vektorbiindel vom Rang r und X.

1) Ist E schwach positiv, so gilt

Hi(X, QY(E)=0 fir p+gq=n+r
i) Ist E schwach negativ, so gilt

HiX, Q?(E)=0 fir p+qg<n-—r.

Der Beweis geht aus von der Isomorphie

Hq(X prlp‘m )%_

wobei 7 : IP(E) — X das projektivierte Biindel mit Fasern P, | bezeichnet und das
kanonische Geradenbiindel L dadurch charakterisiert ist, dall seine Einschrin-
kung auf eine Faser von n gerade zum Hyperebenenbiindel des zugehorigen IP, _
isomorph ist. Da die Komplemente der Nullschnittflichen in den dualen Biindeln
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E*und L* zu einander isomorph sind, ist E genau dann schwach positiv, wenn das
Geradenbiindel L auf IP(E) positiv ist (vgl. 15.4), und der Satz folgt unmittelbar aus
dem Ergebnis von Akizuki und Nakano.

11.10 Lokale Struktur Komplexer Riume und Abbildungstheorie

Dimensionsformel. Die Methoden der lokalen Abbildungstheorie wurden von
Remmert im wesentlichen fiir den Beweis des Abbildungssatzes, d. h. die Analytizi-
tit der Bilder holomorpher Abbildungen komplexer Raume unter eigentlichen
Abbildungen, entwickelt. Dazu gehorte auch die Charakterisierung der Offenheit
holomorpher Abbildungen f: X — Y komplexer Rdume, die man fiir diese topolo-
gischen Uberlegungen als reduziert voraussetzen durfte. Ferner war es keine
Einschrinkung der Allgemeinheit, Y als lokal irreduzibel anzunehmen. Ublicher-
weise bezeichnet man die Faser f~'(y) eines Punktes y € ¥ mit X,. Unter dieser
Voraussetzung gilt der folgende Satz von Remmert [Re 1957]:

Satz. Eine holomorphe Abbildung f: X — Y ist genau dann offen, wenn in allen
Punkten x € X die Dimensionsformel

dimx X= dlmx Xf(x) + dimf(x) Y
gilt.

Fiir offene Abbildungen (von Mannigfaltigkeiten) ist der Rang der
Funktionalmatrix von f aullerhalb einer diinnen Menge maximal. 1. a. gelten nur
Halbstetigkeitssétze fiir die Faserdimension. In derselben Arbeit wird die ,,topolo-
gische Entartungsmenge* studiert, d. h. die Menge aller Punkte, deren Faser eine
grofere als die zu erwartende Dimension hat, und gezeigt, dall diese ihrerseits
analytisch ist. Spater wurden diese Resultate angewandt auf die Charakterisierung
einfacher holomorpher Abbildungen.

11.11 Hyperflichen auf komplexen Ridumen und Funktionenkorper

Auf einer projektiv-algebraischen Mannigfaltigkeit sind simtliche Hyperflachen
als irreduzible Komponenten von Polstellenmengen meromorpher, d. h. rationaler
Funktionen zu realisieren. Fiir beliebige kompakte, komplexe Flichen, d.h.
komplex zweidimensionale Mannigfaltigkeiten ist dies i.a. nicht mehr der Fall.
Falls es auf einer kompakten Mannigfaltigkeit nur konstante meromorphe Funk-
tionen gibt, existieren allerdings nur endlich viele abgeschlossene Hyperflichen
(Kunihiko Kodaira fiir Flachen und V. A. Krasnov fiir beliebige Dimension).
Meromorphe Funktionen auf Aomogenen, kompakten, komplexen Man-
nigfaltigkeiten wurden durch den Struktursatz von Grauert und Remmert (vgl.
5.4) beschrieben. Alle Hyperflachen sind Urbilder von Hyperflichen in der Basis
der meromorphen Reduktion und als solche, da die Basis projektiv-algebraisch ist,

polar. d _h.Komponenten von Po.!qgg”ggﬂa"ghgn meromorpher Funktionen,
erd Fischer und Otto Forster bewiesen in [Fi-Fo 1979] den folgenden

Satz. In einem kompakten komplexen Raum gibt es nur endlich viele nicht
polare, irreduzible Hyperflichen.
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Mit Hilfe einer Desingularisierung wurde das Theorem auf die Situation
komplexer Mannigfaltigkeiten reduziert. Fischer und Forster betrachteten die
logarithmischen Ableitungen dg/¢ von holomorphen Funktionen ¢, welche auf
den Elementen einer Steinschen Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit X eine
Hyperflache definieren. Auf Durchschnitten zweier solcher offenen Mengen
liefern die Differenzen der logarithmischen Ableitung einen 1- Kozykel mit Werten
in der Garbe Qy der Keime holomorpher Differentialformen. Ist eine gewisse Zahl
von Hyperflachen gegeben, so induzieren Relationen zwischen den zugehérigen
Kohomologieklassen verschiedene meromorphe 1-Formen auf X. Hinreichend
viele von diesen sind dann stets linear abhéingig. Mit diesen Uberlegungen zeigten
Fischer und Forster das folgende quantitative Ergebnis:

Satz. Sei X eine zusammenhdngende, n-dimensionale komplexe Mannigfaltig-
keit; es gelte

r:=dimg H'(X, Q}) < .
Dann gibt es hochstens n+r nicht polare, irreduzible Hyperflichen.

Mit Hilfe dieses Satzes und der algebraischen Reduktion wurde schlieBlich
die algebraische Dimension, d. h. der Transzendenzgrad des Funktionenkérpers
durch Hyperflachen beschreibbar.

11.12 Analytisches Tensorprodukt kohiirenter Garben

Bereits in den Jahren 1923/24 hatte Hermann Kiinneth die Bettischen Zahlen und
Torsionszahlen von topologischen Produktmannigfaltigkeiten berechnet. Es war
letztlich auf den EinfluB Emmy Noethers zuriickzufithren, daB man spiter
(Homologie-)Gruppen zusammen mit Homomorphismen in den Vordergrund
stellte, und nach heutigem Verstindnis besteht eine Kiinneth-Formel darin, einen
gegebenen Funktor auf ein Produktobjekt anzuwenden und nach Méglichkeit zu
den Werten auf den einzelnen Faktoren in Beziehung zu setzen.

Die komplexe Struktur auf dem Produkt zweier komplexer Rdume wird,
anders als in der algebraischen Geometrie, halmweise nicht durch Tensorieren, der
einzelnen Strukturgarben, sondern durch eine Konstruktion erzeugt, die analyti-
sches Tensorprodukt genannt wird. Den Unterschied erkennt man bereits daran,
dal dieses Tensorprodukt O¢r o ® Ocn o sinnvollerweise mit Ogr-m0 zu identifizieren
ist. Die explizite Darstellung eines Ringes von Keimen holomorpher Funktionen
auf einem komplexen Raum in der Form C@g.o/a fithrt auf die allgemeine
Konstruktion (vgl. [Gr-Re 1984]).

Es seien (X, Oy) und (Y, Oy) komplexe Riume, sowie & und ¢ kohirente
Garben auf X bzw. Y. Das analytische Tensorprodukt der Strukturgarben liefert
die Garbe Oy, y, die ausreicht, um eine kohirente Garbe # X% auf XX Y zu
konstruieren: Mit Hilfe der kanonischen Projektionen p:XXxY—X und
q: XX Y- Y schreibt sich dieses als

FRYG=p*F ®,, , q*9.

Fiir die Kohomologie auf algebraischen Varietiten zeigten Sampson und Washnit-
zer, da H'(Xx Y, FR9)=®, ,_,H/(X, F)®c H*(Y, 9) gilt.
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H/(B, %), j>0
endlich-dimensionale C-Vektorrdume.

Das zugrundeliegende Prinzip wurde spiter noch mit Erfolg angewandt. Es
bestand zunéchst darin, Ausdehnungssitze fiir Kohomologieklassen zu beweisen.
Die Methode ist wegen der lokalen Vorgehensweise als ,, Ausbeultechnik® bekannt:
Schritt fiir Schritt wurde das gegebene Gebiet um offene, Steinsche Mengen
erweitert, Theorem B angewandt und gezeigt, daB fiir eine geeignete Umgebung U
von B die Restriktionsabbildungen

HI(U, %)~ H/(B, %), ;>0

surjektiv sind. Dies bedeutet, daBl man eine passende offene Uberdeckung {U;} von
U aus Steinschen Mengen und eine Verfeinerung {V;} von {U; B} finden kann, so
dafB} die Abbildung

T+ ZI{ULL 9) © CU VA, @) — Z9((Vi), 9)

surjektiv ist, wobei 7 die Einschrankungsabbildung ist und 7! die Korandabbil-
dung bezeichnet.

Damit war der Beweis auf ein funktionalanalytisches Argument zuriickge-
fuhrt: Der Raum aller holomorphen Funktionen auf einer komplexen Mannigfal-
tigkeit war bereits mit der Topologie der kompakten Konvergenz versehen; diese
lieB sich zu einer Fréchet-Topologie auf Schnittmoduln kohirenter Garben auf
komplexen Raumen verallgemeinern. Auf diese Weise waren auch Riume von
Koketten mit der natiirlichen (Produkt-)Fréchet-Topologie versehen und damit
ebenfalls die Rdume von Kozyklen als abgeschlossenne Unterrdume. Beziiglich
dieser Topologien ist die Einschrinkungsabbildung t kompakt. (Dies ist fiir den
Fall, daBl ¢ die Strukturgarbe einer komplexen Mannigfaltigkeit ist, gerade der
Satz von Montel, und die allgemeine Aussage wird darauf zuriickgefiihrt). Nach
einem Satz von Laurent Schwartz hat 69! ein abgeschlossenes Bild von endlicher
Kodimension, was gezeigt werden sollte.

12.2 Anwendungen

Es war bereits bekannt, dall Levi-Pseudokonvexitit eines Gebietes G die Existenz
von analytischen Hyperflichen V(f) in der Umgebung eines jeden Randpunktes
impliziert, die G nur in diesem Punkte schneiden. Nun ist die Holomorphiekonve-
xitdt von G bereits dann gesichert, wenn es zu jedem Randpunkt eine holomorphe
Funktion ¢ auf G gibt, so daf} bei Annidherung an diesen der Betrag || gegen o
strebt. Es geniigt also, eine solche Funktion f ohne weitere Nullstellen auf G
fortzusetzen und @ = 1/f zu setzen. Dieser letzte Schritt wurde in [Gr 1958b] auf
den obigen Endlichkeitssatz zuriickgefiihrt: Eine gewisse absteigende Folge von
Kohomologiegruppen wird stationdr.

Grauert 16ste mit diesen Methoden ferner das von Whitney bereits 1936
gestellte Problem der rell-analytischen Einbettbarkeit reell-analytischer Mannig-
faltigkeiten in einen Euklidischen Zahlenraum R”, indem er streng pseudokonve-
xe, komplexe Tubenumgebungen im zugehérigen C” konstruiert. Diese sind
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Steinsche Mannigfaltigkeiten und lassen sich nach dem Satz von Remmert
[Re 1956a] als abgeschlossene komplexe Untermannigfaltigkeiten eines CV reali-
sieren.

Satz (Grauert). Jede reell-analytische Mannigfaltigkeit mit abzihlbarer
Topologie ist reell-analytisch in einen Raum RY einbettbar.
12.3 Kohomologie von gelochten Holomorphiegebieten

Mit klassischen Methoden, d. h. ohne den Begriff der g-Pseudokonvexitit, zeigte
Jean Frenkel in [Fr 1957] spezielle Verschwindungssitze fiir Kohomologiegrup-
pen. Es wurden Gebiete der folgenden Form betrachtet:

Ao={z2=(21, ..., 24 ) € C""P; | 25| < 1fiiralle B, 1/2 < |z4| fiir alle B # a},
ferner
Ag=1{z2=(21, .. Zn.p) € C"'7; |z,| < lfiralle l <pu<n,
|z,-y| < 1/2 fiir alle 1 <v < p}
und schlieBlich

v'= | 4.
a=0
Satz (Frenkel). Es gilt H'(Y’, 0)=0 fur alle r#0, n.

12.4 Streng g-pseudokonvexe Funktionen

Im Jahre 1955 wurde von Rothstein der Begriff der ¢g-Pseudokonvexitit eingefiihrt.
In der heute iiblichen Notation schreibt man:

Definition:

[ I ——

" —
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g-pseudokonvex ist derart, daf fiir alle ¢ >0 die Mengen
B.={xeX; p(x) > c}
relativ kompakt sind.

Satz (Rothstein). Es sei G ein beschrinktes, g-konvexes Gebiet in C" und
Gycc G ein Teilgebiet. Die rein k-dimensionale analytische Menge Ac G\ G,
komme dem Randvon G beliebig nahe. Es gelte k >q — 1. Dann ist A eindeutig zu einer
analytischen Teilmenge von G fortsetzbar.

Der Weg zum Beweis der Endlichkeitssitze von Andreotti und Grauert ist
durch [Gr19958b] vorgezeichnet. Es wurden zunichst im Kleinen Verschwin-
dungssitze fiir Kohomologiegruppen gezeigt und Fortsetzungssitze fiir Kohomo-
logieklassen wie bei der Losung des Levi-Problems bewiesen. Wichtig war der
Begriff des Rungeschen Paares von Gebieten, fiir das ein entsprechender Approxi-
mationssatz holomorpher Funktionen nachgewiesen wird. Die hier entwickelten
Methoden spielen seitdem eine zentrale Rolle.

Satz (Andreotti-Grauert [An-Gr 1962]). Es sei X ein komplexer Raum und
F eine kohdrente Garbe auf X. Dann ist

dim¢ H'(X, F) < o0,

falls

a) X streng q-pseudokonvex ist und r>gq,
oder
b) X streng q-pseudokonkav ist und in allen Punkten r <hd(F x)—q gilt.

12.5 Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Zahlreiche Existenz- und Fortsetzungssitze der Komplexen Analysis etwa fiir ein
Gebiet G c C" lassen sich auf die Frage zuriickfiihren, ob die Kohomologiegrup-
pen HY(G, 0) mit Koeffizienten in der Strukturgarbe verschwinden oder wenig-
stens endlich-dimensionale Vektorrdume sind. Eine Alternative zur Cechschen
Berechnung beruht auf einem Lemma von Grothendieck, welches die Losung der
klassischen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung (3/32)g = f(mit Parame-
tern) beinhaltet.

Lemma von Grothendieck. Fiir ein beschrinktes Gebiet B € und eine offene
Teilmenge Uc R* betrachtet man den Raum aller stetig differenzierbaren,
komplexwertigen Funktionen f: BX U — C derart, daB fiir alle Kompakta K c U
alle partiellen Ableitungen der Funktion f|BXxK beschrinkt sind. Der Opera-
tor Tf,

(Tf)(z,u)=—21—jjfé—cﬂdud5, (z,u)e BX U (8)
b=

i z
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ist stetig differenzierbar. Dariiber hinaus gilt

i)

Ferner ist T stetig beziiglich der Supremumsnorm. Der Beweis beruht auf der
allgemeinen Cauchyschen Integralformel fiir stetig differenzierbare Funktionen f
auf dem Abschluf} eines Gebietes G:

3
5;(07—f

und

2Le-atagnai=po L[ L w e o0

Dolbeault-Kohomologie. Es sei /77 die Garbe der unendlich oft differenzierbaren
Differentialformen vom Typ (p, ¢) auf einem Gebiet des €" (oder allgemeiner einer
komplexen Mannigfaltigkeit). Schnitte dieser Garbe, d.h. Differentialformen
werden geschrieben als

a = Z ail‘“,‘p’jlqudzil AL, /\dZ,‘p/\de] VAN /\dzj'q.
I<ip<...<ip<m

I<hi<...<jg<n

Man definiert zunichst fiir Funktionen

n

3f = E:af

Zv
und fiir Differentialformen

da := Z O iy ji.jg NAZiy Ao Nz NdZj A LA dZ

Jq
Es gilt
303=0.

Eine Differentialform « heiBt_é-geschlossen, falls 3 =0, und é—integrabel oder
-exakt, falls sie von der Form 3p ist.

Eine unmittelbare Anwendung des Lemmas von Grothendieck ist die
Losung des o-Problems fiir kompakte Produktmengen, auch Satz von Dol-
beault-Grothendieck genannt: Uber einem kartesischen Produkt K=KjXx
X K,c C" kompakter Mengen in € ist jede 3-geschlossene leferentlalform
d-exakt. In der Sprache von Garben bedeutet dies die Existenz einer exakten
Sequenz

3 S
.0 ,1 )
00— Q7 - P > gpl = | —ofpn — (),

wobei Q7 die Garbe der holomorphen p-Formen bezeichnet und Q°=0 die
Strukturgarbe ist.

Allgemeine Garben- und Kohomologie-Theorie liefert nun, daB die
Kohomologiegruppen H9(G,Q?) nach Dolbeault als Kohomologie der
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Sequenz
0= QF = PO Sy i(G) = ... SAPH(G) = 0.

zu berechnen sind.
Insbesondere ist H7°!'(G,0) genau dann null, wenn das System der
verallgemeinerten inhomogenen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

da=p
fiir jede (0, g+ 1)-Form f auf G mit 38 =0 eine (0, g)-Form a als Losung besitzt.

Beschrinkte und stetige Losungen der Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen. Ein zentrales Ergebnis von Ingo Lieb aus dem Jahre 1970 betrifft die
Losbarkeit der Cauchy-Riemann-Gleichungen auf streng peudokonvexen Ge-
bieten mit hinreichend glatten (d.h. mindestens fiinfmal differenzierbarem)
Rand 2G.

Satz (Lieb [Li 1070]). Es existiert zu G eine Konstante K > 0, so daf folgendes
gilt: Ist B eine unendlich oft differenzierbare, 3-geschlossene (0, q + 1)-Form auf G, so
gibt es eine unendlich oft differenzierbare, (0, q)-Form a auf G mit

da=4
und der Abschiitzung

la] <K|BI

fiir die Supremumsnormen.

Ferner wurde in [Li1970] und [Li1972] gezeigt, daBl auch die Holder-
Normen von Lésungen a der Cauchy-Riemann-Gleichungen zu vorgegebener
Stufe ¢ < 1/2 in entsprechender Weise durch die Supremums-Norm bzw. Hélder-
Norm zur Stufe ¢ von f§ beschrankt sind.

Fiir ¢=0 war dieses Resultat auf Grund der Arbeiten von Hans Grauert
und Ingo Lieb, Gennadii Markovic Henkin, sowie von Norberto Kerzman
bekannt. Die Methode besteht darin, im Anschlufl an Walter Koppelmann eine
verallgemeinerte Bochner-Martinelli-Integralformel zu beweisen, die an die Stelle
von (9) tritt. Um den Integralausdruck (8) zu verallgemeinern, benotigt man den
sogenannten Cauchy-Fantappie-Kern.

Der Cauchy-Fantappie-Kern fiir g-Formen wird folgendermaBen konstruiert: Es
sei W ein Gebiet in C" X C" und

f*i W (€
ein n-Tupel differenzierbarer Abbildungen f¥ v=1,...,n. Es ist also

20 =(1z0, ... fiz ).
Man schreibt

Mz = Z P4z O~ L.
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Falls die f, keine Nullstellen haben, sind die Quotienten
f¥z0
£

wohldefiniert.
Die Cauchy-Fantappie-Formen der Ordnung g — 1 sind explizit gegeben durch

D,. l(f*):oéq eq(a)J;—']I/\éz(%) A.../\éz<%)/\ég<—-“’—2‘iil )/\.../\é((%),

wobei ¢,(c) das Signum einer Permutation o sei.
Man betrachtet auf dem Komplement der Diagonalen in €"XC" den Cauchy-
Fantappie-Kern fiir /* = Z — {. Man nennt diesen auch Bochner-Martinelli-Kern und schreibt

n—1 -z
Bnq(Z, C) = (*l)q ( q ) Dq(z - C)
Fiir den Beweis des Satzes ersetzt Lieb die Cauchy-Formel (9) durch die folgende

verallgemeinerte Bochner-Martinellische Integralformel von Koppelmann fiir unendlich oft
differenzierbare (0, g)-Formen y({) auf der abgeschlossenen Hiille eines Gebietes G:

y(C) =Cp [ J Y(C) A Bnq(za é‘) A /\ dzl - _[ ézy(z) A Bnq(Z, C) A /\ dZ}t
A=1

G G A=1

s

=3¢ [ 7@ A Bug 12O A N dz;
G i=1 ;

_1yntn-1/2
wobei ¢, = ™

Qni)"
sei. _

Eine Losung a der Gleichung 3a = 8 wird explizit in der Form a =y + ¢ angegeben,
mit n
V(C) =Cp J .B(é,) A Bnq(z’ 4) A /\ dZ,{
G i=1

und (im wesentlichen)

EO =10 | BOAN gz DA N dz.
i=1

G
Die Konstruktion der Donnelform A.. nutzt die strenge Pseudokonvexitit des Randes aus:

hier liegt die Schwierigkeft des Beweises.
Die Sitze und Methoden sind, ebenso wie die Theorie des Bergmanschen Kerns, in
den folgenden beiden Jahrzehnten verscharft und ausgebaut worden.

12.6 Bergmansche Kernfunktion und Metrik

Bereits im Jahre 1922 fiihrte Stefan Bergman eine neue Methode fiir das Studium
beschrinkter Gebiete G des C? ein.

Man betrachtet (allgemein fiir ein beschrinktes Gebiet in €”) den Hilbert-
Raum H(G) der quadratintegrierbaren, holomorphen Funktionen:

H(G)={feUc:(G); [ |f|*dv <o}
G
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Dieser Raum enthalt offensichtlich alle Polynome und hat abzihlbare Dimension.
Das zugehorige Skalarprodukt ist

(£.8)6- [ f-&av. (10)
G

Die zugehorige Norm wird etwa mit || || ; bezeichnet. Man sieht, daB die Betrage
holomorpher Funktionen auf einem festen, relativ-kompakten Teilgebiet bis auf
eine numerische Konstante durch die L2-Normen der Funktionen beschrinkt sind.
Somit sind L*beschrinkte Familien normal, d. h. lokal gleichméBig beschrinkt.
Die Bergmansche Kernfunktion K(z,{) auf G X G ist vermdge eines vollstandigen
Orthonormalsystems { ¢,;v=1,2,...} von H(G) erklart durch die Bezichung

K(;(Z,é’): Z (DL.(Z) (Dt(g)
v=1

Identifiziert man in natiirlicher Weise den Raum der holomorphen Funktionen auf
dem Gebiet G €" mit dem Raum der holomorphen n-Formen (das explizite
Volumenelement dv in (10) fillt dann fort), so erhilt man fiir die Kernfunktion die
Transformationsregeln von Volumenformen beziiglich biholomorpher Abbildun-
gend:G—G'.

In manchen Fillen wie dem der Hyperkugel oder auf Polyzylindern kann
man die Kernfunktion explizit angeben. Auf der Einheitskugel in C” gilt

o Lo
KG(ZaC):? (1 - Z Zva)
v=1

Mit obiger Bemerkung iiber die Identifizierung von holomorphen Funktionen
und holomorphen n-Formen ist die Einschrinkung der Kernfunktion auf die
Diagonale als eine Volumenform auf dem gegebenen Gebiet aufzufassen. Die
zugehorige Ricci-Form \/:Taaloe Kc(z. z) definiert eine ngsitiv definite Hep-

[

mitesche Metrik auf G, die Bergmansche Metrik. Man schreibt explizit

n

A2
ds? = z Mdzvdf,‘.

R 27
Vsl 229z,

Auf Grund der Definition ist die Bergman-Metrik stets Kdhlersch. Fiir beschrank-
te symmetrische Gebiete (wie im Falle der Hyperkugel) hat diese wegen der
Invarianz unter der transitiv operierenden Automorphismengruppe konstante
Ricci-Kriitmmung, d. h. es handelt sich um eine Kéhler-Einstein-Metrik.
Gegenstand des Interesses war seit Bergman das Randverhalten dieser
Metrik insbesondere in Punkten, in welchen der Rand glatt und streng (Levi-)-
pseudokonvex ist. Die Bergmanschen Ergebnisse wurden auf Gebiete in €" von
Klas Diederich in [Di1970] verallgemeinert. Diese Resultate sind spiter fiir
Untersuchungen des Randverhaltens von Automorphismen wichtig geworden.
Die Bergmansche Konstruktion der sogenannten ,, Vergleichskérper” wur-
de in [Di 1970] durch einen Approximationssatz fiir quadrat-integrierbare holo-
morphe Funktionen auf G ersetzt. Dieser erlaubt es, fiir die Abschitzungen der
Kernfunktion holomorphe Funktionen, die lokal erklért sind, heranzuziehen. Als
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Ellipsoide, fiir die explizite Rechnungen mogllch sind.

_Essei G c C"einstreng pseudokonvexes Gebiet und z° ein Randpunkt. Auf
einer Umgebung U von 9 G sei eine globale streng plurisubharmonische Randfunk-
tion ¢ gegeben. Es gelte dp(z°)#0. In dieser ganz allgemeinen Situation werden
zunichst lokale holomorphe Koordinaten zy, ..., z, eingefithrt, derart dal3 2% dem
Nullpunkt entspricht und alle 3¢/3z; an der Stelle z% fiir j> 1 verschwinden und
daB fir j=1 der Wert —1 angenommen wird. Auf diese Weise wird eine
Normalenrichtung des Randes in z° beschrieben, und beziiglich der gerade
beschriebenen Koordinaten gilt:

Satz (Diederich). Die Bergmansche Kernfunktion hat in Normalenrichtung
des Randes von G das folgende asymptotische Verhalten bzgl. einer streng plurisub-
harmonischen Randfunktion:

- - ! = n.
lim (tl+t1)n7]KG(t; t): n-det(wy(o))”jzz
t—0 "

ferner ist
lim (tl + tl)n?2 OKG (t; t): . (n + 1) det ((ptj(()))l,j=2
t—0 821 n"

13 Steinsche Ridume

13.1 Charakterisierung Steinscher Ridume
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Topologie, in welcher alle derartigen Funktionen f stetig sind. Damit ist die
kanonische Abbildung

XS (X, 0y)) (11)
x= (f=f(x))

stetig.
Nach Yun-Ichi Igusa und Reinhold Remmert ist ein komplexer Raum X

genau dann Steinsch, wenn (11) ein Homéomorphismus ist. Hans Kerner zeigte in
[Ke 1960a]:

Satz. Es seien X und Y komplexe Riume, Y Steinsch. Dann gibt es zu jedem
stetigen Algebra-Homomorphismus o:T'(Y, Oy)—I'(X, Ox) genau eine holomorphe
Abbildung f: X~ Y, so daf die von f induzierte Abbildung der Algebren globaler
holomorpher Funktionen mit g iibereinstimmt.

Topologische C-Algebren, die zu Funktionenalgebren Steinscher Riume
isomorph sind, d.h. Steinsche Algebren wurden von Otto Forster in [Fo 1967]
untersucht. Er zeigte allgemeiner, dal die Kategorien der nicht notwendig
reduzierten Steinschen Raume und der Steinschen Algebren ,antiiquivalent® sind.
Steinsche Algebren besitzen in der Tat dhnliche Eigenschaften wie die Funktionen-
ringe affiner Varietiten in der Algebraischen Geometrie.

Aus einer Steinschen Algebra wird der komplexe Raum als Menge der
abgeschlossenen maximalen Ideale zuriickgewonnen. Die Topologie wird auf
naheliegende Weise definiert, und die Strukturgarbe wird halmweise mit Potenz-
reihenmethoden aus dem Ring von kovergenten Potenzreihen in endlich vielen
Elementen des maximalen Ideals konstruiert. Wichtig sind ferner die folgenden
Tatsachen:

Jeder Algebra-Isomorphismus einer Steinschen Algebra auf eine andere ist ein
Homdéomorphismus.

Jeder Algebra-Homomorphismus einer endlich-dimensionalen Steinschen
Algebra in eine weitere Steinsche Algebra ist stetig.

In [Fo 1967] wurde auBlerdem die Theorie der Steinschen Moduln ent-
wickelt. In diesem Zusammenhang ergab sich eine Anwendung nicht reduzierter
Strukturen auf komplexen Riumen: Ist X ein beliebiger komplexer Raum und
M #0 eine kohidrenter Oy-Modulgarbe, so wird durch .#?=0 eine kohirente
Garbe Oy[M]:= Ox ® M von Algebren erklirt (,triviale Erweiterung“ von ¢y durch
). Aussagen iiber Modulgarben lassen sich so auf die analogen Tatsachen fiir
Strukturgarben (nicht reduzierter) komplexer Riume zuriickfithren. Ebenso
wurden Probleme der Deformationstheorie kohidrenter Moduln mit diesem
Kunstgriff auf Aussagen iiber Deformationen komplexer Rdume zuriickgefiihrt.

Ist auf einem komplexen Raum Y eine Garbe % von C-Algebren gegeben,
welche gleichzeitig kohérent als Garbe von Oy-Moduln ist, so bilden die Schnitte
iber einer Steinschen offenen Menge eine Steinsche Algebra. Man erhilt als
weitere Anwendung die Konstruktion des analytischen Spektrums von ¢, welches
mit einer natiirlichen Abbildung nach Y versehen ist. (Daneben ist auch eine
Konstruktion rein mit Methoden der lokalen analytischen Geometrie méglich).
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13.2 Remmertscher Quotient

Eine natiirliche Frage ist die Charakterisierung holomorph konvexer komplexer
Riume. Diese enthalten im allgemeinen noch kompakte, nicht diskrete, analyti-
sche Mengen. Globale holomorphe Funktionen auf diesen Teilmengen sind
sicherlich konstant, so daB jede holomorphe Abbildung eines solchen Raumes in
einen Steinschen Raum diese Mengen auf diskrete Mengen abbilden muf}. Gesucht
war eine universelle Abbildung dieser Art. Eine Losung dieses Problems
[Re 1956a] umfaBte den Nachweis der Existenz maximaler, zusammenhéngender,
kompakter, analytischer Teilmengen und einer natiirlichen holomorphen Struktur
auf dem topologischen Raum, der durch Identifikation aller Punkte solcher
Mengen gegeben wird. Die zugehorige holomorphe Abbildung ist dann eine
eigentliche Modifikation (vgl. Abschnitt 15).

Existenz des Remmertschen Quotienten. Es sei X ein holomorph konvexer
komplexer Raum. Dann gibt es einen Steinschen komplexen Raum Y mit einer
surjektiven, holomorphen Abbildung f : X — Y, deren Fasern zusammenhdngend sind.
Diese hat die Eigenschaft, dap fiir alle offenen Teilmengen Uc Y vermoge f sich
Oy(U) und Ox(f ' (U)) einander entsprechen. Es sind Y und f hierdurch eindeutig
bestimmt.

Dieses Resultat wurde von Cartan aufgegriffen und in Zusammenhang
mit Quotienten komplexer Rdume beziiglich eigentlicher, holomorpher Aquiva-
lenzrelationen betrachtet [Ca 1960]. Mit Hilfe des Begriffs des komplexen Spek-
trums einer Steinschen Algebra wurde diese Aussage von Lieb in [Li1966]
vertieft.

13.3 Okasches Prinzip

Ausgangspunkt der Arbeiten von Grauert zum ,Okaschen Prinzip“ waren die
Arbeiten von Stein iiber das Cousin-II-Problem: Die Hindernisse waren dort
nicht analytischer, sondern topologischer Natur. In [Gr 1958a] wurden holomor-
phe Faserbiindel untersucht, deren Strukturgruppe eine komplexe Liesche Grup-
pe Gist, d. h. ,,G-Prinzipalbiindel“. Sind ¢ und &° die Garben der holomorphen
bzw. stetigen Schnitte von G, so sind die Isomorphieklassen von topologischen
bzw. analytischen G-Prinzipalbiindeln gerade die Elemente der Kohomologie-
gruppen H'(X, £¢) bzw. H'(X, &¢). (Obwohl G nicht abelsch zu sein braucht, ist
die erste Kohomologie noch definiert). Die kanonische Injektion £¢= &°¢ indu-
ziert nach Grauert nun eine Isomorphie der genannten ersten Kohomologiegrup-
pen. Es gilt:

- Qka-Granert-Prinzin. 4uf pinem_Steinschen Raum _trdst jedes tonologische
e —— S —— I -
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13.4 Tubenumgebungen Steinscher Riume

Im Zusammenhang mit der Lésung des Leviproblems und der Frage nach der
Einbettbarkeit reell analytischer Mannigfaltigkeiten in reelle Zahlenriume (vgl.
Abschnitt 12.2) wurden von Grauert pseudokonvexe Tubenumgebungen in
komplexen Zahlenraumen C” konstruiert. Allgemein sei X eine komplexe Mannig-
faltigkeit und Y < X eine abgeschlossene Steinsche Untermannigfaltigkeit. In
[Ke 1966] zeigte Kerner, daf3 jeder relativ kompakte Teil in Y eine Steinsche
Umgebung in X besitzt, falls ¥ Nullstellengebilde endlich vieler holomorpher
Funktionen ist. In [Schn 1976] wurde allgemein bewiesen:

Satz (Schneider): Es sei X ein komplexer Raum und Y c X ein abgeschlosse-
ner Steinscher Unterraum. Zu jeder kompakten Menge K C Y gibt es ein Fundamen-
talsystem von offenen Steinschen Umgebungen von K in X.

Schneider benutzt zwei verschiedene Methoden. Einserseits einen von Grauert
eingefithrten /inearen Raum, der eine Fortsetzung des Normalenraumes N@G(Y)/i(Y))vonY
auf eine Umgebung dargestellt. (Lineare Rdume verallgemeinern den Begriff des holomor-
phen Vektorbiindels - die Fasern sind Vektorrdume von nicht notwendig konstanter
Dimension). Zum anderen wird Y zu einer Hyperfliche in einem komplexen Raum
aufgeblasen, so dafl das Normalenbiindel die Einschrinkung eines holomorphen Geraden-
biindels ist. Die betrachteten Biindel besitzen Schnitte, welche genau auf ¥ verschwinden
und die Konstruktion plurisubharmonischer Ausschépfungsfunktionen erlauben.

Spiter wurde von Yum-Tong Siu gezeigt, daB allgemein Steinsche Unter-
rdume komplexer Raume Steinsche Umgebungsbasen besitzen.

14  Kohirenz von Bildgarben

Eine naheliegende Fragestellung der abstrakten Garbentheorie war es, fiir stetige
Abbildungen f: (X, Cy) — (¥, Cy) geringter Rdume einer Garbe % von ¢y-Moduln
auf natiirliche Weise eine Garbe auf Y zuzuordnen, sowie umgekehrt zu einer
Garbe ¢ auf Y eine Garbe auf X zu konstruieren.

Letzteres Problem hatte eine naheliegende Lsung: Man erhielt eine Garbe /'
durch die Bedingung (f'9),= %/(xy; diese war eine £~/ 0y-Modulgarbe und konnte durch

Tensgrigten, mit gler Struktyrearhe van Y in eine Gorhe wnn M. Maduln (3@ thesfithet o
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f: X~ Yeines holomorph konvexen komplexen Raumes wurde gerade so konstru-
iert, daf} die Strukturgarbe Oy gleich der Bildgarbe fi Oy ist.

14.1 Bildgarben unter endlichen holomorphen Abbildungen

Endliche, holomorphe Abbildungen, d.h. verzweigte, endliche, ,unbegrenzte”
Uberlagerungen, waren bereits entscheidende Hilfsmittel beim Studium analyti-
scher Mengen und beim Beweis der genannten Kohidrenzsitze gewesen. Bei der
Charakterisierung komplexer Raume in [Gr-Re 1958a] benutzten Grauert und
Remmert endliche Abbildungen systematisch.

Mit Techniken, die Einbettungssatz und WeierstraB3-Isomorphismus ver-
wenden, bewiesen Grauert und Remmert den folgenden

Satz iiber endliche Abbildungen. Sei f: X — Y eine endliche, holomorphe
Abbildung und % eine kohdrente Garbe auf (X, 0x). Dann ist die Bildgarbe fy F
kohdrent.

14.2 Hohere Bildgarben

Die hoheren Bildgarben RYfy &, q=0 bei allgemeinen Abbildungen erhilt man
aus den Systemen HI(f !(U),0y). (Diese stellen fiir ¢>0 allerdings i.a. nicht
mehr die Schnitte von Garben dar - man mufl zum Limes iiber alle Umgebun-
gen eines Punktes im Sinne von 9.4 iibergehen, um die Halme von Garben zu
erhalten).

Die hoheren Bildgarben treten oft in Zusammenhang von Kohomologiesequenzen
auf: Ist etwa 0 ~ F ' —» F — F "0 eine kurze Sequenz von Garben auf X, so hat man fiir
offene Teilmengen V' c X die lange exakte Sequenz

0-Ir(V,#)~I(V,#)~ITV,#")~H'(V,#')~H'(V,#)~H'(V,#")
—~HXV,F')- ...

Diese liefert fiir ¥'=f"'(U), wobei die Uc Y offene Teilmengen sind, im Ubergang zum
Limes iiber alle offenen Umgebungen eines Punktes y e Y die lange exakte Bildgarben-
sequenz

0= fuF' ~fuF —~fxF" =R s F' =R foF =R fo F"— RS F'—....

Wegen der Existenz von Steinschen Umgebungsbasen in Komplexen Riumen
ergibt sich aus Theorem B, daf die R?fy # fiir ¢> 0 bei endlichen holomorphen
Abbildungen verschwinden. Stets von Interesse ist allerdings auch die Situation,
in der man auf die Diskretheit der Fasern verzichtet und f als eigentlich
voraussetzt.

Unter dem im Jahre 1960 von Grauert bewiesenen Bildgarbensatz erschei-
nen viele Resultate in einem neuen Licht.

Grauertscher Bildgarbensatz. Es sei f: X — Y eine eigentliche holomorphe
Abbildung und ¥ eine kohdrente Garbe auf (X, Oyx). Dann sind alle Bildgarben
Rifo F kohdrent.
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14.3 Anwendungen

Die Kohidrenz der Bildgarbe fi @y der Strukturgarbe unter einer eigentlichen
holomorphen Abbildung f: X — Y komplexer Raume ergab, zusammen mit der
Tatsache, daB} der Trdger einer kohdrenten Garbe &, d. h. die Menge aller Punkte,
in denen der Halm von &% vom Null-Modul verschieden ist, analytisch ist, einen
neuen Beweis fiir den Remmertschen Abbildungssatz. Auflerdem ist in dieser
Situation das analytische Spektrum Y der Garbe fi Oy (vgl. Abschnitt 13.1) ein
komplexer Raum, versehen mit einer natiirlichen Abbildung nach Y, welche eine
Faktorisierung von f gestattet. Man gewinnt auf neue Weise die Stein-Faktorisie-
rung.

In derselben Arbeit [Gr 1960] beweist Grauert den Vergleichssatz. Der
Bildgarbensatz wird hier zu einem Mittel, die Fasern einer eigentlichen holomor-
phen Abbildung f: X — Y komplexer Raume zu untersuchen. Die auf den Fasern
X,=f"'(»),ye Yvonfinduzierte komplexe Struktur ist Ox,=(Ox/f '(m,)" Oy)|X,,
wobei m, c Oy die zum Punkte y gehdrige maximale Idealgarbe bezeichne. Man
scheibt auch kurz Oy/m, - Ox.

Die Gesamtheit der Fasern von f: X — Y, versehen mit der induzierten
komplexen Struktur, wird auch eine eigentliche, holomorphe Familie kompakter
komplexer Raume, parametrisiert durch die Basis Y, genannt.

Es sei ferner & eine kohérente Garbe von Oy-Moduln. Der Vergleichssatz erlaubt
es nun, die Komplettierung
RIf F)=lim (RIfx F,/m%;,

'R 7))

eine Bildgarbe (bzgl. m,) zu berechnen: Es werden dazu natiirliche Isomorphismen
Rify#) > lim HOf (), % [m}F)

angegeben.

Die analytische Einschrankung (#/m, % )| X, von & auf die Faser X, wird
kurz mit & (y) bezeichnet (oder & ®,, k(y) mit dem Restklassenkorper k(y)=
Oy/m,). Die Dimension der Hohomologie H?(X,,, # (y)) hingt nun halbstetig vom
Referenzpunkt y ab.

Der Vergleichssatz wird ferner angewandt, um Bildgarben bei Basiswechsel
zu berechnen.

14.4 Verschiedene Beweise

Im ersten, von Grauert in [Gr1960] gefilhrten Beweis wurden sogenannte
Mepiiberdeckungen eingefiithrt, um Fréchet-Methoden zu benutzen.

Im Jahre 1971 veroffentlichen Otto Forster und Knut Knorr einen Beweis,
der als entscheidende Technik verbundene Garbensysteme benutzt. Diese dienen als
Ersatz fiir die fehlende Auflésung einer Garbe durch einen Komplex endlicher
freier Moduln.

Zunichst wird die gegebene holomorphe Abbildung f: X — Y aufbereitet. Da die
Aussage des Satzes lokaler Natur beziiglich Y ist, kann man annehmen, daB} es eine offene
Uberdeckung {U,} von X gibt, derart daB jede offene Menge U, in eine Menge der Form
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V,x Y abgeschlossen eingebettet werden kann derart, dafl die Abbildung f|U, durch die
Projektion ¥, X Y — Y beschrieben wird. Diese Daten werden nun miteinander verbunden,
indem man bemerkt, dal Durchschnitte von U auf natiirliche Weise in Mengen der Form
H Va4 X Y abgeschlossen eingebettet sind, wobei die ¥, geeignet Polyzylinder bezeichnen
mogen. Ist eine Menge von Indizes a={ay, ..., ,} enthalten in f={f,, ..., fo}, so ist die
Inklusion der zugehorigen Durchschnitte N U/;,aﬂ U,, mit der Projektion der Produkte
11 Vg XY~ I Vo X Y vertriglich. Ein verbundenes Garbensystem (94,) besteht nun aus
kohirenten Garben auf den Produkten ¥V, x Y zusammen mit Garbenmorphismen bzgl. der
Projektionsabbildungen. Die Einschrinkungen einer gegebenen Garbe & auf die U,, trivial
fortgesetzt nach V, X Y, definieren ein verbundenes Garbensystem (% ;). Man erklért nun
den Cech-Komplex eines verbundenen Garbensystems (%,) durch

'Y, 9)= [] T(VaxY,%.),
la|=n

versehen mit natiirlichen Korandabbildungen. Man stellt fest, daB die Kohomologie des zu
(#,) gehorigen Komplexes nichts anderes als die gewShnliche Garbenkohomologie ist.
Wesentlicher Punkt des Beweises von Forster und Knoor ist nun die Konstruktion einer
freien Auflésung (%,)* von (#,) im Sinne von verbundenen Garbensystemen (unter
geeigneten Annahmen, wie z. B. Y Steinsch). Es geniigt nun, den Cech-Komplex zu einer
solchen Auflésung zu betrachten und zum Einfachkomplex des Doppelkomplexes
C*(Y,(%,)") iiberzugehen. Es sei °((%4,)") die zugehorige Garbensequenz auf Y. Ziel des
Beweises ist die Konstruktion eines Morphismus #°*— %*((%,)®) von beschrinkten
Komplexen, welcher eine Isomorphie in der Kohomologie induziert, wobei die einzelnen %/
endliche freie Oy-Moduln sind. Hierzu wird zunéchst bemerkt, dafl eine geringe Variation
des Durchmessers der einzelnen Polyzylinder ¥; wegen der Eigentlichkeit von feinen Quasi-
Isomorphismus der zugehdrigen Cech-Komplexe induziert. Dann werden Potenzreihenme-
thoden benutzt, um letztlich den Banachschen Offenheitssatz in der induktiven Konstruk-
tion von #* anwenden zu kénnen.

14.5 Relativ-analytische Rdume

Es trat im Laufe der Entwicklung, z. B. bei Fragen der Deformationstheorie
(vgl. Abschnitt 17), die technische Notwendigkeit auf, auch allgemeinere Basen
fiir eigentliche Familien komplexer Raume zuzulassen. Dies fithrte auf den
Beeriff des relativ-analytischen Raumes. Als Basen betrachtet man  Fréchet-

geringte“ Riume (etwa Mannigfaltigkeiten endlichen DlﬁerenzwrbarEeltsgra—

des) mit der zusitzlichen Eigenschaft, daB fiir die Strukturgarbe die Aussage des
Theorems B bzgl. einer geeigneten Basis der Topologie gilt. Diese Fragestel-
lung, vorgeschlagen von Grothendieck, wurde von Forster und Knorr in
[Fo-Kn 1972] untersucht. Da im allgemeinen Fall die Strukturgarbe nicht mehr
kohirent ist, betrachtet man pseudokohdrente Komplexe. Dies sind solche
Komplexe von Garben, die lokal quasiisomorph zu nach links beschriankten
Komplexen endlicher freier Modulgarben sind. (Quasiisomorphie liegt nach
Definition dann vor, wenn es einen Morphismus von Komplexen gibt, welcher
einen Isomorphismus der zugehorigen Kohomologie liefert). Eine Garbe & hat
nach Definition diese Eigenschaft, wenn der zugehorige triviale Komplex
0— Z — 0 pseudokohirent ist. Auf komplexen Rdumen sind die Kohomologie-
garben eines pseudokohidrenten Komplexes im gewohnlichen Sinne kohérent,
und umgekehrt besitzt eine kohdrente Garbe lokal eine Auflésung der genann-
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ten Art, so dal der folgende Satz eine Verallgemeinerung des Grauertschen
Bildgarbensatzes darstellt.

Satz (Forster-Knorr). Es sei n:X — Y ein relativ-analytischer Raum, der
eigentlich iiber Y liegt. Dann ist fiir jeden relativ Y pseudokohdirenten, nach rechts
beschrinkten Komplex F°* von Ox-Moduln der Bildgarbenkomplex Rrmy(F*)
pseudokohdrent.

Dabei ist relative Pseudokohdrenz die Ubertragung des Begriffs der
Pseudokohiérenz auf den relativ-analytischen Fall; die sinngemifie Verallgemeine-
rung der Flachheit von & wird Transplattheit genannt.

Wie in Abschnitt 14.3 sei die analytische Einschriankung einer Garbe # auf
eine Faser X, y € ¥, einer Abbildung X — ¥ mit % (y) bezeichnet. Halbstetigkeits-
sédtze im relatlv-analytlschen Fall wurden von Schneider in [Schn 1972a] bewiesen.
Es sei wieder m:X—Y gegeben und & eine relativ Y pseudokohirente Ox-
Modulgarbe.

Es gilt unter diesen Voraussetzungen der folgende Satz, welcher die
entsprechenden Aussagen von Kunihiko Kodaira und Donald C. Spencer fiir
Familien komplexer Mannigfaltigkeiten bzw. Hans Grauert und Oswald Rie-
menschneider fiir Familien komplexer R4ume enthilt.

Satz (Schneider). 1) Die Funktionen
y=dimH'(X,, # (y))

sind fiir alle i >0 halbstetig nach oben.
ii) Ist Y reduziert (als geringter Raum) und fiir ein i die Funktion

y=dimH'(X,, # ()

lokal konstant, so ist die Bildgarbe R'ny F lokal frei.

iil) Fiir perfekte Garben (bzw. Komplexe), d. h. im Falle der Existenz nach oben
beschrénkter freier Auflosungen, ist die Eulercharakteristik, d. h. die Wechselsumme
iiber die Dimensionen der Kohomologie, stets auf Y lokal konstant.

Man betrachte nun die kanonischen Morphismen

4i(3): R'ma F),/my(R'nx F ), — H'(X,, F ()
vgl. auch Abschnitt 14.3).
Es gilt dariiber hinaus:

Satz (Schneider [Schn 1972b)). i) Ist Y reduziert und fiir eine Zahl i die
Dimension von H'(X,, # (y)) (lokal) konstant, so sind die Abbildungen 3,(y) und
Ai-1(y) fir alle yeY bijektiv. Insbesondere liefert das Verschwinden von
H(X,, F (y)) fiir ein yye Y das Verschwindes des zugehirigen Halmes der Bildgarbe

und dze Bijektivitdt aller 2, | ( y) in einer Umgebung.
f l{/—'f_i’_b

i) Hat 0, noethersche Halme und sind die Abbildungen A;(y)und A;_ () fiiralleye Y
bijektiv, so ist R'nyF lokal frei und die Dimension von H(X,, # (y)) ist lokal
konstant auf Y.
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und Stein wurde durch die Forderung erginzt, dafl die Identifizierungsabbildung
zwischen X"\ N" und X\ N zu einer stetigen Abbildung X’ — X fortsetzbar sei,
und es wurde starker noch verlangt, daB die »Modifikationsabbildung“ 7: X’ - X
eine eigentliche holomorphe Abbildung sei. Wenn in diesem Falle N und N’
minimal gewihlt werden, so daB 7:X’'\N' —=X\N biholomorph ist, gilt
dim(N)<dim(X) -2, und die Kérper der meromorphen Funktionen auf X bzw. X’
sind isomorph.

15.4 Exzeptionelle Mengen

Ein wichtiges Problem war die Charakterisierung kompakter analytischer Men-
gen, die unter eigentlichen Modifikationen auf Punkte abgebildet, d. h. »hiederge-
blasen® werden kénnen. Man spricht von exzeptionellen analytischen Mengen. In
[Gr 1962] wurde eine Antwort gegeben:

Satz (Grauert). Eine nirgends diskrete, analytische Menge A eines komplexen
Raumes X ist genau dann exzeptionell, wenn A kompakt ist und es eine streng
pseudokonvexe Umgebung U(A)c X gibt, so daf A alle kompakten analytischen
Teilmengen von U(A) enthiilt.

Diese Methoden wurden auf holomorphe Vektorbiindel angewandt: Ein
holomorphes Vektorbiindel heit schwach negativ, wenn die Nullschnittfliche im
Biindelraum exzeptionell ist. Fiir Geradenbiindel auf komplexen Mannigfaltigkei-
ten stimmt diese Definition mit der frither definierten Negativitit, d.h. der
Existenz einer Hermiteschen Metrik mit negativer Kriimmung iiberein. Das duale
eines (schwach) negativen Biindels wird positiv bzw. schwach positiv genannt. Es
gilt nach Grauert:

Satz. Ein reduzierter, kompakter, komplexer Raum X ist genau dann
projektiv-algebraisch, wenn es ein schwach negatives Vektorbiindel auf X gibt.

Dieses Kriterium ist zu einer Standardmethode der analytischen Geometrie
geworden. In derselben Arbeit interpretierte Grauert den klassischen Begriff der

Hodge-Eigenschaft einer komplexen Mannigfaltigkeit als di xistenz_eines

positiven Geradenbiindels und verallgemeinerte diese Eigenschaft auf komplexe
Raume.

Satz. Jeder normale Hodge-Raum ist projektiv-algebraisch.

Dies ist der AbschluB einer von Riemann in [Ri1857] begonnenen
Entwicklung, nimlich der Charakterisierung kompakter komplexer Tori €"/T5,
als projektiv-algebraisch, falls die Riemannschen Periodenrelationen fiir das Gitter
I, gelten. Kodaira hatte 1954 die Projektivitdt von Hodge-Mannigfaltigkeiten
gezeigt. Man verstand nun in gréBter Allgemeinheit die Riemannschen Bedingun-
gen im Sinne der Existenz eines positiven Geradenbiindels.

Relativ analytische Rdume. Die Ergebnisse von Grauert iiber exzeptionelle Mengen
wurden von Knut Knorr und Michael Schneider in [Kn-Schn 1971] auf relativ
analytische Rdume verallgemeinert. Die Begriffe der holomorph konvexen und
g-konvexen Abbildung und des Remmertschen Quotienten wurden erklirt und es
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wurde gezeigt, daB letzterer fiirr holomorph konvexe Abbildungen existiert.
Wichtig ist ferner der Satz iiber die Kohirenz von Bildgarben kohérenter Garben
R"f«Z bei 1-konvexen Abbildungen. Relativ exzeptionelle analytische Mengen
und die relative Version des Kriteriums von Grauert sind enthalten, sowie die
entsprechende Fassung des Projektivitatskriteriums.

Moishezon-Riume. In Abschnitt 8.2 wurde bereits auf das Ergebnis von Thimm-
Siegel iiber den Transzendenzgrad einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit
hingewiesen: Dieser ist nie grofer als die Dimension, und Gleichheit gilt fiir
projektiv-algebraische Mannigfaltigkeiten. Umgekehrt zeigten Chow und Kodaira
bereits 1952, daff jede kompakte komplex zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit
zwei algebraisch unabhingigen meromorphen Funktionen projektiv ist. In
hoheren Dimensionen ist die entsprechende Aussage nicht mehr giiltig - Beispiele
dazu wurden von Heisuke Hironaka und Boris Moishezon angegeben. Moishezon
zeigte 1967, daB eine Kéhlersche Mannigfaltigkeit mit maximaler Anzahl algebra-
isch unabhingiger meromorpher Funktionen bereits projektiv-algebraisch ist.
Man spricht von einer Moishezon-Mannigfaltigkeit, wenn Dimension und Trans-
zendenzgrad des Korpers der meromorphen Funktionen einer kompakten kom-
plexen Mannigfaltigkeit iibereinstimmen. Eine solche Mannigfaltigkeit ist aller-
dings beinahe projektiv in dem Sinne, daB} diese nach endlich vielen Aufblasungen
von Untermannigfaltigkeiten in eine projektive Mannigfaltigkeit iibergeht.
Semi-Positivitit von Vektorbiindeln, insbesondere auch Geradenbiindeln,
wurde in 11.8 auch in Zusammenhang mit Verschwindungssétzen angesprochen.
Dieser Begriff wurde auf kohérente Garben auf komplexen Rdumen verallgemei-
nert. Eine etwas stiarkere Eigenschaft ist Quasi-Positivitat (von Garben): Hier wird
Positivitat der Kriimmungsform einer Hermiteschen Metrik des zugehorigen
linearen Raumes auf einer offenen dichten Teilmenge gefordert. In [Gr-Ri 1970]
bewiesen Grauert und Riemenschneider einen Verschwindungssatz auf Moishe-

P R N R | g § § D ootcrnrnddare maran i ale s

eigentliche Modifikationen kompakter komplexer Raume betrachtet. Zu gegebe-
ner torswnsfreler Garbe & auf einem solchen Raum X existiert eine eigentliche

a x 90 Kl xr 1 q R T IR Y Y o PR R D 1.0 3.~
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normaler komplexer Raum bereits dann die Moishezon-Eigenschaft besitzt, wenn
eine fast-posmve kohirente, torsionsfreie Garbe vom Rang eins existiert, die
aullerhalb einer diskreten Menge positiv ist.

Fur Kéhlersche Mannigfaltigkeiten wird in [Rie 1973] diese Bedmgung
unter schwicheren Voraussetzungen bewiesen - das Resultat beinhaltet eine
Verallgemeinerung des Kodairaschen Einbettungssatzes.

Satz (Riemenschneider). Eine Kdhlersche Mannigfaltigkeit besitzt bereits
dann die Moishezon-Eigenschaft (und ist damit projektiv algebraisch nach Moishe-
zon), wenn es ein semi-positives Geradenbiindel gibt, welches in einem Punkte positiv
ist.

15.5 Auflésung der Singularititen normaler komplexer Flichen

Im zweiten Teil der Dissertation [Hi 1953a] von Friedrich Hirzebruch wurden
algebroide Funktionselemente im Sinne von Abschnitt 7 in zwei Veridnderlichen
(21, z;) untersucht. Das Augenmerk konzentrierte sich auf die isolierte Menge der
nicht-uniformisierbaren Punkte. Fiir Verzwelgungsmengen der Form {z|z,* z, =0}
ist das zugehorige algebroide Funktionselement im wesentlichen durch die
Gleichung w"=z,2479, n und q teilerfremd, gegeben. Der neue Ansatz bestand
darin, eine Auflosung der Singularititen zu konstruieren, d.h. eine eigentliche
Modifikation des Uberlagerungsraumes X zu betrachten, welche eine komplexe
Mannigfaltigkeit X ist. Die isolierten Singularititen werden hierbei durch rationale
Kurven ersetzt. Diese schneiden sich transversal (der zugehérige Graph ist ein
Baum) - die Selbstschnittzahlen errechnen sich nach einem Verfahren, das unter
dem Namen Hirzebruch-Jungscher Algorithmus bekannt ist, aus der Kettenbruch-
entwicklung der Zahl n/q. Allgemein wurde gezeigt, daB es zu jeder algebroiden
Funktion f eine komplexe Mannigfaltigkeit ergibt, d.h. durch Einsetzen von
Sphirenbdumen eine Auflésung der zugehérigen Singularitit gewonnen wird.
Noch in den 60er Jahren wurde das Problem der Auflésung von Singularititen in
beliebiger Dimension von Heisuke Hironaka gelst.

15.6 Rationale Singularititen

Mit Hilfe von Auflésungen von Singularititen konnten wichtige Fragen iiber
isolierte Flichensingularititen geklart werden.

. Es sei allgemein E=7n"'(p) der exzeptionelle Divisor einer Aufldsung
n: X = X mit irreduziblen Komponenten £}, die als eingebettete singularititenfreie
Kurven mit transversalen Schnitten angenommen werden konnen. Es wurde X
rational genannt, wenn die erste Bildgarbe R! 7 4 O3 verschwindet. 1966 charakteri-
sierte Michael Artin rationale Flichensingularititen durch das arithmetische
Geschlecht von Zyklen Z=) r;-E;, wobei die r; nicht negative ganze Zahlen
bezeichnen, die nicht simtlich verschwinden. Wie fiir gewohnliche komplexe
Kurven auf komplexen Flachen (mit kanonischem Divisor Ky) ist das virtuelle
arithmetische Geschlecht eines Zykels durch

p(Z)=%(Z'Z+Z°KX)+1
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16 Der Satz von Riemann-Roch

16.1 Riemannsche Flichen, Abelsche Differentiale

In Riemanns berithmter Arbeit , Theorie der Abelschen Functionen“ aus dem
Jahre 1857, in welcher er das Jacobische Umkehrproblem l6st, findet sich die
Konstruktion von meromorphen Funktionen zu vorgegebenen Polstellen. Auf
einer kompakten Riemannschen Fliche X vom Geschlecht p sei ein Divisor
vorgegeben, in heutiger Notation

k
D= Z m;*Djs
j=1

wobei die m; ganze Zahlen und die p; Punkte der Riemannschen Flache bezeichnen.
Man schreibt

Ox(D)

fir die Untergarbe der meromorphen Funktionen ¢, welche hichstens in den
Punkten p; des Divisors D Polstellen haben und fiir welche die Ordnungen
0,(p;)=—m; sind. Anstelle solcher meromorphen Funktionen ¢ betrachtete
man die zugehorigen meromorphen Differentiale dg, deren samtliche Perioden
verschwinden. Der zugehorige Vektorraum hat eine um eins geringere Dimen-
sion. Es sei D als effektiv angenommen, d.h. m;>1. In diesem Falle werden
solche Funktionen aus Elementardifferentialen konstruiert. Diese hatte Rie-
mann mit potentialtheoretischen Methoden gewonnen: Sie besitzen genau in
einem vorgegebenen Punkt eine Polstelle (gegebener Ordnung). Man benétigt
nicht mehr als m=grad (D):ijj dieser Elementardifferentiale dazu. Fiir den
Schritt zuriick von einer Differentialform zu einer meromorphen Funktion
liefert das Verschwinden aller Perioden ein lineares Gleichungssystem aus p
Gleichungen (iiber die restlichen p Perioden kann man frei verfiigen und diese
zu null normieren). Dies bedeutet, dal die Dimension des Vektorraumes Cy(D)
mindestens

m+1—p

betragt.

Im Jahre 1865 berechnet Gustav Roch die genaue Dimension: Das
angesprochene Gleichungssystem ist nicht minimal. Die genaue Dimension ist um
soviel erifier. wie es die Dimension des Raumes aller holomorohen Differentiale
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16.2 Der Satz von Hirzebruch-Riemann-Roch

Die iiberraschende Aussage des klassischen Satzes von Riemann-Roch ist die
Verkniipfung einer analytischen Invarianten, namlich der Differenz

dim (Ox(D)) - dim (Qx(~D))

mit einer topologischen, dem Geschlecht der Riemannschen Flache und dem Grad
des gegebenen Divisors. Im Sinne der Garbenkohomologie und einer Dualitétsfor-
mel von Serre ist diese komplex analytische Invariante die Euler-Poincaré-
Charakteristik y(Ox(D)) der Garbe Ux(D), welche ganz allgemein fiir kohérente
Garben & auf kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten X der (komplexen)
Dimension n als alternierende Summe der (endlichen) Dimensionen von Koho-
mologiegruppen

XX, F):= i (-D*dim H* (X, #)
k=0

erklart ist.

Diese Definition hat ihren Ursprung in der klassischen Verallgemeinerung
des Geschlechtes einer Riemannschen Fliche auf projektiv-algebraische Mannig-
faltigkeiten. Als arithmetisches Geschlecht p, hatte man (in klassischer Sprechwei-
se) die Wechselsumme p,—p, ;+...+(—1)""!p, iiber die Anzahlen p; von linear
unabhingigen holomorphen j-Formen betrachtet. Der Term hochsten Grades p,
wurde geometrisches Geschlecht p, genannt, und p, hie3 Irregularitdt q. Es erweist
sich als zweckmiBig, die Zahl p, als Anzahl der Komponenten der Mannigfaltig-
keit zu beriicksichtigen (und einen Faktor (— 1)" einzufithren). In neuer Terminolo-
gie ist das arithmetische Geschlecht einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit
X definiert als die die Euler-Poincaré-Charakteristik y(X, Oy) der Strukturgarbe.
(Fur zusammenhingende Kihlersche Mannigfaltigkeiten ist y(X,0y)=
1 +(—=1)"p,). So ergibt sich fiir Riemannsche Flachen der Ausdruck 1 —p und fiir
(komplex 2-dimensionale) algebraische Flachen der Wert 1 —g + p,.

Im Dezember 1953 formulierte und bewies Hirzebruch eine Verallgemeine-
rung des Satzes von Riemann-Roch fiir (projektiv) algebraische Mannigfaltigkei-
ten beliebiger Dimension. Zu Beginn der fiinfziger Jahre kannte man als
topologische Invarianten von komplexen Vektorbiindeln W die Chern-Klassen
¢;(W)e H¥(X, Z). Diese verallgemeinern den Grad eines holomorphen Geraden-
biindels bzw. des zugehorigen Divisors. Unter den Chern-Klassen einer komplexen
Mannigfaltigkeit werden die Chern-Klassen des holomorphen Tangentialbiindels
verstanden. Die Chernschen Klassen algebraischer Varietiaten entsprechen bis auf
das Vorzeichen den frither von Eger und Todd eingefiihrten Klassen algebraischer
Zyklen. Im einfachsten Fall ist die Kohomologieklasse der kanonischen Divisoren
gleich der ersten Chernschen Klasse der Mannigfaltigkeit multipliziert mit —1.

Als gewichtete homogene Polynome T;=Tj(cy,...,c;) vom Gewicht j mit
rationalen Koeffizienten in den Chern-Klassen ¢; (eines beliebigen komplexen
Vektorbiindels) werden die Todd-Polynome betrachtet, wobei die liegende multi-
plikative Struktur diejenige des Kohomologie-Ringes H* (X, Q) ist. Todd hatte
diese Schritt fiir Schritt bis j=6 mit der Eigenschaft konstruiert, daf} diese auf
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Produkten von projektiven Rdumen den Wert eins annehmen (vgl. auch die in
[Hi1956a] angegebene Literatur). Die Charakterisierung durch multiplikative
Eigenschaften und Einbindung in einen allgemeinen Kalkiil erfolgte durch
Hirzebruch und erschien zuerst in [Hi 1953b].

Das Todd-Polynom T, vom hochsten auftretenden Gewicht #=dim (X),
angewandt auf das komplexe Tangentialbiindel von X, liefert beziiglich des
Fundamentalzyklus [X]e H,,(X, Z) eine Zahl, welche Toddsches Geschlecht ge-
nannt und mit 7(X) bezeichnet wird.

Um das arithmetische mit dem Toddschen Geschlecht vergleichen zu kénnen,
mufite Hirzebruch die Polynome Tj(c,...,c;)€Q[cy,...,¢;] unabhingig von der Wahl
der komplexen Mannigfaltigkeit definieren, allein bestimmt durch universelle Eigen-
schaften.

Auf kartesischen Produkten von Mannigfaltigkeiten verhilt sich die Euler-
Poincaré-Charakteristik der Strukturgarbe multiplikativ auf Grund der Kiinneth-Formel
fur die Kohomologie kohirenter Garben (vgl. 11.12). Eine analoge Eigenschaft gilt fiir die
totalen Chern-Klassen c=2c,- als Elemente des Kohomologie-Ringes. Damit ist es
erforderlich, daB} die Todd-Polynome eine ,multiplikative Folge“ K;(c;, ..., ¢;) in den Chern-
Klassen zu bilden haben. Letzteres bedeutet, dafl die Giiltigkeit einer formalen Beziehung

l+clz+cydZ?+... =1 +cjz+cs22+..) (L + ez +c2%+...)

im Ring der formalen Potenzreihen in z eine analoge Gleichung

Z Ki(ct,ci....c)2/= 2 Kk(cf,cé,...,c;)zk)- ( > Kl(cl,cz,...,c,)z')

mit Ky= l nach sich zieht. Allen solchen multiplikativen Folgen von Polynomen K; werden
formale Potenzreihen Q(z)= Z —0b;z,by=1 gemal

0(2)= Z K(1,0,...,0)z/
j=0
zugeordnet. (Wegen der Multiplikativitatsforderung ist die multiplikative Folge K; durch
die zugehorige Potenzreihe Q(z) eindeutig bestimmt).
Die Toddschen Polynome sind nun durch eine weitere formale Forderung
festgelegt. Fiir den n-dimensionalen komplex-projektiven Raum IP, sind die Chern-Klas-

sen ¢;(P,)e H¥(P,, Z) gerade die ( nfl )—fachen der Klassen von [H}, wobei [H] die
J

Klasse der Hyperebene bezeichne. Damit gilt im Kohomologiering des P, die formale
Beziehung 1 +¢;+cy+... + ¢, =(1+2)"" 'mod (z" '), wobei z=[H] gesetzt wird. Die Forde-
rung lautet nun, daB T,, evaluiert auf dem Grundzykel des P,, gleich eins wird und dies
schlieBlich fiir simtliche n. Diese Bedingung iibersetzt sich unmittelbar in die Eigenschaft,
daB firr die erzeugende Potenzreihe Q(z) jeweils der n-te Koeffizient von Q(z)"*! gleich eins
ist, welche Q(z) als

oz
0@)=7—+

eindeutig bestimmt. Die Koeffmenten dieser Potenzreihe dienen i.a. zur Definition der
Bernoullischen Zahlen. Mit Hilfe der Multiplikativitatseigenschaft kann man die Todd-
schen Polynome explizit aus den Koeffizienten von Q(z) berechnen: Die ersten dieser
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1 1
XV, F) = (7 (f*+fe)+ It (ci+ Cz))[Vz]
(enthilt die M. Noethersche Formel fiir f=0)

1 1 1 1
AV, F) = (zﬁ + Zfzcl + Ef(c% +c)+ EZCLCz)[Va]

16.3 Erste Anwendungen des Satzes von Hirzebruch-Riemann-Roch

Der Satz von Hirzebruch-Riemann-Roch ist eine ganz zentrale Methode der
Komplexen Analysis, die bei globalen Fragestellungen stets zuerst herangezogen
wird und zahllose Anwendungen gefunden hat.

Vollstindige Durchschnitte. Einige wichtige Implikationen waren von Anfang an
bekannt [Hi 1956b], wie zunichst die Berechnung der Hodge-Zahlen von vollstan-
digen Durchschnitten V.

Fiir diese Mannigfaltigkeiten hatte Hirzebruch allerdings die Ubereinstim-
mung des verallgemeinerten Toddschen und arithmetischen Geschlechtes vorab
induktiv bewiesen. In dieser Situation sind die Chern-Klassen auf Grund von
Lefschetzsitzen bekannt. Ist etwa V, = @+ c P, ., vollstindiger Durchschnitt
von r Hyperflichen der Grade a; und he H 2(V,, Z) die Klasse des allgemeinen
Hyperebenenschnittes (d. h. in anderer Notation die Chern-Klasse von 0y, (1)), so
gilt fiir die (totale) Chern-Klasse von V,

(W)= +hy YA +ah) .- (1+ah)",

wobei auf naheliegende Weise mit formalen Potenzreihen im Kohomologiering
von V, gerechnet werden soll. Der Satz von Hirzebruch-Riemann-Roch liefert nun
die Berechnung der holomorphen Eulerzahlen der Geradenbiindel Oy, (k): Es gilt

D 1V, Oy (k)2 "= (1 = 2) ¢ H (1-(1-2%.

n=0 i=1
Eine entsprechende Formel gilt fiir die y,(V,, Oy,(k)), welche analog zu den y, (V)
durch den Ubergang von Q7 zu Q7(0Oy,(k)) erklart sind:

o

n+r — (1+Zy)k ! ’ (l+zy)ﬂ:_(1_z)ﬂ:
g Xy(V"’ @V,,(k))z )k 1 H (1 +zy)"'+y(l _Z)a, ’

Als Korollar gewinnt man die Berechnung der Hodge-Zahlen, denn abgesehen von
der ,mittleren Kohomologie®, d. h. fiir p+ g+#n, stimmen die Hodge-Zahlen mit
denen des projektiven Raumes iiberein, es gilt #79=1 fiir p=g<n, und A”7=0
sonst. Die iibrigen lassen sich nun aus den x”(V,) berechnen als

2V = (1) PhPn P+ (—1) fir 2p#n
2"V = (Dmhmm fir 2m=n,
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Homogene Riume. Die im Jahre 1953 begonnenen Arbeiten von Armand Borel
und Friedrich Hirzebruch wurden in [B-Hi1958/1959/60] verdffentlicht. Sie
gaben dort eine umfassende Darstellung von Techniken der Kohomologietheorie
von Faserbiindeln. Die Ergebnisse entsprangen dem Problem, die charakteristi-
schen Klassen homogener Mannigfaltigkeiten zu berechnen. Allgemeiner betrach-
teten sie ein differenzierbares Prinzipal-Faserbiindel £ — B mit Strukturgruppe G.
Zu einer abgeschlossenen Untergruppe Usei E/U — B das zugehorige G/U-Biindel.
Untersucht wurden die charakteristischen Klassen von von E/U, B und G/U sowie
Beziehungen zwischen diesen.

Ein typisches Resultat ist das folgende: Es sei G eine kompakte Liesche
Gruppe mit maximalem Torus 7 und W die Weyl-Gruppe von G auf T, d. h. die
Gruppe, die durch innere Automorphismen von G induziert wird. Diese operiert
auf der zu H'(T, Q) gehorigen symmetrischen Algebra A. Es wird der graduierte
Ring H*(G/T, Q) ~ A/ ¢ betrachtet, wobei £ das von den Invarianten der Opera-
tion von W auf 4 in positiver Dimension erzeugte Ideal bezeichne. Die Isotropie-
darstellung von T auf dem zugehérigen Quotienten von Lie-Algebren g/t spaltet
diesen auf in zweidimensionale Ebenen e, +... + ¢,, (diese werden mit einer Orien-
tierung w versehen), auf denen T'in nicht trivialer Weise operiert. Die fastkomplexe
Struktur, welche durch diese Operation von T auf dem Tangentialbiindel von G/T
definiert wird, sei mit 7, bezeichnet. Fiiralle j=1, ..., m erklirt w eine Darstellung
von Tauf S'. Die Orientierung w definiert auf diese Weise m verschiedene Charak-
tere, die Wurzeln ¢;e Hom (7, S'). Vermdge Hom (7, S')~ H' (T, Z) werden diese
als Elemente von A aufgefaBt. Es wurde gezeigt, daB die totale Chernsche Klasse
von 7, mit dem Produkt [ |2, (1 + &) iibereinstimmt. Es konnte nun der Satz von
Hirzebruch-Riemann-Roch angewandt werden fiir den Fall, daB die fastkomplexe
Struktur integrierbar ist. (Dann ist g/t projektiv algebraisch).

Es ergaben sich enge Beziehungen zu einer Formel von Hermann Weyl fiir
den Grad einer irreduziblen Darstellung: Die Dimension der Vektorraume aller
holomorphen Schnitte gewisser Geradenbiindel iiber G/T stimmen mit solchen
Graden irreduzibler Darstellungen iiberein. Motiviert hiervon ergab sich der Satz
von Borel und Weil (siehe [Hi 1958] und Kommentar auf Seite 791 in [Hi 1987)).

Der Satz von Hirzebruch-Riemann-Roch hat sich auf vielerlei Weise
weiterentwickelt. Erwahnt werden mégen das Ergebnis von Grothendieck und der
Satz von Atiyah und Singer iiber den Index elliptischer Operatoren. In der dritten
Auflage des Buches [Hi 1956a] befindet sich ein von R.L.E. Schwarzenberger
verfaliter Anhang, der auf diese Entwicklung eingeht.

Kompakte Quotienten beschriinkter symmetrischer Gebiete wurden von Hirzebruch
in [Hi 1958] untersucht:

Es werden projektiv-algebraische Mannigfaltigkeiten ¥ und Z derselben
Dimension n proportional mit Proportionalititsfaktor a e Q* genannt, (geschrie-
ben ,Y~a-Z"), falls fiir alle 0<Ay,..., A, <n mit A, +... + 4, =n die Produkte der

Chernklassen, gebildet in H*"(Y. Z) bzw. H*'(Z_7) bis anf den_Faktor a
iibereinstimmen:

o) g =a-c(2) ... ¢;,(2)
(»Proportionalitidt der Chernschen Zahlen®).
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gehort das ausgezeichnete Beltrami-Differential

RIS B
oz |d| 2z

dz.

Die zugehorige komplexe Struktur berechnet sich als Losung der Beltramiglei-

chung
DANTE/AN
(82)/(82) #@,

d. h. w=f(z) ist eine holomorphe Koordinate bzgl. der neuen komplexen Struktur.
Die offene Einheitskugel im Raum der quadratischen holomorphen Differentiale
auf X parametrisiert dann alle komplexen Strukturen auf X in einem Sinne, der
prézisiert werden soll. Diese Menge tragt nun selbst eine natiirliche komplexe
Struktur. Die resultierende komplexe Mannigfaltigkeit (die dariiber hinaus ein
Holomorphiegebiet ist) heillt Teichmiillerraum 7, aller kompakten Riemannschen
Flachen vom Geschlecht g. Die zu Punkten p € 7, gehorigen komplexen Struktu-
ren auf X lassen sich nun zu einer holomorphen Familie kompakter Riemannscher
Flachen zusammenfassen, d.h. man erhilt eine eigentliche, glatte holomorphe
Abbildung f:%,— 7, komplexer Mannigfaltigkeiten derart, dal die Fasern
fY(p) die zur betreffenden komplexen Struktur auf X gehorigen kompakten
Riemannschen Flachen sind. Auf Grund der Konstruktion ist £, — 7, mit einem
Diffeomorphismus zur trivialen Familie XX 7, - 7, versehen. Eine kompakte
Riemannsche Flache Y zusammen mit der Homotopieklasse eines Diffeomorphis-
mus Y—X heit markierte Riemannsche Fliche, und allgemeine Familien
markierter Riemannscher Flachen & — S sind nach Definition mit einem Diffeo-
morphismus & — X X S versehen.

Die Teichmiillersche Familie Z, — 7, ist nun universell im folgenden Sinne:
Eine beliebige Familie & — S markierter Riemannscher Flachen geht aus der
Teichmiillerschen Familie durch ,Basiswechsel“ hervor: Es gibt eine eindeutige
bestimmte holomorphe Abbildung S — 7, vermoge welcher die Familie & — S
markierter Riemannscher Flachen zu &, Xz, S — S biholomorph dquivalent ist.

Insbesondere durchlaufen die Fasern der universellen Familie alle Isomor-
phieklassen kompakter Riemannscher Fliachen. Sieht man nun von Markierungen
ab, so sind solche Basiswechsel nur eindeutig bestimmt bis auf die Elemente der
diskreten Gruppe aller Homotopieklassen von Diffeomorphismen von X, welche
als Gruppe (holomorpher) Automorphismen auf Z, operiert. Diese wird Teich-
miillersche Modulgruppe I', genannt. Damit steht die Menge aller [somorphieklas-
sen kompakter Riemannscher Flichen vom Geschlecht g in eineindeutiger
Beziehung zu der Menge der Punkte des Quotientenraumes #,=9,/I,. Dieser
normale komplexe Raum wird als Modulraum der kompakten Riemannschen
Flichen vom Geschlecht g bezeichnet. Die Isotropiegruppe eines Punktes pe 7,
der Teichmiillerschen Modulgruppe I ist in diesem Sinne mit der Automorphis-

o a, ——- . e
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dazu wiahlt. Fiir den Referenzpunkt liefert der Grenziibergang k —0, daf der
Kotangentialraum des Teichmiillerraumes der Raum der quadratischen holomor-
phen Differentiale ist. Die Frage nach dem Tangentialraum wird durch die Serre-
Dualitdt beantwortet: Es handelt sich um die erste Kohomologiegruppe

H'(X, Oy)

von X mit Werten in der Garbe der holomorphen Vektorfelder. Die harmonischen
Reprisentanten im Sinne der Hodge-Theorie sind gerade von der Form

¢ 3 —

— —dz,

g oz
wobei ¢ dz? ein quadratisches holomorphes Differential und g dz dz die hyperboli-
sche Metrik von X ist.

17.2 Deformationen komplexer Mannigfaltigkeiten und komplexer Riume

Sieht man etwa vom Studium kompakter komplexer Tori ab, so sind zu den
Begriindern der Deformationstheorie zundchst Max Noether (mit Untersuchun-
gen iiber algebraische Flachen) sowie in neuerer Zeit Alfred Frohlicher und Albert
Nijenhuis, Masatake Kuranishi, sowie Kunihiko Kodaira und Donald C. Spencer
zu rechnen. Ohne weitere Voraussetzungen ist dieses Klassifikationsproblem
jedoch nur im lokalen Sinne 16sbar:

Es sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit oder ein kompakter
komplexer Raum. Unter einer Deformation von X iiber einem komplexen Raum S
mit ausgezeichnetem Punkte s, versteht man eine holomorphe, eigentliche und
flache Abbildung f: & — S zusammen mit einem Isomorphismus zwischen X und
der Faser Z,,=f"'(sy). Man nennt nun zwei Deformationen iiber S bereits dann
isomorph, wenn sie iiber einer Umgebung des ausgezeichneten Punktes biholo-
morph dquivalent sind. Es erweist sich als zweckméBig, als Basen von Deformatio-
nen Raumkeime vorzusehen. Ahnlich wie im Falle der Teichmiillertheorie gehen
durch Basiswechsel aus gegebenen Deformationen weitere hervor: Ist g: R — S,
g(ro)=s50 eine holomorphe Abbildung komplexer Rdume mit ausgezeichneten
Punkten, so induziert das Faserprodukt & X sR — R eine Deformation von X. Eine
Deformation, die durch Basiswechsel alle Deformationen einer gegebenen Man-
nigfaltigkeit oder eines komplexen Raumes induziert, nennt man vollstindig.

Infinitesimale Deformationen von X lassen sich wie bei Riemannschen
Flachen durch die Elemente des endlich-dimensionalen C-Vektorraums

H](X) @X)

eindeutig beschreiben. Eine Deformation, die eine infinitesimale Deformation
stets nur auf eindeutige Weise durch Basiswechsel (d. h. in diesem Falle durch
Einschrankung auf Tangentialvektoren) erzeugt, heilit effektiv. Vollstindige und
effektive Deformationen heilen semi-universell oder kurz versell. (Daneben wird
auch noch eine andere Sprechweise benutzt).

Allerdings 148t sich nicht wie fiir Riemannsche Flichen jede infinitesimale
Deformation zu einer Deformation iiber einer Basis positiver Dimension fortset-
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Poincaré selbst zeigte eine schwichere Aussage (vgl. [U11994)).

Georg Schumacher

Fakultit und Institut fiir Mathematik

Ruhr-Universitdt Bochum

44780 Bochum

e-mail: georg.schumacher @rz.ruhr-uni-bochum.de (Eingegangen 3. 1. 1995)






K Knopp
Theone uné_

J.v. Neumann
Mathematische

Cussmellnmn dao

) CSR T

e =
;




MuPAD User’s Manual
+ CD ROMs




