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Vorwort

Die Publikation des 100. Bandes einer Zeitschrift ist sicherlich eine angemes-
sene Gelegenheit, die Vergangenheit ein wenig Revue passieren zu lassen. Der Jahres-
bericht wurde zeitgleich mit der DMV 1890 ins Leben gerufen. Dem aufmerksamen
Leser wird auffallen, da8 der Jubildiumsband erst acht Jahre nach der Jubiliums-
tagung verlegt wird. Dies liegt daran, da8 der Jahresbericht von 1944 bis 1950 nicht
erscheinen konnte. :

An dieser Stelle soll nicht iiber die Entwicklung des Jahresberichts mit seinen
unterschiedlichen Funktionen im Laufe der Zeit berichtet werden. Dazu sei verwiesen
auf das Vorwort von W.-D. Geyer im Sonderband des Jahresberichts, Jubiliums-
tagung 100 Jahre DMV, Bremen 1990, Teubner 1992. Uns liegt an einer Wiirdigung
der Mathematik im Jahresbericht seit seiner Griindung.

International bekannt wurde der Jahresbericht gleich in der Griinderzeit
durch seine Referate tiber groBe Gebiete der Mathematik. Wir wollen in diesem Band
ein wenig an diese Tradition ankniipfen. Im umfangsmigig verlangerten Heft 2 wird
eine Arbeit von M. Berger mit dem Titel Riemannian geometry during the second half
of the twentieth century erscheinen, in der die Fragestellungen und Ergebnisse der
modernen Differentialgeometrie beschrieben werden.

Dartiber hinaus haben die Herausgeber sieben Referate iiber Arbeiten einge-
worben, die im Jahresbericht erschienen sind. Hierin geht es einerseits um die Dar-
stellung der Ergebnisse, aber insbesondere auch um deren Wirkung und Weiterent-
wicklung bis zur Gegenwart. Natiirlich spiegelt die Auswahl den persénlichen Ge-
schmack der Herausgeber wider. Wir haben uns jedoch bemiiht, thematisch und
zeitlich eine breite Streuung zu erreichen. Im einzelnen geht es um die folgenden
Arbeiten.

1. Im Jahre 1897 erschien in Band 4 D. Hilberts Theorie der algebraischen
Zahlkérper als wohl prominentestes Beispiel der bereits oben erwihnten Referate.
W.-D. Geyer wird in seinem Beitrag die Entwicklung der algebraischen Zahlentheorie
aufbauend auf Hilberts Zahlbericht darstellen.

2. E. Noether hat zwischen 1910 und 1930 in den Bénden 19 bis 39 des Jahres-
berichts zahlreiche ihrer Resultate publiziert. I. Kersten wird in ihrem Bericht dazu
insbesondere auf das sog. Noethersche Problem und dessen moderne Loésung einge-
hen.

3. H. Petersson fiihrte 1939 in seiner Arbeit Uber eine Metrisierung der ganzen
Modulformen in Band 49 ein kanonisches Skalarprodukt ein, das heute zu den Stan-
dardtechniken in der Theorie der automorphen Formen zihlt. J. Elstrodt und F. Gru-
newald werden in ihrer Arbeit insbesondere die Bedeutung dieser Metrisierung und
ihrer Varianten herausstellen.
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Noether’s Problem and Normalization

I. Kersten, Bielefeld

Introduction

In the Jahresbericht 22 (1913), Emmy Noether discussed three questions on
rational function fields F = k(x,...,x,). Are the intermediate fields K between k
and F finitely generated over k? Are the intermediate fields purely transcendental over
k? Are the k-algebras k[xy, ..., x,] N K finitely generated over k?

She answered the first question in the affirmative. Assuming that the charac-
teristic of & is 0 she proved in [55, Satz I, p. 171]: If an intermediate field has trans-
cendence degree p then it can be generated as a field over k by p + 1 elements. For
arbitrary characteristic, she proved in [59, § 1.1] that there are p + m generators for
some integer m > 0.

The answer to the second question is affirmative for n = 1 by Liiroth’s theo-
rem [45]; if k is algebraically closed and of characteristic 0, this also holds for n = 2 by
Castelnuovo’s theorem [11], (cf. [85] for the case of positive characteristic). The ans-
wer in general is negative [54, p. 317], [4]. So Emmy Noether also discussed the fol-
lowing more special question: If a finite group G acts as an automorphism group on F
by permuting the x;, is the fixed field purely transcendental? This question, known as
Noether’s problem, has effected many research papers. Our goal in section 1 is to
survey the results on Noether’s problem.

The third question is Hilbert’s 14th problem which dates back to his famous
address at the 1900 Paris congress. Let ' be a subgroup of the group GL,(k) of
invertible n xn matrices over k. Then I acts on the polynomial ring
S =k[xi,...,x,] as a group of k-algebra automorphisms defined by setting
g(xj) = > ;ayx; if g = (a;) € I'. The problem then is whether the fixed ring ST is
finitely generated as a k-algebra. (Note that ST = SN F'.) Earlier Hilbert himself
had solved this problem affirmatively in some special cases [30], [32]. Emmy Noether
[56], [59] gave a positive answer for all finite subgroups of GL,(k), (cf. 2.4 below).
Hilbert’s 14th problem remained unsolved until the 1958 Edinburgh congress where
Nagata presented a counterexample. This shows that ST is not finitely generated for k
infinite and some (non-reductive) matrix groups I'. For a survey, and for solutions of
Hilbert’s 14th problem in geometric invariant theory, the reader is referred to [53],
[19], [73], [34], and [61] including numerous further references.

In the Jahresbericht 32 (1923), Emmy Noether stated the following finiteness
criterion for the first time: 4 k-subalgebra B of the function field F = k(xi,. .., X,) is
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finitely generated over k if and only if B is integral over a subring A which is a finitely
generated k-algebra, cf. (2.3 below). She proved this in [59] by using what has become
known as Noether Normalization Lemma. This says that any finitely generated com-
mutative k-algebra A contains a polynomial ring over which A4 is finitely generated as
a module. She then applied the finiteness criterion to prove that Hilbert’s 14th pro-
blem has an affirmative answer for finite groups. In section 2, we will briefly report on
Noether normalization and further consequences.

In this whole paper, k& will be a field and G a finite group. A polynomial
f(z) € k[z] in one indeterminate z is said to be monic if its leading coefficient is 1; it

is.senarable if it has po multinle roots in the algehrai gk of k The multinlicative

group of units in a commutative ring S is denoted by S*. If G acts as an automorphism
group on S then the fixed ring S¢ is defined by S¢ = {s € S|o(s) = s for all o € G}.
A commutative k-algebra A is said to be finitely generated over k if there is a k-algebra
homomorphism from a polynomial ring k[x), . .., x»] onto A.

1 Noether’s Problem

Let G act faithfully by permutations on a finite set of indeterminates
X1,...,Xn. Then G acts as an automorphism group on the field k(x,. .., x,). In the
Jahresbericht 22 (1913), Emmy Noether discussed the following question [54, p. 317]:
Is the fixed field k(x1, .. ., x,)° purely transcendental over k ?

This is equivalent to the question whether the fixed field k(x1, . . ., x,)¢ can be
generated by n elements yy, ..., y, over k. The y; are then called a minimal basis. They
are necessarily algebraically independent over k since the fixed field contains the »n
elementary symmetric functions

X1+ ..o+ X,
X1 X2 +X1x3+ ...+ X2X3+ ...+ Xp—1Xn ,
A ]

X1X2...Xp .

These functions form a minimal basis if G is the symmetric group S, e.g. [84,§ 33], and
Emmy Noether asked whether there is a minimal basis for subgroups of S,, as well. She
pointed out in [54, p. 317] that the existence of a minimal basis would have two
important consequences in Galois theory:

) Ifk(xy,..., x,,)G has a minimal basis, then any Galois field extension with group G
over an infinite field K D k can be parametrized (cf. 1.6 below).

(ii) If k is a number field and k(x;, .. ., xn)G has a minimal basis, then G is the Galois
group of some Galois field extension of k.

Let F = k(xy,...,x,) and K = FC¢. Then F is a Galois extension of K with
group G,and F = K(a) forsomea € F. Write K = k(y1, . ..,y,) and assume that k is
a finite extension of Q. Let f(yy, ..., ¥n, z) be the minimal polynomial for a over K.
By Hilbert’s irreducibility results [31, III, IV], there are ay,...,a, € k such that
f(ay,...,a,z) is an irreducible polynomial in z over k and G is the group of its
splitting field. This shows (ii).
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Noether’s proof of (i) excluded certain singular cases, cf. [57, §1]. This restric-
tion was in 1964 removed by Kuyk [42]. In 1.8 below, we present Saltman’s elegant
formulation of (i) based on the Galois theory of commutative rings.

Galois Extensions of Commutative Rings

In [12], Chase, Harrison, and Rosenberg developed a Galois theory for com-
mutative rings and characterized a Galois ring extension by six equivalent conditions
[12, Th. 1.3]. One of these is the following definition.

1.1 Definition Let S be a commutative ring, G a finite group of automor-
phisms of S, and R = S°. Then S is called a G-extension of R if there exist elements
ai,...,amby,...,byin Ssuchthat > 7" a; 7(b;) = &, for all 7 € G. Here §,, is 1 if
7 = o and 0 otherwise.

An example of a G-extension is the trivial one E = [] . R existing over any
commutative ring R. Choose a basis {e, | c € G} of E over R such that e,e, = €,6, 1
and Y e, = 1. Define a G-action on E by 7(e,) = e,,. Then a, = b, = e, satisfy the
condition ) . ao7(bs) = biq 7 .

Any Galois field extension L with group Gis a G-extension: Foreach o # id in
G, choose a,,b, € L such that a,(b, — o(b,)) = 1. Set x, = —a,o(b,) and y, = 1.
Then a,b, + x,y, = | and a,0(b,) + x,0(y,) = 0. Consequently,

[1(aor(®s) + xo7(y5)) = 8 for T€G.
o#id
The left-hand side can be written as a sum of the form > 7, a; 7(;) .

1.2 Lemma Let G act faithfully on a finite set X = {x,...,x,} of indetermi-
nates, and define d = ]_[Kj(x,- - xj)2 € kixy,... ,x,,]G.
ThenS = klx,...,x,,d"") isa G-extension of S¢ = k[xy, ..., x,)°[d""] and any inter-
mediate ring T between S and k(x, ..., x,) is a G-extension of TC.

Proof.Since G acts faithfullv on X and d~' € S thereare . € X and a. € S

such that a,(b, — o(b,)) = 1 for each o # id in G. Thus the same argument as above
yields that T is a G-extension of TC. Since d is fixed under G we have
SC =kixy,...,x,)[d]. O

The following properties of G-extensions are easily obtained from 1.1.

1.3 Remark Let S, S’ be G-extensions of a commutative ring R.

(a) A homomorphism of G-extensions of R is defined to beamap S — S’ which is both
an R-algebra and a G-module homomorphism. Every homomorphism S — S’ of
G-extensions of R is an isomorphism by [12, Th. 3.4].

(b) If T is any commutative R-algebra and G acts on T ®y S by setting
o(t®s)=t®o(s)forte T,s€ S, o0 € Gthen T ®r Sisa G-extension of T, cf. [12,
L.1.7].

(c) S ®g Sis trivial by [12, Th. 1.3]. Let E be the trivial G-extension of S as defined
above. Define a map 1 : S®r S — E by h(si ® 52) =, 5107 (s2)e,. Then A is a
homomorphism of G-extensions of S, and thus an isomorphism.
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The next lemma implies that every G-extension L of an infinite field K D kisa
specialization of the G-extension S'in 1.2.

1.4 Lemma (Kuyk). Let K be an infinite field containing k. Let G act faithfully
onX = {xi,...,x,},andlets € K[xy,...,x,), s # 0. If Lis a G-extension of K, there is
amap ¢ : X — L, x; — «;, preserving the G-action such that
1) s(ary...,an) isaunitin L.

(2) If S =klx1,...,%n,57 "] is a G-extension of R := S€ then ¢ induces a k-algebra
map R — K such that K @ S ~ L as G-extensions of K.

Proof. Let x1,. .., xn, be a set of representatives for the orbits of G on X. Set
@(x;) = a; where o; € L¥i and H; is the stabilizer of x;. Extend by setting
(a(x;)) = o(oy) for o € G. Replacing s by [[,.; 0(s) if necessary we may assume
that s is fixed under G and s(ay,...,a,) € K. We have to choose the «; such that
s(aq,...,a,) # 0.By 1.3(c) thereis an isomorphism L ® L ~ E where E = @ Le, is
the trivial G-extension of L. As a basis for E¥i over L we can take the elements
> peH; €po - Then the image of 1 ® o; in E can be written as o; = ) Zio€s Where
Zip = Ziro for 7 € H;. Wehave s(ay, ..., ) = 3., 5(Z16, - - - , Zno )€ - Since K is infini-

e R e e

The map ¢ : X — L constructed above induces a ring homomorphism
¢ : S — L. Since ¢ preserves the G-action, restriction to R yields a homomorphism
R — K. This induces a homomorphism K ®g S — L of G-extensions of K sending
A ® xto Ap(x) for A € K and x € S. Thus (2) follows from 1.3 (b), (a). o

The following lemma is a special case of Swan’s lemma [75, L. 8, p. 152].

1.5 Lemma Let G act faithfully on X = {x1,...,xn}. Let B be a finitely gene-
rated k-algebra which is a domain with quotient field q(B) = k(x1,...,xn)C. Set
A =k[xi,...,xn| . Then there are elements a € A, a # 0, and r € B, r # 0, such that
Ald'a™'] = B[r~!| where d € A is defined asin 1.2.

Proof. Wehave q(4) = q(B) ; (this holds since we can write quotients as)% = %
where fi := [[,c¢ o( f) is fixed under G).

There are finitely many generators ay,...,a, for 4 as a k-algebra, cf. 2.4.
Write g; = bicf' with b;,¢; € B. Let ¢ =[];¢;. Thenc € B,and 4 C B[c™!]. Thus if
a € A then ad = bc™™ for some b € B and some integer m > 0.

Since Bc™!] is a finitely generated k-algebra, we find a € 4 such that
Blc™') c Ala™']. Setting r=ch we obtain that A[d'a"']C B[r’!]; and
Blr~']=B[c!|[b7'] c A[d'a ] since b =dla" e o

We can now derive Noether’s result on parametrizing Galois extensions.

1.6 Theorem (E. Noether [54, p. 317]). Let G act as an automorphism group on
k(x1,...,X,) by permuting the x;. Suppose that k(x1,... ,x,,)G has a minimal basis
YiyeosVn-

Then there is a monic polynomial p(z) € k(y1,...,yn)(z] such that: For any
infinite field K containing k and any Galois field extension L of K with group G there
is a substitution y; — a; € K sending p(z) to a separable polynomial q(z) € K|[z] such
that L is a splitting field of q(z) over K.
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Proof. By 1.5, wefindae 4 = k[xl,...,x,,]G andr € B=klyi,...,yn) such
that A[d'a'|=B[r"']. So S=k[xi,...,x,,d'a”!] is a G-extension of
R:= Br'1=k[y1,...,yn,r 1] by 1.2, and p(z) = [[L_;(z — x;) € R[z]. Thus we can
write p(z) as a polynomial whose coefficients are rational functions A;(y1, . . . , y») € R.

Applying 1.4 fors = dayieldsahomomorphism¢ : S — Lsending Rto K and
x;toa; € Lsothatq(z) = []i_,(z — ;) is a polynomial in K z]. It is separable over K
since p(s) # 0 by 1.4 (1), hence ¢(d) # 0. We have L = K(ay, ..., a,) by 1.4 (2).

Set o(y;) = a;. Then q(z) = z" + hy(ay, .. .,an)2" ' + ... + hy(ay, ... ,a,). O

1.7 Definition (Saltman [63, Def. 1.1, p. 255]). A G-extension S of R = S is
called a generic extension for G over k if:

(i) R=kly1,...,ym,r"'] where yi,...,yn are algebraically independent over k and

0#reky,. ., Ym
(ii) For every G-extension L of a field K containing k there is a k-algebra homomor-

phism ¢ : R — K such that K ®z S ~ L as G-extensions of K.

1.8 Theorem [63, Th. 5.1, p. 274]. Let k be infinite. Let G act as an automor-
phism group on k(x1, ..., x,) by permuting the x;. If k(x1,. .. ,x,,)G is purely transcen-
dental over k, there is a generic extension for G over k.

Proof. Choose a minimal basis yi,...,y,. Apply lemma 1.5 to
B=klyi,...,ys) and set s =da. Then S = k|[xj,...,x,,57!] is a G-extension of
R=k[y1,...,yn,r"!] by 1.2, and 1.7 (ii) follows from 1.4. a

Saltman observed that one can replace Emmy Noether’s condition on the
existence of a minimal basis for k(x), ..., x,)¢ by the weaker condition that there is
a split surjection k[y,...,ym,u"!] — B for some domain B with quotient field
k(xi,... ,x,,)G and some u # 0 in k[y;,...,yn] in order to obtain a necessary and

sufficient condition for parametrizing Galois extensions.

He defined in [64, p. 130]: A field extension of k is retract rational if it is the
quotient field of a domain B and there are k-algebra homomorphisms
t:B—>klyi,...,ymuand w: k[y1,...,ym,u"'] = Bsuch that 7o = idg, the y;
are indeterminates over k, and 0 # u € k[y1, ..., ym]. The next theorem follows from
[63, Th. 5.3, p. 275] and [65, Th. 3.12, p. 187].

1.9 Theorem (Saltman). Let k be infinite and let G act faithfully on
X = {x1...,x,}. Then the fixed field k(xi,... ,x,,)G is retract rational over k if and
only if there is a generic extension for G over k.

Proof. Suppose that k(x1,. .., x,)¢ is retract rational.

Let A = k[xy,. .. ,x,,]G, andlet 7 : k[y1,...,ym,u"'] — Bbe asplit surjection
with section ¢. It follows from 1.5 that A[s~!] = B[r~!] where s = da and r € B. Then
S =klxi,...,xs,s7'] is a G-extension of R=B[r"'] by 1.2 Set
Ro=k[y1,...,ymu "|u(r)”"] and write o(r) = yu=* with y € k[y1,...,Ym|. Then
Ro =kly1,...,ym,v!] with v = yu € k[y1,..., ym]. We can extend 7 : Ry — R and
t: R — Ry.Then Sy = Ry ®r Sisa G-extension of Ry satisfying 1.7 (i). For 1.7 (ii), let
L be a G-extension of a field K containing k. Then there is a homomorphism
v :R— K such that K® S~ L by 1.4. Considering K as an Ry-algebra via
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pom: Ry — K and noting that 7 o . = idg we obtain
K ®prySo=K ®py Ro®rS~K®rS~L.

Thus Sy is a generic extension of Ry for G over k.

We are going to prove the converse. Let S =k[x,...,x,,d"!] be a
G-extension of S¢ = Rasin 1.2, and let F = k(xi, ..., x,).

Since R is finitely generated as a k-algebra by 2.4, there are finitely many
indeterminates z1, ...,z and a k-algebra surjection 7 : k[zy,. ..,z — R. Thus, let-
ting p denote its kernel, we may assume that R = k|zy, . . ., z,]/p and 7 is the canonical
map. Form the local ring 7' = k[z1, . . ., z¢],,. Let m be the maximal ideal of 7. Since F©
is the quotient field of R, we obtain that F¢ = T /m.

We now lift F to a G-extension N of T. Let Sy be a generic extension of
Ro =kly1,...,Ym,r '] for G over k. Then 1.7 (ii) shows that there is homomorphism
w0 : Ry — T/msuchthat T/m ® Ry So =~ F. Writea; = wo(y;) and choose a preimage
b; € T for each g;. Define vy : Ry — T by setting v(y;) = b;. Then ¢y is well defined
because ¢y (r) € T'isa preimage for go(r) and soisinvertible. Set N = T ®r, So- Then
N/mN ~T/m®y N~F so that there is an isomorphism % : F — N/mN of
G-extensions of T'/m.

We now define a G-linear ring map ¢ : S — N such that mo . = )| where
m: N — N/mN is canonical. Let xy,...,x; be a set of representatives for the orbits
of G on X, and let H; C G be the stabilizer of x;. Note that the trace
tr; : N/mN — (N/mN)?i given by tri(x) =Y e P(X), is surjective, and that
tr;(w(8)) = w(tr;(8)) for all 8 € N. Since 9(x;) € (N/mN)™i, we can choose 8; € N
such that tr;(7(6;)) = ¥(x;). Set o; = tr;(8;). Then ¥(x;) = m(c;) = o; + mN where
a; € N for i=1,...,j. Define +:X - N by u(x;)=0co; and extend by
o(x;)) = o(ay) for o € G.

This yields the wanted map ¢: S — N since n(c(d)) =d # 0 in T/m. By
G-linearity, ¢«(R) C T, and n(c(r)) = 9(r) = rforr € R C T/m. Since ¢(R) is finitely

generated over k it follows that «(R) C k[zy,...,zs,u"!] for some u € k[zy,...,z,
u¢ p. Thus m(u) = v#0. Setting B= R[v!] and w = w(v) we obtain +: B —
klz1,...,ze,w '] and 7 : k|zy,...,2¢,w"!] — B such that o = idp, and FC is the
quotient field of B. o

More about generic polynomials like p(z) in 1.6 and their relationship to
generic Galois extensions defined in 1.7 can be found in [17] and [35]. Further que-
stions related to Noether’s problem like embedding problems in Galois theory are
discussed in [69].

Counterexamples

The first counterexample concerning Noether’s problem was given by Swan
[75, p. 149, 155]in 1969 when he was looking at Steenrod’s problem in topology. Let G
be a cyclic group of order n permuting x;, . . ., x, transitively. For a prime number p,
Swan proved that Q(xy, ..., x,,)G isnot purely transcendental over Q if p = 47,113 or
233 by showing that otherwise p or —p would be a norm from the ring extension Z(()
over Z where ( is a primitive (p — 1)th root of unity. Lenstra later found even smaller
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counterexamples. He proved in [43] that Q(x;,. . ., x,)? is not purely transcendental
over @ if 8 divides n.

A simple proof for the case of a cyclic group of order n = O mod 8 was given by
Saltman [63, Th. 5.11, p. 281] or [64, Th. 8, p. 132]. He discovered a relation between
generic Galois extensions and the so-called Grunwald-Wang theorem in class field
theory. In particular, he showed that Wang’s famous counterexample [83] to Grun-
wald’s theorem also provides a counterexample for Noether’s problem, cf. 1.12 below.

Let v : kK — IR be a nonarchimedean valuation on k. For all a, b € k, we then
have v(a) > 0,and v(a) = Oif and onlyifa = 0 ; v(ab) = v(a)v(b),and, e.g.[84, § 141]
or[l, p. 5],

(1) v(a + b) < max(v(a), v(b)); equality holds if v(a) # v(b).

For each prime number p, there is a nonarchimedean valuation v, on @ defined by the
formulas v,(0) = 0 and v,(p™s/t) = p~” where m is an integer and s, ¢ are integers
# 0, not divisible by p. The completion of k with respect to v, is the field of p-adic
numbers @, , introduced by Hensel.

For each integer n > 0, there is a finite field F with p" elements, being a
G-extension of the prime field Z/pZ with G a cyclic group of order n. In fact, F is
the splitting field of the polynomial z"~! — 1 and thus lifts to an unramified Galois
field extension L, of @, with group G, (e.g. [84, § 43] and [1, p. 67]).

Grunwald’s original theorem, which was accepted as correct for nearly 20
years, implied that L, is pulls back to a G-extension of @. But this is not always true:

Wang’s counterexample [83], [77, p. 29]. If G is cyclic of order n divisible by 8,
there is no G-extension N of Q such that Q, g N ~ L, .

Let K be a field complete under a nonarchimedean real valued valuation v.
Then vextends to the algebraic closure, K, of K such that v(a) = v(N a)l/ "fora € K,
where NV is the normin k() over kand n = [k(a) : k]. Extend v to the polynomial ring
K[z] by writing f(z) = Xoz™ + A1z~ + ... + A, and setting v( f) = max v(\;). Iff'is
monic, v(f) >1, thus v(a) < v(f) for any root a of f (otherwise: v(a™)
> v\ ) Vi > 0, hence 0 = v( f(a)) = o™ by (1)).

1.10 Lemma [63, L. 5.5, p. 277]. Let K be a field complete under a nonarchi-
medean real valued valuation v, and L the splitting field of a monic separable polynomial
f(2) € K[z] of degree m. There exists a real number € > 0 such that L is the splitting field
of any monic polynomial g(z) € K[z] of degree m satisfying v(g — f) < €, and such a
polynomial g(z) is separable over K.

Proof. Let au, . .., oy, be the roots of f, and § = min{v(a; — o) | i # j}. For
any root «; and any (€ K such that v(a; — 3) < §, Krasner’s lemma shows
K(a;) € K(B). (Assume that o; ¢ K(3). Then there is a o € Gal(L(8)/K(B)) such
that o(a;) = a; # a; for some j. This yields the contradiction v(a; — f8) =
v(o(ai — B)) = v(e; — B) = v((ey — ) + (i — B)) = v(ey — o) thanks to (1)).

Define e = § v( f)™™. Let 81, . .., B be the roots of g in K with g satisfying
v(g — f) < e. For any root «; of f we then obtain from (1) that

[T vlei — B) = v(g(aw)) = v(g(ew) — f () < ew(f)" = &"




10 I. Kersten

since v(a;) < v( f). Thus for at least one J3;, say 3;, we have v(o; — 3;) < 6, and so
K(oi) C K(B;) by Krasner's Lemma. Writing 8 — 3 = (6 — ) + (2 — )
+(oj — B;), and noting that v(f; — o;) and v(oy — ;) are less than v(o; — o), we
obtain from (1) that v(3; — §;) = v(e; — ;). Hence all the ; are distinct, and Kras-
ner’s lemma applied again shows K(3;) = K(o;) foralli =1,...,m. o

1.11 Lemma (Saltman). Let G be a finite group acting faithfully on
{x1,...,xa}. Suppose that k(xi,... ,x,,)G has a minimal basis yi,...,y,. Let
v : k — IR be a nonarchimedean valuation on k and L a Galois field extension of the
completion k., with group G. Then there is a Galois field extension N of k with group G
such that k, @ N ~ L.

Proof. By 1.6, there are rational functions 4;(y1,...,y.) € k(31,...,ys) and
elements ay, ..., a, € k, such that L is the splitting field of a separable polynomial
g(z) = 2"+ Mz2"V + ...+ M\, € ky[2] with X, = hi(ay, ..., a,). For by, ... b, € k de-
fine p; = hi(by,...,b,) and g(z) = 2" + wz" ' + ... + pu, € k[z] C k,[z]. Since k is
dense in k, we can find b; € k near a; such that, given € > 0, we have v(g — q) < .
Thus L is a splitting field of g(z) by 1.10, and there is an irreducible polynomial
f(2) € k[z] such that L ~ k, ®; N with N = k[z]/( f(2)). o

1.12 Theorem [44, Prop. 2, p. 95]. Let G act faithfully on {x,,...,x,}. If Gisa
cyclic group of order n divisible by 8, then Q(xi, ... ,x,,)G is not purely transcendental

over Q.

Proof. If there is a minimal basis for Q(x;, . . ., x,,)G, the unramified extension
L, of @, with group G pulls back to a G-extension of @ by 1.11. This contradicts
Wang’s counterexample. u]

In[63, p. 279-282], Saltman proved the following stronger version of 1.11: Let
v1,. .., Un beinequivalent real valued valuations on k and let k; denote the completion
of k with respect to v; . Then assuming that there is a generic extension for G over k,
one can simultaneously approximate G-extensions of the k; by a single G-extension of
k. This shows, by Wang’s counterexample, that generic Galois extensions do not
always exist. A key role in this context plays Saltman’s results [63, Th. 2.1, p. 257],
[65, Th. 4.12, p. 203], and 1.9: Let G be abelian of exponent 2"'m where m is odd. Then
there is a generic extension for G over k if and only if k has characteristic 2 or the
extension k(() is cyclic over k where ( is a primitive 2"th root of unity.

Thus Swan’s counterexample [75] (or [79, p. 375]) shows that the answer to
Noether’s problem can be negative even if there is a generic extension for G over k. In
particular, the converse of 1.8 is not true.

For a cyclic group C,, of order n, 1.9 yields: k(x1, ..., x,)" is not rational but
retract rational if n = 47; it is not rational nor even retract rational if n = 8. Here we
have used the term rational which means purely transcendental.

Using Saltman’s results 1.8 and [63, Th. 5.9] Sonn showed in [71] that there
are also nonabelian counterexamples for Noether’s problem over @: Let L =
Q(x, | o € G) where G acts regularly on the indeterminates x,. If G has a cyclic factor
group of order 8 then L is not rational.

None of the above counterexamples can apply if k is algebraically closed since
they all depend on the fact that there are no roots of unity in @ except 1 and —1, (cf.
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1.13 below). However, the geometric method of M. Artin and Mumford [3] providing
unirational fields which are nonrational can be used to obtain counterexamples for
Noether’s problem over an algebraically closed field. The underlying idea is to find a
birational invariant whose non-vanishing indicates non-rationality; an example of
such an invariant is the unramified Brauer group defined below, (cf. [14] for higher
cohomological invariants).

A field extension K of k is unirational over k if there is a rational field extension
of k containing K. It is stably rational over k if there is a rational field extension of K
being rational over k. Clearly, stably rationality implies unirationality. Also Zariski’s
problem, asking whether stably rationality implies rationality, has a negative answer
(5], [50].

In [66, p. 80-83], Saltman constructed nonabelian groups G of prime power
order p° such that L is not retract rational for k algebraically closed of characte-
ristic prime to p and L = k(x, | o € G), (where G acts via p(x,) = x,,). Thus LS is
not rational for these groups G by 1.8 and 1.9. Bogomolov [7] later found some
smaller counterexamples over €. If R is a discrete valuation domain with quotient
field K then the canonical homomorphism Br(R) — Br(K) is an injection where
Br( ) denotes the respective Brauer groups of R and K, e.g. [84, § 114] and [18, IL.5,
V.2.2]. So Br(R) can be considered as a subgroup of Br(K). For X D k, the unrami-
fied Brauer group Br,(K) C Br(K) is defined to be the intersection of all Br(R) where
R is a discrete valuation domain with quotient field K and k C R. Saltman proved
that Br,(K) = (0) if K is retract rational over an algebraically closed field k. Thus

_ looking for grouns G such that K = L% has nonzero unramified Braver eroun yields

4

an apﬁroach to producing counterexamples for Noether’s problem, cf. [66], [67],
[68], and [39, 1.

Positive Results

In [57], Emmy Noether showed the existence of a minimal basis for all sub-
groups of the symmetric groups S3 and S4 when k is of characteristic 0. An elementary
proof for the alternating groups 43 and A4 over an arbitrary field k can be found in
[29]. Maeda solved Noether’s problem affirmatively for the alternating group 45 and
gave aminimal basis for k(x,, . .., x5 )"’5 explicitly over every prime field k, cf. [46, Th.,
p. 429]. Further proofs for the case k = € and G = 45 can be found in [46] and [39].
Cyclic groups of order 6 and p-metacyclic groups with p = 5 and p = 7 are treated in
(%], [10].

Let L, = Q(x,. .. ,x,,)cl’ where C, is a cyclic group of prime order p per-

o muting the x; transitively. Masuda [47], [48] showed that L, is purely transcendental _
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Grobner [28] computed a minimal basis for k(xy,. .. ,x;g)Q8 where Qg is the
quaternion group and k is of characteristic 0. Kemper [36] developed a method to
solve Noether’s problem constructively for various groups of small order. This me-
thod also yields positive results for generalized quaternion groups Qu, and some
classical groups.

If k has characteristic p > 0 and G is a finite p-group, Noether’s problem has
an affirmative answer. This is proved for special p-groups in [40] and [41], and for
arbitrary p-groups in [27].

Ifk[xy, ..., x,,]G is a polynomial ring, then k(x, .. ., xn)G is rational. Thus, by
aresult of Chevalley [13], Noether’s problem has an affirmative answer if G is a finite
reflection group and k is of characteristic 0. An automorphism ¢ of finite order of a
vector space V is called a pseudo-reflection if the space of fixed points
{v € V'|o(v) = v} hascodimensiononein V. Let V' ~ @ kx; and G a finite subgroup
of GL(V'). We then have by [70], [13], and [6, Th. 7.2.1]: Ifk is of characteristic prime to
the order of G, then the fixed ring k[xi, ..., xn]G is a polynomial ring if and only if G is
generated by pseudo-reflections. This is not always true if the characteristic of k divides
the order of G. However, Kemper and Malle [37] proved for a finite irreducible group
G generated by pseudo-reflections, that in this case the fixed field k(xi, ..., x,)  is
always rational.

For G abelian with transitive action, a complete answer to Noether’s problem
was given by Lenstra [43] (cf. 1.18 below), based on the work of Fischer [25], Masuda
[47], [48], Endo-Miyata [22], [23], and Voskresenskii [78], [79].

Note that the symmetric algebra Si(V) of an n-dimensional vector space V'
over k is simply the (graded) polynomial ring k[xi, .. ., X,].

1.13 Theorem (Fischer). Let G be a finite abelian group acting as a group of
linear transformations on a finite dimensional vector space V over k. Let k(V) be the
quotient field of the symmetric algebra Sy(V). If the exponent e of G is prime to the
characteristic of k and if k contains the eth roots of unity, then the fixed field k(V)© is
purely transcendental over k.

Proof (cf. [38]). V is a direct sum of 1-dimensional G-invariant subspaces, i.e.
there is a k-basis x1, ..., x, of ¥ such that o(x;) = x;(o)x; for all o € G where x; isa
character of G. Let X C k(V)" be the multiplicative group generated by the x;. Then
X is a free abelian group of rank n, and k(V) is the quotient field of
klxy,x71, ..., xn, x,'] = k[X], the group ring of X over k. Let G = Hom(G, k*) be
the character group of G and define X — G by sending x; to x;. The kernel Y of this
map is a free abelian group of rank n, and k( V)¢ = k(Y) is the quotient field of the
group ring k[Y]. Thus k(V)% = k(y1,. .., yn) where yi, ..., p,is a Z-basis for Y. O

If k does not contain the eth roots of unity, one can attack Noether’s problem
by adjoining these roots of unity, applying Fischer’s theorem and using Galois des-
cent to get back to the ground field.

1.14 Descent Lemma (Speiser [72]). Let k' be a Galois field extension of k with
finite group w. Let W be a vector space over k' with m-action such that
o(sw) = o(s)o(w) for cem, se€ k', we W. Then K @ W™ — W, s®@w > sw, is
an isomorphism.
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Proof. Let W' be the subspace of W generated by #(W) where t = >~ __ 0.
Then t(W) C W7 contains a k’-basis B’ for W’'. Choose a k’-basis BB for W containing
B'. Suppose that there is a v € B\ B/, and define a linear map ® : W — k' via
®(v) = 1and ®(w) = 0 for all w € B, w # v. Then ® annihilates (W), and for every
A€ k' wehave 0 = ®(t(A\v)) = Y, ®(c(v))o(A). By the linear independence of the
automorphisms o of k' we obtain that ®(a(v)) = Oforall o € =, in particular ®(v) = 0

contradicting the definition of ®. Thus B’ = B, and W7 contains a k’-basis for W. O

Suppose G is a finite abelian group of exponent e prime to the characteristic of
k.Letk’ = k() where ¢, is a primitive eth root of unity, and let 7 be the Galois group
of k' over k. For a finitely generated faithful k[G]-module ¥, we can apply 1.13 to
k' Qi k(V). But we then have to take into consideration the m-action. Let
V' =k' & V = @ V, where x runs over the character group G = Hom(G, k’*) and
Vy={veV'|g(v) = x(g)vforge G}. Then 7 permutes the V, such that
o(Vy) = Vo for o € m where (0x)(g) = o(x(g)) for g € G. If 7, is the stabilizer of
Vyin 7, then 1.14 shows that V, has a basis fixed by 7. Thus we can produce a basis
X1,...,X, for V' such that = permutes the x; and each x; lies in some V,. Let
X C K (V)" be the multiplicative group generated by the x;. Then there is a map
X — G respecting the w-action. So its kernel Y is a Z[r]-module. Since
K @ k(V)? = (K @ k(V))¢ = K'(Y) we obtain that k(¥)° = k'(Y)". When is
k'(Y)" purely transcendental over k ?

Assume that 7 is a finite automorphism group of a field ¥’ Let M be a finitely
generated Z([r]-module, written multiplicatively, which is free over Z. Then k'(M)
denotes the quotient field of the group ring k'[M]. If M has a Z-basis permuted by =,
we call M a permutation w-module.

1.15 Lemma (Masuda). If P is a permutation w-module, then k'(P)" is purely
transcendental over k'™.

Proof. Let x1, ..., x, be a Z-basis for P permuted by 7, and let W = " k'x;.
Then 1.14 shows that there is a basis y; ... ., y, for W over k' which is fixed by 7. Thus
K(P)" =k'p,..syn)" ="y, vn). w

1.16 Lemma (Lenstra). Let 1 - M — N — P — 1 be an exact sequence of

finitely generated I-free IL[r|-modules. If P is a permutation m-module, then the fields
kK'(N)" and k'(M x P)™ are isomorphic over k'™

Proof (cf. [38]). One has an injection N < k’(N)* of multiplicative groups
being compatible with the action of 7. Let k'(M )" N be the subgroup of ¥'(N)* gene-
rated by kK'(M) and N. There is an exact sequence of Z[r]-modules

1 - K (M)* - kK(M)N%P—1
where a is well-defined by a(Ax) = x mod M for A € M* and x € N. If we can show

that this sequence splits, then k’;M V'N ~ k'(M)* x P. This vields a field jsomor- |
el T - - ya— r - N -
— U e ——
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yields a surjection (k' (M)*N)” — P?. Choose a preimage y; € (kK'(M)*N)” of z;. We
then obtain asections : P — k'(M)"N of a by setting s(z;) = 0;(y1) where 0;(z1) = z;.

o
Recall that a finitely generated field extension K of k is stably rational over k if
there are indeterminates zy, . . ., z,, over K such that K(zy, ..., z,) is purely transcen-

dental over k.

1.17 Theorem (Endo-Miyata [22, Th. 1.6]). Let k' be a Galois field extension of
k with finite group 7. Let M be a finitely generated Z-free I|r|-module. Then k' (M)" is
stably rational over k if and only if there is an exact sequence | - M — Q — P — 1
where P and Q are permutation w-modules.

Proof. Assume firstthat1 — M — Q — P — lisexact. Then 1.15, applied to
the base field k'(M) instead of k', says that k'(M x P)" is purely transcendental over
kK'(M)". Since k'(Q)" is purely transcendental over k by 1.15, and since
K(Q)" ~ k' (M x P)" by 1.16, it follows that k'(M)" is stably rational over k.

Conversely, assume that K = k'(M)" is stably rational over k. Then
K(zy,...,2m) =k¥1y-- ., Yn+m) Where z,...,z, and 1, ..., Ynim are algebraically
independent over K and k respectively.

Consider the subrings 4 = k'[M][zy,...,z,) and B=Kk'[y1, ..., Ynitm) Of the
field L =k'(M)(z1,...,z2m) = K'(M) ®k K(z1,...,zm). Let 7w act on L via the first
factor. A modification of the proof of 1.5 (or [75, L. 8]) shows that there are nonzero
elements a € A™ and b € B™ such that A[a~!] = B[b~!] =: R. Since A4 is a unique
factorization domain and a € A", the prime factors py, ..., p; of a will be permuted
by 7 up to units. Therefore there is an exact sequence of Z[r]-modules
1 — A* - R* — P — 1 where P is the permutation 7m-module of formal monomials
of (p1),...,(p:). The map R — Pis given by r — [[(p:)"", where v;(r) denotes the
pi-order of r, cf. [77, p. 31] or [75, L. 7]. Analogously, we obtain an exact sequence
1 — B* — R* — Q — 1 with a permutation 7-module Q. Replacing R*, 4* and B* by
R*/k"*. A*/k'* and B* [k’* we obtain the exact seauences 1 — M — R*/k* - P — ]

andl -1 - R*/k* - Q0 — 1. i

If H' (7, M) = 0 for all subgroups 7 of =, then an exact sequence as in 1.17
splits. Thus 1.17 yields in this case that k'(M)" is stably rational over k if and only if
M x P ~ Q for certain permutation modules P and Q, cf. [43, 1.8]. This was used by
Lenstra to obtain his solution of Noether’s problem for G abelian.

Let 2° be the highest power of 2 dividing n, and let ¢ be a primitive 2°th root of
unity. Let kcyq be the field obtained by adjoining all possible roots of unity to k. For
each field L with k C L C kya and L cyclic with finite group H, Lenstra defined an
explicit ideal I;.(G) C Z[H] satisfying:

1.18 Theorem (Lenstra). Let G be an abelian group acting simply transitively
on the indeterminates x\, . . ., x,. Then the following are equivalent.

(@) The field k(x,, ..., x,,)G is stably rational over k.

(b) The field k(xi,.. ., x,,)G is purely transcendental over k.

(c) For all L as above, the ideal I (G) is principal; and if char(k) # 2, then k(() is a
cyclic field extension of k.
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are Aj,..., A1 €k such that fy(Ai,...,A\-1,1) #0. Set y;=a; — N, for
i=1,...,n—1.Then

0 :f(yl +/\lan7~‘~,yn—1 +/\n—lan7 an)
:fd()‘la"'a)‘n—lal) ag+gl ag_] +... .+ 84

with g; € k[y1, ..., ys-1]. This shows that o, is integral over k[yi, . .. ,¥n—1)- Thus the
same holds for o; = y; + A\;a, with i < n. Hence A4 is integral over klyi,...,yn-1]- By
induction on n, we obtain that 4 is integral over k[yi, ..., y] where the y; are alge-
braically independent. If k is finite, then one can choose y; = a; — af,' for some suf-
ficiently large integer e and proceed similarly. This case was proved by Nagata, cf. [52,
14.1, p. 44]. o

A refined version of 2.1 is given in [20, Th. 13.3]. Some questions related to 2.1
like “Hochster’s direct summand conjecture” are discussed in [62].

For a subring R of a commutative ring S, the ring of all elements of S integral
over Ris called the integral closure of R in S. If R has no zero-divisors # 0, the integral
closure of Rin its quotient field is simply called the integral closure of R. An important
consequence of 2.1 is the finiteness of the integral closure of an affine domain:

2.2 Corollary [59, p. 32]. Let R be a commutative finitely generated k-algebra
which is a domain with quotient field K. If L is a finite field extension of K, then the
integral closure R of R in L is finitely generated as an R-module.

Proof. By 2.1, we may assume that R is a polynomial ring k[y1, ..., ym].

Suppose first that L is purely inseparable over K, and L # K. Then K is of
prime characteristic p, and there is some power g of p such that L is generated over K
by elements v, ..., a, witha! € K foralli. Thus of = f;/g; where f;, g; € R. Let k' be
the field obtained from k by adjoining the gth roots of the coefficients of the fiand g;.
Then R is contained in R =k’ Ly}/ 4,...,y49), and R’ is finitely generated as an
R-module. This shows that R is a finitely generated R-module, since, by Hilbert’s
basis theorem, a submodule of a finitely generated R-module is finitely generated,
(e.g.[20, Th. 1.2, and Prop. 1.4, p. 27/28)).

In general, we may replace L by its normal closure and assume that L is a finite
normal field extension of K with group G. Then L is Galois over LG, and LS is purely
inseparable over K. Corollary 2.2 then follows from the above and from standard
arguments in Galois field theory, e.g. [20, Prop. 13.14, p. 298]. O

Corollary 2.2 does not remain true if one replaces the assumption that R is a
finitely generated k-algebra by the weaker condition that R is a Noetherian ring (i.e.
every ideal in R is finitely generated, or equivalently, R satisfies the ascending chain
condition on ideals). Nagata [52, Ex. 5, p. 207] constructed a Noetherian domain R of
Krull dimension 3 whose integral closure is not Noetherian, and hence not finitely
generated as an R-module.

Corollary 2.2 is used for the normalization process in algebraic geometry, e.g.
[51, p. 278]. Let X, Y be irreducible algebraic varieties over an algebraically closed
field ko. Then Y is said to be normal if for every point y € Y the local ring Oy is
integrally closed. If L is a finite field extension of the function field ko(X) of X, there
is a normalization of X in L, that is a normal variety ¥ with function field L = ko(Y)
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Theorem 2.4 is related to the following problem in algebraic geometry. Sup-
pose that an algebraic group G over k acts on an algebraic k-variety X such that there
isamorphismof G x; X — X of algebraic varieties. Does the orbit space X /G carry a
canonical structure of an algebraic variety? Let X = SpecS be affine. Then the variety
X /G of G-orbits should be SpecS¢ leading to the question whether SC is a finitely
generated k-algebra. Using 2.4 one can show that X' / G is again an affine variety, if G is
finite, e.g. [20, p. 301}, [8, IL, 6.15].

Noether normalization has become a basic tool in commutative algebra, e.g.:
define the Krull dimension dimR of a commutative ring R to be the supremum of the
lenghts of chains of prime ideals in R. Then 2.1 yields for any commutative finitely
generated k-algebra 4 which is a domain with quotient field K that dim4 is the trans-
cendence degree of K over k, e.g. [20, p. 293].

Thanks to 2.1, there is a short proof of Hilbert’s Nullstellensatz saying that
any prime ideal p in a commutative finitely generated k-algebra A is the intersection of
maximal ideals of 4; and if p is a maximal ideal then 4 /p is a finite field extension of &,
e.g. [20, p. 296, and p. 134].

Let R be a Noetherian domain and S a commutative finitely generated
R-algebra. The Generic Freeness Lemma states that there is a non-zero element
f € Rsuch that Sy is free as an Ry-module. For a proof based on 2.1, cf. [62, p. 44].
A more general version of the generic freeness lemma can be found in [20, Th. 14.4].

Noether normalization from the computer algebra point of view is discussed
in [21], cf. [21], [74] for further interesting references.
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Smooth tight immersions
G. Thorbergsson, Koln

1 Introduction

The paper Der Satz von GauB-Bonnet fiir Abbildungen in EN und damit ver-
wandte Probleme by N.H. Kuiper, that appeared in volume 69 of this journal, deals
with Morse theory of submanifolds of Euclidean spaces and its relation with integrals
of curvature invariants. Fenchel’s [Fen] well-known theorem from the year 1929 is
typical for this kind of results although it was not originally proved by Morse theory.
It says that the total curvature of a closed curve in E? is at least 27 and if it is 27, then
the curve is a planar convex curve. One should also mention the theorem of Fary [Fa]
and Milnor [Mi 1] saying that the total curvature of a knot in E> exceeds 4. Active
research in the area starts with the papers [Ch] [CL 1,2] of Chern and Lashof that
appeared between 1955 and 1958. Notice though that some of the results of those
papers are already in Milnor’s Junior Thesis [Mi 2] from the year 1950 that was only
recently published.

I'would like to review here some of the development that this and other papers
of Kuiper on Morse theory and submanifolds have inspired. Instead of giving a com-
plete survey, I will try to indicate certain topics that I find particularly interesting.
Kuiper was very interested in generalizations to polyhedral or topological immersions
as one can see in the above mentioned paper. Here I will restrict myself to smooth
immersions and refer the reader to [Ku 9] and also [Kii] for the other cases. The reader
will find additional informations on the smooth case in [Ku 8], [Ku 9] and in the
monograph [CR].

Let f : M — EV be an immersion of a compact n-dimensional manifold M
and denote by v! (M) its unit normal bundle. We will always assume that immersions
are substantial, i.e., their images are not contained in proper affine subspaces of EV.
We have the normal mapping of Gauss i : v! (M) — SV~! that is nothing but a par-
allel translation of a normal vector to a vector with footpoint in the origin. The unit
normal bundle v' (M) has a canonical orientation and a volume form dv. Let doy_; be
the volume form of S¥~!. Then we have a function G on v' (M) defined by

(1.1)  n*doy-1 = Gdv.

The function G is called the Lipschitz-Killing curvature of M. We have that
G(§) = det A, where A, is the shape operator in direction of the normal vector £.
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The theorem of Gauss-Bonnet tells us that
1
(1.2) x(M)=— G dv,
-1 Sl (a)
where cy_; is the volume of the unit sphere SV~
The total absolute curvature of the immersion f is defined as the integral
1

(1.3) 7(M.f)=—— |G| dv.
CN-1 S (M)

In contrast to the Euler characteristicin (1.2), 7(M, f) is not a topological invariant of
M and its value is in general not an integer. In the case of a closed curve ¢ : S — E3,
the total absolute curvature 7(c, ') multiplied by  is the total curvature considered
by Fenchel, Fary and Milnor. In the case of immersions of surfaces into E3, the total
absolute curvature is

(14) 700 =5 [ 1Klam,

where K denotes the Gaussian curvature. We denote by ~ the minimum number of
critical points that a Morse function can have on M. By the Morse inequalities

15) v2> 3 M),
k=0

where 8 (M; F) denotes the k-th Betti number of M with respect to the field F. Chern
and Lashof prove in [CL 2] that

(16) 7(M.f) ="

It follows in particular that
(1.7) 7(M.f) > B(M;F),
k=0

The eceentjy)

regular value of the Gauss map n if and only if the height function
hy: M — R;p — (v,f(p)) is a Morse function and the critical points of 4, are the
footpoints of the unit normal vectors in ! (v). One then uses that the integral in (1.2)
is the degree of the Gauss map and the total absolute curvature is the mean number of
critical points of height functions on M.

The number ~ is of Tourse greater or equal to 2. Hence 7(M,f) > 2. If
7(M,f) = 2, then it is proved by Chern and Lashof in [CL 1] that f () is a convex
hypersurface. Remember that we always assume that f is substantial. The equality
(M, f) = 2 therefore implies in particular that N = n + 1. Itis also proved in [CL 1]
that 7(M, f) < 3 implies that M is homeomorphic to a sphere. Ferus proves in [Fer]
that 7(M,f) > 4if M is an exotic sphere and the codimension is equal to 2.

Aninteresting observation of Kuiper [Ku 1]is that the infimum over 7(M, f') as
f varies over allimmersions of M into a Euclidean space is the number ~, see also [Wi].
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Kuiper’s work is mainly on the implications of an equality in (1.6). Not much
is known about this except when v = Y 3. This is the case when we have equality in
(1.7). An immersion f : M — EV of a compact manifold is said to be tight when (1.7)
is an equality. In the paper of Kuiper that we referred to at the beginning, such an f is
called convex, but that terminology is not used any more.

An equivalent definition of a tight immersion f : M — EV is to require that
almost all height functions 4, on M are perfect Morse functions with respect to some
field F. A Morse function is said to be perfect with respect to F if the Morse inequal-
ities with respect to that field are equalities, or equivalently, if the function has
>~ Br(M, F) critical points.

Convex hypersurfaces are clearly tight. In the case of surfaces, vis equal to the
sum of the Z,-Betti numbers which in turn is equal to 4 — x(M). A surface is therefore
tight in £ if and only if

1
4— (M) :ﬂ/M K| dM.

This holds if and only if the surface lies on one side of the tangent plane at every point
of positive Gaussian curvature, see [CL 2].

A very rich class of tightly embedded submanifolds were found by Bott and
Samelson in [Bo] and [BS] although they neither state their result in our terminology,
nor mention total absolute curvature. In [Bo] Bott proved that the adjoint orbits of a
compact Lie group G in its Lie algebra have the property that the indices of all critical
points of height functions (and more generally of distance functions) are even. It
follows that they are perfect with respect to any field if they are Morse functions.
More generally, Bott and Samelson proved in [BS] that the orbits of the isotropy
representation of a symmetric space, usually called generalized flag manifolds and
sometimes R-spaces, have the property that height functions (and more generally
distance functions) that are Morse functions, are perfect with respect to Z,. Immer-
sions with the property that distance functions that are Morse functions are perfect,
are now called taut. The result of Bott and Samelson was reproved by Takeuchi and
Kobayashi in [TK].

There are beautiful examples among the generalized flag manifolds. Very well
known are the standard embeddings of the projective spaces that in the case of the real
projective spaces coincide with their Veronese embeddings. These standard embed-
dings can be defined as follows. Let F denote the real numbers R, the complex num-
bers C, the quaternions H or the octonions O. Then the n-dimensional projective
space Py(F) over F can be identified with the space of (n+ 1) x (n + 1) matrices 4
over F satisfying 4 = A4, 4> = A and trace A = 1, where one has to restrict oneself to
n=2if F = O. It turns out that these embeddings are substantial in an N-dimen-
sional affine subspace of the matrix space with

n(n+1)

N =
n+d >

where d = dimg F. We will discuss these embeddings and their rigidity properties in
sections three and four below.
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2 Bounds on the codimension

In his first papers on tight immersions [Ku 1,2], Kuiper deals with the follow-
ing question.

Given a compact manifold M", for which N can there exist a substantial tight
immersion f of M" into EV?

An immersion f : M" — EV is said to satisfy the two-piece property if the
preimage of a halfspace of EV under f is connected, or, equivalently, height functions
that are Morse functions have precisely one minimum. A tight immersion obviously
satisfies the two-piece property. An immersion of a surface (or a curve) is tight if and
only if it satisfies the two-piece property. Kuiper’s first observation can be phrased as
follows.

2.1 Proposition. Let f : M" — EV be a substantial immersion of a compact
manifold that satisfies the two-piece property, and let p in M" be a point such that
| f(p)| = max{| f(q)|;q € M}. Then EN coincides with the second osculating space
of f at p. In particular,

N < %n(n + 3).

Here the second osculating space of f at p is the affine space spanned by the
first and second partial derivatives of f at p. Counting these derivatives shows that the
dimension of the second osculating space can be at most Sn(n -+ 3). The Veronese
embedding of the real projective space P,(R) is tight in EV with N =1n(n+3),
showing that this estimate is optimal.

In particular, a surface can be tight in E°, but not in any higher dimensional
Euclidean space.

Kuiper now refines this estimate as follows. Let 8, = (8o, 51, .- .,0) be an
(n+ 1)-tuple of natural numbers. Let g(3,) be the maximal dimension of a linear
system of quadratic forms of n variables that contains at least one positive definite
form and no one with index k if 3, = 0. Notice that only the vanishing components of
B, influence the value of g(8.). In the applications to tight immersions, Gy is the k-th
Betti number of M. If f is tight, then the linear system of quadratic forms defined on
the tangent space T, M of a point p as in Proposition 2.1 by

{<AE(X)’ Y) i E€ VP(M)}v

where A is the shape operator in normal direction £, has dimension g(43,) at most.
Hence the following theorem holds.

2.2 Theorem. Let f : M" — EN be a substantial tight immersion. Then
N < n+g(B.(M))

where B,(M) denotes the sequence of F-Betti numbers of M" where F is the field with
respect to which the immersion f is tight.
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It is in general difficult to estimate the number g(3,). He mentions without a
proofin [Ku?2]that 8; = 0and n = 2morn = 2m + 1 implies that g(3.) < m?. Thisis
optimal if n = 2m as the standard embeddings of the complex projective spaces show.

Kuiper discusses in several of his papers the case of manifolds of dimension
n = 2k that are (k — 1)-connected, but not k-connected. Here we will call such mani-
folds highly connected. In section four we will discuss them in more detail and restrict
ourselves in this section to the possible codimensions and the corresponding linear
systems of quadratic forms. These results can be found in [Ku 2] and in more detail in
[Ku 8].

Let L™ be a linear system of dimension m of quadratic forms on an n = 2k-
dimensional vector space 7 = T" and assume that

(1) L™ contains a positive definite form,
(2) almost all forms in L™ are nondegenerate with index in the set {0, k, 2k}.

Then L™ has a basis which can be represented with respect to a certain basis of
T as the following set of symmetric 2k x 2k-matrices:

10\ (1 0 0 1 o o\ .
(O 1)7 (0 _l>a (1 0), (tQi 0), l—l,...,m——3,

where 1 is the k x k identity matrix, Q; = —'Q;, 0? = —1, 0:0i+ 0;Q0; =0fori #j,
and ‘Q; denotes the transpose of Q;. In particular, we have a normal form of L™
related to a representation of the Clifford algebra C,,_3. It follows that m < k + 2
and m = k + 2 implies that k = 1,2, 4 or 8.

In the case that m = k + 2, the restrictions on k also follow from the theorem
of Hurwitz on the dimensions of normed algebras. The classification of such algebras
[Hu] can then be used to show that L™ in an appropriate basis of T’ can be expressed by
the set of symmetric matrices

where y; and y, are some real numbers and Bisthe k x k matrix (k = 1,2,4 or8)in the
upper left hand corner of the following matrix with entries some real numbers x1, , x;

x_1| —X2 —X3 —X4 —X5 —X§ —X7 —Xg
X2 X1 —X4 X3 —X6 X5 —Xg X7
X3 X4 X —X2| —X7 X3 X5 —Xg
X4 —X3 X2 X1 X8 X7 —Xe —Xs
X5 X6 X7 —Xg X1 —X3 —X3 X4
X6 —X5 —Xg —X7 X2 X1 X4 X3
X7 Xg —Xs X6 X3 —X4 X1 —X2
X8 —X7 X6 X5 —X4 —X3 p.%) X1

Kuiper thus found a normal form for the second fundamental form of a tight
substantial immersion of a highly connected 2k-dimensional compact manifolds into
E3*+2 ata point p as in Proposition 2.1. This is an important step in their classification
as we will explain in section four below.
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One should remark that there is no bound on the codimension of a tight
polyhedral surface, see [Ba].

3 Surfaces

Several of Kuiper’s papers are dedicated to tight surfaces. It follows from
what was explained in section two that the maximal dimension of a Euclidean space
into which a surface can be substantially and tightly embedded is five.

Surfaces in E>

It is easy to find smooth tight embeddings of all compact oriented surfaces
into E3. As was observed by Chern and Lashof in [CL 2], these are precisely the
oriented surfaces in E* with the property that points of positive Gauss curvature lie
on the boundary of the convex hull of the surface. Kuiper found examples of tight
immersions of all nonorientable surfaces into E* except for the projective plane P, the
Klein bottle K and the projective plane with one handle P#T. The only complicated
case is P#T#T, see [Ku 4]. In [Ku 5] he proved the following theorem.

3.1 Theorem. The projective plane P and the Klein bottle K do not admit any
smooth tight immersions into E.

It was then an open problem for thirty years whether there is a tight immersion
into E* of a projective plane with one handle. The answer was finally given by Haab in
[Ha]. He proved the following theorem.

3.2 Theorem. There does not exist any smooth tight immersion of the projective
plane with one handle P#T into E>.

In [Ku 10], Kuiper shows that all nonorientable compact surfaces with even
Euler characteristic admit analytic tight immersions into E3. It is not known which of
the compact nonorientable surfaces with odd Euler characteristic admit an analytic
tight immersion into E°.

Total absolute curvature of knotted surfaces in £ has been studied by several
authors. Langevin and Rosenberg [LR] show that if the total curvature of a torus
embedded in E3 is less than 8, then it is unknotted. Kuiper and Meeks improve this to
less than or equal to 8 in [KM 1]. Compact surfaces of higher genus were considered by
Morton [Mo] and Meeks [Me] who prove that if the total absolute curvature of a
compact embedded surface of genus g in E? is less than 2g + 8, then the surface is
unknotted. This was then generalized by Kuiper and Meeks in [KM 1,2] where the
notion of isotopy tightness is also introduced. All of this is of course related to the
theorem of Fary and Milnor mentioned in the introduction saying that the total
curvature of a knotted simple closed curve in E3 exceeds 4.

Similar in spirit is Pinkall’s paper [Pi] where it is shown that the infimum of the

n_m_u\hrﬂ'r,m_m:ugm"m 0+ 8 racilar hedcénnimnle ica Cimmoin oRe ~in rimmm—
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maxima of height functions. Locally around p, the tight surface therefore agrees with
the Veronese surface. It is now easy to see that M and the Veronese surface agree ona
nonempty open and closed set in M, thus finishing the proof.

Theorem 3.3 was generalized by Little and Pohl [LP] as follows.

3.4 Theorem. Letf : M" — EN, N = in(n + 3), be a substantial immersion of
a compact manifold that satisfies the two-piece property. Then M" is the real projective
space P,(R) and f is projectively equivalent to the Veronese embedding.

The proof also depends on a result of local projective differential geometry.
To state it we need to introduce two new concepts. We say that an immersion f of an n-
dimensional manifold U into EY, N = %n(n + 3), is nondegenerate if the second os-
culating space at every point in U is the whole space EV. We say that a supporting
hyperplane H of f at p supports f to the second order at p, if there is a curve y with
~(0) = p in M such that (f 0~)'(0),(f 0~)"(0) € H; and H supports f at p to the
third order if also (f o~)"(0) € H. Now the local result is the following: Let
f:U— EN, N =1n(n+3), be a nondegenerate immersion with the property that
every hyperplane that supports f to the second order, supports it to the third order.
Then f(U) is up to a projective transformation a piece of a Veronese. A new proof of
the local result was given by Sasaki in [Sa].

4 Highly connected manifolds

When generalizing the theory of smooth tight immersions of surfaces to high-
er dimensional manifolds, it turns out that 2k-dimensional compact manifolds that

are (k — 1)-connected still have many of the properties explained in section three. We
o i r—l - — L L 2 5 2 SUNNIEL LI TR RPAPIPY OOy 8
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On Chinburg’s Root Number Conjecture
K.W. Gruenberg, London, J. Ritter, Augsburg, and A. Weiss, Edmonton*

Let K /k be a finite Galois extension of number fields with Galois group G and
S a finite G-stable set of primes of K containing all archimedean primes, all primes
which ramify over k and enough primes to generate the ideal class group of K. Let E
denote the group of S-units of K and AS the kernel of the augmentationmapZS — Z
sending each Z-free generator p € S of the G-permutation module ZS to 1.

To obtain information about the cohomology of E as G-module, Tate [Tal,2]
constructed exact sequences (now called Tate sequences) of finitely generated G-mod-
ules of the form

l1E—-A4A—-B—>AS—0

where A is cohomologically trivial and B is (without loss of generality) projective.
These sequences all have the same canonical extension class 7 € Ext%(AS, E). They
were used by Chinburg [Ch1] to introduce a Galois invariant

QK /k) = [4] - [B

of E in the locally free class group C/(ZG). He showed that Q(K /k) is an invariant of
K /k, independent even of the choice of S, and made the

Conjecture: Q(K/k) is the root number class.

This is Chinburg’s root number conjecture. We recall the definition of the root
number class in § 2. The importance of the conjecture for the G-module structure of E
may be seen from the main result in [GW] where Q(K /k) is part of the data used to
determine E to within stable isomorphism. In [Ch2] it is shown to be true for infinitely
many cases in which k = @ and G is the quaternion group of order 8. See also [Bu] in
this respect.

Our purpose here s to lift Chinburg’s class Q(K /k) to Ky T(ZG), the Grothen-
dieck group of all finite ZG-modules having finite projective dimension, and to formu-
late a refinement of Chinburg’s root number conjecture which can be studied locally
because of the decomposition KoT(ZG) ~ ®K,T(Z;G) (direct sum over all rational
primes/). Thisapproachis parallel to that of the tame additive theory [Fr1]and seems to
involvecongruences that refine the Main Conjecture of Iwasawa theory (MW, Wil 2]).

" We acknowledge financial support provided by the DFG, by NSERC, and by RIP
Oberwolfach.
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We call it the lifted root number conjecture. It clearly implies Chinburg’s root
number conjecture (see § 2), but is in fact considerably stronger. Nevertheless, all of
the general evidence in favour of the latter can be adapted to support the new con-
Jecture. In addition, the new conjecture has certain technical advantages which allow
it to be tested more methodically.

There are several kinds of evidence to be considered here. First, the naturality
with respect to the data K /k, S, ¢, which we examine in § 3, is more subtle than its Q)
counterpart and the new modified Dirichlet map A is needed there. The second kind of
evidence is the compatibility of Q,, and A, with Tate’s g-index q,, (as generalized in
[Ch1, also We, § 10]), which is an F-ideal valued function on R(G). The definition of dp
isrecalled in § 3. Chinburg ([Ch1]) showed that (in our notation) g, represents Q(K /k)
modulo the kernel group D(ZG), i.e. when passing from Ko(ZG) to Ko(IM) where
I > ZG is a maximal order in the rational group algebra QG. We state a lifted
version in § 3 that clarifies the role of ¢.

The above mentioned compatibility of Q, and A4, is relevant because of Chin-
burg’s g-index conjecture ([Ch1]): for every character y, ay(x) is the fractional ideal
generated by 4,,(x). This has now been proved ((RW1]) for all characters x of G when

(%) K /k is contained in a cyclotomic extension of Q in which 2 does not ramify.

Itis in the proof of () that the Main Conjecture of Iwasawa theory makes its
appearance. Iwasawa theory is, of course, relative to a finite prime /, which leads to
our third kind of evidence: namely everything can be, and has been, set up to decom-
pose trivially over the finite primes /. This is elaborated on in § 4, the emphasis being
on the possibility of using induction theorems for KoT(Z;G) to limit the groups G
which matter at /.

The final kind of evidence is given by examples. There are rather few at pre-
sent, as described in § 5, but this should change as congruences for /-adic L-values
become better understood. Indeed, if the analogy to the tame additive theoryis sound,
one should expect an arithmetic theory of the local Ag) (x) which is analogous to that
for Galois Gauss sums ([Fr1]).

Detailed proofs, being rather lengthy ((GRW, RW2]), are omitted, and will
appear elsewhere.

§1  Definition of 2,

We start with a Tate sequence and break it into two short exact sequences
l1E—-A4—-L—-0,0-L—-B—->AS—0

in which L is a ZG-lattice. Choose two ZG-monomorphisms «, 3 : L — L which are
homotopic to zero (meaning each can be factored through a projective module). For
example, we could take a=/f=]|G|-1,. Then we know Extl(a,E)=0=
Extg(AS, B) and get from the pull-back along o and push-out along 8 of our two
sequences the commutative diagrams

E —» LOE —» L L B —» AS

[ la la  and 18 ¢} [
E — A —» L : L » L®AS —» AS
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There is a similar Hom description for Ko7'(9t), where 9 is any maximal
order in QG containing ZG. But since Det U(M) = Hom{ (R(G), Ur), with U the
unit ideles of F, taking the ideal content of an idéle easily changes this into a descrip-
tion in terms of the group Ir of fractional ideals of F. We obtain the commutative
square

KT(ZG) — Ky T(M)
Homy (ﬁ'wp) =
—DW — Hom{(R(G),Ir) ,
where the * indicates we consider only homomorphisms which for each irreducible
character x of G have value a fractional ideal of F that is extended from the field @(x)
of character values of x.

§3  Parallel properties of A, and (2,

When the data K /k, S, ¢ are changed, then the invariants 4, €, vary in the
same way via the Hom description. To describe this in a simple way we assume Stark’s
conjecture for K/k and we make the

Definition. w = w(K/k) € KoT(ZG) is the element so that
[x— Ay (X) Wk/k(X)] is a representing homomorphism of €}, + w.

Thus our lifted root number conjecture reads: w = 0. This is the significance of
the following results.

Theorem 2. w = w(K/k) depends only on K/k, i.e. is independent of the choice
of the set S and of the G-monomorphism ¢ : AS — E.

Theorem 3. a) If K’ /k is a normal subextension of K/k with G' = Gal(K'/k),

! E%‘% tho daf]l2ting mop Kﬂﬂ!? %gk}\_Tfﬂ(_,’_\ tkes (K 1k to w( K k). |

.
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E
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b) If K/k' is any subextension of K [k with G' = Gal(K/k'), then the restriction map

The proofs consist of a comparison of the exact sequences defining the vary-
ing O, with the object of finding the determinants and Euler factors which change in
the varying A,

This kind of naturality was already known to hold for 4, and Tate’s g-index
q,((Chl,We§11,RW1,§ 7)) which is defined as follows. Let o be the ring of integers of
F and to ¢ associate the induced map

oup - Homy(M,0 @z AS)g S, Hom, (M, 0 ®z AS)? % Hom,(M,0 @z E)°
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(xx) k=@, K/Q is cyclic of prime degree ! # 2, exactly two rational primes
p1 # p2, both different from /, ramify in X and one of them is not an /th power
modulo the other (see [RW2]).

In this example our conjecture is equivalent to apparently new congruences
for values of /-adic L-functions at 1.

There is a simpler example in which the conjecture is true for more direct
reasons. Assume that [ # p are two odd primes and that X is the subfield of degree
/ in the pth cyclotomic field @({,). From [Fr3, 2.10] we deduce that the /-part of the
ideal class group clk of K is trivial (this is no longer true in the case () and consider-
ably eases the arguments that follow).

We fix an unramified inert prime po for K and let gy be its Frobenius auto-
morphism. Set S = Sy, U Sy where Soo = G - Py, is the set of infinite primes and where
Sy = {po, P} U U G - p; with py, p denoting the primes of K above pg,p and with
primesp;, 1 <i< t generating clg, which lie above completely split prime numbers
p:. Find natural numbers #; # 0 mod / such that p, = (a;) are principal ideals in K

We define the map ¢ : AS — E by p —pg — &k = NQ(gp)/K( (p) ,
p—p — Py, pi — P+ a; (1 <i<t). It produces the commutative diagram with
exact rows

AS, — AS —» LS

1 Yoo ly Lo
E., — E —» E/E, ,

in which E, is the group of global units in K and ¢, the Ramachandra map taking
0Poo — Poo t0 4! for o € G. The map AS —» ZS; is given by P — P — 0 or p/
according as p’ is infinite or not.

By glueing the following diagram

CRE, —~» C®E —» CQRE/Ey
1 Ao LA DY
CRAS, — CRAS —» (DAY

under the previous one we can compute 4, () by means of the factorization

det(Aootpoo|Homgg( ¥y, € ® AS)) - det(Ap[Homeg(V,, €Sp)) - €500 (X)
€S00(%) es(X) -

Proposition 12 of [RW1] gives the factor on the left! and Lemma 7 of [RW1]
the one on the right. The remaining factor is easily calculated because of the explicit
knowledge of the map Xp.

An immediate consequence is the injectivity of ¢, since 4,(x) # 0 for all x.
Denote by X the cokernel of .

Aw(f() =

Lemma. X is cohomologically trivial and Q, — [X] € KTo(ZG) is represented
by the Galois homomorphism r € Homp(R(G), F*) whzch takes x tol or (x(go) — 1)~
depending on x =1 or x # 1.

! Recall, however, that we have changed the X in [RW1] into — .
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The proof is rather technical and will be omitted. It follows that w¥) = 0 if,

and only if, [Z; ® X] € KoT(Z;G) is represented by A, [re Homr,(R(G), F*). Of
course, we may take Fi = Q,;(¢;), {; a primitive /th root of unity.

whence

Combining the values of 4, and r we have

N —4(1 - )T (~n) ifx=1
A*’(X)/’(X)‘{ —ax(g0) — Ix(gy ) — 1 IT\(—m) . if x#1,

Ap(1)/r(1) = 44(x)/r(x) mod ¢~ 1.

Therefore A, /r € Homr,(R(G), Z)[()]*) represents the trivial element in

KoT(Z;G). 1t follows that w) = 0 if [Z; ® X] = 0.

Let us then turn to X. From AS » E —»X we infer ASC »—» EG—»XG since

AS is here a permutation module. Using the Z-bases G(po, — po), P — Po, G(p; — o)
of ASY and po, p, p; of E® we obtain X¢ ~ Z/2 x Z/(I — 1) x [[. Z/n;. Hence X©
has order prime to / and therefore so has X.

[Bu]
(Chi]

[Ch2]
[CR]

[Frl]
[Fr2]
[Fr3]

[GRW]

(GW]

[MW]
[RW1]
[RW2]

[Tal]
[Ta2]
[We]
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Buchbesprechungen

Schmidt, R., Subgroup Lattices of Groups (de Gruyther Expositions in Math. 14),
Berlin u. a.: de Gruyter 1994, 576 S., in Leinen, DM 248,

The book concerns the various problems on the relation between the structure of
a group and the structure of the lattice of its subgroups. The only book on the subject
was the reviewer’s old Ergebmsberlcht of 1956 whxch was out of date This new book by

) NV - PRI -4 | PRIP'S M

made by many including the author, the Padova school led by Zacher, and the russian
school.

The subject grew out of the advances of the abstract ideas in Mathematics, parti-
cularly with the concept of the lattice of subsystems. However, the real beginning of this
interesting chapter of group theory was when Ada Rottlinder discovered in 1928 that
two or more nonisomorphic groups of the same order can have the same lattice of sub-
groups. In 1938, Ore determined the structure of a group whose lattice of subgroups satis-
fies the distributive law. This was the first major contribution to the subject. The progress
of the following 15 years or so was reported in the Ergebnisbericht. By then, there are
many results, notably by Baer, Iwasawa, Sadovskii, Zappa, and the reviewer, which were
reported with some (incomplete) proofs or none at all.

The purpose of this book under review is “to describe more recent developments”
and the author hopes that “this book will serve as a basic reference in the subject area, as
a text for postgraduate students, and also as a source of research ideas” (the quotations
from the preface). In the opinion of the reviewer, the author has succeeded admirably in
writing this excellent book to serve these aims well.

Let G be a group. Let L(G) denote the lattice of subgroups of the group G. The
main questions in this field are:

(A) Given a class X of groups, what can we say about the lattices L(G) of G € X?
(B) Given a class Y of lattices, what can we say about the groups G with L(G) € Y?

To state more specific questions, we need some definitions. If G and H are two groups, an
isomorphism from the lattice L(G) to the lattice L(H) is called the projectivity from the
group G to the group H. An isomorphism of groups always induces a projectivity, but
not conversely. A group G is said to be determined by its lattice of subgroups if G is iso-
morphic to any group H with L(H) = L(G); it is strongly determined if every projectivity
of G is induced by an isomorphism of groups. We may ask the following questions.
Which groups G are determined by the lattice of subgroups L(G)? Which groups are
strongly determined? The book concerns with these questions.

The contents of the book are as follows. In Chapter 1, after introducing the basic
concepts of lattice theory and developing the elementary properties of subgroup lattices
and projectivities, the author proves Ore’s main theorem on groups with distributive sub-
group lattices, Sadovskii’s approximation theorem, and other related results. The second
chapter is devoted to the study of the groups G with modular subgroup lattice, called M-
groups for short. The structure of M-groups was determined by Iwasawa, Napolitani,
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and various generalizations of this class of groups. Among many results, there are some
interesting open questions. For example, is every finite nonabelian simple group a K-
group?

Main theme of Chapter 4 is the influence of the subgroup lattice L(G) on the
arithmetic structure of a finite group G, such as the order |G|of the group G or the struc-
ture and embedding of Sylow subgroups of the group G. The main theorem of the re-
viewer is proved, according to which a projectivity of a finite group carries Sylow p-sub-
groups to Sylow p-subgroups with well described exceptions. This chapter includes the
author’s theorem asserting that if ¢ is a projectivity of a finite group G, then
@ (F(G)) = F(p(G)) for k=2 where F;(G) is the iterated Fitting subgroup of G. This
yields the Suzuki-Zappa theorem that the projective image of a finite solvable group is
solvable. A direct shorter proof of the Suzuki-Zappa theorem is indicated. The chapter
closes with two theorems of Menegazzo on the image of the center of a Sylow subgroup
by a projectivity.

The chapters 5 and 6 are the study of influence of the subgroup lattice on the
normal structure of the group. This is the high point of the book. There are a few frag-
mentary results on this topic in the reviewer’s old monograph, but for finite groups only.
The systematic development of the theory is done after 1970 by the author and others,
and in 1980’s by Busetto, Menegazzo, Napolitani, and Zacher. A subgroup M of a group
G is called modular if the following two identities are satisfied:

XUMNZ)=(XuM)NZ foralXC Z, and
MUu(YNZ)=MuUY)NZ foral MCZ.

If M is a normal subgroup of G, then M is modular. For the class of finite groups, a mod-
ular group is close being normal. Let M; be the core of M (i.e. the intersection of all the
conjugates of M) and M€ the normal closure of the subgroup M of G. If M is a modular
subgroup of a finite group G, then M% My is nilpotent. This is applied to the image of a
normal subgroup by projectivity. If N is a normal subgroup of a finite group G and if ¢ is
a projectivity, ¢ (N) is modular in ¢(G). Let H and K be the subgroups of G such that
¢ (H) is the normal closure and ¢ (K) the core of ¢ (N). Then, both H and K are normal
subgroups of G and H/K is of very limited structure. For infinite groups, the situation is
more complicated. The author presents in Chapter 6 the proof of the theorem that the
class of solvable groups is invariant under projectivity (first proved by Yakovlev) follow-
ing the works of the Padova school with improved bound on the derived length. One of
the most interesting open questions is to give a lattice theoretic characterization of the
class nf solvable groups, (Sugh a lattice theoretic characterization is given for the class of
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orem uses the Feit-Thomson theorem. In the last chapter, other lattices related to a group
are discussed. They are the lattice of normal subgroups, the lattice of composition sub-
groups, the centralizer lattice, and the coset lattice.

As indicated above, the book covers almost all aspects of the relation between
the structure of a group and the structure of its lattice of subgroups. The only topics miss-
ing are the homomorphic mappings of L(G) and the problem of embeddings of lattices in
subgroup lattices. However, the author indicates references on the topics, so the interested
readers can study these papers.

The proofs in text are well organized and clear; many are new. The elementary
results in lattice theory are discussed in text. The standard results in group theory are used
with clear reference to the standard textbook of group theory. The more special results,
such as a theorem of Cooper on power automorphisms, are proved in text. This is one of
the nice features of this book. The full power of the classification of finite simple groups
is used minimally. However, at one or two places the argument really depends on the
Feit-Thompson theorem. There are numerous well chosen exercises; some suggest an al-
ternate approach to the theorem in text, some present additional theorems, and some of-
fer interesting examples. The reviewer finds them very useful. In short, he recommends
this book to anyone who is interested in group theory.

Urbana M. Suzuki

Turaev, V. G., Quantum Invariants of Knots and 3-Manifolds (de Gruyter Studies
in Mathematics 18), Berlin u. a.: de Gruyter 1994, 688 S., in Leinen, DM 228,—

Hiermit liegt vor: Eine Forschungsmonographie iiber Invarianten von Knoten
und dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten sowie iiber topologische Quantenfeldtheorien.
Eine ausfiihrliche, abstrakte, griindliche, axiomatische Begriindung der Theorie. Das erste
zusammenfassende Werk iiber das betreffende aktuelle Forschungsgebiet.

Quantengruppen sind von Jimbo und Drinfel'd als Deformationen (Quantisie-
rungen) der universellen Einhiillenden klassischer halbeinfacher Lie-Algebren eingefiihrt
worden, wobei sie als gewisse Hopf-Algebren mit Zusatzstruktur (Zopfung, universelle R-
Matrix) in Erscheinung traten. Fiir die Anwendungen auf Knoten und 3-Mannigfaltigkei-
ten sind hauptsichlich geeignete formale Eigenschaften ihrer Darstellungskategorien
wichtig. Deshalb griindet die vorliegende Monographie auf einer axiomatischen Ausar-
beitung der relevanten kategorientheoretischen Begriffsbildungen, und der genannte Ur-
sprung liefert den Terminus ,,Quanteninvarianten®. Die Darstellungstheorie der Quanten-
gruppen ist zwar fiir nichttriviale Beispiele der Theorie wichtig, wird aber im XI-ten Kapi-
tel des Buches nur kurz gestreift.

Grundlage der Theorie sind die Tensorkategorien. In ihnen wird die lineare Alge-
bra des Tensorprodukts axiomatisiert, und sie sollten folglich zur mathematischen Allge-
meinbildung avancieren. Die fundamentale methodische Erkenntnis iiber diese Katego-
rien ist der knotentheoretisch-graphische Beweiskalkiil, dem das erste Kapitel des Buches
gewidmet ist. Klassische lineare sprachliche Fixierung durch Buchstabensequenzen ist fiir
manche Zwecke duBerst schwerféllig - hier wird dagegen Topologie fiir ein neues flexibles
zweidimensionales ,,Schriftsystem* benutzt!

Obgleich Mannigfaltigkeiten zentrale Objekte in vielen mathematischen Gebie-
ten sind, begegnet man ihnen nie an sich, sondern nur in ihren Beschreibungen. Theorie
der Mannigfaltigkeiten ist daher zum groBten Teil Manipulation ihrer Beschreibungssy-
steme. Auch die neuen, hier behandelten und von Witten vorausgesagten Invarianten
von 3-Mannigfaltigkeiten, die zuerst von Reshetikhin und Turaev exakt konstruiert
wurden, basieren exzessiv auf Beschreibungen, und zwar: (1) auf dem sogenannten Kirby-
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Kalkiil fiir die Priasentation durch Chirurgie entlang Verschlingungen; und (2) auf den
klassischen Triangulierungen. Je ein Teil des Buches ist der Konstruktion von Invarian-
ten, ausgehend von diesen Beschreibungen, gewidmet. Diese werden jeweils zu topologi-
schen Quantenfeldtheorien verfeinert: Das sind im wesentlichen gewisse Funktoren auf
der Kobordismenkategorie der 3-Mannigfaltigkeiten. In einem kategorientheoretischen
Ansatz wird untersucht, welche Voraussetzungen die Mehrdeutigkeit der Beschrei-
bungssysteme eliminieren. Fiir (1) sind das die modularen Kategorien; fiir (2) die 6/-
Symbole.

Das Werk tritt mit dem Anspruch einer allgemeinen Begriindung auf. Grundlage
sind hauptsichlich die Forschungen des Autors, zusammen mit Reshetikhin und mit Vi-
ro. Es ist ratsam, die gerade erst aufkeimenden zarten Ideen nicht gleich mit der Schnee-
last des Buches zu erdriicken, sondern zunichst die wesentlichen Resultate und Ideen aus
den leichter lesbaren Originalarbeiten zu entnehmen. Verwiesen sei auf [1] fiir Knotenpo-
lynome (Jones, HOMFLY-PT, Kauffman); auf [2] und [3] fiir die beiden Versionen von
Invarianten von 3-Mannigfaltigkeiten; auf [4] und [5] fiir einen leicht zugédnglichen Spe-
zialfall; und auf [6] fiir die Erweiterung zu topologischen Quantenfeldtheorien.

[1] Turaev, V.. Operator invariants of tangles and R-matrices. Math. USSR Izvestia, 35
(1990) 411-444

[2] Reshetikhin, N.; Turaev, V.: Invariants of 3-manifolds via link polynomials and quan-
tum groups Inv Math 103(1991) 547~ 598

ariants of 3-manifolds.and guantum 6/-svmbols.

Topology 31 1
[4] Llckornsh W.B.R.: Three-mamfold invariants and the Temperley-Lieb algebra. Math.
Ann. 290 (1991) 657-670

-

LY

rived from the Kauffman bracket. Topology 31 (1992) 685-699
[6] Blanchet, C.; Habegger, N.; Masbaum, G.; Vogel P.: Topological quantum field
theories derived from the Kauffman bracket. Topology 34 (1995) 883-927

Géttingen T. tom Dieck

Buekenhout, F. (Hrsg.), Handbook of Incidence Geometry, Amsterdam: North-
Holland 1995, 1432 S., Dfl. 390.00

Das vorliegende Buch gehort zu einer Serie von ,,Handbiichern®, die derzeit zu
einigen Gebieten der Mathematik erscheinen. In diesem Buch werden von verschiedenen
Autoren die wesentlichen Teilgebiete der Inzidenz-Geometrie vorgestellt. Das Buch star-
tet mit einer sehr lesenswerten Betrachtung von F. Buekenhout iiber den Begriff Inzidenz-
geometrie und die Frage, ob dies iiberhaupt ein selbstindiges Gebiet der Mathematik ist
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denz-Geometrie mit Topologie wird in Kapitel 23 (Th. Grundhofer, R. Lowen) und Kapi-
tel 24 (G. Steinke) behandelt. Das Zusammenspiel mit metrischen Strukturen ist Gegen-
stand der Kapitel 15 (J. Seidel), Kapitel 16 (J. Lester) und dem schon oben erwéhnten Ka-
pitel 17. Dies ist im wesentlichen der erste Teil des Buches, der die klassischen geometri-
schen Themen behandelt. Insbesondere ist der Zusammenhang mit der Gruppentheorie,
der fiir viele Entwicklungen der letzten Jahre sehr befruchtend war, kaum sichtbar. In die-
sen Teil gehoren noch drei Kapitel, die eher zusammenhanglos zum Rest sind: Kapitel 14
(A. Herzer) iiber Kettengeometrien, Kapitel 18 (G. Gerla), in dem nicht die Punkte als
Grundobjekt der Geometrie zugrunde gelegt, sondern aus anderen Objekten konstruiert
werden und Kapitel 13 (M. Funk, K. Strambach), in dem freie Konstruktionen vorgestellt
werden.

Der zweite Teil des vorliegenden Buches ist von den Tits’schen Gebauden domi-
niert. Diese sind aus dem Versuch der Konstruktion von Chevalley-Gruppen entstanden
und wurden von dem Zusammenhang der projektiven Geometrien mit der linearen Grup-
pe inspiriert. Hier ist also ein sehr enger Zusammenhang mit der Gruppentheorie gege-
ben, weshalb die folgenden Kapitel ohne einige Kenntnisse auf diesem Gebiet nicht ganz
einfach zu lesen sind. Diese werden in Kapitel 3 (F. Buekenhout) vorbereitet. Hier wird
zum ersten Mal auf die prominente Rolle von Gruppen zur Konstruktion von Beispielen
eingegangen, und zwar der verschiedensten Arten, nicht nur der Gebdude. Hier finden
wir auch die wichtigste Verallgemeinerung der Gebdude, Buekenhouts Diagrammgeome-
trien. Das zentrale Kapitel in diesem Teil ist aber Kapitel 11 (R. Scharlau), in dem ein her-
vorragender Uberblick iiber die Theorie der Gebiude gegeben wird. Die kleinsten Gebdu-
de, nimlich die verallgemeinerte n-Ecke, findet man in Kapitel 9 (J. Thas). Verallgemeine-
rung hiervon zu gewissen Rang 2-Geometrien werden in Kapitel 10 (F. De Clerck, H. van
Maldeghem) studiert. Die Gebdude betrachtet als Punkt-Geraden-Geometrie ist Gegen-
stand von Kapitel 12 (A. Cohen). Die Verallgemeinerungen der Gebaude zu Diagramm-
geometrien im Hinblick auf die sporadischen einfachen Gruppen wird in Kapitel 22
(F.Buekenhout, A.Pasini) vorgestellt. SchlieBlich werden in Kapitel 20 (J. Rohlfs,
T. A. Springer) Anwendungen der Gebdude auf die Theorie der algebraischen Gruppen
diskutiert.

Die Auswahl der Themen spiegelt natiirlich die Sicht des Herausgebers wider.
Die Gebiude sind, obwohl nicht immer thematisiert, so doch fast iiberall priasent. Man
wird vielleicht das eine oder andere Gebiet vermissen. Alles in allem kann man aber kon-
statieren, daB hier ein ziemlich umfassender Uberblick iiber das Gebiet ,,Inzidenz-Geome-
trie” gegeben wird. Bei der Vielzahl der Autoren ist es selbstverstindlich, daB3 die einzel-
nen Kapitel im Stil sehr unterschiedlich sind. So finden wir reine Ubersichtsartikel, wir
finden Artikel, die im wesentlichen die neuesten Resultate beschreiben. Wir finden aber
auch Artikel, die versuchen, ein Gebiet niher zu bringen und die wesentlichen Resultate
auch zu beweisen. Es ist nicht klar, inwieweit der Herausgeber auf die Lange und die Art
der Artikel EinfluB genommen hat. Die extremen Beispiele sind sicherlich Kapitel 4, Ka-
pitel 11 und Kapitel 22. Im Kapitel 11 wird auf 170 Seiten eine hervorragende Darstellung
der Theorie der Gebdude bis zu den neuesten Entwicklungen gegeben, und dies nicht nur
in Ubersichtsform, sondern die meisten Resultate werden bewiesen. Mit ein wenig mehr
Aufwand hitte dies ein eigenstdndiges Buch sein kénnen. Der Leser dieses Kapitels hat
danach nicht nur ein Gefiihl fiir das Gebiet, sondern kann sich ein Bild der benutzten Me-
thoden machen. Kapitel 22 iiber Diagrammgeometrien ist ein reiner Ubersichtsartikel.
Auf 100 Seiten werden die wesentlichen Resultate (in Verbindung mit sporadischen Grup-
pen) dargestellt. Dies ist eine Resultatssammlung, die in einen Zusammenhang gestellt
wurde. Beweise kommen nicht vor. Wertvoll ist die Vielzahl der vorgestellten offenen Pro-
bleme, wobei man bei aufmerksamer Lektiire noch weitere finden wird. Offensichtlich
sind beide Kapitel fiir verschiedene Leserkreise geschrieben. Das erste mehr fiir den Leser,
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der sich fiir den Aufbau der Theorie und die Methoden interessiert, das zweite mehr fiir
den Leser, der den aktuellen Stand der Forschung und die Richtung, in die das Gebiet in
néchster Zeit wahrscheinlich gehen wird, kennen lernen will. Das andere Extrem ist Kapi-
tel 4. Hier gibt der Autor auf 35 Seiten einen Uberblick iiber projektive Ebenen (unter
AusschluB} der Translationsebenen, die in Kapitel 5 behandelt werden). Es werden keine
Beweise gegeben. DaB bei nur 35 Seiten hier mehr Fragen offen bleiben als beantwortet
werden, ist klar. So findet man z. B. nichts iiber die Struktur der Kollineationsgruppen zu
projektiven Ebenen. Die wichtigsten Arbeiten von Chr. Hering, M. Walker und Ch. Ho
bleiben unerwahnt Alle weiteren Kapltel reihen sich irgendwo zwischen dlese Belsplele
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gen und offene Probleme. Allen Artikeln gemeinsam ist die jeweils umfangreiche Litera-
turliste. Der Index von 40 Seiten macht das Buch auch als Nachschlagewerk angenehm.

Das Buch hat in dem Buch von P. Dembowski ,,Finite Geometries* einen be-
rilhmten Vorginger. Dieses hat enormen EinfluB auf das Gebiet bis in die heutigen Tage
ausgeiibt. Ob dem vorliegenden Buch ein dhnlicher Erfolg beschieden ist, kann bezweifelt
werden. Das Gebiet ist wesentlich heterogener geworden, und die Entwicklung schreitet
mit einer rasanten Geschwindigkeit fort. Dies ist vielleicht der wesentliche Nachteil eini-
ger Artikel. Der Leser sei gewarnt, dafl manche ,,offene Probleme inzwischen gelost bzw.
eine Losung am Horizont sichtbar ist. Insofern ist das Buch an einigen Stellen, in der die
Forschung derzeit besonders aktiv ist, nicht mehr aktuell.

Fiir wen ist das Buch nun geeignet? Zunichst ist es mit ca. 1400 Seiten sicherlich
kein Handbuch, das man mit sich herumtriigt. Bei einem Preis von ca. DM 350 wird man
sich einen Kauf auch sicherlich zweimal iiberlegen.

Das Buch bietet gut geschriebene Ubersichtsartikel mit einer groBen Literaturli-
ste. Jeder in dem Gebiet Arbeitende wird sicherlich mindestens 5 Artikel finden, die ihn
direkt interessieren, vielleicht auch mehr. Inwieweit dies einen Kauf rechtfertigt, héngt bei
dem Preis sicherlich auch davon ab, ob es die eigene Universititsbibliothek anschafft oder
nicht. Dort sollte es aber vorhanden sein, damit es Studenten zugénglich ist. Es gibt kaum
eine bessere Gelegenheit, sich iiber einzelne ausgewihlte Gebiete zu informieren (insbe-
sondere die Gebaude und deren Entwicklungen, die darauf aufbauen), als in den Artikeln
dieses Buches.

Halle G. Stroth

Cohn, P. M., Skew fields, Theory of general division rings (Encyclopediae of ma-
thematics and its applications 57), Cambridge University Press 1995, 500 S., £ 55.00

Die Theorie der Schiefkorper ist bis heute nicht Allgemeingut breiterer mathema-
tischer Kreise geworden. Mit Ausnahme von Algebraikern und Geometern, deren Haupt-
augenmerk nicht auf der Algebraischen Geometrie ruht, weil man wegen der Quaternio-
nen von der Existenz von Schiefk6rpern; sonst aber hofft man, sie wiirden sich, trife man
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Eine gewisse Ausnahme von dieser Feststellung bildet der wohlstudierte Fall der
Schiefkorper, die endlich-dimensional {iber ihrem Zentrum sind, eine Einschrankung, die
der Autor zu Recht als zu einschneidend empfindet und sie daher als Annahme weitge-
hend aus seinem Buch verbannt. Der rote Faden, der das Buch durchzieht, ist die Kon-
struktion eines Schiefkdrpers mittels Einbettung geeigneter Ringe. Bereits das erste sowie
das vierte Kapitel sind der Frage gewidmet, fiir welche Ringe ein Quotientenschiefkérper
existiert. Im ersten Kapitel wird etwa gezeigt, wie die Ore-Bedingung und Lokalisierungen
im nichtkommutativen Fall funktionieren. Es wird bewiesen, daB jeder Rechts-Ore-Be-
reich einen bis auf Isomorphismen eindeutigen Quotientenkdrper besitzt und daB die
Rechts-Ore-Bereiche eine groBe Klasse von Ringen bilden. Im vierten Kapitel wird das
Problem der Existenz von Quotientenkdrpern in voller Allgemeinheit angegriffen. Der
Verfasser zeigt, daB die Elemente des Quotientenkdrpers, falls einer existiert, als Losungen
von Matrixgleichungen gefunden werden konnen und daBl man fiir sie bis zu einem gewis-
sen Grade Normalformen bereitstellen kann. Ein Kriterium fiir die Existenz von einem
Quotientenkdrper lautet so: Ein Ring R hat genau dann einen Quotientenkérper, wenn
R #0 ist und keine Diagonalmatrix mit von Null verschiedenen Diagonalelementen als
determinale Summe nichtvoller Matrizen ausgedriickt werden kann. Daraus sieht man,
daBl man zum Verstandnis der Sétze viele neue Begriffe lernen muB3 und daB3 man auch da-
nach durchaus Kunstfertigkeit benotigt, um sie sachgerecht auszuweiden. Da der Quotien-
tenkorper (so etwa fiir freie Algebren) nicht eindeutig bestimmt ist, ist der (bis auf Isomor-
phie eindeutige) universelle Quotientenkdrper von groBerem Gewicht. Seine vom Autor
vor etwa zwanzig Jahren bewiesene Eindeutigkeit markiert in der Theorie der Schiefkér-
per einen groBen Durchbruch. Der Verfasser ist in der Lage, hinreichende Bedingungen
fiir die Existenz universeller Quotientenkorper anzugeben; so etwa fiir sogenannte semi-
firs, d. h. Ringe, in denen jede Relation Zle a; - b; = 0 fiir jedes t € N trivialisierbar ist.
Im 5. Kapitel benutzt der Verfasser dies, um zu zeigen, daB jede Familie von Kérpern, die
einen Teilkdrper gemeinsam haben, sich in einen Kérper, ein Koprodukt von Kérpern
einbetten 1aBt. Die Koprodukte kénnen als eine Art freier Produkte angesehen werden.
Der Verfasser studiert genauer eine spezielle Art von Koprodukten, die den sogenannten
HNN-Erweiterungen der Gruppentheorie nachmodelliert sind und die es erlauben, folgen-
de Behauptungen zu beweisen: Jeder unendliche Korper 148t sich sowohl in einen homoge-
nen derselben Kardinalitét als auch in einen solchen einbetten, in welchem zwei Elemente
mit derselben Minimalgleichung iiber dem Zentrum konjugiert sind. Jeder Korper iiber
einem zentralen Unterkorper k kann in einen Korper L eingebettet werden, so daB jeder
abzihlbar erzeugte Unterkdrper von L in einem von zwei Elementen erzeugten Unterkor-
per enthalten ist. Der Autor benutzt die in diesem Kapitel erhaltenen Theoreme iiber Ko-
produkte auch zur Untersuchung des Einflusses von adjungierten Elementen oder von Lo-
kalisierungen auf die globale Dimension. Dies erlaubt es ihm etwa, Integritétsbereiche zu
konstruieren, die sich nicht in Kérper einbetten lassen. Durch die Einfiihrung des univer-
sellen Derivationsmoduls kann der Autor zeigen, daB die Erzeugendenzahl eines freien
Korpers eine Invariante ist. Die Resultate des fiinften Kapitels gestatten es, Kérpererwei-
terungen zu konstruieren, deren Links- und Rechtsgrad verschieden sind.

Das zweite Kapitel ist den Polynomringen und Potenzreihen iiber Schiefkérpern
gewidmet. Der Autor studiert deren Idealtheorie und Komplettierungen, die von ,,schie-
fen* Polynomringen zu ,,schiefen* Potenzreihen fiihren. Dies gibt ihm die Méglichkeit zu
zeigen, daB die Gruppenalgebra einer total geordneten Gruppe in einen Korper einbett-
bar ist und daB die Konstruktion von Polynomringen iiber Schiefkdrpern sich iterieren
14Bt. AuBerdem kann er beweisen, daB ein filtrierter Ring in einen Korper, der als inverser
Limes konstruiert wird, einbettbar ist.

Im dritten Kapitel wird vorgefiihrt, daB sich, im Prinzip, indem man die Jacob-
son-Bourbaki-Korrespondenz verwendet, die Galoistheorie von Schiefkdrpererweiterun-
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gen analog zur kommutativen Theorie entwickeln 148t. Im Gegensatz zur kommutativen
Theorie sind aber die algebraischen Gleichungen iiber Schiefkorpern explizit kaum zu be-
handeln; allerdings sammelt der Autor alles, was man weiB, sorgfiltig auf. Konkret lassen
sich quadratische Erweiterungen, die pseudo-linearen Erweiterungen sowie #AuBere
Galoiserweiterungen ziemlich vollstindig beschreiben. Ein erholsamer Einschub in die-
sem Kapitel ist der letzte Abschnitt, in dem die bis jetzt sporadischen Ergebnisse iiber die
Struktur der multiplikativen Gruppe eines Schiefkdrpers enthalten sind.

Im Mittelpunkt des sechsten Kapitels stehen die freien Kérper und die Beziehun-
gen zwischen freien Korpern iiber verschiedenen Grundkoérpern. Die Elemente eines frei-
en Korpers lassen sich durch Matrizen iiber einem Tensorring beschreiben. Der Verfasser
behandelt auch die nichtkommutativen Analoga algebraisch abgeschlossener Korper, die
existentiell abgeschlossenen Schiefkorper; in ihnen hat jede endliche, konsistente Menge
von Gleichungen iiber dem Grundkdrper eine Losung. In diesem Kapitel wird dem Leser
eindrucksvoll klargemacht, daBl die Methoden der Modelltheorie fiir Schiefkérper rele-
vant sind und wie sie eingesetzt werden kénnen.

In der Theorie der Schiefkorper spielt das Spezialisierungslemma eine wichtige
Rolle. Es besagt, daBl in einem Korper, der unendlichen Grad iiber seinem Zentrum hat,
es keine rationalen Indentitaten gibt, falls das Zentrum selbst unendlich ist. Im siebten
Kapitel wird das systematische Studium der rationalen Identitdten aufgenommen, insbe-
sondere werden deren Anderungen bei Spezialisierungen untersucht. Zu diesem Zwecke
werden generische Divisionsalgebren verschiedener PI-Grade eingefiihrt.

Das achte Kapitel ist {iberwiegend Problemen gewidmet, die entstehen, wenn
man versucht, algebraische Geometrie iiber Schiefkorpern zu betreiben. Die Haupt-
schwierigkeit besteht darin, dal man keine intuitiven geometrischen Bilder hat. Aber es
gibt auch eine solche Unmenge technischer Probleme, da3 der Verfasser dieses Kapitel als
ein Programm fiir zukiinftige Forschung ansieht. Immerhin ist es moglich, in affinen und
projektiven Raumen (die natiirlich wie im kommutativen Fall gebildet werden) die Zari-
ski-Topologie und die rationale Topologie einzufiihren sowie die Spezialisierung zu defi-
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Ebbinghaus, H.-D., Flum, J., Finite Model Theory, Berlin u. a.: Springer-Verlag
1995, 327 + XV S., DM 158,~

Die Modelltheorie untersucht die Zusammenhinge zwischen den syntaktischen
Eigenschaften von Formeln, Axiomensystemen, Theorien einerseits und den mathemati-
schen Eigenschaften ihrer Modelle andererseits. Endliche Strukturen spielen in der klassi-
schen Modelltheorie nur eine sehr untergeordnete Rolle. Die grundlegenden Ziele wie et-
wa die Strukturtheorie axiomatisierbarer Modellklassen und die wichtigsten Modellkon-
struktionen beziehen sich fast ausschlieBlich auf den Bereich unendlicher Strukturen.
Generell gilt, daB3 die Mathematische Logik traditionell von den Grundlagenproblemen
der Mathematik geprigt und daher vornehmlich mit dem Unendlichen befaBt ist, und
daB die wichtigsten Resultate und Methoden der Logik versagen, wenn ausschlieBlich
endliche Strukturen betrachtet werden. Insbesondere gilt dies fiir die zentralen Satze tiber
die Pradikatenlogik erster Stufe wie den Vollstdndigkeitssatz und den Kompaktheitssatz.

Es gibt aber dennoch wichtige Griinde, speziell die Modelltheorie endlicher
Strukturen systematisch zu untersuchen. Diese haben wesentlich mit neueren Fragestel-
lungen und Herausforderungen aus der Informatik zu tun, sowie mit dem engen Zusam-
menhang zwischen logischer Definierbarkeit und algorithmischer Komplexitit. Die Endli-
che Modelltheorie ist daher in den letzten zehn Jahren ein sehr aktives Forschungsgebiet
geworden. Es vereinigt Fragestellungen und Methoden aus verschiedenen Gebieten der
Mathematik und der Informatik, so etwa der Modelltheorie, der Komplexititstheorie,
der Theorie relationaler Datenbanken und der Kombinatorik. Das vorliegende Buch von
Ebbinghaus und Flum ist die erste (und lang erwartete) Monographie zur Endlichen Mo-
delltheorie iiberhaupt. Wihrend bisher nur Ubersichtsartikel zu Teilaspekten des Gebiets
existierten, steht jetzt eine zusammenhingende Darstellung zur Verfiigung, welche sowohl
eine Einfiihrung wie einen aktuellen Uberblick vermittelt.

Die von Ebbinghaus und Flum beschriebene Sicht der Endlichen Modelltheorie
geht aus von der klassischen Logik. Obwohl nur elementare Kenntnisse in Mathemati-
scher Logilg vorausgesetzt werden, ist daher das Buch sicher einfacher zu bewiltigen von
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n immer gegen 0 oder 1. Es konnen in diesen Logiken also insbesondere keine nicht-trivia-
len Aussagen iiber Kardinalititen formalisiert werden.

Kapitel 4 behandelt exemplarisch zwei Fragmente der Pridikatenlogik, welche
die ,finite model property“ besitzen: Jede Formel, welche erfiillbar ist, hat auch ein end-
liches Modell. Diese Eigenschaft impliziert insbesondere, daB das Erfiillbarkeitsproblem
fiir die entsprechenden Fragmente algorithmisch entscheidbar ist.

In Kapitel 5 wird der Zusammenhang von Logik und Automatentheorie behan-
delt und die klassische, in den 60er Jahren von Biichi, Elgot und Trakhtenbrot angegebe-
nen Charakterisierung der reguldren Sprachen durch die monadische Logik zweiter Stufe
bewiesen. Diese Resultate werden als Ausgangspunkt (oder Mikrokosmos) fiir die gene-
relle Thematik der Deskriptiven Komplexitdtstheorie aufgefa3t, welche im 6. Kapitel ent-
wickelt wird. Es geht dabei um die modelltheoretische Charakterisierung von Komplexi-
tit, in dem Sinn, daB Logiken angegeben werden sollen, deren Ausdrucksstdrken genau
den wichtigsten Komplexitétsklassen entsprechen. Dieses Forschungsprogramm war fir
den Bereich geordneter endlicher Strukturen sehr erfolgreich: Fiir alle wichtigen Komple-
xititsklassen kennt man heute (in der Regel mehrere) modelltheoretische Charakterisie-
rungen, typischerweise durch Logiken, welche die Pradikatenlogik erster Stufe um einen
Rekursionsmechanismus (etwa zur Definition von transitiven Hiillen oder Fixpunkten)
erweitern, oder durch Fragmente der Logik zweiter Stufe. Man kann also sagen, da3 auf
geordneten Strukturen die Logik eine dhnliche Rolle spielt, wie ein abstraktes Berech-
nungsmodell (z. B. Turingmaschinen). Ohne eine explizit gegebene oder definierbare li-
neare Ordnung sind allerdings bis heute fiir Klassen unterhalb von NP keine solchen Cha-
rakterisierungen bekannt. Die Frage, ob auch im ungeordneten Fall eine ,Logik fiir
PTIME"® existiert, ist nach wie vor ungekldrt und gilt als das wichtigste offene Problem
der Endlichen Modelltheorie.

Das 7. Kapitel ist den Fixpunktlogiken, ihrer Struktur, Ausdrucksstirke und
dem Zusammenhang zu andern logischen Systemen gewidmet, insbesondere zur infinité-
ren Logik und der Logik zweiter Stufe. Kapitel 8 behandelt die Datenbanksprache Data-
log (welche auch als eine Variante der Fixpunktlogik gesehen werden kann) und ihre Er-
weiterungen. Hier wird auch nochmals ausfithrlich auf Normalformen und Hierarchien
fiir Fixpunktlogiken eingegangen.

Kapitel 9 ist eine knappe Einfiihrung in den Zusammenhang von Definierbarkeit
und den Approximationseigenschaften von Optimierungsproblemen, und im letzten Ka-
pitel werden verallgemeinerte Quantoren und logische Reduktionen behandelt.

Das Buch behandelt viele Aspekte der Endlichen Modelltheorie und gibt so einen
guten Uberblick. Obwohl viele Bereiche nur kurz angeschnitten werden kénnen, entsteht
ein interessantes Gesamtbild und eine angemessene Beschreibung dieses Gebiets, von der
aus der Leser relativ schnell den Anschluf3 an die aktuelle Forschung gewinnen kann.
Was vielleicht etwas zu kurz kommt, ist die Motivation. Eine ausfithrlichere Darstellung,
was die Hauptanliegen und Fragestellungen der Endlichen Modelltheorie sind, eine syste-
matische Wertung des bisher Erreichten, und eine explizitere Beleuchtung des Spannungs-
feldes zwischen Logik, Komplexititstheorie, Datenbanken und Kombinatorik, in dem
die Endliche Modelltheorie steht, hdtte dem Buch sicher gut getan. Man hétte sich viel-
leicht auch etwas ausfiihrlichere und vor allem systematischere historische Bemerkungen,
sowie mehr Literaturhinweise gewiinscht. (Nur ein Beispiel: Obwohl dem Zusammenhang
von Automatentheorie und Logik als ,,Mikrokosmos der Endlichen Modelltheorie“ ein
eigenes Kapitel gewidmet ist, fehlt jeder Hinweis auf die einschldgigen Arbeiten von
Biichi.)

Insgesamt aber ist dies ein sehr gutes und niitzliches Buch. Es fiihrt sorgfiltig
und griindlich in die wichtigsten Methoden des Gebietes ein, bietet einen ausgezeichneten
Uberblick iiber die zentralen Fragestellungen und fithrt an den aktuellen Stand der For-
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04 (0Op(@)OP,(d)) ein Ai-abhingiges nichtkommutatives Produkt auf X'*°. Ersetzt man
darin % durch einen formalen Parameter, so erhilt man die gesuchte formale Deformati-
onsquantlslerung von C °°(IR2”) die in der Literatur auch unter dem Namen Moyalpro-

Aspekte der Indextheorie mit Themen wie Fredholm-Operatoren und elliptische Differen-
tialoperatoren; besondere Aufmerksamkeit erfahrt das Beispiel des Harmonischen Oszil-
lators. Der Beweis des Satzes iiber die Existenz einer formalen Deformationsquantisie-
rung wird im fiinften Kapitel vorgestellt. Zuerst wird dazu das Weylalgebren-Biindel
W M iiber M konstruiert, das aus formalen Potenzreihen im Parameter / mit Koeffizien-

ten im Raum der symmetnschen kovarlanten Tensorfelder iiber M besteht. Die Produkt-
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wahl und der rote Faden, an dem der Leser von einigen Grundelementen der Differential-
geometrie und Theorie der Pseudodifferentialoperatoren bis zu tiefliegenden Resultaten
der Deformationsquantisierung und Indextheorie gefithrt wird. Den in der Einleitung ge-
stellten Anspruch, ,.selfcontained” zu sein, kann das Buch angesichts der manchmal doch
sehr knappen Darstellung und der wenigen Beispielen allerdings nicht ganz erfiillen. Zu-
dem fillt das Literaturverzeichnis etwas kurz aus. Nichtsdestoweniger wird jeder Leser,
der die Theorie der Pseudodifferentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten kennt, groBen
Gewinn aus der Lektiire von Fedosovs Monographie ziehen. SchlieBlich enthilt das Buch
eine Fiille neuer Ideen und insbesondere fiir den Experten auch geniigend Anregungen
fiir weitere Entwicklungen.

Das Buch von Fedosov ist jedem wirmstens zu empfehlen, der nach einer Dar-
stellung des aktuellen Wissenstandes in der Theorie der formalen Deformationsquantisie-
rung sucht.

Berlin M. Pflaum

Graham, R. L., Grétschel, M., Lovasz, L. (Hrsg.), Handbook of Combinatorics,
2 Bénde, Amsterdam: Elsevier Science 1995, insgesamt 2250S., Dfl260,~ (1.Bd.),
Df1240,- (2. Bd.)

Nun liegt es also vor, das lange angekiindigte Handbuch der Kombinatorik. Die
Erwartungen waren hoch — und jetzt da das Buch auf dem Tisch liegt, kann man sagen,
sie wurden in hohem MaBe erfiillt. Die Idee und Intention der beiden Binde (insgesamt
2200 Seiten) beschreiben die Herausgeber in ihrem Vorwort: “... Despite the dynamic
state of this development [of combinatorics], we feel that the time is ripe for summarizing
the current status of the field and for surveying those major results that in our opinion
will be of long-term importance”, und weiter unten ... the intention of the Handbook is
to provide the working mathematician or computer scientist with a good overview of ba-
sic methods and paradigms, as well as important results and current issues and trends
across the broad spectrum of combinatorics”. Nicht ein umfassender und detaillierter Er-
gebnisbericht war also die Absicht, sondern die Konzentration auf groBe Leitlinien, die
weit in die Zukunft weisen — bei insgesamt 44 Kapiteln und 57 Autoren ein nicht nur dem
Umfange nach gewaltiges Unternehmen.

Schon die Einteilung des Handbuches, nicht wie iiblich in Teilgebiete, sondern in
Ideen und Perspektiven, iiberzeugt. Viele der fundamentalen Resultate erscheinen in meh-
reren Kapiteln, unter einem neuen Gesichtspunkt und in der Interpretation der jeweiligen
Autoren. Band I enthilt

Part I: Structures
mit den Untertiteln: Graphs, Finite Sets and Relations, Matroids, Symmetric
Structures, Combinatorial Structures in Geometry and Number Theory,

Band IT widmet sich den 4 Abschnitten

Part II: Aspects

Part I1I: Methods
Part IV: Applications
Part V: Horizons.

Band I fiihrt, wie schon der Titel besagt, in die grundlegenden Strukturen ein.
Die Themenauswahl ist dabei meist auf die Interessen der Autoren zugeschnitten, und der
Stil variiert von detailliert bis kursorisch. Mir personlich scheinen die Teile II und III,
Aspects and Methods, besonders gelungen. Um die Neugier der Leser zu wecken, seien
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hier die Kapiteliiberschriften und Autoren angegeben. Aspects: Algebraic Enumeration
(I.. M. Gessel und R.P. Stanley), Asymptotic Enumeration Methods (A. M. Odlyzko),
Extremal Graph Theory (B. Bollobas), Extremal Set Systems (P. Frankl), Ramsey Theory
(J. Nesetril), Discrepancy Theory (J. Beck und V. Sos), Automorphism Groups, Isomor-
phism, Reconstruction (L.Babai), Combinatorial Optimization (M. Groétschel und
L. Lovasz), Computational Complexity (D. B. Shmoys und E. Tardos); Methods: Poly-
hedral Combinatorics (A. Schrijver), Tools from Linear Algebra (C. D. Godsil mit einem
Appendix von L. Lovasz), Tools from Higher Algebra (N. Alon), Probabilistic Methods
(J. Spencer), Topological Methods (A. Bjérner). In all diesen Kapiteln wird eine wunder-
bare Tour d’horizon geboten, die in vielen Féllen an die neuesten Ergebnisse heranfiihrt
und fast durchwegs mit einem informativen Literaturverzeichnis ausgestattet ist.

. Schwé%ﬁ:énﬂdagﬂandbncb_natﬁ% 3}1ChJﬂ?i?]r1}rﬂillﬁ ég?qr n_habe

Entstehungszeit) schon heute iiberholungsbediirftig. Die letzten beiden Abschnitte liber
Applications und Horizons liberzeugen nur zum Teil. In Applications ist es nicht allen
Autoren gelungen, wirklich liberzeugend eine Briicke von den konkreten Problemen (vor
allem aus den Naturwissenschaften) zur mathematischen Behandlung zu schlagen. Der
Stil wird manchmal diffus und 148t den roten Faden vermissen, der mathematisch orien-
tierten Lesern am Herzen liegt. Der letzte Teil Horizons hétte wohl besser unter die ande-
ren Abschnitte eingereiht werden sollen, z. B. wiirde das Kapitel Infinite Combinatorics
bestens in Teil II passen. So wirkt dieser Teil etwas abgetrennt vom Rest.

Insgesamt ist den Herausgebern fiir dieses wichtige Werk die grofte Hochach-
tung auszusprechen. Die 2200 Seiten sind (soweit ich das feststellen konnte) fast druckfeh-
lerfrei. Die Querverweise, die Literatur und der Index sind exzellent organisiert. Schade,
daB der Preis in Regionen liegt, der das Handbuch im wesentlichen wohl auf die Biblio-
theken verweisen wird. Es hétte seinen Platz auf jedem Schreibtisch verdient.

Berlin M. Aigner
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gehorige Modell wurde erst 1963 von Roy Kerr gefunden. Wahrend die Schwarzschild-
Metrik geometrisch gut verstanden ist (vgl. z. B. [Besse], Kap. 3), wurde die Kerr-Metrik
von Seiten der Differentialgeometrie bisher kaum beachtet. Diese Liicke wird durch das
nun vorliegende Buch [O’Neill] von Barrett O’Neill geschlossen, das eine detaillierte Be-
schreibung der Kerr-Geometrie, ihrer Geoditischen, ihrer Kriimmung und ihrer maxima-
len Fortsetzung enthalt.

Analytische Metriken verhalten sich &dhnlich wie analytische Funktionen: Wie
diese lokal durch eine Potenzreihe definiert werden konnen, sich aber weit iiber den Kon-
vergenzbereich der Potenzreihe hinaus analytisch fortsetzen lassen, so sind analytische
Metriken anfanglich in bestimmten (physikalisch motivierten) Koordinaten definiert, die
am Rande ihres Bereichs singular werden, wie z. B. Polarkoordinaten im Ursprung.
Durch Ubergang zu neuen Koordinaten 148t sich die Metrik solange fortsetzen, bis sie an
eine ,,wesentliche” Singularitdt sto8t. Typisch fiir Lorentz-Metriken ist, daB solche neu
hinzugewonnenen Bereiche von ,,Horizonten* umgeben sind, d. h. Hyperfldchen, die von
zeit- und lichtartigen Kurven nur in einer Richtung passiert werden koénnen. Da also aus
dem dahinter verborgenen Bereich weder Materie noch Licht entweichen kann, nennt
man solche Bereiche Schwarze Locher. Physikalisch gesehen kénnten Schwarze Locher
beim Kollaps eines Sterns nach Aufbrauchen aller Energiereserven entstehen. Da die Ro-
tationsgeschwindigkeit eines kollabierenden Sterns wegen der Drehimpuls-Erhaltung
wichst, wird der Rotationseffekt beim Schwarzen Loch besonders relevant. Nach gingi-
ger Theorie wird sich das Gravitationsfeld jedes kollabierenden Sterns am Ende wie in
der Kerr-Geometrie verhalten, was dieser Metrik eine besondere Bedeutung gibt.

Ein statisches Schwarzes Loch ist von der Schwarzschild-Metrik her wohlbekannt.
Ein Astronaut, der den Horizont dieser Metrik (Schwarzschild-Radius) passiert, wird aller-
dings nur noch kurz zu leben haben, da er in die wesentliche Singularitit hineingezogen
wird. Das ,,rotierende® Schwarze Loch der Kerr-Geometrie ist vollstindig anders geartet;
dies zu beschreiben ist eine der Absichten des vorliegenden Buches. Es treten die merkwiir-
digsten Phianomene auf: Der Astronaut kann diesmal die wesentliche Singularitit vermei-
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sieren (vgl. Fig. 2.8, S. 88) und in einen Bereich gelangen, in dem keine Kausalitit mehr gilt
und eine Zeitmaschine auf ihn wartet (Fig. 2.5, S. 77). Das Schwarze Loch kann auch auf
hochst seltsame Weise (klassisch) Energie abgeben; es ist also nicht véllig schwarz.

Kap. 1 gibt eine kurze Einfithrung in die Differentialgeometrie der Lorentz-Metri-
ken und stellt (in Abschnitt 1.9, S. 55f) einige der weiteren Ergebnisse fiir die Kerr-Metrik

[}

vor. Kap. 2 beschreibt die Kerr-Metrik zunichst in den urspriinglich gewahlten Koordina-
:é ——c, e S —
]
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Das 4. Kapitel enthélt eine detaillierte Beschreibung der zeit- und lichtartigen
Geoditischen der Kerr-Metrik. Man sieht sofort drei erste Integrale (ErhaltungsgroBen):
das Skalarprodukt des Tangentenvektors sowie zwei andere, die von der zweiparametri-
gen Isometriegruppe (Drehungen und Zeit-Translationen) kommen. Es gibt aber noch ein
weiteres erstes Integral, das die Differentialgleichung der Geodétischen zu einem vollstin-
dig integrablen System macht. Diese vierte ErhaltungsgroBe kommt von einem Killing-
Tensorfeld her, das eng mit den beiden Haupt-Nullrichtungsscharen verbunden ist: dieser
Aspekt wird leider nicht behandelt (vgl. dazu [Wald], S. 321). Der Verlauf der Geoditi-
schen in der maximalen Kerr-Metrik wird in Abhéngigkeit von den vier Erhaltungsgro-
Ben quantitativ und qualitativ beschrieben.

R. Kerr hat die nach ihm benannte Metrik auf Grund folgender Beobachtung ge-
funden: Wegen der beiden Scharen von Haupt-Nullrichtungen (Tangentenvektoren der
ein- und auslaufenden Lichtgeoditischen), die eine solche Metrik besitzen muB, hat der
Kriimmungstensor eine ganz spezielle Gestalt, namlich Typ D der 1954 von dem russischen
Mathematiker A. Z. Petrov gegebenen Klassifikation. Damit beschéftigt sich das 5. Kapi-
tel. Zunédchst wird (sehr schén) die iibliche Aufspaltung eines Kriimmungstensors in Ska-
larkriimmungs-, Ricci- und Weyl-Anteil hergeleitet. Fiir eine Metrik mit Riccikriimmung
Null bleibt nur der Weyl-Anteil W iibrig. Dieser vertauscht mit dem Hodge-Stern-Opera-
tor auf 2-Formen, der fiir 4-dimensionale Lorenzmetriken eine komplexe Struktur ist
(* * = —id). Damit wird W in jedem Punkt zu einer komplex-linearen Abbildung mit Spur
0 auf einem komplex 3-dimensionalen Vektorraum. Wenn W diagonalisierbar ist mit genau
zwei verschiedenen Eigenwerten, sprechen wir vom Petrov-Typ D. Aus der Existenz der
oben erwiahnten zwei Scharen von Haupt-Nullrichtungen wird abgeleitet, daB die Kerr-
Metrik (ebenso wie die Schwarzschild-Metrik) von diesem Typ sein muB.

Eine vergleichbar ausfiihrliche Darstellung der Kerr-Metrik ist [Chandrasekhar].
Dieses Buch geht betrichtlich tiber [O’Neill] hinaus; die behandelten Gegensténde finde
ich aber in [O’Neill] tiefergehend und besser verstiandlich dargestellt. Was man bei O’Neill
nicht findet, ist die Physik auf dem Hintergrund der Kerr-Metrik (Elektrodynamik, Ther-
modynamik, Quantentheorie); hierzu vgl. [Chandrasekhar] und [Wald]. Als Mathemati-
ker vermif3t man etwas schmerzlicher, daB keine Herleitung der Kerr-Metrik gegeben
wird. Ahnlich wie im Schwarzschild-Fall bestimmen die Symmetrieannahmen, die asym-
ptotische Flachheit und das Verschwinden der Riccikrimmung die Kerr-Metrik bereits
eindeutig, vgl. hierzu die Darstellung in [Chandrasekhar], die aber vom mathematischen
Standpunkt nicht ganz befriedigt. Die Literatur zu den mehr strukturellen Aspekten die-
ser Herleitung (Zusammenhang mit harmonischen Abbildungen mit Werten in Symmetri-
schen Riumen) wurde kiirzlich in der Diplomarbeit [Kollross] aufgearbeitet.

Die Kerr-Metrik birgt eine Fiille von interessanter Geometrie und Analysis. Vie-
les davon scheint mir noch nicht vollstindig verstanden zu sein. Es ist zu wiinschen, dal3
das schéne Buch von O’Neill die Neugierde und das Interesse vieler Leser weckt.

[Besse] Besse, A. L.: Einstein Manifolds. Springer 1986

[Chandrasekhar] Chandrasekhar, S.: The Mathematical Theory of Black holes. Clarendon
Press, Oxford, 1983

[Kollross] Kollross, A.: Die Kerrmetrik in der Allgemeinen Relativititstheorie. Di-
plomarbeit, Universitat Augsburg 1994

[O’Neill] O’Neill, B.: The Geometry of Kerr Black Holes. A. K. Peters, Wellesley,
Massachusetts, 1995

[Wald] Wald, R. M.: General Relativity. The University of Chicago Press 1984

Augsburg J. H. Eschenburg
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Jost, J., Riemannian Geometry and Geometric Analysis (Universitext), Berlin
u. a.: Springer 1995, 401 S., softcover, DM 78,~

In den letzten Jahrzehnten ist die Riemannsche Geometrie ein sehr lebhaftes For-
schungsgebiet gewesen. Es ist daher eine wichtige und reizvolle Frage, ob und inwiefern
man den Studenten diese Entwicklung schon bei der ersten Begegnung mit dem Gebiet
nahebringen kann.

Es sind sehr viele neue Lehrbiicher der Riemannschen Geometrie in den letzten
Jahren erschienen. Das vorliegende Buch, das aus einer dreisemestrigen Vorlesung des
Verfassers an der Universitit Bochum entstanden ist, scheint mir wegen der Breite der be-

handelten Themen 7n.den interessantesten zu gehdren, Der Sgl.macnmnkt ist eher auf der

analytischen Seite, im Unterschied zu der Mehrzahl der Lehrbiicher, die sich an Anfanger
richten. So ist z. B. das letzte Kapitel ein langer Bericht iiber harmonische Abbildungen,
in dem auf viele neuere Ergebnisse eingegangen wird. Sehr reizvoll finde ich die kleinge-
druckten Bemerkungen, die der Verfasser Perspectives nennt. Hier wird der Leser sowohl
auf die historische Entwicklung hingewiesen wie auch Ausblick auf die aktuelle For-
schung gegeben. Vom Nachteil ist, daB dadurch die Literaturangaben durch das ganze
Buch verstreut sind und nicht am Ende des Buches wie iiblich angefiihrt werden. Leider
hilft der Index hier wenig. Die Notation bezieht sich vorwiegend auf lokale Koordinaten.
Das wird sicherlich vielen nicht gefallen, obwohl alles andere bei der Stoffauswahl unna-
tiirlich oder unmoglich wire.

Das Buch fingt nach einem einfiihrenden Kapitel mit De Rham-Kohomologie
und harmonischen Differentialformen an. Dann werden kovariante Ableitungen und
Zusammenhinge eingefiihrt. Hier richtet sich der Formalismus nach dem, was in der
Eichtheorie iiblich ist. Es wird dann auf die einfachsten Grundlagen der Yang-Mills-
Theorie eingegangen, die erste Variation fiir das Volumen einer Untermannigfaltigkeit
hergeleitet und die Bochner-Methode am Beispiel der harmonischen 1-Formen einge-
fiihrt.

Dann kommt ein Kapitel iiber Geoditische und Jacobifelder, in dem zunéchst
der Morsesche Indexsatz und der Satz von Bonnet-Myers bewiesen werden. Die Darstel-
lung unterscheidet sich hier wenig von den iiblichen Lehrbiichern, auBer daB3 etwas mehr
Funktionalanalysis benutzt wird. Das Kapitel wird fortgesetzt mit einer ausfithrlichen
Diskussion von Jacobi-Feld-Abschitzungen und deren Anwendungen. In einem kurzen
Kapitel, das sich anschlieBt, werden einige Resultate iiber Kriimmung und Topologie
ohne Beweis zitiert. Es handelt sich hier um eines der schonsten Kapitel der Riemann-
schen Geometrie. Der Verfasser geht zurecht wenig auf diese Sachen ein, denn das Einfa-
chere ist oft genug dargestellt worden und das Schwierigere gehort in ein anderes Buch,
auf das wir immer noch warten miissen.

Jetzt kommt ein Kapitel mit einer Einfithrung in die Morse-Theorie und Anwen-
dungen auf geschlossene Geodatische. Der Satz von Lusternik-Fet, daB3 es auf einer kom-
pakten Riemannschen Mannigfaltigkeit nichtkonstante geschlossene Geoditische gibt,
wird bewiesen. Geschlossene Geoditische sind ein schénes Thema, auf das wenige Lehr-
biicher eingehen. Hier ist natiirlich kein Platz fiir eine ausfiihrliche Darstellung. Schén
wire es, wenn dieses Gebiet in nicht allzu ferner Zukunft neu aufgearbeitet wiirde. Der
Verfasser benutzt hier die altbewihrte Methode der endlichdimensionalen Approximatio-
nen, aber in einem spiteren Kapitel wird auf die Palais-Smale-Bedingung eingegangen,
mit der diese meistens vermieden werden konnen.

Das nichste Kapitel behandelt zundchst kurz Kéhler-Mannigfaltigkeiten und
gibt dann eine Einfithrung in die Theorie symmetrischer R4dume bis dahin, wo die Theorie
Liescher Gruppen vorausgesetzt werden miite. Der Verfasser enthdlt dem Leser die
Strukturtheorie nicht ganz vor, denn geschickterweise wird die Wurzelraumzerlegung und
dhnliches am Beispiel des Raumes SL (n, R) SO(n) erldutert.
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Das letzte Kapitel, in dem harmonische Abbildungen behandelt werden, ist das
lingste und wird den schon eingeweihten Leser am meisten interessieren. Hier gehort der
Verfasser auch zu den bekanntesten Experten. Zunichst werden harmonische Abbildun-
gen von Flichen ausfiihrlich diskutiert: Existenzsiitze werden bewiesen, und es wird auf
das Phanomen des Abspaltens von minimalen 2-Sphiren eingegangen. Weitere Themen
in diesem Kapitel sind Regularititssitze, die Bochner-Methode und Existenz- und Ein-
deutigkeitssitze fiir harmonische Abbildungen in Mannigfaltigkeiten nichtpositiver
Kriimmung.

Ich bin mir nicht sicher, ob Studenten in mittleren Semestern den Beweisen im-
mer gut folgen kénnen werden, denn sie sind doch oft recht knapp. Inspirierend fiir sie ist
das Buch bestimmt. Fiir die Dozenten, die eine Vorlesung iiber Riemannsche Geometrie
planen oder lesen, sollte dieses Buch auch hilfreich sein. Das Buch liefert sicherlich auch
eine gute Antwort zu der Anfangs erwiihnten Frage, wie man die moderne Entwicklung
der Riemannschen Geometrie in einem Lehrbuch beriicksichtigen kann.

Koln G. Thorbergsson

Padberg, M., Linear Optimization and Extensions (Algorithms and Combinato-
rics Bd. 12), Berlin u. a.: Springer 1995, 449 S., DM 148 —

This book gives a very impressive overview over (theoretical and practical) as-
pects of Linear Programming from the standpoint of an author who is strongly interested
and experienced in extremely high-dimensioned real-world applications of Linear Pro-
gramming. In this sense it is a significant completion and augmentation of the existing
literature. Most books in this field had turned out to be either theoretically or practically
oriented. Here, the reader gets convinced that theory is not explained as a self-purpose
and that practical problems are attacked only after a rigorous analysis of the theoretical
background.

This philosophy and this way of doing mathematics come up in the structure of
the book. It includes a lot of application problems which are discussed verbally in detail
before the author turns to a mathematical model for the real problem and before he de-
scribes the solution procedure. Also the intention of the author is reflected by inclusion of
a chapter on combinatorial optimization resp. integer Linear Programming, which seems
to be the ultimate goal.

The authors starts with some practical examples, before he presents the typical
forms of Linear Programming problems. Chapters 3 and 4 make the reader familiar with
the basic calculus and argumentation in standard Linear Programming. Finally, in Chap-
ter 5, the Simplex-Algorithm is introduced. The author puts stress on not dealing with
Tableau-Methods. Instead he directly addresses the matrix-oriented representation of the
revised Simplex-Method in order to get on the fundamentum for solving large dimen-
sioned problems efficiently. The corresponding Linear Algebra is given in detail. Less at-
tention is directed towards complexity questions, as e.g. the existence of problem-families
with exponential many pivot steps. These questions are ironically comprehended as
“worstcasitis of the 70’s”. Another aspect, namely the simple geometric interpretation of
walking on edges from vertex to vertex, is also put into the background.

Chapter 6 deals with duality-theory of Linear Programming and Chapter 7 is en-
titled Analytical Geometry, but essentially deals with Polyhedral Theory, which is given
in a very convincing way, in order to prepare the polyhedral combinatorics of integer pro-
gramming. Special emphasis is laid on “double description algorithms” which show the
way from inequality-systems for polyhedra to finite generation and vice versa. Also in
great detail the author discusses and calculates the digital sizes of rational polyhedra
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based on the finite precision of number representation in computers. In addition, many
methods, which are extremely valuable for achieving numerical stability, are explained.

In Chapter 8, the author gives a very interesting and illuminating explanation of
different approaches to interior-point methods. These pages reflect his point of view and
help very much to recognize the essential concepts in the overwhelming flood of papers in
that field. I find this chapter very helpful for understanding, what is going on, from a
more distant and neutral point of view.

After that, in Chapter 9, the reader finds an intensive study on Ellipsoid Algo-
rithms, which is less justified by the numerical efficiency of that method, but by the theo-
retical polynomiality of Linear Programming, which could be proven using this approach.
These polynomiality-issues, together with the parallel problem of separation of violated
inequalities form the main theoretical support and backbone for the branch-and-cut-algo-
rithms used for combinatorial optimization.

Finally, as already mentioned, the author comes to his most successive field of
applications, namely combinatorial optimization. What he writes in about thirty pages,
gives — having all the theory of Linear Programming available — a very interesting and
instructive insight how and why combinatorial methods based on LP-methods work (so
efficiently).

Summarizing, I feel that this book is a very valuable contribution to the literature
on Linear Optimization. It will be extremely useful for all who have to deal with high-
dimensional applications and for all who want to learn about the different approaches of
the LP-community to attack the intrinsic difficulty of large-scaled linear-, integer-, mixed-
integer- or combinatorial optimization problems.

Augsburg K. H. Borgwardt

Tenenbaum, G., Introduction to analytic and probabilistic number theory (Cam-
bridge Studies in advanced Mathematics 46), Cambridge University Press 1995, 448 S.,
£45.00

Zwar gibt es zahlreiche Biicher zur analytischen Zahlentheorie, aber nur wenige
sind originell, elegant und motivierend. Seit einigen Jahren kursierte in Insiderkreisen eine
erweiterte Vorlesungsausarbeitung von Gérald Tenenbaum (auf franzésisch), die oft hoch
gelobt wurde, doch aufgrund ihrer beschridnkten Verbreitung auBerhalb Frankreichs
recht wirkungslos blieb. So ist es besonders erfreulich, wenn Cambridge University Press
dieses Buch jetzt auf Englisch einem breiteren Publikum zugiinglich macht.

Der Verfasser hatte es sich zur Aufgabe gemacht, gleichzeitig dem fortgeschritte-
nen Studierenden eine in sich geschlossene Einfithrung in die analytischen Methoden der
Zahlentheorie zu geben und dem Experten zu grundlegenden Fragen handbuchartig Wis-
sen bereitzustellen. DaB bei diesem Anspruch ein umfangreiches Werk von rund 450 Sei-
ten entstanden ist, sollte nicht verwundern. Dabei wird allerdings ein eindrucksvolles Pro-
gramm bewiltigt, das eine ausfiihrliche Diskussion lohnt.

Der Text ist in drei Kapitel gegliedert und diskutiert nacheinander elementare,
funktionentheoretische und probabilistische Methoden. Die im ersten Kapitel behandel-
ten Themen Mertenssche Primzahltheorie, arithmetische Funktionen und Dirichletreihen
lassen eine klassische Darstellung vermuten, doch der mit der Materie vertraute Leser
Bl wrer wis ivdjidvella Wardnuren ndocdonBinir e cionic balrenstvrec des

gar neuer Methoden und Beweisanordnungen iiberrascht. Eine Perle ist bereits auf den
ersten Seiten zu finden: die Chebychevschen Abschitzungen fiir die Primzahlzihlfunktion
werden sehr rasch und durchsichtig nach einer Methode von Nair (1982) hergeleitet. Viele
weitere Beispiele lieBen sich anfiigen.
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Im Kapitel iiber elementare Methoden finden sich auch Abschnitte iiber Siebe
(Eratosthenes, Brun und das ,,groBe“ nebst Anwendungen auf Primzahlzwillinge u. 4.)
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nutzten Definition ist die Zuordnung schliissig: jede von komplex-analytischen Hilfsmit-
teln freie Methode ist elementar.

Der funktionentheoretische Abschnitt beginnt mit einer Darstellung der Rie-
mannschen Ideen bis hin zum Primzahlsatz. Unter der Uberschrift Selberg-Delange me-
thod wird eine selten in Biichern zu findende Technik zur Diskussion gestellt, die fiir Di-
richlet-Reihen, die im gewissen Sinne einer Potenz der Riemannschen Zetafunktion nahe-
kommen, dem Primzahlsatz verwandte asymptotische Aussagen liefert. Dieser Teil gehort
ebenso wie der nachfolgende Abschnitt iiber Taubersitze zu den Hohepunkten des Bu-
ches. Zum SchluB dieses Kapitels werden Primzahlen in arithmetischen Progressionen be-
sprochen. Dieses auch in Anwendungen so wichtige Thema hatte eine ausfiihrlichere Be-
handlung verdient, wenigstens einen Beweis fiir den sehr wichtigen Satz von Siegel-Wal-
fisz, der nur zitiert wird, hitte man sich gewiinscht. Dies ist allerdings die einzige kritische
Anmerkung zur Stoffauswahl, und der Verfasser verweist durchaus berechtigt auf mehre-
re gute Quellen zu diesem Fragenkreis.

Das letzte Kapitel gibt eine Einfiihrung in eine von statistischen Ideen geprigte
Theorie arithmetischer Funktionen, einem Arbeitsgebiet des Verfassers. Es gibt eine Rei-
he weiterer Darstellungen dazu, vor allem die Grundlehrenbinde von Elliott (Probabili-
stic Number Theory I, II, Springer, New York 1979/1980), doch immer wieder besticht
das vorliegende Buch durch seine erfrischend andere Darstellung. Hier kommt eine Vor-
liebe des Autors zugunsten komplex-analytischer Methoden besonders zum Tragen, diese
Tendenz deutet sich aber schon frith an (z. B. kommt bei der Begriindung des grofen
Siebs der Satz von Paley-Wiener iiber ganze Funktionen endlicher Ordnung zum Einsatz,
obwohl es erheblich ,,elementarere” Zugénge gibt).

Am Ende jedes Abschnitts folgen ,,Notes“ mit wohlbegriindeten historischen
Kommentaren und Hinweisen auf aktuelle Literatur. So wird der Leser liber den Haupt-
text hinaus bis an die Forschung herangefiihrt. Besonders hervorzuheben sind in diesem
Zusammenhang auch die zahlreichen Aufgaben, die ebenfalls als Ergénzung des Haupt-
textes angesehen werden konnen. Freilich gehen viele dieser Aufgaben weit iiber das hin-
aus, was zur Zeit unter Ubung verstanden wird. Lassen wir den Verfasser selbst spre-
chen'): ... we have tried to break away from an unfortunate modern tendency by only propo-
sing exercises which are soluble without excessive ingenuity or exceptional technical skill.
Gerade deshalb sind sie eine Fundgrube auch, aber nicht nur, fiir den Experten. Ein Band
mit Lésungen soll in Kiirze folgen.

Auf der hinteren Umschlagseite steht zu lesen: We guarantee that this work will
rapidly become a classic. Dem ist nur noch hinzuzufiigen, daB in diesem eindrucksvollen
Buch nicht nur sehr viel zu finden ist, auch das Lesen darin ist ein Vergniigen.



Pieper (Hrsg.)
Korrespondenz
Adrien-Marie
Legendre -

Carl Gustav Jacob
Jacobi

Mit einem Essay
»C.G.). Jacobi in Berlin«

Herausgegeben von

Dr. Herbert Pieper
Berlin-Brandenburgische Aka-
demie der Wissenschaft Berlin

1998. ca. 320 Seiten.
16,2 x 22,9 cm.
(TEUBNER-ARCHIV
zur Mathematik)
Kart. ca. DM 88,-
OS 642,/ SFr 79,
ISBN 3-8154-2128-4

Die Mathematiker Adrien-Marie
Legendre (1752 — 1833) und Carl
Gustav Jacob Jacobi (1804 — 1851)
haben von August 1827 bis Juni 1832
einen Briefwechsel gefiihrt, der
nach Inhalt und Umfang zu den
bemerkenswertesten, bedeutend-
sten und interessantesten mathe-
matischen Korrespondenzen der
ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts
gehort.  Mathematischer Hinter-
grund ist der beriihmte Wettstreit
zwischen Niels Henrik Abel (1802 —
1829) und Jacobi um den Ausbau
der von ihnen eingeleiteten Theorie
der elliptischen Funktionen.

Die in franzésischer Sprache ge-
schriebenen Briefe werden hier
erstmals zweisprachig ediert: sowohl
in der Originalsprache als auch in
einer fiir diese Edition angefertigten
deutschen Ubersetzung.

Die Kommentierung der Briefe aus
heutiger Sicht erfolgt sowohl in FuB-
noten als auch in einem neuverfal3-
ten Anhang. AuBerdem enthilt der
Band — anliBlich des Internationalen
Mathematikerkongresses in Berlin —
einen Essay iiber Jacobis Leben und
Wirken in dieser Stadt.

Preisinderungen vorbehalten.

B.G. Teubner Stuttgart - Leipzig

Postfach 80 1069 - 70510 Stuttgart




Burenkov
Sobolev Spaces
on Domains

Von Prof. Dr.
Victor |. Burenkov
University of Wales

The book is intended for graduate
and post-graduate students and for
researchers, especially those who
are not specialists in the theory
of function spaces and need to
use Sobolev spaces as a tool in
their investigations. The main con-
cern is with Sobolev spaces defined
in domains. The main topics are
approximations by infinitely diffe-
rentiable functions, integral repre-
sentations, embedding, trace and
extension theorems.

1998. 312 pages. 16,2 x 23,5 cm.
(TEUBNER-TEXTE zur
Mathematik, Vol. 137)

Paper DM 78,-

OS 569,/ SFr 70,—

ISBN 3-8154-2068-7

Prices are subject to change without notice.

B.G. Teubner Stuttgart - Leipzig

Postfach 80 1069 - 70510 Stuttgart







Weickert
Anisotropic
Diffusion in
Image Processing

By Dr. Joachim Weickert
University of Copenhagen,
Copenhagen/Denmark

1998. XIl, 170 pages.
16,2 x 23,5 cm.
Bound DM 48,—

OS 350,—/ SFr 43,—
ISBN 3-519-02606-6

(European Consortium for
Mathematics in Industry — ECMI)

This book is the first monograph
on nonlinear partial differential
equations for image smoothing and
enhancement. These recent me-
thods belong to the mathema-
tically best-founded image pro-
cessing techniques. One of their
main applications is the creation of
multiscale image representations,
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