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Infinite Dimensional Diffusions
in Modelling and Analysis

J. Zabczyk, Warsaw

There exists an important interplay between the theory of parabolic and ellip-
tic equations and the theory of Markov processes. This was first noticed by L. Bache-
ller [3], A. Emsteln [24], M. Smoluchowskl [43] and N Kolmogorov [33]. Probablhstlc

theory provided tools for finding formulae for probabilistic quantities. This intimate
connection guided L. Gross [29] and Yu. Daleckij [12] in their approaches to the the-
ory of partial differential equations on Hilbert and Banach spaces. The infinite dimen-
sional theory is developing rapidly. The probabilistic objects behind the new theory
are the so called infinite dimensional diffusions, which have appeared in physics, po-
pulation biology, chemistry and economics. Modelling questions stimulated the de-
velopment of the theory.

The aim of the paper is to present some recent and typical results from the field
in a rather self-contained way.

I Infinite dimensional diffusions in Modelling

§ 1. Introduction

We start from recalling some facts about diffusions in R”, see e.g. [52], [25].
Diffusion operators are PDE operators L of the form,

22‘1’1( a a +ZA ax,

i,j=1

- ; Trace [Q(x) ()] + (A(x), gx(x), x € R,

where ¢ is a real function on R", Q(x) = (g;;(x)), x € R" is a positive definite matrix
and A(x) = (41(x), ..., 4x(x)), x € R"is a given vector function. The corresponding
parabolic equations

%(M) = Lu(t,x), t>0,x€R"
u(0,x) = p(x)

(1)



48 J. Zabczyk

are called diffusion equations, [25], [23], [S1] and their solutions, regarded as operators
acting on initial functions ¢,

u(t,x) = Pip(x), t>0,x€R",
form diffusion semigroups (P;),
Pl+x=PtP.Ya taSZO'

Similar concepts have been studied in open subsets O C R”, see [25], [22],[23],
[34].

Diffusion equations discribe, for instance the evolution in time of concentra-
tions of chemical substances and density functions in population models.

There exists a close connection between diffusions and probability noticed
first by L. Bachelier in 1900. Let us recall that the probability theory starts from a
set © equipped with a o-field of subsets F and a normalized measure IP on F called
probability. The system (Q, F, IP) is called a probability space. The Lebesgue integral
of a function Z defined on 2,

|z

is called the expected value of Z and denoted as IE(Z) or (Z). Let Ebeasetand £a
o-field of subsets of E. Any measurable transformation X from 2 into E'is called ran-
dom variable with values in E. If E is a Hilbert or Banach space, £ is chosen to be the
Borel o-field of subsets of E, denoted by B(E). Any random variable X transports the
measure IP onto a measure p named the distribution of X or the law of X,

uT)y=Pw: X(w)el'), TeCt.

The distribution of X will be denoted by £ (X). A stochastic process with va-
luesin Eis a family X (£), t > 0 of E-valued random variables. Wiener processon R" isa
family of random variables W (f) : 2 — R",t > 0 defined on a probability space with
the following properties
i) W(0,w)=0, weq,

(i) For every w € Q, W(-,w) is a continuous function,
(ili) For arbitrary0 < s <¢,

LW()— W(s)) = L(W(t—s)).

(iv) For arbitrary 0=ty <t <t <...< the law L((W(n)— W(t)),.--,
W (ty) — W(tk-1))) on (R"Y* is equal to the product of laws £ (W (t;) — W (1)), .. -,
L(W(tk) — W(tk-1))-

In the probabilistic jargon the properties (i)-(iv) are usually phrased as fol-
lows. Wiener process is a stochastic process starting from 0, with continuous trajec-
tories and with time homogeneous, independent increments. Wiener process is often
regarded as a mathematical model of the Brownian motion.

The following result was established by N. Wiener in 1923 [50].

Theorem 1. Define Q = [0,1), F = B([0,1)) and let 1P = X be the Lebesgue
measure on [0, 1).
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(1) For arbitrary symmetric, nonnegative definite nxn matrix Q, one can construct, on
([0, 1), B([0, 1)), A) an R"-valued Wiener process W (t) = (Wy(t), ..., W,(t)) such that
0 = (IE(Wi(1) W;(1))).
(ii) Fort > 0,x € R" and a continuous bounded function ¢ define
W*(t) =x+ W(t), u(t,x)=IE(@W())), t>0,xeR"
Then ‘

™ — I’r‘?—l—=—' ﬁ — _?
|
{

R

ou 1
I

/

Wiener process corresponding to Q will be denoted by Wy(¢), ¢ > 0. Probabil-
istic formulae for solutions to diffusion equations, with general operator L, were ob-
tained by K. Ito in 1942 [30].

Theorem 2. Let A : R" — R" and B : R" — L(R", R") be bounded, Lipschitz
continuous functions from R" into respectively R" and the space L(R™, R") of linear
transformations from R™ into R" and Q a nonnegative definite mxm matrix. For arbi-

trary x € R" the following equation:
oX oWy
B (1) = A(X(1)) + B(X(1)) TR

X(0)=x

2) (), t>0,

has a unique solution X*(t),t > 0. Moreover for arbitrary bounded continuous o, the
function u: :

(3) u(t,x) = EB(p(X*(1))), t>0,x€ R’
satisfies equation (1), where

4)  Q(x)=B(x)QB"(x), xeR,

with B*(x) denoting the adjoint matrix to B(x).

The equation (2) should be understood as an integral equation:

X(t)=x+/0 A(X(s))ds+/OIB(X(S))dWQ(s), t>0.

Although the trajectories Wy(t,w),t > 0 are, for IP-almost all w € Q, no-
where differentiable, the integral,

/’B(X(s))dWQ(s), >0,
0

was defined by Ito in a way resembling the construction of the Riemann-Stieltjes in-
tegral. Solutions to (4) are called diffusion processes, or diffusions. They can be re-
garded as mathematical models of a particle movement in a diffusing substance.
The functions A(x) and O (x) x € R" are called the Jrift and the diffucion wmatriy of
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§2.2. Spin models

Interprete elements y of Z¢ as atoms then a configuration is basically any real
function x defined on Z¢. The value x(7y) of the configuration x at the point y can be
viewed as the state of the atom « and, in some situations, is called the spin of ~. Phy-
sical properties of the lattice systems are determined by a matrix (a, /)w' zd of global
interactions and a function f : IR — IR of local interaction. Let

Wolt) = (Wy(0)), gar 120,

be the Wiener process, corresponding to the matrix Q = (g, /)7jeld)’ introduced in
§2.1. Let X, (¢) be the state of the atom v € Z¢ at moment ¢ > 0. The processes
Xy,v € Z°, satisfy the following equations:

D= 5 (041, 0) + R0, el

X,(0) = x(v).

(™)

We have for instance the following existence result, see [18], in which lf,(Zd)
stands for the Hilbert space of sequences (x('y))7 g4 Such that S x2(y)e M < 400,

where || = 1| + ,,,+ |yal, fory = (m »,,7) € Z°.

Theorem 4. Assume that,
(1) There exist constants R, M > 0 such that

ayj=0 if |y—jl>R,
la,j| <M forall v,j€ Z°,

(i) Function fis of the formf = fo + fi, where fy is Lipschitz continuous and fo(€) + né,
¢ € R, is continuous and decreasing for somen € Rand | f1(€)| < co(1 +]£]%),€ € R,
for some co > 0and s > 1,

(iii) Q is a bounded nonnegative operator on I*(Z%).

Thenforarbitrary x € lf, (Z9) there existsaunique solution X (1) = (X5(8) to (D).

§2.3. Spatially homogeneous random evolutions

We replace the lattice Z¢ by the Euclidean space IR?. By the state x we under-
stand now a function x(¢), ¢ € IR?. Let A be the Laplace operator and f*R—-1R
b : IR — IR given functions.

The growth of a population in a random environment, see [21], can be de-
scribed by equations of the type:

O (08 = AX (1) +1(X(1,9) +b(x (1,9) 202 1.6

X(0,6) =x(¢), ¢eRYt>0,

)

(8)

where Wy (), ¢ > 0is a Wiener process, taking values in the space of tempered distri-
butions S’(IRY), determined by the convolution operator Q:

Ox=Tx*x.
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Here T is a given, positive definite distribution. One can construct Wy(1),
t > 0asaprocess taking values in a Hilbert space Ucontained in S’ (IR?), see[31], [41].

Again, under appropriate conditions, equation (8) has a well defined solution
in the Hilbert space Lé(le) of functions x satisfying

| #ele0de < +oc. where o(6) =¢ €, e R,

In fact we have the following special case of a theorem from [41].

Theorem 5. Assume that the distribution T is a Fourier transforms of a measure
L such that either y is finite or absolutely continuous with respect to Lebesgue measure
and vy = % € L?, p € [l,4oc]. If fand b are Lipschitz functions and

1N\ d
(1-3)5 <

then there exists a unique solution to (8).
Of special interest are linear equations

Ox 19} WQ

—=A 1) —= = X.
©) S =AX+X(0Z2L, X(0)=x

It is shown in [45], [46], that solutions to (9) have strict positivity property: if
x >0 and x > 0 on a set of positive measure, than X (¢,£) > 0 for all ¢t > 0 and all
¢ € IR?. Consequently the so called Cole-Hopf transformation can be applied to X
to construct a new process Y-

Y(z,@:—(f’—logxo,f),..‘,ilog)m,o), (>0, £>0,

8§ 1 3§d
which is a solution of the following Burgers equation:
oY 0
(10) E—AY—(Y,V&)Y—FEVgW.

of great importance in statistical physics [8]. In equation (10), V ; denotes the gra-
dient operator. This way one could construct a stationary solution to (10), see [8],
[45].

§ 3. Comments on existence theorems
For all the introduced examples the drift operator 4 was of the form
(11)  A(x) = Ax + F(x)

with A a linear, differential operator and F a nonlinear operator usually more regular
than A. In general both operators .4 and F are defined only on dense subsets of H. In
all cases of interest the linear, nonstochastic equation,

Oy .
= Y0 =xeH
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has a unique solution y *(¢), ¢ > 0, continuously dependent on x. This is equivalent to
the requirement that the operator A generates a Cy-semigroup of linear operators
S(¢),¢ > 0 on H and that y*(¢) = S(1)x,t > 0,x € H, see [52], [17].

The diffusion operator B(x) is, for each x € H, a linear operator from the
space U, in which the process Wy(-) takes values, into the space H. Very often B(x)
is well defined only for a dense set of states x € H. With the decomposition (11) the
general equation (6) becomes

17).4 oWy

(12) at—AX+F(X)+B(X) TR

X(0) = x.

By a mild solution to (12) one understands a stochastic processes ¢ > 0, taking
values in H, satisfying integral equation:

t

X(1) = S(t)x+/OIS(I—s)F(X(s))ds—i—/0 S(t—95)B(X(s))dWo(s).

The integrals, on the right hand side of the equation, should be well defined.
As for deterministic evolution equations the main difficulty to prove existence of the
solutions to (12) is related to the unboundedness of the coefficients. Deterministic
techniques like: variational, compactness and dissipativity methods, fixed point
methods, Galerkin-Faedo approximations, have been extended to the stochastic si-
tuation.

There exists a vast literature on that topic see e.g. [5], [39], [20], [49], [48], [34],
[42], [31], [17).

II Infinite dimensional diffusions in Analysis

Theorem 2 and in particular formula (3) indicate a probabilistic way of con-
structing solutions to a class of parabolic equations on infinite dimensional spaces.
This approach to infinite dimensional analysis was proposed first by L. Gross [29]
and Yu. Daleckij [12].

If X*(¢),t > 0 is a diffusion process on separable Hilbert space H, solving
equation (12), then the function,

(13)  u(t,x) = E(p(X*(1))), t=0,x€H,
is a candidate for the solution of the following parabolic problem on H,

O x) = %Tr O(x )t (£, %) + (x, A" (1, X)) + (F(x), ux(t, %))

ot
= Lu(t,x),
u(0,x) = p(x), xe€ H,t>0,

where Q(x) = B(x)QB*(x).
We will restrict our discussion here to the regularity property of u(-, -) given by

(14)

(13).
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§ 4. Hypoellipticity

- - - ~ = e

bounded continuous functions on H. Let (P;) be the transition semigroup corre-
sponding to the diffusion X*(¢),x € H. Thus

Pip(x) = E(p(X*(1))), t20,xeH.

According to our notation, see (13), P;p(x) = u(t,x),t > 0,x € H.

We say that the problem (14) is hypoelliptic or that the semigroup P, is hypo-
elliptic, if for arbitrary ¢ € By(H), Pyp € Cp(H), for all ¢ > 0, [52]. If (P,) is hypo-
elliptic than usually a stronger property holds: for > 0 and ¢ € B,(H), P, is con-
tinuously differentiable or even of class C*°, see [52], [36]. This is an important analy-
tical concept.

In the final dimensional case, if the symmetric nonnegative matrices
O(x),x € H are nondegenerate, then (14) is hypoelliptic, [25]. In the case of infinite
dimensional H the situation is different [29]. For instance if Q is a self-adjoint trace
class operator on H, (Qx, x) > 0 for x # 0, then the problem (14) corresponding to
Q(x) = 0,4 =0,F = 0 is not hypoelliptic, see [29], [53], [L7]. Thus the semigroup
corresponding to a Wiener processe taking values in an infinite dimensional Hilbert

B e

man [27], that the Liouville theorem is not true for an infinite dimensional Laplace
operator.

It has been noticed in 1981, independently by B. Gaveau [26] and by J. Zab-
czyk [53], that there exist infinite dimensional semigroups corresponding to linear
equations which are hypoelliptic. Let P,, ¢ > 0 be the transition semigroup corre-
spondine to a linear eauation
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H = L*(0,1), see [40],

). 4 oX 8W,
—5; (18 = e (l ) +/(X(1,6) +b(X(1,8)) 7~

X(,0)=X(1,1)=0, t>0, X(0,~)=x(-) EH,
where, f,b: IR — IR.

Theorem 7. Assume that f and b are Lipschitz functions and for some positive
¢>0,]b(r)| > ¢, for all r € R. Then the parabolic problem (14) corresponding to
(17) is hypoelliptic.

(17) (t,§), >0,

An essential role in the proof of Theorem 7 was played by an infinite dimen-
sional version of a Bismut-Elworthy-Xe formula:

(Dx(Prp)(0)) = (X (0) [ (BOCE)DX"(5) o b, dWi(s),

where D, denotes the Fréchet derivative and D, X~ (s) o A, the value of the Fréchet de-
tirenf X ) in thedd =watisnel nadf

Y

Hypoellipticity is not only a natural analytical concept but plays also an im-
portant role in the study of the assymptotic properties of diffusion processes, see [19].
Together with the so called irreducibility of P,, t > 0, taking place in majority of cases,
it implies uniqueness of an invariant measure y for the corresponding diffusion and
the identity

Pixr(x) — p(T) as 1 — oo,

for arbitrary Borel subset I" of H. In the formula, xr stands for the characteristic func-
tion of I'. This is why hypoellipticity was studied for many specific semigroups and
equations. For a rather detailed description of this line of research we refere to [19].

§ 5. Parabolic equations in open sets

Let O C H be an open subset of H and consider the parabolic problem:

é;—L:(t, X) :% Trace Q(x) uxx(t,x) + (x, A" u(t,x))

+(F(x),ux(t,x)), t>0,x€0,
limu(z,x) =0, ye€d0,1>0,
x€0

u(0,x) = p(x), x€O.

(18)

If X*(¢),t > 0 denotes the diffusion process determined by the equation (12)
then a solution to (18) is given by

u(z,x) = ]E(W(Xx(t))XTXN‘)v t 2 O,X S Hs
where

™ = inf {t > 0; X(z,x) € 0},
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and x,x-, denotes the characteristic function of =¥ > ¢. The formula,

PPo(x) = E(o(X* (1) Xrx51)s

defines a semigroup (P ?) of linear operators on B,(0), see [23], [9].

We will restrict our attention only to the equation (18) for which Q(x) = Q
and F(x) = 0,x € H and will formulate two results on regularity of P%p(x),? > 0,
inside of O and at the boundary points. The latter result shows essentially new phenom-
ena in the infinite dimensional case.

Assume that (16) holds and define I'(¢) = Qfl/zS(t),t > 0. We will require
that,

t
(19) _ for some o € (0.1). / sTEUSNOY2 L, ds < +oo. 1> 0.

[15].
Theorem 8. Assume (19) and that for some ¢ > 0, 6 > 0,

C
It <5, >0

Then. for everv v € Bu(Q\L 1> 0. function P O js Fréchet differentiable and

there exists a continuous function cs locally bounded in O, such that for every
p€By(H),x € Hand t>0,

1
| DPO(x)| < max (t—g , c5<x>) supl (2

One can check directly, see [17], that if Q = I then
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vor allem Perron, in Physik Sommerfeld. Die beiden Abschnitte der Lehramtsprii-
fung legte er 1924 und 1925 ab. 1927 wurde er mit summa cum laude an der Univer-
sitdt Miinchen promoviert. Als Dissertation hatte er eine Preisaufgabe iiber lineare
Differentialgleichungen mit Koeffizienten aus einem algebraischen Funktionenkor-
per [1] bearbeitet, die den Preis der Philosophischen Fakultét, 2. Sektion, erhielt. Der
erste Berichterstatter war Perron, auf den er als den wichtigsten seiner Lehrer immer
wieder dankbar zu sprechen kam. Hermann Schmidt verdankt Perron sicher mehr als
nur die Beherrschung methodischer Instrumentarien; Geschmack und Stil sind durch
ihn geprégt. Schon die Dissertation zeigte einen wichtigen Zug vieler seiner spiteren
Arbeiten, ndmlich die Verbindung von Algebra und Analysis. ,

Ab November 1927 war er zuerst Hilfsassistent, dann Assistent bei Robert
Konigin Jena. An die Zeit in Jena dachte er besonders gern zuriick. Neben der frucht-
baren Zusammenarbeit mit R. Konig selbst war es die anregende Atmosphéire am
Lehrstuhl, die Hermann Schmidt genossen hat. Sie haben seine Kenntnisse verschie-
denster mathematischer Gebiete und ihrer Querverbindungen liber das hinaus, was er
in Miinchen schon gelernt hatte, wesentlich gefordert. Von den jingeren Kollegen,

Jr9- ar in_Twe badygna's qsaod ool tiel [ 2NN Y {1 —

Emmy Noether), K. H. Weise, E. Peschl. Zu diesem Kreis stie3 1935 der Algebraiker
F. K. Schmidt. Die wichtigsten Impulse fiir seine wissenschaftliche Arbeit bis zu sei-
ner Habilitation im Jahre 1931 gehen wohl auch auf die Bestrebungen von R. Konig
zuriick, Analysis (speziell Funktionentheorie) mit Algebra und Arithmetik zu ver-
binden, wie dies z.B. in seinem bekannten Buch iiber elliptische Funktionen (gemein-
sam mit M. Krafft) zum Ausdruck kommt. In der Jenaer Zeit entstanden seine drei
wohl wichtigsten Arbeiten: Seine Habilitationsschrift [10], die Arbeit [16] iiber all-
gemeine asymptotische Entwicklungen und die Verallgemeinerung [14] der Lagrange-
Biirmannschen Formel. 1935 erhielt er in Jena einen besoldeten Lehrauftrag; 1937
wurde er zum n.b.a.o. und 1939 zum apl. Professor ernannt.

Im August 1930 heiratete er Edith Handke. Aus ihrer Ehe gingen zwei S6hne
und zwei Tochter hervor.

Von 1941 bis 1944 war er kriegsdienstverpflichteter wissenschaftlicher Mit-
arbeiter an der Universitétssternwarte Berlin-Babelsberg. Wieder zuriick in Jena,
konnte er am Ende des Krieges 1945 noch mit anderen die hauptsidchlichen Bestinde
der Bibliothek des Abbeanums nach einem Bombenangriff retten. Im Juni 1945 wur-
den er und seine Familie von den amerikanischen Militdrbehdrden bei deren Riickzug
aus Thiiringen zusammen mit anderen nach Heidenheim evakuiert. Dort begann fiir
ihn eine duBerst schwierige Zeit, da er keine berufliche Méglichkeit hatte, fiir den
Unterhalt der Familie zu sorgen.

1947 erhielt er durch Prof. Iglisch die Moglichkeit, zuerst aus einer freien
Assistentenstelle bezahlt, spater als Didtendozent an der TH Braunschweig seine
Lehrtétigkeit wieder aufzunehmen. Ihm ist es mit zu verdanken, daB Braunschweig
schon kurze Zeit nach dem Krieg zu einem attraktiven Studienplatz fiir Diplom-
mathematiker wurde.

Im Jahre 1951 erhielt er einen Ruf an die Universtit Wiirzburg, wo er von
November 1951 bis zu seiner Emeritierung im Oktober 1970 als ordentlicher Profes-
sor fiir Mathematik und Astronomie titig war. Dort begann eine schwere und arbeits-
reiche Zeit des Wiederaufbaus des Mathematischen Instituts. Das Institutsgebaude
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nicht ndher kannte, dem erschlof sich seine Hingabe an Sachlichkeit und Fairne3
kaum oder oft erst viel spéter. DaB3 er anderen Freiheit gewéhrte, haben viele seiner
Schiiler erfahren. Einladungen zu ihm nach Hause waren fiir alle Besucher ein grofler
Gewinn, weil die angeregten Gesprache in einer Atmosphére verliefen, die liberal im
besten Sinne des Wortes waren.

In den zahlreichen Nachrufen auf verstorbene Kollegen wiirdigt H. Schmidt
das mathematische Werk und die Personlichkeit des Verstorbenen differenziert und
immer das Wesentliche herausarbeitend, unabhingig von Zeitstromungen. Beson-
ders deutlich wird dies in seinem Nachruf auf G. Julia [56] aus dem Jahre 1979, als
Juliamengen und fraktale Geometrie noch nicht in aller Munde waren und sich die
Bedeutung von Julias Werk nur jemandem erschloB, der tiefer sieht als das, was
gerade en vogue ist.

Seine Pflichten als Hochschullehrer hat H. Schmidt mit groBer Gewissenhaf-
tigkeit und Engagement wahrgenommen. Wie ernst es ihm mit der Lehre war, zeigte
sich besonders in den schwierigen Wiirzburger Jahren, als er neben den notwendigen
Kursvorlesungen stets ein vielseitiges Programm von Spezialvorlesungen anbot. Der
Themenkatalog reichte von der reellen und komplexen Analysis bis hin zur Algebra
und Zahlentheorie. Seine Vorlesungen, die er intensiv vorbereitete, waren anspruchs-
voll und erforderten intensives Nacharbeiten. Er vermied eingetretene Pfade und ging
héufig originelle Wege, die z. T. in kleineren Noten verdffentlicht wurden. Eine von
den Herren Kiyek und Neckermann sorgfiltig ausgearbeitete Nachschrift einer Vor-
lesung iiber Asymptotik, ist auch heute noch — nach fast vierzig Jahren — lesenswert.
Ubungen, wie auch zahlreiche der in Diplom- und Zulassungsarbeiten behandelten
Themen, waren vor allem auf die Konkretisierung der allgemeinen Theorie ausgerich-
tet.

Hermann Schmidt hat im Laufe der Jahre zahlreiche wissenschaftlichen An-
regungen gegeben, die nicht nur in die von ihm betreuten Dissertationen eingingen.
Andere sind auf Umwegen in Arbeiten anderer Autoren eingeflossen, ohne daB im-
mer die Verbindung zu seinem Werk aufgewiesen wurde. Die FairneB3 im wissen-
schaftlichen Konkurrenzkampf, die er anderen gegeniiber als etwas Selbstverstind-
liches praktizierte, ist ihm nicht immer zuteil geworden. Die gelegentlich geiuBerte
Ansicht, er habe sich gegen modern werdende Richtungen gestemmt, ist so nicht
richtig. Er verlangte allerdings in der Regel, daB sie ein Weiterkommen bei klassischen
Problemen ermdglichen sollten.

In der DMV hatte Hermann Schmidt zwar kein Amt inne, er hat aber ihre
Arbeit stark gefordert und bereichert durch jahrzehntelanges Lésen und Stellen von
zahlreichen Aufgaben aus den verschiedensten Gebieten im Jahresbericht.

Zu den wissenschaftlichen Arbeiten

Die klassische Analysis ist zwar nicht der ausschlieBliche Gegenstand des
mathematischen Schaffens von Hermann Schmidt, doch wird sie in einer Wiirdigung
sicher an erster Stelle stehen. Wir klammern die Funktionenetheorie im eigentlichen
Sinne zunichst aus und befassen uns mit zwei Themenkreisen, mit denen sich Her-
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mann Schmidt in seiner wissenschaftlich fruchtbarsten Periode — der Zeit in Jena —
beschaftigt hat.

I Lineare Differentialgleichungen mit meromorphen
Koeffizienten

In diesem Gebiet — seit 150 Jahren ein evergreen der Analysis — hat Hermann
Schmidt fiir den deutschen Sprachraum und fiir seine Generation die Kontinuitit
einer Entwicklung gewahrt, an deren Beginn die Namen Riemann, Fuchs und Schle-
singer stehen und deren gegenwirtiger ,,state of art wohl am zutreffendsten durch
den Bericht von Varadarajan im Bulletin AMS, vol. 33, No. 1, beschrieben wird. Was
in den drei Arbeiten [7], [8], [10] unternommen wird, ist kurzgesagt der Versuch,
Systematik in diejenigen speziellen Funktionen, die Losungen einer linearen Diffe-
rentialgleichung mit reguldren Singularitdten sind, zu bringen. Kernpunkt ist dabei
die Darstellbarkeit dieser Funktionen als Periodenintegrale {iber (parameterabhin-
gige) Elemente aus Riemannschen Funktionenklassen. Diesen Weg in der umgekehr-
ten Richtung zu gehen - d. h. zu Periodenintegralen Differentialgleichungen auf-
zustellen, wie dies im Fall der elliptischen Funktionen wohlbekannt ist — hat wohl
zuer'st Fuchs versucht. Mit Hermann Schmidt ist diese Entwicklung zu einem Ab-
schluB gelangt. Was ihn wohl vor allem reizte, war die Moglichkeit des Briickenschla-
ges zwischen einem — nach landlaufiger Ansicht - strukturlosen Gegenstand wie den
der ,,Speziellen Funktionen® und einem so hochstrukturierten wie der K&nigschen
Theorie der Riemannschen Funktionenklassen. Wenn man die duale (oder komple-
mentére) Klasse geeignet erkldrt — wie dies Robert Konig vorgeschlagen hat —, so wird

die Arithmetik gieser Funktionenklassen dhnlich derienigen der algebraisghen Funk-

tionenkorper und damit ist die Voraussetzung fiir eine verniinftige Definition der
Perioden geschaffen. Es ist wohl das Verdienst Hermann Schmidts, die Bedeutung
der Orthogonalititsrelationen — bilineare Relationen zwischen den Perioden einer
Klasse und denen der komplementédren Klasse — fiir die speziellen Funktionen er-
kannt zu haben. Aus ihnen ergibt sich z. B. in zwangloser Weise, dal3 Periodeninte-
grale Fundamentalsysteme bilden (Vollstindigkeitssatz).

Nach seinen Jenaer Jahren hat Hermann Schmidt Mathematiker der jiingeren
Generation zur Beschiftigung mit dem Thema ,,Periodenintegrale angeregt, wie H.
Rohrl (siehe Math Annalen 123~ 125) und einen der Verfasser Es haben dabei die

s hadr—— o o ¢ sneis L Jhow o esloe b 1 Lt lembn cur




Hermann Schmidt 1902-1993 65

ist es seiner ausfithrlichen Besprechung im Zentralblatt zu verdanken, daf3 die
grundlegende, aber schwer lesbare Arbeit von Malmquist aus den Acta math. 74
der Fachwelt zugdnglich wurde. Erwdhnt werden sollte auch, daB von ihm der ent-
scheidende AnstoB3 zu einer Wiirzburger Habilitationsschrift iiber den Zusammen-
hang zwischen formalen und analytischen Losungen (Stokessches Phidnomen) aus-
ging. Er hat damit indirekt — wie 6fter in seinem Schaffen — Anteil an einer auch
heute noch aktuellen Entwicklung.

11 Asymptotische Entwicklungen

Die 1937 erschienene Arbeit [16] markiert eine neue Periode im wissenschaft-
lichen Schaffen von Hermann Schmidt, mit der er aus dem Schatten seiner akademi-
schen Lehrer Perron und Ko6nig heraustritt und sich zudem von einer sehr pragma-
tischen Seite zeigt. In dieser — vielleicht bedeutendsten — seiner Publikationen wird ein
Desideratum der klassischen Analysis aufgearbeitet, an dem viele Autoren — vgl. das
Literaturverzeichnis zu [16] — voriibergegangen sind: Die Bereitstellung eines Kalkiils
fiir asymptotische Entwicklungen, der in umfassenden Regeln fiir den taglichen Ge-
brauch (rationale Operationen, Einsetzen in konvergente Reihen, gliedweise Grenz-
iibergéinge) miindet. Bemerkenswert ist die Formalisierung und Algebraisierung des
Begriffs der allgemeinen Skala — in [12] und [14] schon angedeutet —, die die Rolle der
fallenden Potenzen von x in den Poincaréschen asymptotischen Reihen {ibernimmt.
Wie dies fiir sein gesamtes Werk charakteristisch ist, findet er auch hier den richtigen
Mittelweg: Einerseits allgemein genug, um als gemeinsames Dach fiir die verschiede-
nen Spezialfille zu dienen, aber doch soviel an individueller Struktur bewahrend, daB
man rasch und ohne aufwendige Zusatzbetrachtungen zu den wichtigsten Anwen-
dungen gelangen kann. Hinweise auf solche Anwendungen — die iiber die Poincaré-
schen asymptotischen Reihen hinausgehen ~ finden sich in [12], vor allem wird dort
bereits die Moglichkeit diskutiert, Nullstellen von Exponentialsummen eingrenzen zu
konnen. Dieses Thema hat er dann spéter in einer gemeinsamen Arbeit [55] mit seinem
Schiiler G. Meyer zum Abschlul gebracht, womit er auch hier wieder — indirekt —
Zulieferer fiir ein hochst aktuelles Anwendungsgebiet (Stabilitdtstheorie fiir Funk-
tional-Differentialgleichungen) geworden ist.

Dal} seine Theorie der allgemeinen asymptotischen Darstellungen einem tat-

sdchlichen Bediirfnis ahgeholfen hat. haben Hermann Schmidts Fachkallesen wohl

erkannt; seit Ende der dreiBiger Jahre galt er im deutschsprachigen Gebiet als der
Experte fiir ,,Asymptotik“. Auch aus heutiger Sicht ist es sehr schade, daB es- der
Ungunst der Kriegs- und Nachkriegsverhaltnisse wohl zuzuschreiben ist, da3 Her-
mann Schmidt ein geplantes groBeres Lehrbuchprojekt zum Thema ,,Asymptotische
Entwicklungen® nicht hat vollenden konnen.

In das weitere Umfeld der asymptotischen Entwicklungen gehort avch die
Arbeit [14], in der es um eine Verallgemeinerung der Lagrange-Biirmannschen Ent-
wicklung einer implizit definierten Funktion auf den Fall unendlich vieler unabhin-
giger Verdnderlichen geht. Was diese Arbeit bemerkenswert macht, ist nicht die Ver-
allgemeinerung an sich - die naheliegend ist —, sondern das, was Hermann Schmidt an
Anwendungsméglichkeiten aufzeigt. Auch hier wird wieder deutlich, wozu er das
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Kapital seines groBen enzyklopddischen Wissens vor allem eingesetzt hat: Um das
Gemeinsame in der Vielzahl der Einzel-Sachverhalte zu erkennen.

II  Funktionentheorie

In seiner Jenaer Zeit hat sich Hermann Schmidt auch mit funktionentheore-
tischen Fragen beschiftigt. So hat er eine Fassung des Riemann-Rochschen Satzes
erarbeitet, die Grundlage fiir Anregungen gewesen ist, die er seinen Schiilern in Wiirz-
burg gegeben hat. Der wichtigste Beitrag ist die Arbeit [17], die einen Zusammenhang
zwischen Nevanlinnas Untersuchungen iiber Riemannsche Flachen mit endlich vie-
len Windungspunkten und gewissen Klassen spezieller Funktionen herstellt. In seinen
Wiirzburger Jahren hat er diese Richtung der Funktionentheorie weitergegeben und
seinen Schiiler Fritz Gackstatter angeregt, Diplomarbeit und Dissertation auf diesem
Gebiet anzufertigen (vgl. Sitzungsber. Bayer. Akad. Wiss., Math. Nat. K1., Miinchen,
1970, 79-102).

1\% Zahlentheorie

In der Zahlentheorie (ein Gebiet, dem er sich neben der Analysis immer wie-
der widmete) arbeitete Hermann Schmidt insbesondere iiber Kettenbruchmethoden
fiir ganze Zahlen aus quadratischen Zahlkorpern. Aus diesem Fragenkreis stammt
seine wohl wichtigste zahlentheoretische Arbeit [25]. Weiter beschéftigte er sich mit
speziellen diophantischen Gleichungen sowie mit Transzendenzfragen fiir Funk-
tionswerte von Funktionen, die entweder den Besselfunktionen oder der Riemann-
schen Zetafunktion nahestehen. Hier — wie in seinen anderen Arbeiten — werden die
Fragestellungen, auch wenn es sich um konkrete spezielle Falle handelt, stets in den
entsprechenden groBeren (strukturellen) Zusammenhang eingeordnet oder von daher
betrachtet. So werden z. B. in [40] durch die Behandlung einer speziellen diophan-
tischen Gleichung als Beispiele zum Mordellschen Satz Klassen von elliptischen Kur-
ven mit genau vier rationalen Punkten angegeben. Seine liberaus breiten Kenntnisse
der neueren Entwicklungen und der dlteren Literatur sind daran zu sehen, wie er seine
Ergebnisse jeweils einordnet.

Auf die 1949 veroffentlichte Arbeit [25] soll nun etwas nédher eingegangen
werden. Daraus ersieht man seine Arbeitsweise auf diesem Gebiet und die ihn inter-
essierenden Fragen. Wie er vielfach gesprachsweise duBlerte, hat er sich mit Ketten-
briichen nicht auf Anregung von Perron beschiftigt, sondern unabhingig von ihm
aus eigenstindigem Interesse an diesem Fragenkreis. Verschiedentlich hat er Perron-
sche Ergebnisse abgerundet und sie in grofere strukturelle Zusammenhénge einge-
ordnet. In [25] beschiftigt sich Hermann Schmidt mit verschiedenen Aspekten der
Approximation von ganzen Zahlen in gewissen quadratischen Zahlkdrpern und ihrer
Darstellung durch regelmiBige Kettenbriiche (rKB). Insbesondere geht es in reell-
quadratischen Zahlkérpern um die Frage, welche ganzen Zahlen eine rKB-Entwick-
lung von der Gestalt haben, daB auf eine eingliedrige Vorperiode eine Periode folgt,
die bis auf das SchluBiglied symmetrisch ist, und wie man von einer solchen rKB-Ent-
wicklung ausgehend die ganze Zahl zuriickgewinnen kann. Dies behandelt er ab-
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schlieBend, z. T. mit expliziten Formeln. Als Anwendung diskutiert er hier vollstandig
den Fall, daB der symmetrische Anteil der Periode aus gleichen Elementen besteht
und in [43] das Entsprechende, wenn er von der Gestalt (a, b, ..., b, a) ist. AuBerdem
untersucht er fiir gewisse Fille die Frage, ob es ,,einheitliche” rK B-Enwicklungen gibt
(Parameterdarstellungen). Dazu iibertragt er einige Entwicklungen aus dem Zahlkor-
per auf algebraische Funtionenkorper, die er dann zur Losung des urspriinglichen
Problems heranzieht. SchlieBlich gibt er Beispiele fiir Elemente quadratischer Zahl-
korper an, die eine beliebig lange Periode besitzen.

Die wesentliche Grundlage fiir die Entwicklungen in [25] ist ein Beweis der
Konvergenz des Heronschen Verfahrens zur Approximation von Quadratwurzeln im
Komplexen durch auBerordentlich scharfsinnige Uberlegungen und die daraus gezo-
genen Konsequenzen fiir die oben besprochenen Fragestellungen.

Die oben angesprochene Betrachtungsweise, algebraische Funktionenkorper
zur Losung von Problemen aus algebraischen Zahlkorpern heranzuziehen, finden
sich haufig in seinen oder von ihm angeregten Arbeiten. So auch in der letzten von
ihm angeregten Dissertation von Herrn Neubrand (vgl. J. reine angew. Math. 303/304
(1978), 170-204), die bei Zahlentheoretikern auf groBes Interesse stie3. Dort werden
u.a. Klassen von Zahlkorpern angegeben, in denen eine explizite Angabe von Ein-
heiten moglich ist (eine Frage, die u. a. von Bernstein, Hasse, Halter-Koch, Stender
behandelt wurde).

A% Algebra

In den Arbeiten aus dem Gebiet der Algebra werden folgende Themenkreise
behandelt: Irreduzibilitdtsfragen fiir Polynome; spezielle Substitutionsgruppen; ein
reeller Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra mit Methoden, die analog zum
Minimumprinzip der Potentialtheorie sind; Einordnung eines Approximationsver-
fahrens zur Wurzelberechnung algebraischer Gleichungen in einen gréBeren Zusam-
menhang (inverse Iteration nach Wielandt zur approximativen Berechnung von Ei-
genwerten linearer Abbildungen) und explizite Diskussion des Falls mehrfacher Ei-
genwerte; konkrete Betrachtungen fiir den Restklassenring R[x] modulo dem von
einem normierten irreduziblen Polynom f(x) erzeugten Ideal und spezielle Fragen
aus dem heute wieder sehr aktuellen Gebiet des Umkehrproblems der Galoistheorie
(vgl. [50)).

In dieser Arbeit beschéftigt sich H. Schmidt mit der Realisierung der alternie-
renden Gruppe A4 oder Untergruppen davon durch trinomische Gleichungen (wie es
auch in den neueren Arbeiten geschieht). Seine Methoden sind nicht so allgemein wie
in den jetzigen Arbeiten, sind aber ganz analog: Er sucht rationale Punkte auf gewis-
sen algebraischen Flachen und gibt dann Konstruktionsverfahren fiir trinomische
Gleichungen an, die 4 oder eine ihrer Untergruppen als Galoisgruppe besitzen.
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VI  Funktionalgleichungen

Auch in den Artikeln iber Funktionalgleichungen zeigt sich ein charakteri-
stischer Zug von Hermann Schmidts mathematischer Arbeitsweise: Das Wechselspiel
zwischen Aspekten verschiedener Gebiete (hier Analysis und Algebra) wird heraus-
gearbeitet und zur Losung ausgenutzt. Er betrachtet Verallgemeinerungen des Sy-
stems der Funktionalgleichungen der hyperbolischen bzw. trigonometrischen Funk-
tionen, ndmlich Systeme der Gestalt

fu(x+y) = Zcum\fn(x)f/\(y)

K,A=1

mit ¢, reell oder komplex, die nach Einfithrung einer (nicht notwendig assoziativen)
Algebra A als eine Funktionalgleichung

F(x+y) = F(x)F(y)

mit Werten in A betrachtet werden.

Fiir ¢,.» = 1 ergibt sich das System der Funktionalgleichungen der (hyper-
bolischen) zyklischen Funktionen, das er in [36] vornehmlich untersucht hat.

Durch Herstellen des Zusammenhangs mit dem Differentialgleichungssystem
V' = yc(c € A)lassensich Methoden aus der Theorie der linearen Differentialsysteme
verwenden, so daBl man (grob gesagt) zur Losung b - exp(cx) (¢ beliebig aus A)
kommt, falls y(0) = F(0) =: b idempotent ist. In [36] hat Hermann Schmidt das (zu-
erst ausgehend vom Differentialsystem) mit Hilfe der Gruppenalgebra der zyklischen
Gruppe, in [47] (zusammen mit W. Eichhorn) fiir eine assoziative, kommutative Al-
gebra A mit Einselement in dieser Weise hergeleitet und einen Spezialfall mit Hilfe von
[42] ausfiihrlich behandelt. In [49] verwendet er [47] zur Behandlung des abzahlbar
unendlichen Systems der Funktionalgleichungen, dem die Binomialkoeffizienten ge-
niigen.
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Eingebettete Minimalflichen
und ihre Riemannschen Flichen

H. Karcher, Bonn

Ich mochte iiber die Konstruktion vollstidndiger, in R3 eingebetteter Mini-
malfldchen sprechen. Genauer beschreibe ich das Ziel des 1996 auf der DMV-Taeung

in Jena gehaltenen Vortrags im folgenden Abschnitt,
: . M _— 0000
=
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Satz (i) (Huber [5]). Eine vollstindige Minimalfliche endlicher Totalkriimmung (d.h.
endlichen Integrals der Gaufischen Kriimmung) wird durch Hinzunahme endlich vieler
Punkte zu einer kompakten (!) Riemannschen Fliche ( zitiert als ,,konforme K ompakti-
fizierung® ).

(ii) (Osserman [8]). Die,, Gauffabbildung* (also die Abbildung der Minimalfliiche in die
Sphiire S* mit Hilfe eines Normalenfeldes N ) setzt sich zu einer meromorphen (1) Ab-
bildung der kompakten Riemannschen Fliche M? fort. ( Kleine Umgebungen der Punk-
tierungen der Riemannschen Fliche parametrisieren die sogenannten ,, Enden der Mi-
nimalfliche. )

Um 1980 begann die Anwendung dieser Resultate durch Chen-Gackstatter,
Costa, Hoffman-Meeks auf die Konstruktion ganz neuartiger, zu diesem Zeitpunkt
nicht mehr erwarteter Beispiele von eingebetteten Minimalflichen. Im Laufe der wei-
teren Entwicklung hat sich dann gezeigt, daB3 wesentliche Teile dieser Konstruktionen
ohne Ubertreibung zur mathematischen Allgemeinbildung gerechnet werden diirfen.
Ich will in meinem Vortrag von diesem Blickpunkt her {iber Minimalflichen berich-
ten. — Mit breiter Perspektive werden die vollstindigen Minimalflichen im ersten
Band von Dierkes, Hildebrandt, Kiister und Wohlrab [1] behandelt. Selbst-
versténdlich haben die neuen Beispiele auch theoretische Entwicklungen, z.B. Klas-
sifikationsresultate, angeregt; ich kann darauf nur oberflichlich eingehen, empfehle
aber Rosenbergs Bourbaki-Vortrag [3]. Zu den im folgenden behandelten Themen
haben Hoffman und ich in [2] ausfiihrlicher geschrieben. Diese Referenzen haben
umfangreiche Literaturverzeichnisse. — Die Illustrationen sind im Laufe der Jahre
von meinen Mitarbeitern, von Koautoren oder von mir programmiert worden. Ich
habe die Verwendung dieser nun bereits historischen Bilder neuen Rechnungen vor-
gezogen. Ich danke J6rg Hahn, Konrad Polthier, Meinhard Wohlgemuth, Andreas
Arnez, Martin Steffens und Christian Teitzel sowie weiteren Mitarbeitern des SFB256
fiir die Zusammenarbeit bei der Herstellung.

Zusammenhang mit der Funktionentheorie

Aus Abbildungen von Minimalflichen kann man mehr herauslesen, als einem
ohne Anleitung einféllt. Z.B. will ich erkliren, wie man solchen Bildern ansehen kann,
mit welchen funktionentheoretischen Daten die dargestellten Flichen konstruiert
wurden. Zunédchst jedoch eine Warnung. Bild 1 zeigt ein Katenoid, dessen einer Rand
Wellen schligt. Es ist nicht schwierig, die Darstellung aller im folgenden gezeigten
Flichen geringfiigig so abzuéndern, daB man zwar im Bildausschnitt keine Anderung
bemerkt, jedoch auBerhalb des Bildausschnitts derartige Zerfallserscheinungen auf-
treten. Das hdngt damit zusammen, daB fur die Differentialgleichung der Minimal-
flichen Anfangswertprobleme ungeeignet sind; die Differentialgleichung ist elliptisch
und daher gut geeignet zur Behandlung von Randwertaufgaben, wie sie das Plateau-
sche Problem stellt. Die noch zu beschreibenden vollstindigen Flachen, die bis ,,un-
endlich” reichen, miissen von vornherein mit einer globalen Beschreibung konstruiert
werden. Eine solche wird moglich wegen der zitierten meromorphen Fortsetzbarkeit
der GauBabbildung auf eine kompakte Riemannsche Fliche, denn auf solchen sind
meromorphe Funktionen (und Differentialformen) schon durch ihre endlich vielen
Null- und Polstellen bis auf einen konstanten Faktor bestimmt.
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Zunichst erkldre ich die enge Verbindung zwischen Minimalflichen und
Funktionentheorie. Die Theorie wird meist damit begonnen, daB die Existenz lokaler
isothermer (d.h. winkeltreuer) Koordinaten vorausgesetzt wird. Dann sind die Kar-
tenwechsel holomorph, so daBl man die Funktionentheorie einsetzen kann; danach
werden die Flichengleichungen in diesen speziellen Koordinaten benutzt und auf
Minimalflachen spezialisiert. Ich méchte auf den Anfang der Theorie genauer einge-
hen, weil das fiir mein Verstdndnis der spéteren globalen Konstruktionen wesentlich
war; dies geschieht auf mehrfachen Wunsch von Testlesern ausfiihrlicher als im
miindlichen Vortrag und ist jetzt sicher fiir manchen eine umfangreichere Grund-
lagendiskussion als fiir die Erkldrung der Beispiele notig.

Falls man solche winkeltreuen Koordinaten als Abbildungen nach C schon
hat, so sieht man sofort, daB3 die 90°-Drehungen auf allen Tangentialebenen der Fla-
che in Koordinaten durch die Multiplikation mit i beschrieben werden. Analog zum
Begriff Vektorfeld sprechen wir von dem Endomorphismenfeld J dieser 90°-Drehun-
gen. Da wir J auch ohne die speziellen Koordinaten kennen, kdnnen wir schon vor
Einfihrung dieser Koordinaten ausdriicken, wann eine Abbildung holomorph ist; es
gilt nimlich wie in der GauBschen Zahlenebene: Eine reell differenzierbare Funktion
f: M? — C ist genau dann holomorph, wenn fiir ihr Differential die folgende Rela-
tion gilt

df(J - X)=i-df (X).

Da diese Vertriglichkeit der Ableitung mit der Multiplikation mit i sich in C
zu den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen spezialisiert, wird diese Be-
zeichnung auf unsere Situation ausgedehnt. Zerlegt man f in Real- und Imaginarteil
gemilB f = u+i- v, so folgt wie in C, daBl man in einfach zusammenhdngenden
Teilgebieten aus dem Realteil u den Imaginirteil v bis auf eine Konstante rekon-
struieren kann, denn die Cauchy-Riemannschen Gleichungen lauten in dieser Auf-
spaltung

(du+i-dv)(J-X)=1i (du+i-dv)(X),

liefern also dv := —du - J, wenn du gegeben ist. Dem entsprechend zeigt eine Analyse
der Konstruktion isothermer Koordinaten, dal zunéchst eine (lokale) Funktion u
konstruiert wird, so daB die Differentialform —du - J geschlossen, also lokal gleich
dem Differential einer Funktion v ist. Offenbar ist dann u + i - v eine winkeltreue
Abbildung nach C. Das Besondere an den Minimalfliichen ist nun, daBl man solche
Funktionen u nicht erst konstruieren muf3, sondern daf3 sie von vornherein vorhanden
sind, und zwar nicht nur als lokale, sondern sogar als global definierte Funktionen (die
spiter Laplace-Beltrami-harmonisch heiflen). Da die vollstdndigen eingebetteten Mi-
nimalflichen mit Hilfe dieser globalen Funktionen konstruiert werden, will ich zu
diesem Anfangsstiick der Theorie etwas an Kalkiil hinzufiigen.

In der Funktionentheorie stellen wir uns die Multiplikation mit i auf allen
Tangentialrdumen als dieselbe 90°-Drehung vor; dem entspricht, daf3 fiir jede Flache
in R3 deren Endomorphismenfeld J parallel (s.u.) langs beliebiger Flichenkurven ist.
Zunichst heiBt ein Vektorfeld wie im euklidischen Fall parallel langs einer Flichen-
kurve, wenn es so wenig wie moglich rotiert; das wird in folgender Definition aus-
gedriickt:
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Definition: c(¢) sei eine Kurve auf der betrachteten Fliche, X (¢) sei ein an die Fliche
tangentiales Vektorfeld lings c. Dann heilit X ( Riemannsch) parallel lings ¢, wenn die
Ableitung X’ = d/dt X senkrecht zur Fliche, d.h. proportional zur Normalen N o ¢
der Fliche ist.

Man siebt sofort. daB_Skalarnrodukte solcher naralleler Vektorfelder kon-

stant sind,
(X, =(X",Y)+(X,Y)=0wegen X', Y L X, Y.
Ferner, aus X parallel langs ¢ folgt
J-X)=(NxX)=NxX+NxX ~Nog

also bildet J ldngs ¢ parallele Vektorfelder X auf parallele Vektorfelder J - X ab. Im
R™ haben Endomorphismenfelder, die die (parallelen!) Standardbasis-Felder
{e1,...,e,} auf parallele Felder abbilden, beziiglich dieser Basen Matrizen mit kon-
stanten Eintragen; daher ist die gewohnliche Ableitung null, und wir nennen ein sol-
ches Feld parallel. Diese Sprache wird in die Differentialgeometrie ibernommen: Wir
nennen Endomorphismenfelder auf Flachen Riemannsch parallel, wenn sie beliebige
langs Kurven parallele Vektorfelder wieder auf langs Kurven parallele Vektorfelder
abbilden. Wir haben also gezeigt: Auf jeder Fliche in R3 ist J ein paralleles Endo-
morphismenfeld. Insbesondere hat damit das Feld J der 90°-Drehungen auf den
Tangentialebenen einer Flache alle wesentlichen Eigenschaften, die wir in der Funk-
tionentheorie von der Multiplikation mit i benutzen. Wir nennen daher J die kom-
plexe Struktur der Flache; wir konnen damit auf der Fldche komplexe Analysis trei-
ben, obwohl uns die winkeltreuen Koordinaten noch fehlen. Vergessen wir nun die
durch die Immersion in den R3 gegebenen Eigenschaften der Fliche mit Ausnahme
der komplexen Struktur J, so erhalten wir die der Immersion zugrunde liegende Rie-
mannsche Fliche.

Nun sollen diese Uberlegungen auf Minimalflichen spezialisiert werden;
Hauptziel ist zu zeigen, daB sie direkt auf Grund ihrer Definition durch die Eigen-
schaft ,,mittlere Kriimmung gleich null“ globale winkeltreue Koordinaten besitzen.
Es erweist sich als bequem, die ,,Kriimmung* einer Fliche iiber die Ableitung ihres
Normalenfeldes zu definieren. Anders als bei der Diskussion der komplexen Struktur
muBich jetzt die Beschreibung von Flachen genauer spezifizieren: Wir werden von der
parametrisierenden zweidimensionalen Mannigfaltig M? und von der immergieren-
den Abbildung F: M? — R3 mit der Bildfliche F(M?) sprechen; das Normalenfeld
wird ebenfalls als Abbildung N: M? — S? beschrieben. Differenziert man N in Rich-
tung eines Tangentialvektors X von M2, so folgt aus DN - X L N (wegen |N| = 1)
und dem Hochstrang von DF, daB das Bild von DN im Bild von DF liegt. Es gibt also
ein Endomorphismenfeld S : TM? — TM?, so daB die sogenannte Weingartenformel
gilt:

DN = DF - S;
S wird Weingartenabbildung genannt, und H := spursS heiBt mittlere Kriimmung.

Diese iiber die Ableitung des Normalenfeldes definierte ,, Kriimmung* einer
Fldche ist also nicht wie bei Kurven eine reellwertige Funktion, sondern man braucht
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(oder Laplace-Beltrami-) harmonisch. (Aus der oben benutzten Geschlossenheit von
—du - J folgt spur V?u = 0 und umgekehrt.)

Man hat also auBer der meromorphen GauBabbildung noch die Einschrén-
kungen linearer Funktionen ¢:R3 — R als globale harmonische Funktionen
u:=+foF : M? - R. Wie man daraus isotherme Koordinaten u + iv gewinnt, wur-
de schon erldutert; zusitzlich hervorgehoben sei, daB man mit globalen harmonischen
Funktionen auch globale holomorphe Differentiale w:= du — i - du o J hat (,,holo-
morph®: w ist geschlossen, also lokal w = d(u + i - v), und w ist mit der komplexen
Struktur vertriglich, w(J - X) = i - w(X)). Damit ist man schon fast bei der sogenann-
ten WeierstraBdarstellung, die die Minimalfliche durch Integration von drei solchen
Differentialformen beschreibt, siche Anhang.

SchlieBlich lassen sich auch die Schwarzschen Spiegelungseigenschaften der
Minimalflichen bei Verwendung der beschriebenen globalen harmonischen Funk-
tionen unmittelbar auf das Spiegelungsprinzip der Funktionentheorie zuriickfithren;
wir formulieren sie hier nur:

(i) Schneidet eine Minimalfliiche eine Ebene senkrecht, so ist Spiegelung an dieser Ebe-
ne eine Symmetrie der vollstindigen Minimalfliche.

(i) Liegt eine Gerade in der Minimalfliiche, so ist die 180°-Drehung um diese Achse eine
Symmetrie der Minimalfliche.

Aber kommen wir zur GauBabbildung zuriick. Am Beispiel des Katenoids
kann man sich sehr leicht die konforme Kompaktifizierung klar machen: Jeder Meri-
dian des Katenoids wird durch N auf einen Meridian von S? abgebildet, nur die Pole
liegen nicht im Bild; schopft man das Katenoid mit kompakten Mengen aus, so bilden
die Normalen die AuBengebiete in immer kleinere Umgebungen der Pole ab, d.h. die
konforme Kompaktifizierung des Katenoids ist S>. Man ,,sieht* also diese Kompak-
tifizierung, wenn man das Verhalten der Normalen in einem Bild betrachtet.

Wenn wir uns beim Betrachten eines Minimalflachenbildes zunéchst auf die
zugrunde liegende kompakte Riemannsche Flache konzentrieren, so kénnen wir die
GauBabbildung als meromorphe Funktion leicht identifizieren: Bis auf einen kon-
stanten Faktor ist sie ndmlich durch ihre Null- und Polstellen bestimmt, also (bei der
iiblichen Position der Riemannschen Zahlenkugel) durch die Punkte der Minimal-
fliche mit horizontaler Tangentialebene. Eine Drehung der Minimalflache resultiert
in einer Komposition der Normalenabbildung N: M? — S? mit einer Mdbiustrans-
formation; wir werden so drehen (,,M&bius-normalisieren®), da3 die Darstellung von
G moglichst einfach wird.

"Ltk 3 il gy W F‘r‘vﬂw,"'pﬂiﬁirh*mm-"ﬂ Tl

abbildung offenbar Abbildungsgrad 1, mit anderen Worten,
G(Z) = Z (bis auf Mobiustransformation).

Die Enneperflidche mit 120°-Symmetrie hat im Symmetriezentrum die einzige
vertikale Normale, und alle anderen Normalen kommen zweimal vor, man betrachte
z.B. die Symmetrielinien oder die horizontalen Normalen. Somit hat N den Abbil-
dungsgrad 2. Folglich besitzt G eine doppelte Nullstelle und keine Polstelle auBBerhalb
des Kompaktifizierungspunktes; damit haben wir das Polynom

G(Z) = Z* (bis auf Mobiustransformation).
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die Punktierungen nach +1 und oo, eine Mobius-Normierung. Da die Fliche einge-
bettet sein soll, miissen die Limesnormalen in den Punktierungen parallel sein; das
liefert Nullstellen in +1 und eine Polstelle in co. Wir diskutieren ein Beispiel, dessen
mittleres Ende eben sein soll; die lokale Theorie dieser Enden besagt, daB zu Kate-
noidenden einfache (Null-)Stellen gehoren und daB N in ebenen Enden Verzweigungs-
stellen hat. Wegen der endlichen Totalkrimmung gilt eine Verallgemeinerung des
Satzes von GauB-Bonnet:

Satz (Gackstatter [4], Jorge-Meeks [6])
2 - Abbildungsgrad(N) = x(M?) — Anzahl (Punktierungen)

= x(ﬁ2) — 2 - Anzahl (Punktierungen).
Damit hat die meromorphe GauBabbildung Abbildungsgrad 2, folglich

G(Z)=p-(Z*-1), peR,.

Hierdurch und mit dem Anhang ist die WeierstraBdarstellung einer mit p
parametrisierten Familie von Minimalflichen festgelegt. Kleine geschlossene Kurven
um =1 sind nicht nullhomotop auf der dreifach punktierten Sphire, und sie werden,
in Ubereinstimmung mit dem Satz, bei keiner Wahl von p auf geschlossene Kurven
auf der Minimalfldche abgebildet; daher bleiben die Einschnitte in Bild 4a, deren
Rinder analytisch aneinander passen, aber durch einen Spalt getrennt sind. Dieser
MiBerfolg wird dadurch erzeugt, daB die Fliche eingebettet sein sollte, also die Limes-
Normalen parallel sein miissen. Verschiebt man aber die Punktierungen von +1 nach
+r, so kann man p so wihlen, daB eine geschlossene Fliche entsteht. Die gekippten
Enden ohne Einschnitte sind in Bild 4b deutlich zu sehen.

Wir halten fest: WeierstraBdaten fiir eingebettete dreifach punktierte Sphiren
sind leicht zu bekommen, aber danach entsteht ein unlésbares Periodenproblem, weil
geschlossene Kurven um die Punktierungen herum durch die Minimalflichenimmer-
sion nicht auf geschlossene Kurven in R® abgebildet werden konnen [2]. Das Wort
Periode bei Minimalflachen vereint die Bedeutung dieses Wortes in der Funktionen-
theorie und in der Kristallographie: In der Funktionentheorie sind Perioden Integrale
von Differentialformen lings geschlossener, nicht nullhomotoper Wege; spezialisiert
man auf die Koordinatendifferentiale in der WeierstraBdarstellung, so erzeugen die
Realteile dieser Perioden gerade die Translationsymmetrien der vollstindigen Mini-
malfldche!

Bild 5 zeigt einen Versuch, durch Erhéhen des Geschlechts von 0 auf 1 aus
dem Katenoid einen zweifach punktierten, eingebetteten Torus zu machen. Auch das
geht nicht, weil es der folgende (oben angekiindigte) Satz verbietet.

Satz (R. Schoen [9]). Eine Minimalfliiche (vollstindig, eingebettet, endliche Total-
kriimmung) mit genau zwei Punktierungen ist ein Katenoid.

Wleder llegt es mcht an fehlenden WelerstraBdaten Angenommen, wir woll-

e ~imo o o1-1 - T . xwre Tﬂy_ggﬁiﬂ_"ﬁ_r—rm = i
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ebene schneidet die Minimalflidche in zwei disjunkten Kurven; daher ist der Torus ein
rechteckiger Torus, und die vertikalen Normalen der Fléche liegen in Schnittpunkten
von Symmetrielinien. Damit konnen wir die Null- und Polstellen der GauB3abbildung
in den Fundamentalbereich eines rechteckigen Torus eintragen.

oC- L . oC o0
-1/8 | 1/B v 0
4|-i
GI
G: > 0 . 0 E : 0 x 0 ®

Zu diesem Divisor geh6rt nach dem Kriterium von Abel eine elliptische Funk-
tion, die ich jetzt genauer beschreiben will. Zunéchst kann man diese Funktion als
Quotientenabbildung sehen: Die 180°-Drehung des Torus (= C modulo Gitter I') um
einen (fett markierten) Mittelpunkt zwischen den Nullstellen hat drei weitere (fett
markierte) Fixpunkte. Die Euler-Charakteristik der Quotientenfldche ist daher 2
(= 2 Rechtecke — 4 Kanten + 4 Fixpunkte); metrisch ist die Quotientenfléche ein
verdoppeltes Teilrechteck, das an den Réndern verklebt ist. Diese Rechtecksphére
kann man mit dem Riemannschen Abbildungssatz auf die Riemannsche Zahlenkugel
abbilden. Dabei hat man die Freiheit, die Werte von drei Punkten vorgeben zu kon-
nen, — in der Skizze sind dazu drei Punkte mit ihren Werten 0, i, co markiert. Jede
180°-Drehung des Torus kommutiert mit der 180°-Drehung um die fett markierten
Punkte und liefert daher eine Involution der Quotientensphére, d.h. eine Mdbius-
transformation der Riemannschen Zahlenkugel. Fiir die 180°-Drehung um die mit
den Funktionswerten ,,0¢ bzw. ,,i* markierten Punkte ist die entsprechende M&bius-
transformation z — —z bzw. z — —1/z; daher kann man aus einem Verzweigungs-
wert ,, B“ die iibrigen drei wie in der Divisorskizze ausrechnen. Das erlaubt, die Funk-
tion (G'/G)” aus G und B auszurechnen, also eine Differentialgleichung anzugeben:

(G'/G)* = const-(G*+1/G* — B> —1/B).

Diese Differentialgleichung besitzt doppeltperiodische Losungen und ist da-
her eine zweite Beschreibung sowohl des Torus wie der gewiinschten Funktion auf
dem Torus. (Der Torus ist rechteckig fiir reelles B.) Damit hat man alles zur Ver-
fiigung, was man, wie im Anhang beschrieben, fiir die Gewinnung der Weierstral3-
darstellung braucht. Aber man steht wieder vor einem unldsbaren Periodenproblem:
Nach Ausfiihren der Details zeigt ein Vergleich von zwei elliptischen Integralen, daf3
eine geschlossene Symmetrielinie aus der anderen (erzeugenden) Homotopieklasse
des Torus nicht auf eine in R3 geschlossene Kurve abgebildet wird.

So viel zu den Sitzen von Lopez-Ros und R. Schoen, mit deren Hilfe ich
erkliren wollte, welche Schwierigkeiten Periodenprobleme verursachen.
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Erfolgreiche Beispiele

Enneperflichen sind konform immergierte Ebenen; Bild 6 zeigt eine solche
Fliche mit einem Henkel, dies ist der immergierte einfach punktierte Torus von Chen-
Gackstatter. Die vertikalen Symmetrieebenen (jede Fixpunktmenge hat wieder zwei
Komponenten) verraten ihn als rechteckigen Torus. Zusétzlich gibt es zwei Geraden
auf der Fliche, die in den 45°-Richtungen, durch den mittleren Sattel laufen. Mit
dieser zusitzlichen Schwarzschen (s.0.) Symmetrie ist die Riemannsche Flache als
der quadratische Torus erkannt. Den (abelschen) Divisor der GauBlabbildung G kén-
nen wir aus folgendem Bild ablesen:

e 0 (Ende)

dv °‘°|

y
0 0

Differentialgleichung: (vy ’/'y)2 = const(* =72, G(z) = p-1(2).

Die eingezeichneten Fixpunkte einer 180°-Drehung zeigen wieder, wie man
diese elliptische Funktion als Quotientenabbildung bekommen kann. Die Chen-
Gackstatter-Flache ist die erste minimal immergierte Riemannsche Fliche vom Ge-
schlecht > 0, die entdeckt wurde. In der Nédhe der Punktierung ist sie asymptotisch zu
einer Enneperfliache (kurz: sie hat ein Enneper-Ende). Daher kann sie nicht einge-
bettet sein. Das Periodenproblem wurde durch Wahl von p gelost.

Bild 7 endlich 7zeiet einen dreifach nunktierten. minimal eingebetteten Torus,
z

die beriihmte Costa-Fliache. Wir erkennen sie als Torus, wenn wir von einer Ebene mit
einem Henkel (hier stereographische Projektion des Clifford-Torus S' x S! €
V2 - §3) ausgehen, den hochsten und tiefsten Punkt herausnehmen und diese beiden
Punktierungen in Katenoidenden verwandeln.

Die vertikalen Symmetrieebenen erweisen den Torus wieder als rechteckig,
die zusdtzlichen Geraden durch den mittleren Sattel spezialisieren weiter zum qua-
dratischen Torus. Wegen der drei Enden und des verallgemeinerten Satzes von Gauf3-
Bonnet (s.0.) ist der Abbildungsgrad gleich 3. Die Normalen im mittleren Sattel und
in den beiden Katenoidenden zeigen in dieselbe Richtung: drei einfache Nullstellen
und keine weiteren irgendwo anders. In dem ebenen Ende hat die Normalenabbil-
dung einen vertikalen Verzweigungswert; dann bleibt hochstens ein weiterer Punkt
mit vertikaler Normale iibrig. Da aber kein weiterer Punkt von den Symmetrien fest
gelassen wird, geht das nicht. Die Limesnormale des ebenen Endes ist demnach ein
dreifacher Wert, eine dreifache Polstelle der GauBBabbildung. Wir erhalten also aus
einfachen qualitativen Eigenschaften der Costa-Flidche deren GauBabbildung, nim-
lich die Ableitung der WeierstraBschen p-Funktion:
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OC e

G: 0 dh: 0 ——c

(Anhang) ‘ I

Aus Symmetriegriinden sind die meisten Perioden der zugehérigen
WeierstraBdarstellung null. Der Parameter p kann angepaBt werden, um auch die
letzte Periode (einer geschlossenen Kurve um ein ,,Bein“ eines Katenoidendes) zu null
zu machen, analog wie in Bild 4b.

Diese Costa-Flache hat mit den Flichen in Bild 4 und 5 auf den ersten Blick
wenig gemein. Hoffman-Meeks haben gefunden, daB man das mittlere Ende nicht
eben anzunehmen braucht, sondern in ein Katenoidende deformieren kann. Die Tori
werden dann beliebige rechteckige Tori, und die Bilder lassen sich so betrachten, daB
ein zusitzliches Katenoidende den miBlungenen Beispielen in den Bildern 4 und 5
hilft, die Periode zu schlieBen. Mit zwei symmetrisch plazierten Enden, nach oben
und unten, wére das iibrigens nicht gegangen; bei geschlossener Periode sind diese
Enden klein wie Pilze; das soll heiBen, diese Katenoidenden haben zu kleine Wachs-
tumsraten, sie schneiden daher den iibrigen Teil der Fliche.

Dafiir gelingt ein anderer Plan: Man kann die vertikalen Symmetrien zu einer
beliebigen Diedersymmetrie vergroBern. So erhilt man eingebettete Minimalflachen
mit drei Enden zu jedem Geschlecht > 0, [2].

Als Warnung gemeint ist die folgende Fliche (Fig.8) vom Geschlecht 2 mit
drei Enden, die Hoffman und ich nach dem Autor von ,,Death of Proof* [Scientific
American 1993 oder Spektrum der Wissenschaften 12/93] die Horgan-Fliche getauft
haben. Die WeierstraBdaten sind wie in den vorherstehenden Beispielen aus einer
Skizze abgelesen. Alle Perioden bis auf zwei verschwinden allein aus Symmetriegriin-
den. Jede von diesen beiden kann einzeln mit einem Parameter p wie bei der Costa-
Flache zu null gemacht werden. Anders als bei den Bildern 4 und 5 kann man hier mit
einem zweiten, konformen, Parameter alle Perioden zugleich kleiner als ein Bild-
schirmpixel bekommen, so daB} die Fliche ,,praktisch® existiert. Versucht man, beide
Perioden wirklich zu null zu machen, so driftet die Riemannsche Fliche (merkwiirdig
langsam) auf den Rand des Teichmiillerraumes zu.

Diese letzten, weniger genau erklarten Bilder ergénze ich noch durch eines, bei
dem die GauB3-Abbildung nicht meromorph ist. Wir sehen in Bild 9 eine Wendelflidche
mit einem Henkel (d.h. ohne Translationssymmetrie), also einen Torus mit einem
Loch. Die Flache hat eine 180°-Rotationssymmetrie um eine vertikale Gerade. Diese
antikonforme Involution hat eine zusammenhiingende Fixpunktmenge, nimlich die
Gerade. Daher ist der Torus rhombisch (im Gitterbild des Torus ist die Involution eine
Spiegelung an einer Diagonale eines rhombischen Fundamentalbereichs). Vielleicht
ist dies der erste rhombische Torus in R3, den der Leser bewuBt zur Kenntnis nimmt.
Da jede Etage dieser Wendelfldche mit Henkel einen etwa gleich groBen Beitrag zur

G(Z)=p-¢'(2)
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Totalkrimmung liefert, ist diese unendlich. Die Flache ist so konstruiert, daB3 das
asymptotische Verhalten dasselbe wie bei der klassischen Wendelflache ist; sie kann
daher durch einen Punkt konform kompaktifiziert werden, obwohl wir das ja nicht
aus der Eigenschaft, endliche Totalkrimmung zu haben, schlieBen konnen. Dies sieht
man nicht mehr am Verhalten der Normalen, im Gegenteil, fast jede Richtung kommt
auBerhalb beliebig groBer kompakter Mengen vor. Wir sehen also eine wesentliche
Singularitdt der GauBBabbildung.

Hoheres Geschlecht

Die im Anschluf} an die Costa-Flache erwdhnten dreiendigen Beispiele sind
die einzigen funktionentheoretisch konstruierten eingebetteten Minimalfldchen end-
licher Totalkrimmung, die vollstindig diskutiert sind; vgl. die Existenz- und Einbet-
tungsbeweise in [2]. Man kennt noch — aufwendige — Existenzbeweise fiir einige wei-
tere Serien, aber beziiglich der Einbettung ist man einstweilen auf numerische Rech-
nungen angewiesen. Und schlieBlich gibt es einige numerisch geldste Perioden-
probleme, fiir die noch kein Existenzbeweis gelungen ist. Dafiir sind durch
Kapouleas und Traizet mit funktionalanalytischen Methoden Fortschritte erzielt
worden [Vortrage, Preprints und [10]]. Es handelt sich um die Konstruktion von
Flachen mit riesigem Geschlecht, bei denen fast alle Henkel auBerordentlich klein
sind. Um die Voraussetzungen zu diesen Resultaten plausibel zu machen, miiBte
erheblich mehr tiber das Limesverhalten in bekannten Serien von (auch periodischen)
Beispielen gesagt werden, als hier méglich ist.

Ein letzter mir wichtiger Punkt soll daher an anderen als den eingebetteten
Minimalflédchen endlicher Totalkriimmung erklirt werden. Schon unter Scherks Bei-
spielen finden sich einfach periodische und zweifach periodische eingebettete Fli-
chen, die wegen der Periodizitdt unendliche Totalkriimmung haben. Riemanns Bei-
spiele sind einfach periodisch, und Schwarz hat eine Reihe von spektakuliren drei-
fach periodischen eingebetteten Beispielen konstruiert. All diese haben die
Eigenschaft, dal Fundamentalstiicke fiir ihre Symmetriegruppe tatséchlich wieder
endliche Totalkriimmung haben. Die Resultate von Huber und Osserman sind von
Hoffman, Meeks und Rosenberg auf diese Flichen ausgedehnt worden, sie haben
also wieder meromorphe WeierstraBdaten auf kompakten Riemannschen Flichen.
Die herausdividierten Translationssymmetrien sind Perioden dieser WeierstraB3-
daten. (Im Falle von Flichen mit Schraubsymmetrien ist G nicht auf dem Quotienten
definiert, aber man hat die Differentialformen dG/G und dh (s. Anhang und Bild 10)
als meromorphe Daten.) Es gibt derart viele periodische eingebettete Minimalfichen,
die auBerdem so viele sehr verschiedenartige Formen haben, daB es hier unméglich
ist, einen Uberblick zu geben. Zum AbschluB soll jedoch noch versucht werden, eine
Antwort auf folgende mir héufiger gestellte Frage zu geben: ,,Warum schreibt man
nicht einfach irgendwelche WeierstraBdaten auf einer Fliche von héherem Ge-
schlecht hin und sieht sich an, was dabei herauskommt?*

Was kann man erwarten? Nehmen wir an, daB3 die WeierstraBdaten schon so
gewiihlt sind, daB die Metrik nicht entartet ist, die WeierstraBschen Formeln also eine
Immersion einer Uberlagerung von M2 — {p1...pn} liefern. Nehmen wir ferner an,
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Einheitskreis, wobei die vertikale Symmetrielinie ohne Wendepunkt auf den Durch-
messer abgebildet wird. Deren Endpunkte sind einfache Punkte der Quotientenabbil-
dung, die anderen drei Ecken eines jeden Fiinfecks sind Verzweigungsstellen. (Man
kann stattdessen auch gleich mit dem Riemannschen Abbildungssatz dieses Abbil-
dungsproblem 16sen und priifen, daB die Fortsetzung durch Spiegelung mit den Iden-
tifizierungen der Fiinfecke vertréglich ist.) Die GauBabbildung G und diese Quotien-
tenabbildung o : M — M/T' — C = S? haben nun keine gemeinsamen Verzwei-
gungsstellen. Daher liefern die beiden Funktionen einen Atlas fiir die Fliche, und
eine algebraische Gleichung beschreibt den Wechsel zwischen diesen beiden globalen
Koordinaten, definiert also die Fliche, und zwar zusammen mit Funktionen, wie wir sie
wollen.

Die Quotientenabbildung o kann noch mit beliebigen Mébiustransformatio-
nen der Bildsphire zusammengesetzt werden. Daher ist o als Funktion erst dann
eindeutig festgelegt, wenn wir drei Werte vorschreiben. Die GauBabbildung G hat
ihre Null- und Polstellen in den sechs Polarzentren von Bild 11. Diese Punkte haben
unter o denselben Wert, wir wihlen ihn als 0. Die anderen sechs Endpunkte der ver-
tikalen Fiinfeckkanten durch die Polarzentren werden ebenfalls durch o identifiziert,
wir wihlen als Wert co. Die zwdlf Wendepunkte der vertikalen Symmetrielinien (also
Nullstellen von dG ) werden durch o auf zwei symmetrisch zu 0 liegende Werte abge-
bildet, wir normieren diese auf +1. Damit haben wir geniigend Informationen, um
eine algebraische Gleichung zwischen G und o anzugeben, die uns eine einparametrige
Schar geeigneter Riemannscher Flichen beschreibt. Fiir die Einzelheiten ist wichtig
zu beachten, dal die Normalenabbildung N orientierungsumkehrend ist, die Quotien-
tenabbildung aber orientierungstreu. Man kann noch einmal zu den Flichen von
Chen-Gackstatter und Costa zuriicksehen: In beiden Fillen liefert die 180°-Drehung
um eine vertikale Normale eine Quotientenabbildung mit Verzweigungsstellen in den
Schnitten vertikaler Symmetrielinien. Wahlt man die Moébius-Normierung der Quo-
tientenfunktion so, daB zwei nicht benachbarte Schnittpunkte von Symmetrielinien
nach 0 und oo abgebildet werden, so ist die Funktion ein Vielfaches der Weierstraf3-
schen p-Funktion.

Um unser dreifach periodisches Beispiel zu beenden, miissen wir den Koor-
dinatenwechsel, also die algebraische Gleichung zwischen G und o, angeben. Wir
tragen die Null-, Pol- und Verzweigungsstellen dieser Funktionen in die entsprechen-
den sphirischen Bildgebiete eines Fiinfecks ABCDE ein und betrachten auch die
Divisoren ihrer logarithmischen Differentiale, vgl. Bild 11.

E

Zunéchstkennen wir die genaue Position der drei Verzweigungswerte von o auf
derreellen Halbgeraden 0 — 1 — oo nicht, wohl aber die Werte von G an diesen Ecken
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des Fiinfecks. Im Anhang wird erklért, warum zu einer Minimalfldche ein holomor-
phes Differential dh gehort, dessen einfache Nullstellen an den vertikalen Stellen von N
liegen. Auch ohne die Begriindung zu kennen kann man leicht den Divisor (die Null-
stellen)eines solchen Differentials in unsere Skizze eintragen und dann ablesen, daB ein
solches Differential sich mit Hilfe von G und o hinschreiben 1483t:

o? E 1 do
o2-1 G G+ G o*
Da in den Punkten mit G = 1 Pole o = oo liegen, kénnen wir die Gleichung
dG 1 1
3 -3 . — o —_— — —
3(GCC+G™) G A (02 OA)da

ohne Integrationskonstante integrieren zu

dh ~

G-G?=\(-0"! +%0_3).

Hierin ist A der konforme Parameter unserer gesuchten einparametrigen Fa-
milie Riemannscher Flichen. Auf Computerbildern der so deduzierten Weierstral-
daten sicht man nun in der Tat, was man erwartet hatte. Unabhéngig von solchen
Berechnungen kann man — mit differentialgeometrischen statt funktionentheoreti-
schen Methoden — beweisen, daB diese Fliche eingebettet ist und die gewiinschten
Symmetrien hat.

Ich wiederhole, daB dieser Vortrag nicht als Erlduterung derartiger Einzel-
heiten gemeint ist. Es ging mir darum zu zeigen, daB einer Minimalfldche hoheren
Geschlechts eine duBerst spezielle Riemannsche Fliche zu Grunde liegt, die Funk-
tionen tragt mit qualitativen Eigenschaften, die nur auf wenigen Riemannschen Fla-
chen méglich sind. Die Riemannsche Fliche muB3 unter Ausnutzung dieser Eigen-
schaften gemeinsam mit den bendtigten Funktionen konstruiert werden.

Anhang: Die Weierstrafi-Darstellung

Ich erkldre in diesem Anhang, was zu der GauBabbildung und der Lage der
Punktierungen noch hinzukommt, bis man berechenbare Darstellungen der Mini-
malflichen hat. Dazu muB etwas mehr gerechnet werden, insbesondere auch mit
der kovarianten Ableitung, als bisher (im Text und im Vortrag) nétig war. Die An-
kiindigung, daB nur Argumente vorgetragen wiirden, die zur Allgemeinbildung ge-
rechnet werden diirften, gilt hier nicht mehr. AuBerdem wird noch an einigen Details
gezeigt, daB der enge Zusammenhang zwischen Funktionentheorie und Minimalfli-
chengeometrie noch weiter reicht, als im Text angesprochen. Im Abschnitt ,,Zusam-
menhang mit der Funktionentheorie wurde schon bewiesen, daBl H = 0 d4quivalent
dazu ist, daB die Komponenten F’ einer minimalen Immersion F = (F : M?> - R3
Riemannsch-harmonisch sind, also A F' =0 erfiillen. (Dabei heiBt Ag = divgo
grad,= spurV?2 auch Laplace-Beltrami-Operator zur Metrik g.) Dies folgte unmittel-
bar aus der GauBschen Ableitungsgleichung. Die dazu konjugiert harmonische Im-
mersion F*: M? — R3, definiert iiber DF* = —DF -J (J wie oben das Feld der
90°-Drehungen auf jedem Tangentialraum von M 2 kurz die Riemannsche 90°-Dre-
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hung), ist offenbar isometrisch zu F, ebenfalls g-harmonisch und daher minimal.
Wegen V.J = 0 folgt wieder aus der GauBschen Ableitungsgleichung

V2F*(X,Y) = -V*F(X,JY) = g(SX,JY)-N = —g(S*X,Y) - N,

also hat die konjugierte Immersion dieselbe I}Iormalenabbildung N, und ihre Wein-
gartenabbildung ist $*: = J - S = —S - J, in Ubereinstimmung mit der Weingarten-
formel: DN = DF - S = —DF -J - J - S = DF* - S*. Zusammen liefern F und F* eine
holomorphe Kurve

U:=F +iF*: M? — C3,
die auBerdem noch isotrop ist:

(DY - X,DV-X)es = (DF - X,DF - X)gs — (DF* - X, DF* - X)g3

+2i(DF - X,DF* - X)gs = 0.

Umgekehrt gilt das folgende

Lemma. Der Realteil F und der Imagindrteil F* einer holomorphen, isotropen Kurve ¥
sind minimal.

Beweis: Wegen der Holomorphie gilt DU (J - X) = i- D¥(X), also DF* = —DF - J.
Wegen der Isotropie induzieren F und F* dieselbe Riemannsche Metrik g, und J ist
mit diesem Skalarprodukt vertraglich. Aus den Cauchy-Riemannschen Gleichungen,

higr. DF* = —DF_. T folot AF — 0 = A F* also Harmonizitit beziielich der eige-
i

nen Metrik und damit Minimalitat.

Die WeierstraBdarstellung kombiniert nun zwei wohlbekannte Tatsachen:
(i) U= [ DV, DV = (d¥! d¥?d¥3).
(ii) Quotienten holomorpher Differentiale sind meromorphe Funktionen. ( Dabei sollten
die Quotienten der Koodinatendifferentiale sicher etwas mit der Gaufabbildung zu tun
haben.)

Wegen der Isotropie, also (dU!)? + (d¥?)? + (d¥?)? = 0, betrachtete Weier-
stra3 die Funktion

G = —dU! — id¥? _ A
o du3 T 44Ul — id¥?
und schrieb:
11 il ;
DV = (5(5- G), 5(5+ G), 1) -d¥°.

Er bemerkte auch die Umkehrung: Zu jeder meromorphen Funktion G und
jeder meromorphen Differentialform w bekommt man mit dieser WeierstraB3schen
Formel — eventuell nach Weglassen isolierter Polstellen — die holomorphe, isotrope
Kurve

DV: = L] G ] G), 1 Y
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Nach dem Lemma wird aus dieser Kurve durch
Fy:=Re(e™ - U) =cosp- F +sing - F*

eine isometrische Schar von Minimalfl4chen, die sogenannte assoziierte Familie, ge-
wonnen. Es ist nicht schwer, die Funktion G zu interpretieren. Der Vektor

N:=(2Re G, 2Im G, |G ~ 1) /(IGF +1)

steht  senkrecht ~auf den beiden orthogonalen Tangentialvektoren
Re(DV/w), Im(DV /w) des Bildes F,(M?). Daher ist die meromorphe Funktion G
bis auf eine orientierungsumkehrende stereographische Projektion gerade die Nor-
malenabbildung der Immersion F,,. AuBerdem ist w durch das Differential der Hohen-
funktion F3 = (e3, F ), e3 der vertikale Einheitsvektor, bestimmt:

dF? = Re w, w=dF? + i(dF?)* = dF® — idF® o J,lokal w = dh.
Ich finde es daher suggestiv, die Weierstrafidarstellung zu schreiben als
1,1 il
F:=R —(=- = (=
¢ [GiG-6) 5(5+6), Da
mit Re dh = dF* und G die GauBabbildung von F.

Einige weitere Informationen erleichtern die Interpretation einer
WeierstraBdarstellung; sie werden aus der GauBabbildung G und den beiden mero-
morphen Differentialformen dG/ G, dhberechnet. Dadurch kommt wieder mehr Dif-
ferentialgeometrie ins Spiel; wegen der Zeitbeschrankung erschien mir im Vortrag die
Konzentration auf die Funktionentheorie zweckmiBig.

Um die Position der Enden zu verstehen, bendtigt man zunichst die Riemann-
sche Metrik

¢(X,X)i= (DF - X, DF - X) = |D¥ - X’ = 1 (1G] + 1/|G)’ - [dh(X)
(Lokal dh(z) = 4 2 20).

Hieran liest man ab:

(i) Falls dhin p € M? eine Polstelle hat, so hat jede in p endende Kurve unendliche
Riemannsche Linge, also p ¢ M?, M? ist in p punktiert.

(ii) Falls dh in p € M? eine Nullstelle hat, ohne daB N dort vertikal ist, so ist die
Metrik in p Null, d.h. F ist keine Immersion. Dies versucht man zu vermeiden.

(iii) Fallsdhinp € M? eine Nullstelle hat und G bzw. 1/G hat eine Polstelle derselben
Ordnung, dann ist p € M? und N(p) ist vertikal.

(iv) Falls dh in p € M? eine Nullstelle hat und G bzw. 1/G hat dort eine Polstelle
hoéherer Ordnung, so ist wie in (i) p & M?>.

Diese Zusammenfassung zeigt, daf die Null- und Polstellen von dh durch die ver-
tikalen Punkte von N (mit Vielfachheit) sowie durch die Lage der Punktierungen von
M? beinahe gegeben sind. Es fehlt nur der Zusatz: Ist p die Punktierung zu einem
eingebetteten Ende, so hat Gdh bzw. lGdh dort einen doppelten Pol. Damit ist dh bis
auf einen konstanten Faktor bestimmt. Dies rechtfertigt die Beschrinkung auf die
GauBabbildung in meinem Vortrag.
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Auch andere geometrische Eigenschaften der Fliche sind durch die Weier-
straBdarstellung leicht zugénglich. Die Gaufische Kriimmung K:= det(S) ist die
Flicheninhaltsverzerrung von:

DN|,: T,M* g — TypS>.

Wegen der Winkeltreue ist dies bis aufs Vorzeichen das Quadrat der Lingen-

verzerrung, also (mit dem bekannten Faktor (1+122 |2)2 fiir die stereographische Pro-

jektion C — S?) durch unmittelbares Einsetzen der Definitionen gegeben als

ko DN 41dG(X)|* 4
(X, X) (1G] +1/IG)* - [dh(X)P (1 +|G)?

_ —16 .|_d£|2
(IG|+1/|G))* ~ Gdh

Die beiden Differentialformen dG/G und dh liefern weitere geometrische Ei-
genschaften der Fliache. So ist die Zweite Fundamentalform definiert als

b(X,X):=—(D’F(X,X), N)
= (DF(X), DN(X)) = g(X,S - X).

Wegen der WeierstraBschen Formel ist

1 i1

DF(X) = Re DU(X) = Re ((1 G), 55+

55— G). 1)-dh(X)).
Differenziert man weiter und benutzt, daB3 N reell und senkrecht zu DY (X)
ist, so erhilt man
-1 i -1 dG(X)

—(D*F(X,X), N) = —Re («%(?_ G), 5(&+G), 0), N)Tdh(X)>

=Re (%G (X) -dh(X)).

Die zweite Fundamentalform ist also Realteil eines meromorphen quadrati-
schen Differentials; dies ist auf M? sogar holomorph, denn in den vertikalen Punkten
von N hat dG/G einfache Pole und dh mindestens einfache Nullstellen. Diese engan
die WeierstraBdarstellung angepaB3te Beschreibung der zweiten Fundamentalform
fiihrt oft dazu, daBB man Symmetrien der Fliche unmittelbar aus den Daten ablesen
kann. Symmetrien kénnen Perioden zu null machen oder Einbettungsfragen auf klei-
nere Stiicke der Flache reduzieren.

Eine andere interessante Information ist die Kriimmung der Hohenlinien. Z.B.
sind diese Kriimmungen fiir die von Riemann entdeckten Minimalflichen konstant,
die Hohenlinien also Kreise, und die Flichen sind daher eingebettet. Fiir eine nach der
Bogenldnge parametrisierte Kurve in C mit Einheitsnormalenfeld n gilt fiir die Kriim-
mung (mit der Bezeichnung ( , ) fiir das euklidische Skalarprodukt in C):

") = (G in(s)).
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Eine Kurve ¢: I — M? ist eine Hohenlinie einer WeierstraBdarstellung, wenn

.
;
—

. A

:

dn _dn dh . dh 2dh(¢) dh(é)

ds ~dh'ds " ds (G| + 1/IG) - [dh(@)]" (@)
Wegen (G, i- G) = 0gilt

1 dG dh . G . 1dG
E(@—(@'%'%» l‘ﬁ) = <_I'EE7 )
1 dG —i-dh +2 dG
22 " )y = =2 Re(—).
Ga a0V T e e

=+i.

Ich hoffe, daB diese Beispiele gezeigt haben, da3 die WeierstraBdarstellung
nicht nur die Funktionentheorie der Minimalflichen ausnutzt, sondern differential-
geometrische und funktionentheoretische Eigenschaften in enge Beziehung setzt.
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Buergisser, P., Clausen, M., Shokrollahi, A., Algebraic Complexity Theory
(Grundlehren Vol. 315) Berlin u. a.: Springer 1997, 618 S., DM 188,-

Die Komplexititstheorie handelt von effizienter algorithmischer Losung mathe-
matisch formulierter Probleme und von dem prinzipiellen Widerstand, den diese jener lei-
sten. Sie vereint zwei ganz verschiedene Traditionen. Die eine entstammt der mathemati-
schen Logik und der Theorie der berechenbaren Funktionen. Das grundlegende Berech-
nungsmodell ist die Turingmaschine, und man zeigt, dal gewisse Entscheidungsprobleme
inhirent schwierig sind auf ganz dhnliche Art, wie man in der mathematischen Logik die
Unentscheidbarkeit von Theorien beweist: durch Diagonalisierung und Reduktion.

Die zweite Tradition hat sich aus Fragestellungen der Numerischen Mathematik
entwickelt. Das Berechnungsmodell fiir die hier betrachteten Probleme ist so etwas wie
ein gewohnlicher (endlicher) Computer, der allerdings mit der Fahigkeit ausgestattet ist,
Zahlen aus einer Klasse zugelassener Grundkorper exakt zu speichern und arithmetische
Operationen oder Verzweigungen der Form ,f =0° (fiir angeordnete Korper auch
,f > 0) in je einem Schritt exakt auszufithren. Das Ergebnis ist nach einer beschrinkten
Anzahl von Schritten ebenfalls exakt abzuliefern. Es konnen deshalb nur (semi-)algebrai-
sche Aufgabenstellungen behandelt werden. Bei gegebener Gewichtung der Rechenopera-
tionen (z.B. = 1) versteht man unter der Komplexitit einer solchen Aufgabe den minima-
len zu ihrer Lésung hinreichenden Rechenaufwand. In der Regel hdngt der Aufwand ei-
nes Algorithmus von der Eingabe ab, so daB man zunéchst iiber diese zu maximieren hat.
Bei der Auswertung von Polynomen und rationalen Funktionen hat man die Alternative,
Unbestimmte als Eingaben zu verwenden und Verzweigungen auszuschlieBen (generischer
Standpunkt).

Das hier angedeutete algebraische Berechnungsmodell und die zugehérigen Kom-
plexititsbegriffe sind das definitorische Riistzeug der Algebraischen Komplexititstheorie.
Thr Finsatz_hietet sich hei der I Totezsuchung fundamentaler Betechnungsorohlemg an. he-

sonders dann, wenn diese unabhingig von einem speziellen Grundkérper formuliert sind
und wenn fiir deren algorithmische Losung ein Gleiches erwartet wird.

Sehen wir von dem 1975 erschienenen schmalen Béndchen [1] von Borodin und
Munro ab, so liegt vor uns die erste umfassende Monographie iiber Algebraische Kom-
plexititstheorie. Sie ist in ein einleitendes Kapitel und fiinf Teile gegliedert:

I. Fundamental Algorithms (2 Kapitel) — II. Elementary Lower Bounds (4 Kapi-
tel) — II1. High Degree (5 Kapitel) — IV. Low Degree (8 Kapitel) — V. Complete Problems
(1 Kapitel).

Teil I behandelt einige wichtige Algorithmen der Computer-Algebra unter dem
Gesichtspunkt der theoretischen (d.h. asymptotischen) Effizienz. Hier findet man z.B. die
,Schnelle Fourier-Transformation, die O(nlognloglogn)-Polynom-Multiplikation iiber
beliebigen Korpern sowie den Knuth-Schonhage-Algorithmus fiir die Kettenbruchent-
wicklung rationaler Funktionen.

Teil II enthélt neben genauen Definitionen von Berechnungsfolge, Berechnungs-
baum und Komplexitit zwei elementare, aber grundlegende Techniken zum Beweis von
unteren Komplexititsschranken: die eine benutzt den Transzendenzgrad (Motzkin, Bela-
ga, Baur-Rabin), die andere geeignete Variablensubstitutionen (Pan). Mit diesen Techni-
ken 14Bt sich z.B. zeigen, dall Horners Regel zur Auswertung eines ,allgemeinen Poly-
noms Y ioax € Rlag,...,a,,x] optimal ist, wihrend jedes ,konkrete Polynom
> io aix’ € IR[x] mit n Additionen/Subtraktionen und nur etwa % Multiplikationen/Divi-
sionen berechnet werden kann (und im allgemeinen nicht schneller). Der Unterschied der
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Komplexititen beruht auf der Moglichkeit, ein Auswertungsverfahren fiir ein konkretes
Polynom mit einer besonders evaluationsfreundlichen Darstellung des Polynoms auszu-
statten. Teil II enthilt ferner eine Diskussion von zwei Komplexititsungleichungen, die
im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Die eine impliziert, da man bei der Berechnung
bilinearer Abbildungen ohne Effizienzverlust auf Divisionen verzichten kann. Die andere
(die sogenannte Ableitungsungleichung) gestattet es, aus einem Verfahren zur Auswer-
tung einer einzelnen rationalen Funktion ein vergleichbar schnelles zur Berechnung aller
ihrer ersten Ableitungen zu konstruieren. Eine Anwendung auf die Determinantenfunk-
tion etwa liefert die Einsicht, da3 die Matrix-Inversion nicht viel schwieriger ist als die
Berechnung der Determinante.

Teil III befaBt sich mit drei Methoden zum Beweis von unteren Komplexitits-
schranken, denen die Verwendung nichttrivialer Ergebnisse der Algebraischen Geometrie
gemeinsam ist (Satz von Bezout Giber den Grad des Schnittes zweier abgeschlossener Un-
tervaritdten des IP", Satz von Milnor-Thom iiber die Summe der Bettizahlen reeller semi-
algebraischer Mengen).

Die sogenannte Gradschranke schitzt die multiplikative Komplexitit (lineare
Operationen sind kostenlos) eines Systems rationaler Funktionen durch den Logarithmus
des Grades des Graphen der durch die Funktionen vermittelten rationalen Abbildung ab.
Fiir viele Probleme der Numerischen Mathematik liefert sie Ergebnisse optimaler Gro-
Benordnung (meist 7 log # fiir die Unbestimmtenanzahl ). Dazu gehéren die Berechnung
der elementarsymmetrischen Funktionen, die Auswertung eines beliebigen Polynoms
> igaix' vom Grad n an n + 1 Stellen und die Bestimmung der Koeffizienten des Inter-
polationspolynoms zu Stiitzstellen xy, . .., x, und Werten yy, ..., y,. Ferner 4Bt sich eine
Art uniforme Optimalitat des Knuth-Schénhage-Algorithmus zur Kettenbruchentwick-
lung beweisen. Kombiniert man die Gradschranke mit der Ableitungsungleichung, so er-
gibt sich z.B., daB die n-te Potenzsumme Xt + ...+ x], die Resultante als Funktion der
Wurzeln sowie die Interpolation an einer einzigen Stelle eine Komplexitit der GroBenord-
nung »log n besitzen.

Eine neuere Methode von Ben-Or und Yao, die auf dem oben genannten Satz
von Milnor und Thom beruht, hat zahlreiche Anwendungen vor allem in der Geometrie.
Die Autoren des Buches beschrianken sich auf den Beweis des etwas groberen Resultates
von Ben-Or, das in vielen Fillen ausreicht. Es schitzt die GroBenordnung der Komplexi-
tat eines semialgebraischen Entscheidungsproblems durch den Logarithmus der Anzahl
Zusammenhangskomponenten ab. Im Buch wird der Satz auf die folgenden drei Proble-
me angewandt: man entscheide, ob # gegebene reelle Zahlen paarweise verschieden sind;
man berechne zu n Punkten der Ebene die Ecken ihrer konvexen Hiille; man entscheide,
ob sich n gegebene reelle Zahlen in zwei Teile gleicher Summe aufteilen lassen. Die Kom-
plexitit der beiden ersten Probleme hat die GréBenordnung z log n, die des dritten minde-
stens die GréBenordnung »2. Dieses sogenannte Rucksackproblem ist besonders interes-
sant, weil sein Boolesches Pendant NP-vollstandig ist. Die reelle Version 148t sich iiberra-
schenderweise in O(n° log? n) Schritten entscheiden (Meyer auf der Heide).

Die dritte in Teil III dargestellte Methode liefert untere Komplexititsschranken
fiir Polynome in einer Unbestimmten, deren Koeffizienten rational oder doch wenigstens
algebraisch sind. In ihrer urspriinglichen Fassung auf Ideen der diophantischen Geome-
trie fuBBend, benutzt eine von Heintz und Sieveking fiir den Fall algebraischer Koeffizien-
ten entwickelte Verfeinerung wieder den Satz von Bezout, der damit zum Hauptnenner
der drei geschilderten Methoden wird (denn auch Milnor und Thom verwenden Bezout).
Eine typische Anwendung: Zj'.':l Jj'x/ € R[x] hat fir r€ @\ Z eine Komplexitit
wenigstens der GroBenordnung n/(log? n), wihrend fiir r € das Polynom in O(logn)
Schritten berechenbar ist. Uber den besonders interessanten Fall r = —1 (Partialsumme
der Logarithmusreihe) weil3 man dagegen so gut wie nichts.
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Eine ganz andere Landschaft betritt man in Teil IV, wo es um die Berechnung
linearer und bilinearer Abbildungen geht. Hier bewegen sich die unteren Schranken noch
in Bodennihe. Ehrgeizigere Projekte haben das Schicksal von Ikarus erlitten, bisweilen
unter dem Feuerwerk spektakulirer Erkenntnisse auf scheinbar fernen Gebieten. So war
ein plausibler Beweisansatz fiir die Optimalitdt der ,Schnellen Fourier-Transformation
(FFT) das Motiv, aber auch das Opfer von Valiants Konstruktion von n-Superkonzentra-
toren mit O(n) Kanten. Bei den n-Superkonzentratoren handelt es sich um gerichtete

Maomlarr =it Tmaene 2ynd wd sanracke ltlr‘:‘;!? W'ﬂ‘ I liwgrng

konnen. Valiants Konstruktion und ihre Verbesserungen haben heute in Graphentheorie
und Theoretischer Informatik einen festen Platz. Die Optimalitidt der FFT dagegen ist
nach wie vor offen. Teil IV enthélt neben solchen Abenteuern eine minuzidse Schilderung
praktisch aller bis heute bekannten unteren Komplexitédtsschranken fiir lineare und bili-
neare Probleme, unter anderem fiir die Multiplikation in endlich-dimensionalen Algeb-
ren.

Auch den Algorithmen wird der ihnen gebiithrende Platz eingerdumt. Bei den li-
nearen Problemen steht die Spektralanalyse im Mittelpunkt, konkret die Wedderburn-
Isomorphie zwischen der komplexen Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe G (etwa
der Ordnung n) und einem direkten Produkt voller Matrixalgebren. Die Matrix eines sol-
chen Isomorphismus codiert die irreduziblen Darstellungen von G. Es geht hier freilich
nicht um die Konstruktion dieser Matrix, sondern um deren Anwendung auf einen Vek-
tor der Gruppenalgebra. Die Wichtigkeit des Problems wird beleuchtet durch die Bedeu-
tung der FFT fiir den Fall zyklischer Gruppen. Die im Buch beschriebenen Verfahren
liegen freilich mathematisch deutlich tiefer als die klassische FFT. Die wichtigsten Resul-
tate: ein O(nlog n)-Algorithmus fiir iiberaufldsbare Gruppen (Baum), ein o(n log® n)-Al-
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keit der Folge der Enumeratoren von Hamiltonzykeln

Z Alo(1) "+ v+ Qpo(n)-

o€Sp Zykel der Lange n

(Ersetzt man die Unbestimmten-Matrix [a;] durch die Inzidenzmatrix eines Graphen, so
liefert der Enumerator die Anzahl von dessen Hamilton-Zykeln.) Das wird zwar im Buch
nicht bewiesen, wohl aber die ebenfalls auf Valiant zuriickgehende VNP-Vollstindigkeit
der Permanente

Z Alo(1) * -+« * Aua(n)

€Sy

fiir Grundkoérper einer Charakteristik # 2. Dieses Resultat verdient besonderes Interesse,
weil sich das zugehorige Entscheidungsproblem, das sogenannte Heiratsproblem, in poly-
nomialer Zeit 16sen 148t (M. Hall). Dariiberhinaus fiihrt die VNP-Vollstindigkeit der Per-
manente auf einen engen Zusammenhang zwischen der Valiantschen Hypothese und der
klassischen Frage nach der minimalen Grofe einer Determinante mit unbestimmten Ko-
effizienten, aus der sich eine n-reihige Permanente mit ebenfalls unbestimmten Koeffizien-
ten durch einfache Substitution gewinnen 148t

Die hier gegebene Ubersicht 148t eine Reihe von Themen unerwihnt, die im Buch
ausfiihrlich behandelt werden. Das Programm der drei Autoren, die Algebraische Kom-
plexitétstheorie bei konsequenter Beschriankung auf das sequentielle algebraische Berech-
nungsmodell so vollstindig darzustellen, wie es in einem Band méglich ist, wird in der
vorliegenden Monographie in bewundernswerter Weise verwirklicht.

Man mag bedauern, daB z.B. die Komplexitdtsschranke von Mayer-Meyer fiir
die Zugehorigkeit zu Polynomidealen oder die Interpretation des algebraischen Berech-
nungsmodells als effiziente Datenstruktur fiir das Rechnen mit diinn besetzten Polyno-
men (von zur Gathen, Kaltofen) nicht in den vorgegebenen Rahmen passen. Der Umfang
des Buches jedoch gibt der Selbstbeschrankung der Autoren recht.

Das Werk bietet viel Komfort: Es liest sich gut, die Beweise sind pragnant und
sorgféltig durchgefiihrt, es gibt kaum Druckfehler, jedes der 21 Kapitel beginnt mit einer
motivierenden Ubersicht und endet mit einer Reihe von Ubungsaufgaben (insgesamt
350), einer Liste offener Probleme sowie einer Besprechung der einschldgigen Literatur.
Bemerkenswert ist, wie konsequent die Darstellung mit algebraischem Grundwissen aus-
kommt. Geeigenete Versionen der Sitze von Bezout und Milnor-Thom werden explizit
bewiesen. Zwar lieBe sich fiir Algebraische Geometer und Differentialtopologen manches
kirzer und eleganter gestalten. Aber so willkommen diese als Leser sind, die intendierte
Leserschaft erschopfen sie nicht. Eine Stirke des Buches liegt gerade in seiner vielseitigen
Verwendbarkeit: als Standardreferenz, Nachschlagewerk, Textbuch fiir Vorlesungen und
Seminare iiber Mathematik und Theoretische Informatik, Grundlage eines Selbststudi-
ums.

Stellt man die Geschlossenheit und Stringenz des Textes der Menge der darin ver-
arbeiteten Literatur gegeniiber (die Bibliographie enthilt fast so viele Eintridge wie das
Buch Seiten), so wird die enorme Leistung der Autoren wie auch die Uberfalligkeit ihres
Projekts deutlich. Biirgisser, Clausen und Shokrollahi haben einen Meilenstein gesetzt, an
dem sich zukiinftige Werke iiber Algebraische Komplexitdtstheorie werden orientieren
konnen und miissen.

[1] Borodin, A., Munro, 1., The Computational Complexity of Algebraic and Numeric Pro-
blems. American Elsevier, 1975

Konstanz V. Strassen
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Huybrechts, D., Lehn, M., The Geometry of Moduli Spaces of Sheaves, Braun-
schweig/Wiesbaden: Vieweg 1997, 269 S., DM 98 —

Zu Beginn unseres Jahrhunderts nahm die Algebraische Geometrie einen zentra-
len Platz in der Mathematik ein, fiinfzig Jahre spéter war dieses Gebiet praktisch tot. Be-
ginnend mit Emmy Noethers formalem Aufbau der Algebra setzte in den zwanziger Jah-
ren eine Strukturierung der Mathematik ein, die neue Anspriiche an Exaktheit und Sicher-
heit der Grundlagen stellte, und die den Aufbau neuer Gebiete, wie der Kommutativen
Algebra oder der Algebraischen Topologie brachte. Erst als diese Fundamente abgesichert
waren, wandte man sich in den sechziger Jahren wieder den Inhalten der Algebraischen
Geometrie zu. Und heute ist die Algebraische Geometrie wie vor hundert Jahren ein gro-

Bes aktuelles Gebiet. Es gibt wichtige Ouerverbindungen zy Arithmetik, Analvsis und Ma-

thematischer Physik.

Was hat diese Historie mit dem vorliegenden Buch zu tun, das doch fast aus-
schlieBlich Forschungsergebnisse aus den letzten zwanzig Jahren zusammenfaBt? Nun,
diese Ergebnisse aus der Theorie der Moduli stabiler Garben werden hier in einer forma-
len Sprache dargestellt, die hohen modernen Anspriichen geniigt. Entsprechend leicht
kann ein Leser ob der Vielfalt der verwendeten Begriffe und Techniken das Gefiihl fiir
Inhalte und Problemstellungen verlieren. Wie manch anderes Gebiet der modernen Ma-
thematik leidet die Algebraische Geometrie unter der Spannung zwischen ihrer formalen
Maschinerie und ihren Inhalten. Wenn diese Spannung nicht richtig ausbalanciert wird,
kann es, wie vor hundert Jahren, zur nichsten Krise kommen.

Kohirente Garben (sheaves) waren vor fiinfzig Jahren praktisch unbekannt,
heute gehéren sie zum unersetzlichen Handwerkszeug der algebraischen Geometrie. Das
Buch widmet sich dem Problem der Klassifikation dieser Objekte. Fiir das Interesse an
dieser Frage gibt es gute Griinde: Es hingt zusammen mit dem Klassifikationsproblem
fiir Untervarietéten einer gegebenen algebraischen Varietit, und das ist eines der funda-
mentalen Themen der Theorie. AuBerdem gibt es verbliiffende Zusammenhinge mit der
mathematischen Physik (,,Instantonen®) oder der Klassifikation differenzierbarer Struk-
turen auf komplexen Flichen (Donaldson-Invarianten).

Die Klassifikationstheorie der kohirenten Garben folgt einem Grundmuster:

1) ,,Boundedness®: Es ist zu zeigen, daB alle Garben mit fixierten Invarianten iiber einer
fixierten Varietit eine Familie bilden, die man durch Punkte einer Varietit parametrisie-
ren kann. In der wiinschenswertesten Allgemeinheit ist das falsch, es gibt einfach zu viele
Garben. Deswegen muf3 man sich hier auf sogenannte ,,stabile* Garben beschrinken.

2) Konstruktion des Modulraumes: Der Modulraum enthilt fiir jede der zu klassifizie-
renden Garben genau einen Punkt, man kann ihn als einen Gruppenquotienten aus der
parametrisierenden Familie in 1) konstruieren. Das geht mit Geometrischer Invarianten-
theorie nach Mumford. Und wunderbarerweise ist es wieder die Eigenschaft der Stabili-
tit, welche die Existenz des Quotienten sicherstellt.

3) Beschreibung des Modulraumes: Die Fragestellungen hingen jetzt sehr von der Varie-
tat ab, iiber der man die Garben betrachtet. Manchmal ist schon die banale Frage unge-
16st, ob der Modulraum nicht-leer ist. Manchmal (z. B. iber kompakten Riemannschen
Fliachen) gibt es inzwischen eine sehr inhaltsreiche Theorie, mit weitreichenden Konse-
quenzen, u. a. auch fiir die String-Theorien der Mathematischen Physik.

Das Buch ist gedacht fiir Leser mit einer Vorbildung in Algebraischer Geometrie,
wie sie etwa das Standard-Lehrbuch von R. Hartshorne bietet. Der Band besteht aus zwei
Teilen.

Im ersten (,,General theory“) werden Begriffe und Methoden zur Stabilititstheo-
rie kohédrenter Garben zusammengestellt. Das sind die Kapitel 1) Preliminaries, 2) Fami-
lies of sheaves, 3) The Grauert-Miilich theorem, 4) Moduli spaces. Hier wird nicht vor-
ausgesetzt, daB die Basisvarietit zwei-dimensional ist. Ich kenne keine andere Zusammen-
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stellung der Theorie in Buchform, welche an Prizision und Umfang mit dieser vergleich-
bar ist. Es ist unvermeidlich, daB gelegentlich auf andere Literatur verwiesen wird. Aber
die Darstellung ist praktisch ,,self-contained” und gut lesbar, nachvollziehbar.

Im zweiten Teil wird die Theorie auf Flichen angewendet: 5) Construction meth-
ods, 6) Moduli spaces on K3-surfaces, 7) Restriction of sheaves to curves, 8) Line bundles
of the moduli spaces, 9) Irreducibility and smoothness, 10) Symplectic structures, 11)
Birational properties. Hier werden Forschungsergebnisse der letzten Jahre zusammenge-
stellt. Das Gebiet ist hochaktuell, eine dhnlich iibersichtliche und inhaltsreiche Wieder-
gabe des Materials existiert bisher nicht. Etwas hdufiger als im ersten Teil werden Beweise
nur skizziert oder weggelassen. Die Autoren erlauben sich dies, weil sie meinen, dal3 die
Forschung hier noch in der Entwicklung ist, und manche Ergebnisse ihre endgiiltige
Form noch nicht gefunden haben.

Das Buch enthilt eine Bibliographie mit 263 Referenzen. Allein deswegen schon
ist es sehr niitzlich fiir jeden, der an diesem Gebiet interessiert ist. Es gibt einen vier Seiten
langen Index, und auf fiinf Seiten ein ,,Glossary of Notations®, nach Sachgebieten geord-
net.

Meiner Meinung nach handelt es sich hier um ein sehr niitzliches, aktuelles und
gut geschriebenes Buch.

Erlangen W. Barth

Chriss, N., Ginzburg, V., Representation Theory and Complex Geometry, Boston
u. a.; Birkhauser 1997, 504 S., DM 128,

Spitestens seit Hermann Weyls Bestimmung der Charaktere einer kompakten
Liegruppe mit Hilfe der Geometrie ihres Wurzelsystems liefern geometrische Methoden
entscheidende Hilfsmittel zum Verstindnis der Darstellungen von Liegruppen. Die vorlie-
gende Monographie gibt einen Uberblick iiber gewisse Entwicklungen, die neuerdings ei-
nen einheitlichen geometrischen Zugang zur Darstellungstheorie von Weylgruppen, Lie-
algebren, und von Heckealgebren und deren Verallgemeinerungen ermdglicht haben. Der
zweitgenannte Mitautor hat dazu selbst wichtige Beitrige geliefert. Viele Einzelheiten und
Ergebnisse werden zum ersten Male in Buchform zugénglich gemacht; der abgehandelte
Stoff ist ausgesprochen umfangreich. Das Erscheinen des Buchs und das Bemiihen der
Autoren, eine Liicke zu schlieBen, sind ausdriicklich zu begriilen, und dem interessierten
Leser wird eine Fiille von wichtigen und tiefen Einsichten vermittelt, allerdings nicht im-
mer auf leicht bekommliche Weise.

Die Kapitel 1-3 und 5-6 stellen Hilfsmittel aus u.a. den folgenden Gebieten be-
reit: symplektische Geometrie, Kéhlermannigfaltigkeiten mit Symmetrien, Borel-Moore-
sche Homologietheorie, Geometrie halbeinfacher komplexer Liegruppen, Topologie und
Geometrie adjungierter Bahnen, Fahnenmannigfaltigkeiten, Deformationstheorie, kom-
mutative Algebra, dquivariante algebraische K-Theorie. Typische Beispiele zur Illustrati-
on des Geistes, in dem das Buch geschrieben ist, sind die Herleitung der Bruhat-Zerlegung
(3.1.9) mit Hilfe eines geometrischen Arguments, welches auf die Fahnenmannigfaltigkeit
Bezug nimmt, und der Satz 3.4.1, welcher den rationalen Gruppenring der Weylgruppe
(z.B. S, im Falle von sl,) als Faltungsalgebra auf der hochsten von Null verschiedenen
Borel-Mooreschen Homologiegruppe der zugehdrigen Steinbergvarietit beschreibt. Hier-
mit werden dann die irreduziblen Darstellungen der genannten Faltungsalgebra und so-
mit diejenigen der Weylgruppe konstruiert. Dies liefert eine geometrische Interpretation
der Theorie der sogenannten Springerschen Darstellungen von Weylgruppen; es handelt
sich dahei um ein Qriginalergebnis des zweitgenannten Mitautors. Das 4. Kapitel ist einer
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nalen Darstellungen gewidmet. Es wird beispielsweise erklart, wie jeder endlichdimensio-
nale irreduzible sl,-Modul als héchste nicht-triviale Homologie einer geeigneten Varietit
beschrieben wird. Die hier mitgeteilten Ergebnisse sind offenbar neu; sie liefern eine geo-
metrische Erklirung der bekannten Beziehung zwischen der Kombinatorik der Darstel-
lungstheorie der symmetrischen Gruppe und derjenigen der aligemeinen linearen Gruppe.
Im 5. Kapitel wird eine Einfilhrung in dquivariante algebraische K-Theorie geboten. Ins-
besondere finden sich hier ein Spezialfall des Lokalisierungssatzes und eine Version des
Riemann-Rochschen Satzes. Kapitel 6 behandelt die dquivariante algebraische K-Theorie
der Fahnenmannigfaltigkeiten und verwandter geometrischer Objekte und ferner deren
Homologie — ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei der erwdhnte Lokalisierungssatz, — und
harmonische Polynome. Im 7. Kapitel werden dann Weylgruppen und Heckealgebren mit
Hilfe von Aquivarianter algebraischer K-Theorie auf geometrische Weise interpretiert;
beispielsweise wird ein Isomorphismus hergeleitet zwischen dem Gruppenring der affinen
Weylgruppe und derjenigen Faltungsalgebra, welche aus der dquivarianten K-Theorie der
Steinbergvarietit hervorgeht. Das 8. Kapitel beschéftigt sich weitgehend mit der Klassifi-
kation der einfachen Moduln vom hdchsten Gewicht iiber einer komplexen halbeinfachen
Liealgebra. Hier sind die Anforderungen an den Leser hoch (erklart und anschlieBend
verwendet werden u.a. die derivierte Kategorie konstruktibler Komplexe, Verdierdualitit,
perverse Garben, Schnittcohomologie). Die Techniken in diesem Kapitel spielen anders-
wo eine Rolle beim Studium von Darstellungen affiner Quantengruppen. (Hinweise dazu
werden in der Einleitung gegeben.)

Das Buch ist eine Fundgrube fiir den Fachmann. Allerdings ist es stellenweise
schwer zuginglich und deshalb fir Studenten oder Anfanger in der Forschung nur mit
Einschrinkungen zu empfehlen. Gelegentlich wird allzu deutlich, daB diese Monographie
aus einer Vorlesungsausarbeitung hervorgegangen ist: Eine Darstellung in Buchform
kann eben nicht mehr die Gnade des Tafelreinigens in Anspruch nehmen, und gespro-
chene Sprache ist nicht immer geeignet fiir die geschriebene Form. Die Einleitung ist nur
ein verldngertes Inhaltsverzeichnis; die Sprache ist zu technisch und flieSt gleichméBig da-
hin, ohne daB auf die wirklich wichtigen Einsichten mit geeignetem Nachdruck hingewie-
sen wird. Auch wire zu Beginn eines jeden Kapitels ein kurzer Uberblick hilfreich gewe-
sen. (Das 5. und 6. Kapitel beginnen zwar jeweils mit einer Zusammenfassung, welche
aber kaum ihren Zweck erfiillt.) Ferner ist die Darstellung in den Einzelheiten nicht im-
mer befriedigend und mitunter sogar irrefithrend; dies kann hier allerdings aus Platzgriin-
den nur mit ganz wenigen Hinweisen belegt werden: Auf Seite 38 wird gesagt: ,,Assume
from now on that X is a manifold ...“ aber auf den vorhergehenden zehn Seiten war X
stets eine Mannigfaltigkeit. Bei der Behandlung von Fahnenmannigfaltigkeiten und Bru-
hat-Zerlegung (S. 129) wird der aufmerksame Leser auf S. 5 der Einleitung zuriickblédttern
missen, um zu erfahren, was eine Fahnenmannigfaltigkeit ist, und was genau mit Bruhat-
Zerlegung gemeint ist. Auf S. 24 wird irrefiihrenderweise behauptet, daB3 Poissonalgebren
in der Geometrie typischerweise aus symplektischen Strukturen hervorgehen. Die (von S.
Lie bereits untersuchte) duBerst wichtige nicht-symplektische Poissonalgebra der Funk-
tionen auf dem Dualraum einer Liealgebra — sie wird iiblicherweise Lie-Poissonstruktur
genannt — wird dann in (1.3.16) behandelt, allerdings auf eine Weise, die aus einer Miicke
einen Elefanten macht (mit Hilfe der zu der universellen Algebra assoziierten graduierten
Algebra). Auf S. 86 wird die Impulsabbildung fiir die iibliche Operation der unitiren
Gruppe auf dem entsprechenden komplex projektiven Raum erklért, aber es wird unter-
lassen zu bemerken, da3 dadurch dieser Raum als coadjungierte Bahn der unitaren Grup-
pe erscheint, obwohl coadjungierte Bahnen vorher behandelt worden sind. In Satz 1.5.7,
welcher spéter eine wichtige Rolle spielt, taucht ohne weitere Erklarung der Begriff einer
»symplektischen algebraischen Varietat” (symplectic algebraic variety) auf. Erst nach der
Formulierung dieses Satzes hat dann der Leser wegen einiger zusétzlicher schematheoreti-
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scher Angaben vielleicht das Ahaerlebnis, da wohl der komplexe Grundkdérper gemeint

sein muB, aber der Begriff symvlektische Varietit_ist damit jmmer noch nicht prklict

Wiederholt ist die Rede von ,, Konjugationsklassen® (conjugacy classes), sogar im Ein-
bandtext; gemeint sind damit offenbar adjungierte Bahnen. SchlieBlich werden keinerlei

{-(Jﬁ"::iaj rf.'zpr p“:“v,-'olq.‘ L imliol das Demeiffa e T\.-‘Y_.

verzeichnis; man vergleiche hierzu etwa die Monographien [M. V. Karasev and V. Mas-
lov: Nonlinear Poisson Brackets; Geometry and Quantization , Translations of Mathemati-
cal Monographs, vol. 119, Amer. Math. Soc.,1993] und [I. Vaisman: Lectures on the
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chung, die mit dem Stichwort ,,Ikosaeder* verbunden ist, lieferte Hermite ein neues ,,Ra-
dikal“, mit dessen Hilfe man die allgemeine Gleichung fiinften Grades ,,auflésen® (im ver-
allgemeinerten Sinne!) kann. Dies alles wird im 5. Kapitel vorgestellt.

Kapitel 6 hat als Inhalt die Theorie der komplexen Multiplikation, d.h. der Er-
zeugung des Hilbertschen Klassenkorpers imagindrquadratischer Zahlkdrper durch spe-
zielle Werte der absoluten Invariante elliptischer Kurven. Neben dem bisher betrachteten
analytischen Hilfsmittel der Modulfunktionen miissen daher (kurz) elementare Werkzeu-
ge der Zahlentheorie herangezogen werden.

Das 7. Kapitel verldBt den Grundtenor des Buches und ist daher eher als Anhang
zu sehen. Dort wird der Satz von Mordell-Weil fiir elliptische Kurven iiber den rationalen
Zahlen bewiesen, wie man ihn bereits aus anderen Lehrbiichern iiber elliptische Kurven
kennt.

Nach Aussagen der Autoren soll das vorliegende Buch nur mit Kenntnissen aus
der komplexen Funktionentheorie gut lesbar sein. Es ist teilweise sehr knapp geschrieben,
so daB ich bezweifle, ob ein durchschnittlicher Student nur mit diesen Kenntnissen aus-
kommt, um den Inhalt dieses Buches im Selbststudium auch wirklich verstehen zu kén-
nen. Wenn man z. B. die Galoistheorie nicht schon kennt, dann lernt man sie auch nicht
nach einer kurzen, zweiseitigen Einfilhrung kennen. Besitzt der Leser allerdings einen
breiteren mathematischen Hintergrund, so stellt das Buch eine gute Einfithrung in die
Theorie der elliptischen Kurven aus der Sicht des 19. Jahrhunderts dar. Es eignet sich si-
cher besonders gut als ergianzende Literatur zu den heutigen Vorlesungen iiber elliptische
Kurven. Und daher mochte ich jedem potentiellen Dozenten einer solchen Vorlesung
empfehlen, einen Blick in dieses Buch zu werfen.

Essen H.-G. Riick

Laumon, J., Cohomology of Drinfeld Modular Varieties, Part I and II; Automor-
phic forms, trace formulas and Langlands correspondence. Cambridge University Press
1996, 344 + XIV S., DM 88,-; 1997, 366 + XI S., DM 120,-

Seit langem ist den Mathematikern die merkwiirdige Parallelitit zwischen der
Theorie der algebraischen Zahlkdrper und der der algebraischen Funktionenkérper in ei-
ner Variablen, insbesondere mit endlichem Konstantenkorper, wohlbekannt. Fortschritte
und neue Sichtweisen in einer der beiden Theorien haben so immer wieder zu Fortschrit-
ten und Anregungen der anderen Theorie gefiihrt.

Um so tiberraschender ist es, daB der Aufmerksamkeit der Zahlentheoretiker eine
so wichtige Entdeckung wie die der elliptischen Moduln (heute Drinfeld-Moduln) so lan-
ge entgehen konnte. Diese bilden, was ihre analytische Theorie angeht, das genaue Analo-
gon der elliptischen Kurven der klassischen Theorie.

Man erhilt sie folgendermafen:

Zu einem algebraischen Funktionenkorper F einer Variablen mit endlichem
Konstantenkdrper und ausgezeichneter Bewertungsstelle oo von F bildet man einen Kor-
per €., der die Komplettierung F,. von F enthdlt und selber sowohl vollstdndig als auch
algebraisch abgeschlossen ist.

Bezeichnet 4 den Ring derjenigen Funktionen aus F, die auBerhalb oo reguldr
sind, so enthilt €, diskrete 4-Moduln beliebigen Ranges d. Diese uniformisiert man
leicht mit Hilfe von WeierstraB-Produkten und wird direkt auf den algebraischen Begriff
eines Drinfeld-Moduls vom Rang d gefiihrt.

Uber einem Koérper L tiber A ist ein derartiger Drinfeld-Modul einfach ein Ring-
homomorphismus ¢ : 4 — End; (G,) des Ringes A4 in die Endomorphismen der additi-
ven algebraischen Gruppe @, tiber L (wir sind in Charakteristik p!), der zusétzlich eine
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gewisse Gradbedingung erfiillt. Man kann diese Objekte nun sogar iiber beliebigen kom-
mutativen Ringen (oder sogar Schemata) iiber 4 definieren und sie mit level-T Strukturen
fir die /-Teilungspunkte fiir Ideale J in A versehen.

So wird man in natiirlicher Weise zu den Drinfeldschen Modulschemata M ,(d) ge-
fihrt, die diese Objekte im Sinne der algebraischen Geometrie als Modulvarietiten klassi-
fizieren. Sie sind affine glatte Schemata der relativen Dimension (d — 1) iiber dem offenen
Teil Spec(4)\ V() der zu F gehorenden algebraischen Kurve X und entsprechen fiir
d = 2 ganz genau den klassischen Modulkurven zu Kongruenzuntergruppen der Stufe /.
Alles dies und viel mehr steht in der berithmten Arbeit [Dr] von Drinfeld, die er als Neun-
zehnjdhriger(!) geschrieben hat.

Die Hauptanwendung seiner Theorie, die noch einmal weit iiber das schon ge-
nannte hinausgeht, gibt Drinfeld dann, indem er einen Teil des Langlands-Programms fiir
die GL(2) im Funktionenké&rperfall beweist.

Dieses Programm vermutet eine bijektive Korrespondenz zwischen /-adischen Galoisdar-
stellungen eines globalen Korpers und den sog. automorphen Darstellungen im Sinne der
Darstellungstheorie.

Fir den Fall der GL(2) gelingt es Drinfeld dabei, jeder automorphen Darstellung, deren
Komponente in co die sog. Steinberg-Darstellung ist, eine Galoisdarstellung zuzuordnen,
die man in der /-adischen 1-Kohomologie der Drinfeldschen Modulkurven findet.

Da Deligne vorher [De] gezeigt hatte, daB man umgekehrt zu einer gegebenen
zweidimensionalen /-adischen Darstellung eine automorphe Darstellung findet, so war
damit zumindest ein Teil des Langlandsprogramms im Funktionenkérperfall fiir die
GL(2) erledigt.

Die vorliegenden beiden Biande von Laumon befassen sich nun mit der Weiter-
fiihrung dieses Programms fiir den Fall der GL(d). Auf dem virtuellen Modul

S (-1 HNMD o F, Q)
n
mit
H/(MY @p F;Q) = lim H'(M}" oF F; Q)
1

als induktivem Limes der etalen Kohomologiegruppen mit kompaktem Triger der Mo-
dulvarietiten M\¥) operieren die Gruppen Gal(F /F) und GL(d,AL*) (AL der Ring
der Adele ohne die Stelle co) vertauschbar und brechen daher den obigen virtuellen Mo-
dul in die Summe (Differenz) von Tensorprodukten irreduzibler Darstellungen (p ® 7)
auf, p irreduzible Galoisdarstellung von Gal(F/F), 7® (Steinberg,.) wird eine automor-
phe Darstellung von GL(d, Ar) werden.

Die Zuordnung 7—p wird die gesuchte Zuordnung herstellen. Die Durchfiihrung
dieses Programmes zerfillt in drei Teile:

Im ersten Teil wird eine Spurformel vom Grothendieck-Lefschetz Typ benutzt,
die die Spur passender Elemente der Gruppen Gal(F/F) x GL(d,A%) in Zusammenhang
mit Anzahlen von Fixpunktmengen bringt.

Hierzu ist eine genaue Beschreibung der Drinfeldschen Modulvarietiten iiber
endlichen Korpern vonndten. Dies geschieht im Kapitel 2, Teil I des Werks und liefert als
Ergebnis in Kapitel 3, Teil I, die Anzahl der Fixpunkte in Termen getwisteter Orbitalin-
tegrale. ’

Diese getwisteten Orbitalintegrale miissen dann nach einem festen Verfahren mit
Hilfe eines sog. fundamentalen Lemmas in gewohnliche Orbitalintegrale mit Transferme-
thoden umgewandelt werden und mit dem elliptischen Teil der Arthur-Selbergschen Spur-
formel verglichen werden. Dies geschieht in Kapitel 4, 5, 6 von Teil I.
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Teil I des Werkes enthilt dann noch zwei Kapitel 7 und 8. Kapitel 7 ist allgemein-
bildend iiber die unverzweigte Hauptserie, Kapitel 8 enthilt zusitzlich Informationen
iiber die Steinberg-Darstellung.

Der Teil I enthilt dariiber hinaus vier niitzliche Anhinge, A) iiber zentral-einfa-
che Algebren, B) iiber Dieudonné-Theorie der Drinfeld-Moduln, nach einem Text von
Drinfeld, C) ist kurz und gibt eine kombinatorische Formel, aber D) ist wieder sehr in-
haltsreich und gibt auf ca. 50 Seiten eine kompakte Einfithrung in die Darstellungstheorie
p-adischer Gruppen.

Teil IT des Werks ist eine tour de force, um mit den Problemen der Nichtkom-
paktheit fertig zu werden. Auf der einen Seite sind ja die Drinfeldschen Modulvarietiten
affin und nicht projektiv-algebraisch, auf der anderen Seite der harmonischen Analysis
sind die Quotienten GL(d, F) - F \ GL(d, Ar) nicht kompakt.

Der ersten Schwierigkeit auf der Seite der algebraischen Geometrie begegnet man
mit einer Vermutung von Deligne, die erfreulicherweise seit einiger Zeit ein Satz ist, der von
Pink, Shpiz und Fujiwara bewiesen worden ist. Bezeichnet Frob, einen Vertreter der Kon-
jugationsklasse zum Frobeniusautomorphismus zur Stelle 0 € X, f°° einen Hecke-Opera-
tor (mit Tréiger auBerhalb oo, 0) so kann man die Anzahl der Fixpunkte der Korrespondenz
(Frob!, x £°°) zumindest fiir geniigend groBe r mit der Spur des induzierten Endomorphis-
mus auf der /-adischen Kohomologie mit kompaktem Triger von M@ x r F identifizieren.

Dies beseitigt die Schwierigkeiten auf der Seite der algebraischen Geometrie. Auf
der Seite der harmonischen Analysis geht man in gewisser Weise dhnlich vor. Die Gruppe
FX \ GL(d, Ar) operiert auf dem Hilbertraum

L*(FXGL(d,F)\ GL(d,Ar))

und jede lokal konstante Funktion f mit kompaktem Trager auf F) \ GL(d,Ar) indu-
ziert per Faltung einen Operator R(f) auf dem obigen Raum L?. Wie liblich besitzt dieser

Operator einen Kern K(h,g) = > f(h~'~g) und wie tiblich sollte das Integral
+EGL(d,F)

= [ xee()

FX GL(d,F)\GL(d.AF)

iiber die Diagonale die Spur des Operators ergeben. Ungliicklicherweise ist nun R(f) nicht
von Spur-Klasse, weiter ist obiges Integral iiber die Diagonale nicht absolut konvergent.

Um diesen Schwierigkeiten (im Zahlkdrperfall) zu begegnen, hat Arthur ,,abge-
schnittene® (truncated) Versionen J7(f) des Integrals J(f) eingefuihrt, die absolut kon-
vergent sind und bei geschickter Wahl des ,,Abschneideparameters* T J7(f) = J(f) er-
fiillen.

Dieser Teil des Programms macht es fur den Autor erforderlich, die Argumente
von Arthur, die nur fiir den Zahlkodrperfall durchgefiihrt sind, in der Situation eines
Funktionenkorpers genau nachzuvollziehen.

Das Literaturverzeichnis zu Teil II nennt 14 (!!) Arbeiten von Arthur zu der ge-
nannten Problematik und entsprechend viel Arbeit war fiir Laumon zu leisten, um zu si-
chern, daB wirklich alles gut geht. Immerhin, das Ziel wird schlieBlich erreicht und auch
das meiste im Buch bewiesen und nicht nur zitiert.

Im Endeffekt ergibt sich eine explizite Formel fiir die alternierende Summe von
Spuren

> (=1)"tr(Frobj, x /> : H!(M{ @ F,Q)))

n

in Termen cuspidaler automorpher Darstellungen von FX \ GL(d',A) (d' = 1,...,4d).
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Mittels Standardmethoden ergeben sich als Korollar die Petersson-Vermutung
und die Langlandskorrespondenz (in der Richtung m—p (siche oben)) fiir cuspidale auto-
morphe Darstellungen 7 von F3 \ GL(d,Ar), deren lokale Komponente .. die Stein-
berg-Darstellung ist.

Dies alles findet sich in §§9-12 von Teil II. § 13 enthalt einige sehr interessante
Vermutungen iiber die Schnittkohomologie der Drinfeldschen Modulvarietiiten M;d).
Der zweite Band wird bereichert durch vier weitere Anhinge D), E), F) und G). D) setzt
Anhang D) aus Teil I fort, E) enthilt die Reduktionstheorie der GL(d) in der Situation
eines Funktionenkorpers und beweist etwa noch einmal die Harder-Narasimhan Filtrati-
on, mit der das meiste dann gemacht wird. F) gibt den Beweis eines wichtigen Lemmas
aus Abschnitt 10, G) schlieBlich faBt fiir den Leser noch einmal die Spektraltheorie von
L?(G) fiir den Fall G = GL(d) zusammen und fiihrt die einschlidgigen Eisensteinreihen
ein. Der Anhang, der auf Resultate von Waldspurger zuriickgeht, enthilt die fiir Band 11
wichtigen Residuenberechnungen gewisser Verkettungsoperatoren.

Insgesamt sollte zusammenfassend vielleicht zuerst gesagt werden, was Laumons
Werk nicht ist. Sicherlich keine Einfiihrung oder Darstellung der Theorie der Drinfeld-
Moduln. Hier wird in § I des ersten Bandes auf wenigen Seiten nur das Notigste gemacht.
Es folgen dann zwar einige Erginzungen, insbesondere Drinfeld-Moduln iiber endlichen
Kérpern und Dieudonné-Theorie, aber etwa auch iiber die algebraische Geometrie der
Drinfeldschen Modulvarietiten, z.B. ihre Uniformisierung an der Stelle oo von F erfihrt
man nicht viel. Es handelt sich vielmehr um die systematische Durchfiihrung eines Teils
des Langlandsschen Programmes fiir einen Fall beliebigen Ranges d in der nichtkompak-
ten Situation unter Heranziehung des vollen technischen Arsenals der harmonischen Ana-
lysis.

Dies ist in der vorliegenden Situation der Drinfeld-Moduln einfacher als im klas-
sischen Fall der abelschen Varietiten, da die Gruppen GL(d) doch in vieler Hinsicht ein-
facher sind, als die symplektischen Gruppen, die dort die entscheidende Rolle spielen.

Trotz dieser ,,vereinfachten Situation® ist das heranzuziehende technische Instru-
mentarium schon furchterregend. Laumon verwendet dies mit Meisterschaft. Das Werk
ist, entsprechend dem bekannten Stil des Autors, auBerordentlich klar geschrieben, be-
denkt man die eben erwidhnten Schwierigkeiten.

Ich hitte mir noch gewiinscht, der Verfasser hitte seine Methode mit der ilteren
Technik, auf Kongruenzrelationen nach Eichler-Shimura zuriickzugreifen, die etwa Drin-
feld in seiner Originalarbeit fiir den Fall GL(2) verwendet, in ihrer Tragweite verglichen.

Insgesamt kann das Werk jedem, der sich mit den Methoden der harmonischen
Analysis in diesem Teil der Zahlentheorie befassen méchte, nur nachdriicklich empfohlen
werden.

Der Genauigkeit halber sei noch ergianzt, daB Drinfeld selber bereits gegen Ende
der siebziger Jahre in der Lage war, die allgemeine Langlands-Reziprozitit (ohne jede
Einschriinkung an die Stelle oo) fiir den Fall der GL(2) zu beweisen. Dazu war die Ein-
fiihrung der sog. ,;shtuka“ nétig, die eine Verallgemeinerung der Drinfeld-Moduln dar-
stellen. Laumons Schiiler L. Lafforgue hat bereits groBe Fortschritte dabei erzielt, auch
dieses Programm auf den Fall der GL(d) auszudehnen.

[De] Deligne, P.: Les constantes des équations fonctionelles des fonctions L. In: Springer Lec-
ture note vol. 349, (1973), 501-597

[Dr] Drinfeld, V. G.: Elliptic modules, Math. USSR Sbornik 23, (1974), 561-592

[L] Lafforgue, L.: Chtoukas de Drinfeld et conjecture de Ramanujan-Petersson, Astérisque
243, (1997), 1-329

Gottingen U. Stuhler
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Heyde, C. C., Quasi-Likelihood and its Application, A General Approach to Para-
meter Estimation (Springer Series in Statistics), Berlin u. a.: Springer 1997, 240 S., DM
88,—

Insbesondere in den letzten zehn Jahren sind zahlreiche Arbeiten zu Schitzfunk-
tionen, insbesondere fiir stochastische Prozesse und verallgemeinerte lineare Modelle, er-
schienen. Die vorliegende Monographie ist die erste systematische Darstellung. Sie behan-
delt die Wahl geeigneter Klassen von Schitzfunktionen und die Bestimmung der optima-
len Schitzfunktion; der Quasi-Likelihood.

Die Methode sei an einem einfachen Beispiel illustriert. Wir beobachten eine sta-
tiondre Markov-Kette X7, ..., X,, und haben ein eindimensionales parametrisches Modell
my(X;-1) fir den bedingten Erwartungswert von X; gegeben X;_;. Die bedingte Varianz
sei mit v(X;_;) bezeichnet. Fiir beliebige Gewichte a(X;_,) ist dann die Schitzfunktion

Gy = _ a(Xiy)(X; — my(Xi_y))

ein Martingal. Die Losung der Schitzgleichung Gy = 0 liefert (unter geeigneten Voraus-
setzungen) einen konsistenten und asymptotisch normalen Schitzer fiir ¥ mit asymptoti-
scher Varianz

EG2/(EG,)* = Ed*v/(E am))*.

Nach der Schwarzschen Ungleichung wird die Varianz minimiert durch die Gewichte
a = mj/v. Die zu diesen Gewichten gehorige Schatzfunktion ist natiirlich nur brauchbar,
wenn sie von der Verteilung der Kette nur iiber 9 abhidngt, wenn wir also auch ein para-
metrisches Modell vy(X;_;) fir die bedingte Varianz haben. Die Schitzfunktionen sind
robust gegen eine Fehlspezifikation der bedingten Varianz. Sie verwenden also aus-
schlieBlich Information, die im Modell fiir den bedingten Erwartungswert steckt.

Die Monographie betrachtet allgemeine Klassen von Schitzfunktionen Gy und
konzentriert sich auf die Minimierung von E G3/(E Gt’9)2 und von verwandten Ausdriik-
ken. Kapitel 2 und 3 fithren die grundlegenden Begriffe und Ergebnisse ein und verglei-
chen Quasi-Likelihood-Schatzfunktionen mit den E-suffizienten Schétzfunktionen im
Sinne von Small ind McLeish (1994). Kapitel 4 und 5 betrachten asymptotisch minimale
Konfidenzbereiche und eine asymptotische Version der Quasi-Likelihood-Methode. Ka-
pitel 6 behandelt die optimale Kombination zweier Schitzfunktionen. Kapitel 7 illustriert
die Anwendung der Quasi-Likelihood-Methode auf bedingtes SchlieBen anhand von Mo-
dellen mit einer linearen Nebenbedingung an den Parameter, von Modellen mit Stérpara-
metern und von Modellen mit fehlenden Daten. Kapitel 8 zeigt, daB sich die Score-Funk-
tion gelegentlich einfacher als optimale Schitzfunktion herleiten 14B8t. Kapitel 9 und 10
gehen kurz auf Teststatistiken und Modelle mit unendlichdimensionalen Parametern ein.
Kapitel 11 stellt einige Anwendungen ausfithrlicher dar.

Die Darstellung ist mit Absicht heuristisch und geht nur in Kapitel 12 kurz auf
die Voraussetzungen ein, unter denen Ldsungen von Schitzgleichungen Gy = 0 konsistent
und asymptotisch normal sind und ihre asymptotische Varianz durch E G2 /(E G;)2 gege-
ben ist. Der Verzicht auf technische Resultate ermdglicht es, eine Vielzahl ganz unter-
schiedlicher Modelle zu behandeln, unter anderem: verallgemeinerte lineare Regressions-
modelle, longitudinale Daten, stochastische Differentialgleichungen, autoregressive Mo-
delle, State-Space-Modelle, Hidden-Markov-Zufallsfelder, stochastische Epidemie-Mo-
delle.

Das Buch hat ein recht vollstandiges Literaturverzeichnis und einen detaillierten
Index. Jedes Kapitel enthilt einen einfithrenden Abschnitt mit einer Inhaltsbeschreibung
und historischen Hinweisen, und einen abschlieBenden mit Ubungen. Das Buch ist sehr
gut lesbar. Die zahlreichen Beispiele und Vergleiche mit anderen Zugingen zu optimalen
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Schatzern machen es zu einer kurzweiligen Lektiire. Es eignet sich auch als Grundlage fiir
ein Seminar zur asymptotischen Statistik.

Siegen W. Wefelmeyer

Mandelbrot, B., Fractals and Scaling in Finance. Discontinuity, Concentration,
Risk. Berlin u. a.; Springer 1997, 455 S., DM 84,

This book is the first in a multivolume series of Selecta by Benoit B. Mandelbrot.
Its focus is on Mandelbrot’s contributions to finance, and its main interest lies in its his-
torical role. About one half of the book are reprints of classical papers by Mandelbrot
from the sixties and early seventies. In some cases, comments have been added, but most
of the original papers are essentially unchanged. The remaining half of the book consists
to a large extent of mainly introductory or expository sections with the goal of putting
everything into a major general framework. Some notable exceptions are mentioned be-
low.

As a partial collection of selected papers, the book has certainly quite some his-
torical value and interest. It also presents a remarkable panorama of ideas and clearly
shows what Paul Samuelson called Mandelbrot’s “incorrigibly original mind”. In other
aspects, however, I found some deficiencies. Most important among these is probably the
lack of a balanced presentation. While some of the personal comments are entertaining,
one misses at least an overview of other work that has been done in the area of Mandel-
brot’s research in finance. There is hardly any mention of the evolution between the six-
ties and today, and there is no effort to provide a perspective of the field as a whole. As a
consequence, some comparions are quite clearly biased and also not up to date.

In purely mathematical terms, the reader should not expect too much. Most of
Mandelbrot’s original papers contain good and interesting ideas, but corresponding solid
mathematical results are much harder to pin down. The same applies to the newly written
chapters. But once one accepts this, parts of the book make good to very good reading.
Personally, I most enjoyed Chapters 5, 14 and 16. Chapter 5 proposes a new classification
of states of randomness into wild, slow and mild randomness, and this might stimulate
some further developments. Chapter 14 is the classical Mandelbrot model of L-stable re-
turns for asset prices, and Chapter 16 (very lucidly written by Eugene Fama) summarizes

-
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