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Die Ideen von Penrose zum 4-Farbenproblem
M. Aigner, Berlin

1 Einleitung

Im Jahre 1971 verdffentlichte Roger Penrose in einem Tagungsband eine
Arbeit mit dem Titel ,,Applications of negative dimensional tensors“. Vielleicht
trug dieser etwas kryptische Titel dazu bei, daB3 die Arbeit zundchst weitgehend un-
beachtet blieb — doch, wie bei Penrose nicht anders zu erwarten, verbargen sich da-
hinter einige ungewdhnliche und originelle Ideen zur Theorie ebener Graphen. Stu-
diert man die Arbeit genau, so stellt man fest, daB es sich um das Abziihlen gewisser
Firbungen ebener Graphen handelt, und es wird schlieBlich klar, da Penrose ei-
gentlich das 4-Farbenproblem 16sen wollte.! Damals war es ja noch ein Problem,
der 4-Farbensatz wurde erst 1976 bewiesen!

Penrose definiert in seiner Arbeit implizit ein Polynom fiir ebene 3-regulire
Graphen, heute Penrose Polynom genannt, und leitet dann vier 4quivalente Formu-
lierungen zum 4-Farbensatz ab. Seine Ideen wurden in den 80’er Jahren von mehre-
ren Autoren aufgegriffen — vor allem der kiirzlich verstorbene Francois Jaeger ist
hier zu nennen — und in mehrere Richtungen erweitert. Dabei stellten sich Verbin-
dungen nicht nur zum 4-Farbensatz heraus, sondern auch zu anderen beriihmten
Vermutungen der Graphentheorie, zu binidren Codes, Hopfalgebren und Poly-
nominvarianten in der Knotentheorie. Genau dariiber will diese Arbeit berichten.

2 Das Penrose Polynom

Essei G = (V, E, L) ein ebener zusammenhéngender Graph mit Eckenmen-
ge V, Kantenmenge E und Lindermenge L. Um Trivialititen aus dem Weg zu ge-
hen, setzen wir immer voraus, da3 G mindestens eine Kante enthilt.

Figur 1 zeigt ein Beispiel.

Wir zeichnen nun in jedes Land (inklusive dem duBeren) einen gestrichelten
Kreis nahe dem Rand, der jede Randkante einmal beriihrt, wobei wir die zwei Be-
rithrungspunkte in einer Kante (von den beiden angrenzenden Lindern) identifizie-
ren, sieche Figur 2. Der dadurch entstehende neue Graph G mit den Beriithrungs-

" In einem kiirzlichen Interview mit der Siiddeutschen Zeitung hat Penrose dies besti-
tigt.
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Figur 1 Figur 2

punkten als Ecken und den gestrichelten Kanten heiflt der Medialgraph G= (E,K)
von G, wobei wir die Eckenmenge von G mit den Kanten von G identifizieren. G ist
offenbar wieder eben und 4-regulir; jede Ecke von G ist als Kante von G mit den 4
Nachbarkanten verbunden (je zwei Randkanten der angrenzenden Lénder).
_ Wir kommen zur Definition des Penrose Polynoms. Betrachten wir
G = (E,K) und eine beliebige Untermenge 4 C E; A heillen die Kreuzungsecken
und E \ 4 die Nicht-Kreuzungsecken. Wir durchlaufen nun K auf folgende Weise:
Wir beginnen mit irgendeiner Kante £ und geben ihr eine Richtung. Ist die Endecke
von k in A, so kreuzen wir zur gegeniiberliegenden Kante, ist die Endecke in E'\ 4,
so laufen wir innerhalb des Landes weiter. Fahren wir nach dieser Regel fort, so
wird sich irgendwann der Kantenzug schlieBen. Ist noch eine Kante iibrig (das
heiBt: nicht durchlaufen), so starten wir einen weiteren Kantenzug, bis schlieBlich
alle Kanten K erfafB3t sind. Es ist leicht zu sehen, daB es gleichgiiltig ist, mit welcher
Kante und mit welcher Orientierung wir beginnen, wir erhalten immer dieselbe Zer-
legung von K in disjunkte Kantenziige. Insbesondere ist also die Anzahl ¢(A) der
Kantenziige eindeutig durch A bestimmt.

Zur Illustration sind in der folgenden Figur die Kreuzungsecken A4 aus-
gefiillt gezeichnet. Wir beginnen mit der Kante mit Nummer 1 und erhalten einen
Kantenzug mit 10 Kanten. Insgesamt ergibt sich ¢(4) = 3.

Figur 3

Definition. Das Penrose Polynom Pg(\) eines ebenen zusammenhdngenden
Graphen G = (V,E, L) ist

Po(A) = (=1,

ACE



Die Ideen von Penrose zum 4-Farbenproblem 45

Betrachten wir die beiden kleinsten Beispiele mit |E| = 1: Briicke und Schlinge.

G Briicke G A=0c(A) =1 A={e},c(4) =1
Pg(A) =0
,"'\\\ ,”"\\ PR —
A S E
;.. ———————————

.
3 . ,
— = — =
G Schlinge G A=0,c(A)=2 A={e},c(4)=1
Po(h) =A% — A
Figur 4

Als erste (leichte) Ergebnisse notiert man:

2.1) Pg(A\) =0 <= G enthiilt eine Briicke (das heifit eine Kante, deren Entfer-
nung den Graphen trennt ).
2.2) Ist G = (V,E,L) ein briickenloser Graph, so hat Pg(\) Grad |L|.
t

Ist G nicht zusammenhingend, so setzen wir Pg(A) = [] Pg;(A), wobei G;
die Komponenten sind. =1

Im folgenden werden wir das Polynom Pg()) aus zwei verschiedenen Sicht-
weisen studieren, einer geometrischen und einer algebraischen, und dann im letzten
Abschnitt auf einige offene Probleme und Vermutungen eingehen.

3 Geometrie des Penrose Polynoms

B Es sei wiederum G = (V, E, L) ein zusammenhingender ebener Graph und
G = (E,K) der Medialgraph von G. Da G eben und 4-reguldr ist, so konnen wir
nach einem bekannten Satz der Graphentheorie die Lénder von G mit zwei Farben,
weill und schwarz, farben, so dal Lénder mit einer gemeinsamen Randkante ver-
schiedene Farben erhalten. Wir fiarben das dulere Land von G stets weil}, die wei-
tere Farbung ist dann festgelegt. Figur 5 zeigt unser Beispiel:
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Wir sprechen dann jeweils von einem Ubergang p(e) von schwarzem, wei-
Jfem oder Kreuzungstyp. Wihlen wir an jeder Ecke e einen Ubergang p(e), so heiit
p ={ple) : e € E} ein Ubergangssystem; es gibt also 3!¥! verschiedene solche Syste-
me. Jedes Ubergangssystem p zerlegt offenbar die Kanten K von G in eine Anzahl
von Kreisen, die wir mit ¢(p) bezeichnen.

Als zweite Verallgemeinerung geben wir jedem Ubergangstyp ein Gewicht
(in einem Korper der Charakteristik 0):

« schwarz
Wpe))=<¢ 8 falls p(e) weill
5 Kreuzung
und setzen
w(p) = [[ W)

ecE

Definition. Das Ubergangspolynom Q(@, W, ) von G beziiglich der Ge-
wichtung W ist

(G, W, \) =>_ W(p)XxW.

Nach unseren Eingangsbemerkungen ist klar, daBl die Gewichtung a =0 (keine
schwarzen Uberginge), 8 = 1, v = —1 genau das Penrose Polynom ergibt:

(3.5)  P6(N) = Q(G, Wazo,p=11=—1,\)-

Die Idee des Ubergangspolynoms hat sich als auBerordentlich niitzlich in
den verschiedensten Bereichen erwiesen; fiir einen ausgezeichneten Uberblick sei
[17] empfohlen. Wir geben nun drei Anwendungen.

3.1 Auswertung von Pg(\) fir \ =k € N

Als erste Anwendung wollen wir zeigen, daBl Pg(k) fir positive ganze Zah-
len etwas zdhlt, also insbesondere > 0 ist. Die Idee einer Zdhlfunktion ist in der
Kombinatorik natiirlich gang und gibe. Ein wichtiges Beispiel ist die Anzahl der
Eckenfarbungen eines beliebigen Graphen G = (V, E) (das hei3t, benachbarte Ek-
ken erhalten verschiedene Farben). Ein klassischer Satz der Graphentheorie besagt,
daB die Zahlfunktion xg(k) = # (k-Féarbungen von G) ein Polynom xg(\) vom
Grad | V] ist. Ist insbesondere G = (V, E, L) ein ebener Graph und G* der duale
Graph, so ist xg+(\) ein Polynom vom Grad |L|. Der 4-Farbensatz ist somit dqui-
valent zur Behauptung: xs+(4) > 0 fir alle ebenen briickenlosen Graphen G. Wir
werden auf dieses Beispiel noch zuriickkommen.

Ein Unterschied zwischen xg+«(A) und Pg(A) féllt sofort auf: Wihrend
Xg+(A) als  Zahlfunktion definiert ist und dann als Polynom erkannt wird, so ist
P (M) umgekehrt als Polynom definiert, und wir weisen nun nach, daB Pg()) fiir
A = k etwas zéhlt.

Es sei wie immer G = (V, E, L) ebener Graph und G = (E, K) der Medial-
graph. Eine k-Bewertung von G ist eine Abbildung 1 : K — {1,2,...,k} mit der
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Eigenschaft, da an jeder Ecke e genau zwei verschiedene Zahlen i # j auftreten,
und zwar entweder

oder

Figur 8

Im ersten Fall sagen wir, e ist eine weiffe Ecke beziiglich £, im anderen Fall,
e ist eine Kreuzungsecke.

Aus der Gestalt Pg(A) = 3 (=1)"IXx““) wird man vermuten, daB ein
ACE
Inklusions-ExklusionsschluBl zum Beweis des folgenden Satzes verwendet wird (sie-

he z. B. [17, 24)).
Satz 1. Sei G = (V, E, L) ebener Graph, dann ist fiir k € N
P(k) = #(k — Bewertungen von G).

Insbesondere gilt also Pg(k) > 0 fiir alle k > 0.

Aus der Definition einer Bewertung kénnen wir zwei unmittelbare Folge-
rungen angeben:

(36) 0<Pg(l) < Pe(2) < Po(3) < ...
Jede k-Bewertung ist offensichtlich auch (k + 1)-Bewertung.
(3.7)  Ps(k) = x¢+ (k).

Die k-Bewertungen, welche nur weile Ecken haben, entsprechen den k-Fir-
bungen der Linder L von G.

Sehen wir uns nun die ersten Werte A = k ndher an. Nach Definition einer
Bewertung gilt sicherlich

(3.8) Pg(0) = Pg(1) =0.
Ein Graph G hei3t Eulersch, falls alle Ecken geraden Grad haben.

_ 2l falls G Eulersch ist
(39 Ps(2) = {O sonst.

Zum Beweis erkennen wir aus Figur 8, daB} eine 2-Bewertung rund um ein
schwarzes Land abwechselnd die Werte 1 und 2 annehmen mu8. Das ist nur mog-
lich, wenn alle schwarzen Léinder eine gerade Anzahl von Randkanten haben, oder
was nach (3.1) dasselbe ist, wenn G Eulersch ist. Da wir fiir jedes schwarze Land
zwei Moglichkeiten haben, folgt in diesem Fall Pg(2) = 2!V,

Der nichste Wert A = 3 ergibt das erste Resultat von Penrose. Wir nennen
g: VUL — {0,1,2,3} eine spezielle 4-Farbung von G, falls benachbarte Lander
verschieden gefarbt sind und ebenso inzidente Ecken und Léander.
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Satz 2. P(3) = # (Spezielle 4-Firbungen von G, wobei das duflere Land
stets mit O gefirbt ist).

Zum Beweis nehmen wir als Farbmenge die Kleinsche Viergruppe {0, a, b, ¢}
und als Bewertungsmenge {a, b, c}.Seig : VUL — {0,4a,b, c} eine spezielle 4-Fir-
bung wie im Satz. Fiir den Medialgraphen G bedeutet dies, daB an jeder Ecke e die
Situation in der Figur links vorliegt:

i+ i+k

G+l k1

Figur 9

Wir erkédren nun g: K — {0,a,b, ¢} wie in Figur 9 rechts, wobei wegen
i#j, i#k, j#4L, k#/¢ alle Elemente #0 sind. Ist i=¢, so haben wir
i+j=j+L0#i+k=k+¥, also ist g weil} bei e. Ist aber i # ¢, so haben wir
i+j+k+£=0,und wir erhalten i +j = k + £ # i + k = j + £, das heil}t g hat bei
e eine Kreuzungsecke. Insgesamt ist g also 3-Bewertung von G. Man sieht nun
leicht, dall g — Z eine Bijektion ist, woraus die Behauptung folgt.

Eine spezielle 4-Farbung ergibt natiirlich (eingeschriankt auf L) eine 4-Lin-
derfairbung von G. Ist nun G 3-reguldr, so kann umgekehrt eine 4-Linderfarbung
(1mmer mit 0 als Farbe des duBeren Landes) auf genau eine speznelle 4- Farbung er-

oneda -r‘u_ﬂg.r-m ”ﬁ JQi rU.

Graphentheorie (Satz von Tait), daB fiir 3-reguldre ebene Graphen die Anzahl der
4-Lénderfarbungen (duBeres Land mit Farbe 0) gleich der Anzahl der 3-Kantenfér-
bungen ist (inzidente Kanten erhalten verschiedene Farben), und dies ist genau das
erste Resultat von Penrose.

Satz 3. Ist der ebene Graph 3-reguliir, so gilt
P (3) = # (3-Kantenfirbungen von G).

Wie sieht es nun mit beliebigen. nicht notwendie 3-reculiren Gravhen aus?
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J

G G
Figur 10
Satz 4. Der 4-Farbensatz ist dquivalent zur Aussage: Pg(3) > 0 fiir alle briik-
kenlosen ebenen Graphen G.
Das zweite Resultat von Penrose:
(3.10) Pg(4) > 0 <= G ist 4-Liinder fiirbbar

werden wir in Abschnitt 4 in allgemeinerem Rahmen beweisen (Satz 9). In Zusam-
menfassung erhalten wir somit die Aquivalenzen:

(3.11) 4-Farbensatz <= Pg(3) >0 <= Ps(4) >0

jeweils fiir alle briickenlosen ebenen Graphen.

3.2 Zusammenhang zum Tutte Polynom und \ = —2

Wir kommen zum erstaunlichsten Ergebnis von Penrose, dem Fall A = 2.
Es gilt eine weitere Aquivalenz zum 4-Farbensatz:

Pg(—2) # 0 <= G 4-Linder fiirbbar.

Daf} dies sehr elegant mit Hilfe des Tutte Polynoms bewiesen werden kann,
wurde in [14] bemerkt. Im letzten Abschnitt werden wir auf eine weitere tber-
raschende Folgerung stoBen.

Zunichst benétigen wir die Begriffe Reduktion und  Kontraktion. Sei
G = (V, E) ein beliebiger Graph, e € E. Die Figur verdeutlicht die Operationen:

< Reduktion
v w G\e

=i
e
v w N/ Kontraktion
% Gle
v=w
Figur 11

Im ersten Fall 16schen wir die Kante, im zweiten Fall kontrahieren wir sie
auf eine Ecke, wobei der Restgraph unveridndert bleibt. Ein Minor H von G ent-
steht aus einer Folge von Reduktionen und Kontraktionen. Wir schreiben dann
kurz H < G; die Relation < ist offenbar transitiv. Der Begriff des Minors (der im
wesentlichen auf Whitney [42] und Tutte [39] zuriickgeht) ist eines der fundamen-
talen Konzepte der Graphentheorie.

Betrachten wir als Beispiel die Klasse P der plattbaren Graphen (das heif3t
jener Graphen, die ohne Kantenkreuzungen in die Ebene eingebettet werden kon-
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nen). Nach Figur 11 ist jede Reduktion und Kontraktion eines pldttbaren Graphen,
und damit jeder Minor, wieder plittbar. Wir sagen, die Klasse P ist minoren-abge-
schlossen. Wir kénnen also P durch Angabe der Liste der minoren-minimalen
nicht-plattbaren Graphen (der sogenannten Obstruktionen) charakterisieren — und
der berithmte Satz von Kuratowski [20] in der Version von Wagner besagt, daf3 die-

ﬁ_

Figur 12

Also: G € P < Ks £ G, K33 £ G.

In einer monumentalen Arbeit haben Robertson und Seymour gezeigt, daB3
in jeder unendlichen Familie von Graphen es immer zwei Graphen G, H gibt, von
denen einer ein echter Minor des anderen ist. Ohne Zweifel gehort dieses Ergebnis
(von dem bisher rund 20 Teilarbeiten vorliegen (siche etwa [28]) zu den bedeutend-
sten mathematlschen Lelstungen der letzten 20 Jahre. Insbesondere wird also jede

s 11T 1. e~ 1 4 1 11 1T 1. 4N 2 Yt
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Sei A4 = f(Briicke), B = f(Schlinge):

(3.13) i) Ist e € E Briicke oder Schlinge, so ist f(G) = Af(G)\e) bzw. f(G) =
Bf (G \e).
ii) Ist e € E weder Briicke noch Schlinge, so gilt f(G) = af (G \e) +
bf(G/e).
Es gilt nun der Satz:

(3.14) Ist f T-G Invariante mit f (Briicke) = A, f(Schlinge) = B und a,b # 0 wie in
(3.13), so gilt fiir jeden zusammenhingenden Graphen G
1(G) = a'E|‘|VH’b‘V|“'TG(—4 E),

b’a

Das klassische Beispiel einer T-G Invarante ist wieder das chromatische Po-
lynom xg()\). Man iberzeugt sich leicht, daB3 X—G@ die Bedingungen (3.13) mit
A=X-1,B=0,a =1, b= —1 erfiillt, woraus mit (3.14) sofort
(3.15) xo(N) = (=1)""IAT4(1 - A,0)

folgt.
Ist nun G = (V, E, L) eben, so haben wir fiir das Polynom x+ () der Lin-
derfarbungen

(3.16) xg+(A) = (=D)FIATG(0,1 = A).
Insbesondere gilt also (wenn wir den Faktor A beriicksichtigen):
(3.17)  # (4-Léinderfirbungen von G = (V,E, L), wobei das dufsere Land mit 0 ge-
firbt ist) = (—1)H71T4(0, =3).
Was hat nun das Tutte Polyom mit dem Penrose Polynom zu tun? Es sei
wie gewohnt G = (V,E,L) gegeben und G = (E,K) der Medialgraph. Nun be-
trachten wir das Ubergangspolynom Q(G, W, \) mit der Gewichtung

Wschwarz =« 7+— 07 Wweiﬁ = ﬁ 7é 07 WKreuzung =7= 0.
Mit dieser Gewichtung erhalten wir
Q(Briicke) = oA’ + B), O(Schlinge) = aX + BA2.

Es sei nun e € E weder Briicke und Schlinge. Die folgende Figur 13 zeigt
die Operationen G \ e bzw. G/e.

Wir erkennen, daB die Reduktion genau dem schwarzen Ubergang bei e ent-
spricht, und die Kontraktion dem weiffen. Somit ist

O(G, W, \) = aQ(G\ e, W, \) + BQ(GJe, W, \).

Unter Beriicksichtigung von (3.13i) sieht man nun leicht, daf3 %Q(a’, W, X)
eine T-G Invariante ist, und wir erhalten aus (3.14) und der Euler Formel
|L| = |E| — | V| + 2 den wichtigen Satz [14]:
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Gle

Figur 13

Satz 5. Sei G = (V,E,L) ebener Graph und G der Medialgraph, o # 0,
B # 0. Dann gilt

O(G, Wa gm0, A) = o1 AV-ATG (1 + 201 + g,\).

g

Noch sehen wir nicht den Zusammenhang zum Penrose Polynom, aber hier
kommt er. Wenn wir zwei verschiedene Gewichtungen W und W betrachten, so
sind die Ubergangspolynome im allgemeinen natiirlich verschieden. Angenommen,
W und W unterscheiden sich nur um eine additive Konstante m, daB heiBt

a=a+m, B=F+m, F=y+m.

Dann gilt wiederum Q((~;, W,\) # Q(é, W, ) , aber, wie Penrose gezeigt
hat, stimmen die beiden Polynome in diesem Fall stets im Punkt A\ = —2 iiberein.

(3.18)  Falls fiir die Gewichtungen W = W + m gilt, so ist
(G, W,-2) = 0(G, W, -2).
Und hier ist die Punchline. Wir betrachten die Gewichtungen
W:a=0, gB8=1, y=-1
W:.a=1, =2, v=0

also W = W + 1. Das Ubergangspolynom der ersten Gewichtung ist, wie wir aus
(3.5) wissen, genau das Penrose Polynom. Und fiir die Gewichtung W brauchen
wir nur in Satz 5 eizusetzen. Nach (3.18) ergibt sich somit

P6(=2) = Q(G, Wari p-2,=0, —2) = —21"1T5(0, -3).

Berticksichtigen wir noch (3.17), so ergibt sich
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Das Klammerpolynom ist invariant unter den Reidemeisterbewegungen 11
und III. Fihren wir noch einen Verwindungsfaktor @(L) fiir orientierte Verschlin-
gungen K ein (siehe [13, 22]), so ist das Polynom

fx(4) = (=)L)

auch invariant unter der Reidemeister Bewegung I, somit eine Knoteninvariante.
SchlieBlich ergibt die Ersetzung 4 = x~'/* das Jones Polynom [18]

VK()C) =fK(x_'/4).

Fiir beliebige Knoten und Verschlingungen liefert eine Theorie der ebenen
4-reguldren signierten Graphen den geeigneten Rahmen, wobei das Signum +1 ist
fiir ,links iiber rechts” bzw. —1 fiir ,,rechts iiber links“. Den entsprechenden Zu-
sammenhang zum signierten Tutte Polynom kann man z. B. in [35] nachlesen. Fiir
andere faszinierende Zusammenhidnge zu kombinatorischen Fragestellungen sei
auf [3] verwiesen.

4 Algebra des Penrose Polynoms

Wir haben in Abschnitt 2 das Penrose Polynom auf geometrische Weise er-
klart. Es gibt aber auch einen rein algebraischen Zugang, und dieser eréffnet den
Weg zur Definition des Penrose Polynoms beliebiger Graphen und allgemein bina-
rer Matroide.

Betrachten wir zundchst einen beliebigen zusammenhidngenden Graph
G = (V,E). Es sei 2F der Vektorraum iiber GF(2) aller Untermengen A C E, wo-
bei wir 4 mit dem charakteristischen Vektor identifizieren. Das heif3t, fiir A,BC E
ist

A + B = symmetrische Differenz von 4 und B

4. Be 1 falls |ANB| ungerade
U {0 falls |ANB| gerade.

Wir erkliren zwei Unterrdume C und K von 2%, den Zyklenraum bzw. Co-
zyklenraum. Wir nennen C C E einen Zyklus von G, falls der Untergraph (V, C)
Eulersch ist (zur Erinnerung: alle Ecken haben geraden Grad). Eine Menge K C E
heiBt Cozyklus, falls (V, K) eine Bipartition ist. Das heiBt, es existiert eine disjunkte
Zerlegung V = VU V3, so daB K genau aus den Kanten von E zwischen V; und
V, besteht.

Es ist leicht zu sehen, daB € und K Unterrdume von 2£ der Dimension

(4.1) dimC=|E|—-|V|+1, dimK=|V|-1

sind, und ein klassischer Satz der Graphentheorie (der bis auf Veblen [43] zurlick-
geht) besagt, daB C und K orthogonale Komplemente sind, also

ct=K, kKt=c

Nun sei G = (V, E, L) ein ebener Graph. Da ersichtlich Zyklen und Cozy-
klen duale Begriffe sind, erhalten wir (mit Identifizierung der Kanten von G und G*)

C(G") = K(G), K(G") = C(G),
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Definition. Das Penrose Polynom des biniren Matroides M = (E,C) ist

4.5) Pu(N\) = Z(_l)lAl/\dimBM(A)_
ACE

(Es ist vorteilhaft, den Faktor A wegzulassen.)

Als néchstes iibertragen wir die Operationen Reduktion und Kontraktion
fiir Matroide. Sei M = (E,C) bindres Matroid, 4 C E. Dann ist die Reduktion
M|A4 = (A,C|A) auf A gegeben durch

(4.6) ClA={CCA4:CeC(},

und die Kontraktion M - A = (A,C - A) auf A durch

47) C-A={CnA4:Cec}.
Fur die Cozyklenrdume gilt dann
KIA={KNA:KeK},K-A={KCA:KeKk}.

Ein Minor N von M geht durch eine Folge von Reduktionen und Kontrak-
tionen aus M hervor. Es ist leicht zu sehen, daB diese Begriffe im Graphenfall mit
der urspriinglichen Definition aus Abschnitt 3.2 iibereinstimmen (siche z. B. [25]).

4.1 Auswertung von P ()

Sei das binire Matroid M = (E,C) mit K = C* gegeben, und P ()) das
Penrose Polynom aus (4.3). Betrachten wir nun A = 2¥. Aus (4.3) folgt

PM(2k) _ Z(—])|A|2kdimBM(A).
ACE

Setzen wir fiir (Cy,...,Cy) € ck

.

V‘/E f".\—f/lf_I:.AQ(’_/-i (]Qf’.crl
I

so erhalten wir
Pu(2)= > S (-
(€} Cp)eCk AEK(CY..,C)

K(Ct, ..., Cy) ist Unterraum, enthilt also entweder gleich viele Mengen ge-
rader und ungerader Michtigkeit (in welchem Fall die innere Summe 0 ist), oder al-
le Mengen haben gerade Méchtigkeit. Setzen wir also

Ce={(C1,...,C) €Ck: (A€ K(Cy,...,Ch) => |A| gerade)}
so erhalten wir

Pu@) = Y IK(C, s Gl

Mit anderen Worten: PM(2" ) ist stets > 0, und > 0 genau dann, wenn Cy
nicht leer ist. Aus der Definition von Cj ersehen wir unmittelbar

(4.8) (C],...,Ck)EE‘kﬁC1U...UCk=E.
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Denn ist e € E\ (C; U...U Cy), so liegt e im Unterraum K(Ci,..., Cy),
aber |{e}| = 1 ist ungerade.

_[IK| fallsEeC
(4.9) PM(Z)_{ 0 sonst.

Wie eben gesehen ist
Pu(2) >0« C, ={E} < E€C,

und in diesem Fall ist ersichtlich X(E) = K.

Insbesondere erhalten wir (bis auf den Faktor 2) unser Graphenresultat
(3.9).

Wir kommen zum wichtigsten Fall A\ = 4 = 22. Hier gilt nun [5]:

(C1,G) € Cy <= CLUG, =E,

und somit
Satz 9. Sei M = (E,C) binires Matroid. Dann gilt
Py(4) >0« E=CUC, mit Cj,C, €C.

Nun besagt ein weiterer klassischer Satz der Graphentheorie (sieche z. B.
[2]), daB ein briickenloser ebener Graph G = (V, E, L) genau dann 4-Léinder farb-
bar ist, wenn die Kantenmenge E durch zwei Eulersche Untergraphen tiberdeckt
werden kann — und dies ist genau die Bedingung E = C; U C,. Wir erhalten somit
die schon friiher angesprochene Aquivalenz (3.10).

Auch die am Ende von Abschnitt 3.2 besprochene dquivalente Formulie-
rung kann direkt auf Matroide tibertragen werden.

Es sei M = (E,C) ein bindres Matroid, K = Ct, und

Ry(X) = 3 (1) Bar (),
A€k
Dann gilt
RM(2) >0« E=CUCmit C,C, €C,

was fiir ebene Graphen genau zur 4-Lénder Farbung dquivalent ist.

4.2 Wannist Py (\) =0?
Fiir ebene Graphen haben wir in (2.1) notiert, daB
Pg(A\) = 0 <= G enthalt Briicke.

In einem bindren Matroid M = (E,C) entspricht eine Briicke einem Ele-
ment e € E, das in keinem Zyklus enthalten ist. Enthilt M eine Briicke, so sieht
man sofort, daB Pp(A) = 0 ist. Angenommen, M enthilt keine Briicke, ist dann
Pp(X) # 0? Wir werden sehen, daB dies nicht mehr richtig ist, daB sich aber die
Matroide M mit Pys(A) = 0 elegant beschreiben lassen (siehe [5] fiir Details).

Aus der Definition (4.3) folgt GradPy(\) < dimC, da alle Bizyklenrdume
in C liegen. Der folgende Satz charakterisiert die Matroide mit verschwindendem
Penrose Polynom durch die echte Ungleichung.
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Wir zeigen nun, daB ein Paar von dualen binidren Matroiden ein isotropes
System ergibt. Dazu bendtigen wir noch ein paar Begriffe. Fiir X € K und PC E
sei X (P) die Restriktion von X auf P, das heiBt

X, fallseeP
(X(P)), = { 0 sonst.

X= {X(P) : P C E} ist ein total isotroper Unterraum von KZ. Der Vektor
X € KE heiBt volistindig, falls X, #0 fir alle e € E ist, und zwei Vektoren
X, Y € KE sind supplementir, falls 0 # X, # Y, # 0 fiir alle e € E; wir schreiben
dann X#Y.

Fiir zwei Vektoren 4 = (4,), B = (B,) € Kf und P, Q C E sicht man sofort

(4.11) (4(P),B(Q))=P-Q (=|PNQ| mod2)
und
(4.12) dim(ANB)=|{ec E: 4, = B.}|.
___ Sind insbesondere X und Y supplementire Vektoren, so haben wir
XnY={0}.

Fiir einen vollstindigen Vektor X € K% und einen beliebigen Unterraum
U C 2F setzen wir

XU)={X(U): Uel}.

X(U) ist offenbar isomorph zu U unter der kanonischen Abbildung
U — X(U).

Der folgende Satz zeigt, wie ein Matroid M und sein Dual M* ein isotropes
System ergeben.

Satz 12. Sei M = (E,C) ein bindires Matroid, K = C*, und X#Y € KE. Dann
bildet S = (E, L) mit

L=X(K)+ Y(C)
ein isotropes System.

DaB L total isotrop ist, folgt unmittelbar aus (4.11), und fiir die Dimension
berechnen wir wegen (4.12)

dim(X(K) + Y(C)) = dim K + dimC = |E|.

Bouchet hat noch eine Reihe weiterer Beispiele isotroper Systeme gegeben
und die Theorie auf sogenannte Multimatroide erweitert [9].

Im weiteren fixieren wir die Notation. In K = {0,x,y,z} sei x = (1,0),
y=(0,1), z=(1,1), und X =(x,...,x) € KE, Y=(y,...,y) €KE, Z =
(z,...,2), also Z = X + Y. Die Elemente x, y, z iibernehmen nun die Rolle der drei
Ubergiinge in der geometrischen Definition des Ubergangspolynoms. Das heif3t, zu
jedem Paar (i,e), i € K', e € E withlen wir ein Gewicht

o i=x
W(i,e)y=q 8 falls i=y
Y i=z,
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und setzen fiir einen vollstindigen Vektor 4 = (4,) € K'F

w(4) =[] W(4.,e).

ecE

Definition. Sei M = (E,C) bindres Matroid und S = (E, £ = X(K) + Y(C))
das zugehorige isotrope System. Dann heif3t

4.13) QS W, \) =Y W(a)ximend)
AeK'E

das Ubergangspolynom von S beziiglich der Gewichtung W.

Die Zahl dim(£ N4 ) wurde von Bouchet allgemein im Rahmen von Multi-
matroiden untersucht. Spezielle Fille des Ubergangspolynoms sind unter anderem
die Martin Polynome (sieche dazu [12, 21, 23]).

Die folgende Formel stellt nun den Bezug zu den Bizyklenriumen her. Es
sei M = (E,C), L =X(K)+ Y(C) und 4 C E. Dann gilt
(4.14)  dim By (4) = dim(£L N Z(4) + Y(E\ A)).

__Zum Beweis priift man nach, da3 die Abbildung ¢ : By(4) — LN
(Z(A)+ Y(E\ 4)) mit p(C) = Z(CN A) + Y(CN(E\ A4)) eine Bijektion ist.

Um schlieBlich den Zusammenhang zum Tutte Polynom herzustellen, be-
nétigen wir noch eine Rekursion isotroper Systeme in bezug auf Reduktion und
Kontraktion.

Es sei S = (E, £) ein beliebiges isotropes System, e € E. Mit L¢ (i € K') be-
zeichnen wir L§ = {4 € L : A, = i}, und wir setzen

L[ = pe(LGULY),

wobei p, : KE — K%\¢ die kanonische Projektion ist. Wir nennen S¢ = (E \ e, £[*)
einen elementaren Minor von S; S¢ ist wieder isotropes System.

Ist nun M = (E,C) gegeben und S = (E, L = X(K) + Y(C)) das zugeord-
nete isotrope System, so iiberlegt man sich sofort, daB} die Reduktion M \ e dem
System S¢ entspricht und die Kontraktion M /e dem System S5

Nun ist es ein leichtes, Satz 5 aus Abschnitt 3.2 zu tibertragen.

Satz 13. Sei M = (E,C) bindres Matroid und S = (E, X(K) + Y(C)) das zu-
geordnete isotrope System. Dann gilt fiir o # 0, 3 # 0

O(S, Wagr=0,A) = g Ty, (1 4+ %A, 1+ gx).

Auch Penrose's ,,binor case gilt in dieser Situation (siehe [24]).
(4.15) Sind W, W zwei Gewichtungen mit W = W + m, so gilt
Q(S7W7 _2) = Q(S7 Wy _2)

SchlieBlich betrachten wir die Gewichtung o =0, =1, v = —1. Laut De-
finition (4.13) liefert 4 = (4.) € K'E nur dann einen Beitrag zu Q(S, W, ), wenn
A, €{y,z} ist fur alle ecE. Es sei B={ecE:A, =z}, das heilit
A = Z(B) + Y(E\ B). Nach 4.14 erhalten wir daraus
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—

O(S, Wa—o.4-1 W:_h)\) - Z(_l)|B|/\dim(£ﬂZ(B)+Y(E\B))
BCE

_ Z(_l)wl/\dimBM(B) — PM()\)
BCE

In Zusammenfassung ergibt sich mit Satz 13 (fiir die Gewichtung o = 1,
B =2,v=0)und (4.15)

Py(=2) = [K|Tm(0,-3).
Nun ist wohlbekannt (siehe [10]), daB3
(—1)"™mCTy(0,-3) = |{(C,D) e C*: CUD = E}|

gilt, woraus genau die Verallgemeinerung von Satz 6 resultiert.

Satz 14. Es sei M = (E,C) ein bindres Matroid. Dann gilt
Py (=2) = (=1)™CK|- #{(C,D) € C*: CUD = E}.
Insbesondere gilt also fiir jedes bindre Matroid

(4.16) Py(4) =0 <= Py(-2)=0.

Die geschilderte Vorgehensweise erlaubt nun, ein Penrose Polynomial bzw.
Ubergangspolynom fiir beliebige isotrope Systeme zu definieren, siche dazu [24].
AuBerdem liegt es nahe, statt GF(2) beliebige endliche Korper zu betrachten. Meh-
rere interessante Ergebnisse zu ¢-linearen Matroiden findet man in [16].

4.4 Hopf Algebra und Penrose Polynom

Kehren wir noch einmal zum Penrose Polynom Pg()\) eines ebenen Gra-
phen G = (V,E, L) zuriick. Wir haben in den Abschnitten 3.1 und 3.2 eine Inter-
pretation von Pg(A\) fiir positive A =k gesehen und fir den singuliren Wert
A = —2. Was aber zihlt, wenn tiberhaupt, Pg(\) fiir negative ganze Zahlen?

Betrachten wir als ein Beispiel das chromatische Polynom x () eines belie-
bigen Graphen G. Stanley hat in [38] das erstaunliche Ergebnis gezeigt, daB
Ixg(—1)| gleich der Anzahl der azyklischen Orientierungen (d.h. ohne gerichtete
Kreise) ist. Auch fiir beliebige negative Zahlen A = —k hat er eine Interpretation
mittels Orientierungen gefunden.

Es war wohl Gian-Carlo Rota, der als erster vorschlug, die Technik der
Hopf Algebra zu verwenden. Stellen wir zunichst die ndtigen Begriffe zusammen
(siehe [1]).

Eine Hopf Algebra iiber € ist eine Bialgebra A mit zwei Operationen, dem
Produkt 14 : A® A — A, dem Coprodukt A4 : A — A® A, und zwei linearen
(unitdren) Abbildungen 74 : € — A, e4: A — €, wobei die iiblichen Vertrig-
lichkeitsbedingungen erfiillt sind. Zusitzlich besitzt A eine sogenannte antipodale
Abbildung S4 : A — A, fir die gilt

pao (Sa®ida)oAg=ngoes=pgo(ids®Sa)o Ay
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Ein Standardbeispiel einer Hopf Algebra ist der Polynomring €[x] mit

E X @x =xt
A x" -——»Z( )xk®x"‘
n: c—c-1
1 n=
° xn_){O sons‘?,

und der antipodalen Abbildung S : f(x) — f(—x).
Sind A und B zwei Hopf Algebren {iber €, mit den antipodalen Abbildun-
gen S und Sp, so heiBt der Morphismus H : A — B eine Hopf Abbildung, falls

(417) SBOH:HOSA.

Die Grundidee ist nun die folgende:
(1) Wir definieren eine Hopf Algebra A, frei erzeugt von den ebenen Graphen G
(oder dquivalent den 2-gefirbten Medialgraphen G).
(2) Wir interpretieren die antipodale Abbildung S, in graphentheoretischen Be-
griffen.
(3) Wir zeigen, daB3 die Abbildung P : G — Pg()), die jedem Graphen G das Pen-
rose Polynom zuordnet, eine Hopf Abbildung von .4 nach @[] ist.

Dann folgt aus (4.17)
Pg(=A) = Ps 6)(N)

und wir erhalten eine Formel fiir negative Werte —k, da wir Pg A((;)()\) fiir positives
k kennen (Satz 1 aus Abschnitt 3.1).

Eine sehr interessante Konstruktion solch einer Hopf Algebra A, welche
(1) bis (3) geniigt, wurde in [31] beschrieben. Fiir die Details sei auf [31] verwiesen,
wir geben hier nur ein Hauptergebnis, das fiir unsere Fragen besonders relevant
1st.

Essei G = (V,E, L) eben und G = (E, K) der 2-gefirbte Medialgraph. Eine
Partition m = A4,|A3|...|Ayn der Kantenmenge K heilt eine Penrose Partition,
falls alle Untergraphen G|4; Eulersch sind, wobei fiir Ecken in G|A vom Grad 2
die inzidenten Kanten stets einen weiBBen oder Kreuzungsiibergang bilden. H(G) sei
die Menge der Penrose Partitionen.

Ist nun 7 eine Penrose Partition von K, so nennen wir f : K — {1,...,k}
eine k-Bewertung von T, falls f in G|A auf Ecken vom Grad 4 eine k- Bewertung im
bisherigen Sinn ist und auf Ecken . vom Grad 2 gleiche Werte auf den inzidenten
Kanten annimmt.

Satz 15. Fiir einen ebenen Graphen G mit Medialgraph G gilt
Ps(—k) = Z (=1)*™ (s(m))!(#k — Bewertungen von ).
rell(G)

Fir & = 1 haben alle Ecken in 5|Ai Grad 2, und wir erhalten
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Pg(=1) =) (=1 (c(a),

ACE

wobei 4 alle Mengen durchliuft, deren Kantenziige Kreise sind.

Die Idee der Hopf Algebra wurde auch auf andere kombinatorische Fra-
gestellungen angewandt [32, 33, 34], das Potential dieser Technik scheint jedenfalls
noch nicht annidhernd ausgeschopft.

5 Nochmals der 4-Farbensatz

Wir wissen, dal das Penrose Polynom Pg(\) = Y a;\ eines ebenen briik-
kenlosen Graphen G = (V, E, L) Grad |L| hat, aber wie sehen die Koeffizienten a;
aus? Haben sie insbesondere eine kombinatorische Bedeutung?

Betrachten wir das verwandte chromatische Polynom xg()\) = 3" b, )\’ eines
beliebigen zusammenhéngenden Graphen G = (V, E). Aus der Rekursion

x6(A) = XG\e(’\) - XG/e(/\)

folgt sofort, daB xg(A) Grad |V| hat, und daB die Koeffizienten b,,b,_,...,b;
eine alternierende Folge bilden, das heiBt

by =1,b,_1 <0,b,2>0,b,_3<0,...

Ist G=(V,E,L) also eben, so gilt das analoge Resultat fiir
X6*(A) : xg*(A) hat Grad |L| mit alternierenden Koeffizienten.

Und wie sieht es mit Pg(A) = > ;)\ aus? Zunichst einmal ist ¢y = 0, da 0
Nullstelle von Pg()) ist. Hat G = (V, E, L) zwei Linder Ry, R, mit zwei gemein-
samen Randkanten e,f (wir sagen G hat mehrfache Lindernachbarschaften), so
wurde in [4] gezeigt, daB Pg(\) = 2Pg/.(A) gilt. Wir kdnnen also annehmen, daB G
keine mehrfachen Lindernachbarschaften besitzt (im dualen Graph entspricht dies
parallelen Kanten).

Fur briickenlose ebene Graphen G = (V, E, L) ohne mehrfache Léinder-
nachbarschaften gilt nun [4]:

51 a=1 (r=|L)

(52) a1 = —|E| + Kk < 0, wobei kj = # (Untergraphen K, in G*).

Es gilt auch a,_» > 0, und alle durchgerechneten Beispiele weisen stets die
Eigenschaft ,,alternierende Koeffizienten* auf. Warum sollte es so viel schwieriger
sein, diese Eigenschaft allgemein fiir Pg(\) zu beweisen, wenn der analoge Satz fiir
Xc*(A) nahezu trivial ist? Hier ist der Grund [4]:

Satz 16. Wenn fiir einen ebenen Graph G das Penrose Polynom Pg(N) alter-
nierende Koeffizienten hat, dann ist G 4-Linder fiirbbar.

Es ist nicht klar, ob dies dquivalente Aussagen sind, das heiB3t, ob unter An-
nahme des 4-Farbensatzes die Eigenschaft ,,alternierend“ gefolgert werden kann.
Bekannt ist die Eigenschaft ,,alternierend* fiir
* Eulersche Graphen
* Serien-parallele Graphen und damit insbesondere
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¢ auflerplanare Graphen (alle Ecken liegen am Rand des duleren Gebietes), siche
hierzu [24].

Wenn wir zu beliebigen Graphen bzw. bindren Matroiden libergehen (wie
immer ohne Briicken), so muf3 die Eigenschaft ,alternierend* natiirlich nicht mehr
gelten. Ein Beispiel liefert, wie in Abschnitt 4.2 gesehen, die duale Fano Ebene F*,
deren Penrose Polynom 0 ist. Zwei weitere (minoren-minimale) Beispiele sind der
Petersen Graph Pet (der nicht plittbar ist) und das duale Matroid K3 des vollstdndi-
gen Graphen auf 5 Ecken. Man berechnet (ohne den Faktor A):

Pper(X) = A% — 1505 4+ 94X* — 20013 — 216A% + 1040) — 704
=(A=DA=2A=4)(A+2)(A\2 - 10A + 44)

Py (M) =M 540N +200- 16
=A=-DA=2A-4H(A+2).

Die drei Matroide F*, Pet, K? fithren nun geradewegs zu einer der berithm-
testen Vermutungen von Tutte, ausgedriickt in unserer Terminologie:

(5.3) Sei M = (E,C) ein briickenloses bindres Matroid. Gilt Py (4) = 0, dann ent-
hilt M entweder F*, Pet oder K3 als Minor.

* Tutte hat in [41] diese Vermutung geometrisch formuliert (seine sogenannte
,tangential 2-block conjecture®). Insbesondere wiirde (5.3) fiir ebene Graphen den
4-Farbensatz implizieren (da Ks nicht plattbar ist) und den kirzlich (mit ebenfalls
massivem Computereinsatz) von Robertson, Seymour und Thomas bewiesenen
Satz: Besitzt ein 3-regulirer briickenloser Graph G keine 3-Kantenfirbung, so enthdlt
G den Petersengraph als Minor.

Der bedeutendste Fortschritt zum Beweis von (5.3) stammt (unter Verwen-
dung des 4-Farbensatzes) von Seymour [36]: Die einzigen mdoglichen weiteren Ob-
struktionen (neben F*, Pet, K?) sind graphisch, das hei3t Matroide M = (E,Cg), G
Graph.

Und so wollen wir schlieBen mit einer weitergehenden Frage, die, als Ver-
mutung zu dulern, wohl zu verwegen wire:

Sind die einzigen briickenlosen minoren-minimalen biniren Matroide, deren
Penrose Polynome nicht-alternierende Koeffizienten haben, F*. Pet und K5?

Eine positive Antwort wiirde alle obigen Vermutungen und somit auch den
4-Farbensatz implizieren.
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Felix Klein in Leipzig1
1880-1886

Riidiger Thiele

Dir werf’ ich’s zu — weiBt du, wie das wird?
Die Nornen im ,,Ring des Nibelungen“ (UA 1876) von
Richard Wagner (Leipzig 1813—Venedig 1883)

1 Einleitung

»Prorector magnifice! Collegen, Commilitonen! Hochgeehrte Versammlung!“ Mit
dieser feierlichen Anrede begriite am Montag, dem 25. Oktober 1880, hier in Leip-
zig ein neu berufener 31jdhriger Professor der Geometrie die akademische Horer-
schar, die sich zu der nach altem akademischen Brauch falligen festlichen Antritts-
vorlesung Uber die Beziehung der neueren Mathematik zu den Anwendungen einge-
funden hatte.> TraditionsgemiB entwickelte der Vortragende Vorstellungen fiir
sein kiinftiges Wirken und schlo8 so: ,,Ein umfassendes Programm, wie das von
mir vorgelegte, 148t sich jedenfalls nur allméhlich durchfiihren. ... Haben Sie damit
alle Nachsicht, und messen Sie ... nach dem Plan und der Absicht, die dem Ganzen
zu Grunde liegt.“ Die im Vortrag genannten Ziele sollten bald in Leipzig in Angriff
genommen und weitgehend verwirklicht werden. Tags darauf, im tiblichen Vor-
lesungsbetrieb, konnte sich der neue Dozent bescheidener fassen, nicht nur weil er
seine 74 Horer in der Vorlesung Funktionentheorie in geometrischer Behandlungs-
weise einfach mit ,,Meine Herren“ anreden durfte, sondern auch dadurch, daB3 er
sich auf seine konkreten Arbeitsaufgaben bezog. In der vorletzten Vorlesung versah
der selbst unentwegt titige Hochschullehrer seine Horer vorsorglich mit Studien-
aufgaben, um in den bevorstehenden Semesterferien Stillstand zu vermeiden, und
er bedachte vorgeriickte Studenten dabei besonders.

Der Professor der Geometrie war natiirlich, wie Sie erwartet haben, kein
anderer als Felix Christian Klein (25. April 1849 — 22. Juni 1925). Wie und warum

' Die Fakultit fiir Mathematik und Informatik der Universitdt Leipzig veranstaltete
anldBlich des 150. Geburtstages von Felix Klein am 4. November 1999 ein Festkolloquium, auf
dem der nachstehende, fiir den Druck leicht iiberarbeitete historische Vortrag gehalten wurde.

? In der Regel hérte auch der sichsische Konig Albert sich die Antrittsvorlesungen an,
wie etwa bei S. Lie (1886) und O. Holder (1899). Bei Klein war das nicht der Fall gewesen, je-
doch hatte Albert Klein bei Dienstantritt in Dresden empfangen und spéter eine Vorlesung von
Klein besucht.
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Felix Klein vor seiner Leipziger Zeit Felix Klein am Ende seiner Leipziger Zeit
(etwa 1872). Universitétsbibliothek (1885). Archiv der Deutschen Akademie
Erlangen-Niirnberg, Portritsammlung der der Naturforscher, Leopoldina, Halle,
Handschriftenabteilung, Bild aus dem Mitgliederalbum Nr. 6 (Matrikel 2581).

Album des Philomatischen Vereins.

war der 31jihrige hier in Leipzig ordentlicher Professor der Geometrie geworden?
Wie es zu der Griindung der ersten deutschen Professur fiir Geometrie kam, das ist
leichter zu berichten als das Warum zu begriinden, und daher wollen wir mit dem
Wie beginnen.

2 Die Berufung Kleins

Leipzig besaB zwar in den 70er Jahren des vorigen Jahrhunderts eine der am mei-
sten besuchten Universititen Deutschlands,’ aber diese Jahre waren fiir die Mathe-
matik in Leipzig schwierig gewesen, denn 1868 war der bedeutende Geometer Au-
gust Ferdinand Mébius (1790--1868) gestorben und im gleichen Jahr hatte Moritz
Drobisch (1802—1896) seine mathematische Professur zugunsten einer philosophi-
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starke Betonung der Analysis verbunden gewesen, so dal3 sich Scheibner um eine
erneute Vertretung der Geometrie bemiihte.* Zunichst agierte Scheibner noch vor-
sichtig, um durch die Berufung eines ordentlichen Professors nicht die beiden ver-
dienstvollen Kollegen Adolph Mayer (1839-1908)° und Karl von der Miihll
(1841-1912) zuriickzusetzen, die lediglich auBerordentliche Professoren waren.
,»Wir wiirden ... ohne Mayer geradezu bankrott sein®, hatte Scheibner 1879 unver-
bliimt dem Dekan mitgeteilt. Als jedoch auf der ,,unteren Ebene* der Versuch fehl-
schlug, die Geometrie durch einen Privatdozenten, nimlich durch Axel Harnack
(1851-1888), einen Doktoranden Kleins, vertreten zu lassen, da Harnack die
schlechte soziale Stellung eines Privatdozenten in Leipzig mit der sichereren Lage
eines aulerordentlichen Professors in Darmstadt vertauschte, wurden Scheibners
Bemiihungen dringlicher.

In einem Schreiben an den Dekan Gustav Wiedemann (1826-1899) vom
17. Mai 1879 bezeichnete Scheibner nun das Fehlen eines Geometers als ,,uner-
hort“, und er monierte sich iiber die Zumutung des Kultusministers, der offenbar
davon ausgegangen war, daB ein a. o. Professor in der Mathematik jedem Mangel
abhelfen koénne, ein Ansinnen, das Scheibner mit der Erwartung verglich, ein klas-
sischer Philologe konne iiber Sanskrit lesen oder ein Romanist iiber deutsches Pri-
vatrecht vortragen.

Eine Rede des Leipziger Rektors, der der Mathematik zubilligte, zwar den
Verstand, aber nicht das Herz und Gemiit auszubilden, und der daher zu der
SchluBfolgerung kam, daB3 die Mathematik in Bezug auf eine allseitige Ausbildung
nicht mit den historisch-philologischen Fichern konkurrieren konne, brachte das
FaB schlieBlich zum Uberlaufen. Scheibner betrachtete diese Einstellung als testi-
monium paupertatis, weniger akademisch und auf deutsch ausgedriickt redete
Scheibner hier vom Armutszeugnis. In dem Schreiben vom 15. Dezember 1880 an
den Dekan hielt er nun der Auffassung des Rektors demonstrativ jene Passage aus
dem Landtagsbericht des sichsischen Kultusministers entgegen, in der der Minister
sich bemiiht zeigte, den ,,Bediirfnissen [der Leipziger Mathematiker] Rechnung zu
tragen®. Diplomatisch verglich Scheibner noch die Situation der Philologen mit der
der Mathematiker und benutzte geschickt das bis heute wirksam gebliebene Argu-
ment der Studentenzahlen: fiir 399 Studenten der Philologie gibe es 13 Ordinariate,
8 Extraordinariate sowie einen Honorarprofessor; den 186 fiir Mathematik imma-
trikulierten Studenten stinden jedoch nur jeweils zwei Ordinariate und Extraordi-
nate gegeniiber, selbst auf die 117 Géttinger Mathematikstudenten kdmen 4 Ordi-
nariate sowie ein Extraordinarius.

Nun hatte Scheibner in der Fakultitssitzung Erfolg: am 21. Dezember 1879
beschloB diese, beim Ministerium einen entsprechenden Antrag zu stellen. In der
Tat lag bald ein Entwurf des Antrags vor und wurde ziigig diskutiert, so daB am
5. Februar 1880 ein ausfiihrlicher Bericht von 18 Seiten nach Dresden gehen konn-

* Alle folgenden und nicht weiter nachgewiesenen Zitate dieses Abschnitts sind der
Personalakte Klein des Universtitsarchivs Leipzig entnommen.

° Ridiger Thiele, Adolph Mayer. In: Sichsische Lebensbilder, Bd. 4. Hrg. R. Gro8 und
G. Wiemers. Leipzig / Stuttgart: Sichsische Akademie der Wissenschaften/Franz Steiner 1999,
S.211-227.
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te. Der Bericht fithrte u. a. das Leipziger Lehrangebot in Mathematik an und zdhlte
gleichzeitig etwa ein Dutzend geometrischer Facher auf, die nicht gelesen werden
konnten, darunter waren beispielsweise die deskriptive (also darstellende) Geo-
metrie, die Geometrie der Lage, die Geometrie der algebraischen Kurven und Fla-
chen oder die nichteuklidische Geometrie. Die Antragsteller argumentierten auch
mit den Studentenzahlen, und sie hatten dabei durch einen statistischen Trick, in-
dem sie sich nur auf die Inldnder (sprich Sachsen) bezogen, das Zahlenverhéltnis
von Philologie- und Mathematikstudenten auf die wesentlich giinstigere Relation
117 zu 97 gebracht; die restlichen deutschen Stimme wurden dabei gemeinsam mit
den Auslidndern erfaBt. (Zur Information: um 1880 gab es knapp 3 Millionen Sach-
sen und das Deutsche Reich wurde von 42 Millionen Menschen bewohnt.) Die ein-
gereichte Berufungsliste nannte Klein an erster Stelle, nach ihm seine Doktoranden
Axel Harnack und Ferdinand Lindemann (1852-1939).

Am 3. Mirz 1880 teilte Adolph Mayer Klein brieflich mit, daB sich die Fa-
kultit ,,endlich ermannt“ habe, eine Professur fiir Geometrie zu griinden, und dal3
Klein dafiir vorgesehen sei, und er bat diskret um Kleins Bedingungen, um diese
beim Ministerium durchzusetzen. Dort wurde Mayer unmittelbar nach Kleins Ant-
wort vorstellig. Man versprach eine Entscheidung, zu der Mayer wieder bestellt
wurde. Der zweite Besuch war jedoch niederschmetternd, denn Mayer hatte, wie er
Klein am 24. April 1880 schrieb, mit Annahme, Ablehnen oder Verschieben gerech-
net (also mit einer logisch vollstindigen Trichotomie), jedoch nicht mit den vielfil-
tigeren Moglichkeiten des politischen Geschafts, namlich damit, da3 ,,der Minister
die Frechheit haben wiirde, so zu thun, als ob er gar nicht wisse, weshalb ich k-
me“. Aber erfreulicherweise verharrte das Dresdner Ministerium nicht in dieser Vo-
gel-StrauB-Politik, sondern berief iberraschend kurz darauf Klein, der aus Miin-
chen am 28. Mai 1880 erfreut zusagte: ,,Es sind die groBen inneren Vorziige der
neuen Stellung gewesen, die mir eine Annahme der Berufung vom ersten Augen-
blick an unzweifelhaft erschienen lieBen.“® Schon am Tage des Eingangs von Kleins
Schreiben, am 31. Mai, unterrichtete das Ministerium die Leipziger Fakultat, daf3
nunmehr seine konigliche Majestdt Klein zum ordentlichen Professor fiir Geo-
metrie mit Sitz und Stimme in der philosophischen Fakultéit ernannt hatte.

Beenden wir damit den Uberblick tiber das Prozedere und fragen, warum es
in Leipzig zu einer Geometrieprofessur gekommen war und weshalb die Wahl auf
Klein gefallen war.

Entscheidend fiir Kleins Hinwendung zur Mathematik war der Einfluf3 des
Geometers Julius Pliicker (1801 -1868) gewesen, wenn auch zwischen Kleins Imma-
trikulation im WS 1865 und Pliickers Tod im Mai des Jahres 1868 nur eine kurze
Zeitspanne lag. Obwohl Klein ab seinem zweiten Semester Pliicker lediglich in den
physikalischen Vorlesungen assistieren sollte, unterstiitzte er diesen so sachkundig
bei Untersuchungen iiber Liniengeometrie, da nach Pliickers Tod Klein als 19jéh-
riger von Alfred Clebsch (1833-1872) betraut wurde, den geometrischen Nachla3
Pliickers aufzubereiten und herauszugeben. Damit kam es zu einer Zusammen-
arbeit mit Clebsch, die gleichfalls nur kurz wihrte, denn auch Kleins zweiter Men-
tor starb, erst 39jdhrig, aber Clebsch hatte noch in seinem Todesjahr 1872 Klein er-

6 Zitiert nach der Leipziger Dissertation (1982) von Fritz Kénig, S.93. S. FuBinote 13.
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folgreich fiir eine Erlanger Professur empfohlen. Klein riickte 1872 fiir den verstor-
benen Clebsch in die Redaktion der Mathematischen Annalen nach, die unter
Kleins Agide eine der wichtigsten mathematischen Zeitschriften wurde.

Klein begann nun, das wihrend seines kurzen Pariser Aufenthalts im Jahre
1870 erworbene Wissen zu entfalten. Der deutsch-franzésische Krieg 1870/71 hatte
ihn zwar zur vorzeitigen Riickkehr gezwungen, aber er war — wie Richard Courant
(1888—-1972) es ausdriickte — mit dem ,,Stein der Weisen“ im Gepack in die Heimat
gereist, ndmlich mit Kenntnissen der seinerzeit noch wenig verbreiteten Galois-
schen Gruppentheorie.’

Geometrische Transformationen bilden Gruppen. Klein hat als erster er-
kannt, daB Gruppen und ihre Invarianten ein fruchtbares Mittel bilden, um geo-
metrische Sachverhalte zu ordnen. Man kann bei jeder geometrischen GroBe, bei
jedem geometrischen Begriff, allgemeiner bei jedem geometrischen Sachverhalt
nach derjenigen Gruppe von Transformationen fragen, gegeniiber der er invariant
bleibt, und umgekehrt bei einer gegebenen Gruppe deren Invarianten suchen. Klein
brachte so Geometrie und Gruppentheorie zusammen, wobei diese Verbindung ei-
nen physikalischen Hintergrund aufweist: geometrische Figuren ,,bewegen* sich im
mat?ematischen Raum wie materielle Korper im Wahrnehmungsraum der Mecha-
nik.

In Erlangen war es tiblich, daB ein neu berufener Professor ein Programm
entwarf. In Kleins Schrift, die als das Erlanger Programm in die Geschichte einge-
gangen ist, stellte sich Geometrie im beschriebenen Sinn als besonderer Fall eines
allgemeinen Problems so dar:

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformationsgruppe gege-
ben; man soll die der Mannigfaltigkeit angehdrenden Gebilde hinsichtlich solcher
Eigenschaften untersuchen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht ge-
dndert werden.’

Die Vielfalt der bislang entwickelten Geometrien — wie euklidische Geometrie, pro-
jektive Geometrie, Kugelgeometrie oder die nichteuklidischen Geometrien — war
iibersichtlich geordnet worden. Das Erlanger Programm hat unser Verstindnis
vom Wesen der Geometrie nachhaltig verdndert. Der algebraische Geometer Wil-
liam Hodge (1903-1975) sprach noch um die Mitte dieses Jahrhunderts von der
Tyrannei des Erlanger Programms, aber Riemannsche Riume mit nicht konstanter
Krimmung (die beispielsweise als Raum-Zeit-Kontinuum in der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie auftreten) haben zu wenige Automorphismen, um sich anhand von
Gruppen klassifizieren zu lassen. Das gruppentheoretische Konzept ist jedoch von

71870 war in Paris von Camille Jordan der Traité des substitutions et des équations al-
gébriques erschienen, der fiir den Rest des 19. Jahrhunderts die ,,Bibel der Gruppentheoretiker*
(J. Dieudonné) gewesen war.

8 Es ist erwihnenswert, daB Klein im Nachhinein bemerkte, daB er im Erlanger Pro-
gramm den Mobiusschen Ordnungsbegriff der ,,geometrischen Verwandtschaft von Figuren®
aus dessen Buch Der barycentrische Calcul: ein neues Hilfsmittel zur analytischen Behandlung
der Geometrie (1827) verallgemeinert hatte.

°F. Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen. Berlin: Springer 1921. Bd. 1,
S.460-497, Zitat S. 463. Die Transformationsgruppen sind bei Klein stets solche, die heute als
Liesche Gruppen bezeichnet werden.
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Mathematisches Seminar (im Sinne eines Instituts verstanden) zu schaffen.!'? Diese
Dinge sind als seine Markenzeichen allgemein bekannt, fiir Leipzig hat Fritz Konig
(geb. 1949) die Details zusammengetragen und Kleins Wirken an dieser Universitit
ausfiihrlich dokumentiert."?

In den Autobiographischen Notizen von 1913, die sich in der Handschriften-
abteilung der Niedersichsische Staats- und Universitiitsbibliothek Gottingen befin-
den und von denen es eine von Konrad Jacobs (geb. 1928) transkribierte Fassung
gibt, notierte sich Klein u. a.:

»1880 nun erst recht Arbeit, sofort Kolloquium und héhere Seminare [Lehrver-
anstaltung],

1881  Ostern Czermakaion bezogen, Modellsammiung, Lesezimmer, Zyklus der
geometrischen Kursvorlesungen begonnen,

1883  [inmitten seiner Rekonvaleszenzphase] zum Herbst Seminar und Lesezim-
mer auf die RitterstraBe verlegt.“ (Diesen Umzug hatte Klein sofort nach
seinem Urlaub, am Dienstag, dem 9. Oktober, fiir den Nachmittag des fol-
genden Freitag festgelegt; denn in der ndchsten Woche, am Montag, dem
15. 10., begann schon das Wintersemester.)

Hierzu einige Erlauterungen: Ab SS 1881 wurden die mathematischen Vor-
lesungen nicht mehr im Augusteum abgehalten (im 2. Weltkrieg zerstort und da-
nach abgerissen), sondern sie wurden in Czermaks Spektatorium gelesen, einem
Horsaalgebdude, das in der TalstraBe neben dem spiteren Mathematischen Institut
gestanden hat und Platz fir etwa 400 Horer bot, das aber 1900 abgetragen wurde.
Die nach Kleins Vorstellungen umgebauten Nebenriume des Czermakaions nah-
men ab 20. April 1881 die Modellsammlung und die mathematische Bibliothek auf:
Leipzig hatte damit ein Mathematisches Seminar. Direktoren waren Klein, Mayer
und von der Miihll; Neumann scheute grundsitzlich Verwaltungsaufgaben.

Jedoch reichten diese Raumlichkeiten bald nicht mehr, so daB die Mathe-
matik, wiederum auf Antrag Kleins, die zweite Etage des ,,Kleinen Fiirstenkollegs“
erhielt, heute ist das die Ritterstr. 24. Dort gab es ein Lese-, Arbeits-, Seminar- und
Sprechzimmer sowie einen Bibliotheksraum. Klein hatte sich um alle Details ge-
kiimmert, beispielsweise auch um die 66 von mir auf der Inventarliste gezihlten
Stithle. Vorlesungen hielt man weiterhin im Czermakaion, in dem auch die Modell-
sammlung verblieb. Durch den AbriB8 des Czermakschen Spektatoriums iibernah-
men die Mathematiker schlieSlich im SS 1905 das frithere Physikalische Institut in
der Talstralle, im WS 1971 gab man das traditionsreiche Gebdude auf, in dem u. a.

12 Wir halten uns nicht fiir zu vornehm, um beim Unterricht und auch bei der eigenen
Forschung, Zeichnungen und Modelle in ausgiebiger Zahl zu verwerten. Wir tun dies in dem
Umfange, daB wir eigene Sammlungen organisieren. ... Ist es nicht eine ebenso wiirdige Auf-
gabe der Mathematik, richtig zu zeichnen, wie die richtig zu rechnen?“ (Antrittsrede)

'3 Ich beziehe mich auf seine Arbeiten und danke Herrn Dr. Konig fiir seine freundli-
chen Auskiinfte; ich verweise weiter auf Konigs Beitrége in der Festschrift 100 Jahre Mathema-
tisches Seminar aus dem Jahre 1981, auf die von ihm herausgegebenen Kleinschen Vorlesungen
(Funktionentheorie in geometrischer Behandlung, Leipzig 1987, und Einleitung in die analytische
Mechanik, Leipzig 1991) und schlieBlich auf seine Leipziger Dissertation ,,Die Entstehung des
Mathematischen Seminars an der Universitit Leipzig®, Universitit Leipzig 1982.
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Adolph Mayer, Carl Neumann, Sophus Lie (1842-1899), Gerhard Kowalewski
(1876-1950), Eduard Study (1862—-1930), Felix Hausdorff (1868—1942), Heinrich
Liebmann (1874—1932), Wilhelm Blaschke (1885-1962), Leon Lichtenstein
(1878-1933), beide Holder (1859-1937 bzw. 1901-1990), Gustav Herglotz
(1881-1953), Bartel van der Waerden (1903-1996), Paul Koebe (1882-1945),
Eberhard Hopf (1902-1983) oder Paul Giinther (1926-1996) gelehrt hatten, und
wechselte an den zentralen Augustusplatz, der damals in Karl-Marx-Platz umbe-
nannt worden war.

Klein hatte in seinen Erlanger und besonders in seinen Miinchener Jahren
den Grund zu den meisten seiner spiteren Untersuchungen gelegt. Die ,,Leipziger
Schule“ Kleins kann daher als direkte Fortsetzung der Miinchener angesehen wer-
den. Klein bot wihrend seiner 11 Semester 17 verschiedene Vorlesungen mit 2 oder
4 Wochenstunden an und hielt stets ein zweistiindiges Forschungsseminar; seine
Stundenzahl schwankte in den Semestern zwischen sechs und zehn pro Woche. Die
Vorlesungen hatten bis iiber 100 Horer, und in seinen hdéheren Seminariibungen
zahlte Klein ca. 150 Mitglieder, die wenigstens ein Semester lang geblieben waren.
Als Assistenten hatte Klein zunichst Walther Dyck (1856-1934), der ihm aus
Miinchen gefolgt war, und danach Friedrich Schur (1856—-1932) sowie jahrlich ei-
nen Famulus, der aus den Doktoranden ausgesucht wurde. In den Leipziger Jahren
gab es 17 Dissertationen bei Klein, darunter die von Adolf Hurwitz (1859-1919),
Henry Burchard Fine (1858-1928) oder Robert Fricke (1861-1930), sowie vier
Habilitationen, 1881 Friedrich Schur, 1882 Walther Dyck, 1885 Friedrich Engel
(1861~1941) und Eduard Study. Zum Vergleich: bei Klein selbst hatte es vor Leip-
zig 9 und danach in Géttingen 22 Dissertationen gegeben; in Leipzig gab es in der
Mathematik in den Dezennien 1870—80 und 1880—90 insgesamt je 11 und 52 Dis-
sertationen bzw. je 3 und 5 Habilitationen, von 1880-85 (etwa Kleins Leipziger
Zeitraum) waren es 23 Dissertationen und 5 Habilitationen gewesen. Neben der
aufwendigen Lehre hat Klein in Leipzig 18 mathematische Arbeiten verfalt (7 bzw.

6 uber elliptische bzw. automorphe Funktionen, 3 iiber Geometrie, 2 zur mathema-
’41———1";1 [ W, T » BLEEE N

;

Vorlesungen begonnen. Ein respekteinfldBendes Pensum! 1885, im Bewerbungs-
schreiben fiir den Wechsel nach Géttingen, konnte der 36jdhrige Klein anfiihren,
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(1898—-1973) hat 1949 in einer Gottinger Gedenkrede Kleins geometrisches Wesen
meisterhaft in folgenden Worten erfal3t: ,,Jeder mathematische Gegenstand wird
ithm zum rdumlichen Bild und seine_beson Kunst ist es. durch geometrisch
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man die Kurve aus dem dreidimensionalen Raum in den vierdimensionalen hinauf-
hob, nicht mehr gegen Verzerrungen invariant war, sondern sich losen lieB. Zufillig
hatte Klein dieses Ergebnis seinem spiteren Leipziger Kollegen Johann Karl Fried-
rich Zollner (1834-1882) mitgeteilt, der als ein Bahnbrecher der Astrophysik gilt,
der aber auch ausgesprochene metaphysische Neigungen entwickelt hatte. Zdllner
war schlechterdings von der vierten Dimension fasziniert. Da er sowohl Riemanns
naturphilosophische Arbeiten als auch Kleins Beitrage zur nichteuklidischen Geo-
metrie gut kannte, konnte er die volle Tragweite seiner Spekulationen erfassen und
gewann hieraus (leider) metaphysischen Auftrieb.!” Die Méglichkeit, auf dem von
Klein gewiesenen Weg sich experimentell der Existenz der vierten Dimension des
Raumes versichern zu kénnen und zudem sogar einen Zugang zu dieser gewinnen
zu konnen, heizte Zollner derart an, daB er in zu diesem Zwecke durchgefiihrten Sé-
ancen einem betriigerischen Taschenspieler aufsall. Zollner verlor damit unter
Fachkollegen zunehmend an Ansehen und isolierte sich weitgehend. Es spricht fir
Klein, daB3 er auch unter diesen Umstinden weiterhin bemiiht war, dem verdientem
Astrophysiker auch als persona non grata gerecht zu werden. Ahnliche GroBziigig-
keit hat er spdter gegeniiber Lie gezeigt, der als kranker, paranoider Mann scharf
und ungerecht beispielsweise ,,Kleins Oberflachlichkeit und Leichtsinn® in der
Funktionentheorie attackierte.

Courant sagte iiber Klein, daB3 er so tief wie kein anderer Riemanns funk-
tionentheoretische Gedanken erfafit habe und daB die Selbstverstindlichkeit, mit
der wir heute auf Bernhard Riemann (1826-1866) aufbauen, wesentlich ihm ge-
schuldet sei.'® Klein, ich folge Courant, zog die zugrunde liegende physikalische
Vorstellung aus dem Dunkel hervor und machte sie zu seinem Leitgedanken. Da-
mit schuf er etwas, was als physikalische Mathematik zu bezeichnen sei. Courant
wortlich:

Klein erzeugte sich Funktionen, indem er ein Stiick der Ebene oder einer beliebi-
gen Fldache mit einer leitenden Schicht bedeckt denkt und an einzelnen Stellen Po-
le ... aufsetzt. Der Strémungszustand ... reprdsentiert dann eine ganz bestimmte
Funktion. ... Alle Existenztheoreme, der beriihmte Riemannsche Abbildungssatz
... und weiter mehr wird von diesem Gesichtspunkt unmittelbar versténdlich und
durchsichtig; alles tritt in einen zwangsldufigen Zusammenhang.

Klein selbst:

Ich suche durch physikalische Erwagungen zu einer wirklichen Beherrschung der
Grundgedanken der Riemannschen Theorie zu gelangen. ... Ich halte es fiir ein
Unrecht, wenn die meisten Mathematiker ihre intuitiven Uberlegungen ganz un-
terdriicken und nur die allerdings notwendigen strengen ... Beweise veroffent-

17 Arbeiten Zéllners hierzu sind im Band 3 seiner Wissenschaftlichen Abhandlungen,
Leipzig: Staackmann 1879, zu finden. In den 70er Jahren des vorigen Jahrhunderts gab es star-
kes Interesse sowohl an der vierten Dimension des Raumes als auch an einschldgigen spiritisti-
schen ,, Theorien®“, man denke etwa an die Experimente von Crookes oder Abbots Flatland. Fir
mathematische Details bei einem solchen Knoten siehe z. B. Grunerts Archiv 64 (1879), S. 224.

18 Siehe auch die neuere Darstellung von E. Neuenschwander, Documenting Riemann’s
impact on the theory of complex functions, in: The Math. Intelligencer 20, 3 (1998), p. 19-25.
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lichen. ... Ich habe keine Bedenken getragen, diese physikalischen Anschauungen
geradezu zum Ausgangspunkt meiner Darstellung zu machen. 19

Der letzte Satz zeigt, daBl Klein natirlich die Grenzen eines solche Analogiedenkens
bewuBlt gewesen sind. Allerdings hat er zur mathematischen Logik oder Axiomatik
keine Arbeiten geschrieben; dafiir brachte er kein tieferes Interesse auf, sondern
sprach von der formalen Methode als von einem Gegenstand, ,,der mir personlich
ferner liegt“. Im Hinblick auf diese Haltung hat der in Gottingen geborene Lau-
rence Chisholm Young (geb. 1905) erklirt, daB Klein nicht verstanden habe, was
ein moderner Beweis sei: ,,Weierstrass had not been far wrong in saying that what
Klein did was not mathematics at all. Felix Klein had, by the account of many who
knew him, including my teacher Carathéodory, no notion how to prove things — he
could just see they were true.“*°

Aber Klein ging es gerade darum, ein Problem durch ein Maximum an Ein-
sicht mit einem Minimum von Rechnung zu bewiltigen. Diese Geisteshaltung, die
einerseits auf Riemanns Auffassung der Funktionentheorie, andererseits auch auf
den abstrakten Begriffsbildungen Dedekinds fult und die die Rechenhaftigkeit des
19. Jahrhunderts begrifflich iiberwinden will, ist spater in Gottinger Mathematiker-
kreisen das allgemeine Dirichletsche Prinzip genannt worden. Aus einer solchen
Einstellung heraus werden Kleins Zitate verstidndlich:

Wenn ein Mathematiker keine Ideen mehr hat, treibt er Axiomatik.
So ist die Mathematik von denen am meisten gefordert worden, die mehr durch
Intuition als durch strenge Beweisfithrung sich auszeichneten.

Hier trifft sich Klein mit der Anschauung von Jacques Hadamard (1865-1963):
,»Logic merely sanctions the conquest of mathematics.“

Ganz anders, aber sehr einfluBreich argumentierten Karl Weierstra3 und
auch Hermann Amandus Schwarz (1843 -1921): abstrakt und kritisch. Sie verlang-
ten stets strenge Beweise anstelle von genial, aber nur intuitiv hingestellten Existenz-
sdtzen. Hilbert, der sich durch seinen Leitbegriff Axiomatik tiefgehend von Kleins
Auffassung unterschied, betonte spater nachdriicklich den logischen Zirkel bei Ana-
logieschliissen: ein mathematisches Modell miisse alle einschlidgigen Fragen aus sich
selbst heraus, also intern, beantworten kénnen, Rechtfertigungen kénnen nicht —
wie in der Physik iiblich — durch externe Mittel erfolgen; Klein aber wolle die Ma-
thematik zur Herrscherin in der Wirklichkeit und nicht im Idealen machen. Der
Physiker Max Born (1882-1970), der bei Klein Vorlesungen gehért hatte, sprach
bei derartigen Beispielen Kleins sogar vom Verlust der physikalischen Natur auf ei-
ner ,,Spielwiese fiir mathematische Zaubertricks“, und er klagte zudem iiber Kleins

19 Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen. Bd. 3: Kleins Vorbemerkung
(1923), S.478; Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale (1882),
S. 502 (hier wird auch die bekannte Kleinsche Flasche eingefiihrt). Seine Stellung zu Riemann
hat Klein ausfiihrlich in dem Wiener Vortrag Riemann und seine Bedeutung fiir die Entwicklung
der modernen Mathematik, in: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 4
(1894-95), S. 7187, dargestelit.

20 L.C. Young, Mathematicians and their times. Amsterdam: North Holland 1981. Zi-
tat p. 215. Ahnlich schon S. Lie im Band 3 seiner Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig:
B.G. Teubner 1893, Vorrede, S. XVII).
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Beweisskizzen, deren Liicken zu schlieBen ihm als Student schwer gefallen war.
Rickblickend, im Alter, schétzte Born jedoch Kleins Darlegung der tragenden Ide-
en in den auf Gesamtschau angelegten Vorlesungen mehr als andere Darstellungen.
Constantin Carathéodory (1873 -1950), der unmittelbare Nachfolger Kleins in Got-
tingen, zdhlte Felix Klein zu den brillantesten und griindlichsten Vortragenden aller
Zeiten.

Das beschriebene Denken konnte Klein in der geometrischen Funktionen-
theorie verwirklichen, die somit ganz exemplarisch fiir Kleins Schaffen ist. Gegen-
liber dem WeierstraBschen Vorgehen, das durch die Potenzreihe bestimmt ist und
im analytischen Gebilde endet, veranschaulichte sich Klein im Geiste Riemanns
analytische Funktionen als konforme Abbildungen, und das Pendant zum analy-
tischen Gebilde ist die Riemannsche Fliche, die im Kleinschen Sinne jedoch nicht
nur zur Veranschaulichung dient, sondern die als unverzichtbarer Bestandteil des
Funktionskonzepts begriffen wird, ,,als der Mutterboden, auf dem die Funktionen
allererst wachsen und gedeihen konnen® (Hermann Weyl, 1885-1955), wie wir es
sehen werden. Klein war stets um den Ausgleich der Riemannschen und Weier-
stralschen Auffassungen bemiiht gewesen. Er hat daher die Absicht des jungen
Weyl, beide Theorien zu verschmelzen, nicht nur begriiBt, sondern er hat um 1910
trotz seines abermals sehr angegriffenen Gesundheitszustandes dieses Vorhaben
diskutierend begleitet, das 1913 zur Idee der Riemannschen Fliche, jenem wegwei-
senden funktionentheoretischen Markstein, fiihrte.

Es war jenes tiefe geometrische Eindringen in den funktionentheoretischen
Stoff, das am Beginn von Kleins Leipziger Lehrtitigkeit zu einer zweisemestrigen
Vorlesung iiber ,,Funktionentheorie in geometrischer Behandlungsweise® gefiihrt

rMﬂ;ﬂ&q‘tﬁgﬁpﬁl“ ‘.'jfr‘. - ii‘i‘wﬁ_’ri%".ﬂiu -.-d-v-_

er6ffnenden funktionentheoretischen Vorlesung (WS 1880, SS 1881) begann Klein



Felix Klein in Leipzig 81

4 Der Hohepunkt des mathematischen Schaffens

Kleins Beitrige zur geometrischen Funktionentheorie sind nicht nur mathematisch
bedeutend, sondern auch charakteristisch fiir sein Denken, so daB3 ich versuchen
sollte, diese Ideenwelt kurz zu skizzieren, und ich werde dabei aus Zeitgriinden
nicht historisch vorgehen.

Der Riemannsche Abbildungssatz (1851) besagt, daB3 jedes einfach zusam-
menhéingende Gebiet, das von der Ebene verschieden ist, durch eine analytische
Funktion w = f(z) umkehrbar eindeutig (also biholomorph) auf einen Kreis und
damit auch auf eine Halbebene abgebildet werden kann. Fir Klein ist dieser Sach-
verhalt librigens ein geometrisches Prinzip zur Erzeugung analytischer Funktionen
f (z) Aber von solchen Abblldungsfunktlonen laBt sich bei dleser Auffassung uber

etwa durch Geraden- oder Kreisbogenstiicke begrenzt werden, gewann Klein be-
reits aus den geometrischen Beziechungen wesentliche Eigenschaften fiir die zugeho-
rige Abbildungsfunktion.

Sehen wir uns hierzu in der z-Ebene ein gleichseitiges nullwinkliges Kreis-
bogendreieck G mit dem Umkreis K als einfaches Beispiel an. Es gibt eine im In-
nern von G definierte meromorphe Funktion, die G auf die obere w-Halbebene ab-
bildet. Wir kénnen es so einrichten, dafl den drei Eckpunkten 4, B und C von G
die Bildpunkte 0, 1 und o© entsprechen, so dal3 die Dreiecksseite 4B als Bild die
Strecke 01 hat. In der w-Ebene 148t sich nach dem Schwarzschen Spiegelungsprin-
zip die inverse Abbildungsfunktion aus der oberen Halbebene iiber die Strecke 01
in die untere fortsetzen, wobei das urspriingliche und das gespiegelte Definitions-
gebiet ldngs 01 verbunden sind. In der z-Ebene entspricht dieser Prozedur die Fort-
setzung der Funktion in ein weiteres nullwinkliges Kreisbogendreieck, das sich
durch Spiegeln von G langs der Seite 4B ergibt und dessen neuer Eckpunkt C’ auf
dem Kreis K liegt. In dieser Weise kann man fortfahren, Kreisbogendreicke an ih-
ren Seiten zu spiegeln, bis der dem Ausgangsdreieck G umschriebene Kreis K aus-
gefiillt ist. Es ist geometrisch einleuchtend, daB dieser Kreis so ganz ausgeschopft
wird und daB er die entstandene, sogenannte Modulfigur als Grenzkreis berandet.
In der w-Ebene entsprechen den gespiegelten Dreiecken stets Halbebenen, die je-
weils mit der anderen Halbebene langs einer der Strecken 01, 100, c00 verbunden
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bolischen Geometrie zu deuten.?! Zwei im euklidischen Sinn verschiedene Dreiecke
der Modulfigur mit Grenzkreis K erweisen sich dann unter nichteuklidischen Bewe-
gungen als deckungsgleich, und die Gesamtheit der Transformationen, die die Mo-
dulfigur in sich abbilden, die also jedes Dreieck in ein anderes {iberfiihren, bildet ei-
ne Untergruppe (die sogenannte Fuchssche Gruppe) der Automorphismengruppe
(bzw. der Gruppe der hyperbolischen Isometrien). Analytisch gesehen entspricht
dem nichteuklidischen Verschieben von Dreiecken ein Verallgemeinern der iiblichen
Periodizitit einer Funktion, genauer die Invarianz einer Funktion gegeniiber ge-
wissen gebrochen linearen Transformationen f(z) =f(I(z)) =f & = J). Solche
Funktionen nannte Klein seit 1890 automorphe Funktionen mit Grenzkreis.

Es gibt iibrigens einen Bericht Kleins tiber die Entdeckung dieses Satzes.
Den Namen Grenzkreistheorem pragte 1912 Fricke (1861-1930). Ostern 1882 hatte
sich Klein zur Erholung auf die Insel Norderney begeben. Das Wetter war jedoch
so schlecht, daB3 Klein beschloB abzureisen.

In der letzten Nacht vom 22. zum 23. Mirz, die ich wegen Asthmas auf dem Sofa
sitzend zubrachte, stand plotzlich um 2 1/2 Uhr das Grenzkreistheorem, wie es
durch die Figur des Vierzehnecks vorgebildet war, vor mir. Am folgenden Vor-
mittag im Postwagen ... durchdachte ich das, was ich gefunden hatte noch einmal
bis in alle Einzelheiten. Jetzt wuBte ich, daB ich ein groBes Theorem hatte. In
Diisseldorf angekommen, schrieb ich es gleich zusammen, datierte es vom 27.
Mirz, schickte es an Teubner [den Verlag der Annalen] und lie3 Abziige der Kor-
rekturen an Poincaré und Schwarz ... gehen.?

Der Satz zelgt einen geometrlschen Sachverhalt von beemdruckender

SR O S S
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kann eindeutig bis auf Mobiustransformationen durch automorphe Funktionen
mit Grenzkreis uniformisiert werden.”® Diesen Sachverhalt deutete sich Klein in
den Vorlesungen iiber nicht-euklidische Geometrie auch so: ,,Die Moglichkeit der
Auffassung der Riemannschen Flidche als eine Raumform der nichteuklidischen
Geometrie ist ... geradezu der Inhalt des Uniformisierungssatzes.

Weshalb erhielt der seinerzeit noch unbekannte Poincaré Korrekturhoeen?,
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Wasserglas zu beruhigen, indem er schrieb: ,, ... il est clair que j’aurai pris une autre
dénomination si j’avais connu le travail de M. Schwarz®, d.h., er hatte eine andere
Bezeichnung gewahlt, wenn er die Arbeiten von Schwarz gekannt hitte, und aus-
gleichend fithrte nun Poincaré auch fonctions kleinéennes®® ein. Klein schlug darauf
im Friithjahr 1882 vor, auf Namen ganz zu verzichten und biirgerte schlieBlich den
Begriff automorphe Funktion ein. Poincaré replizierte auf deutsch mit dem Faust-
Zitat: ,,Name ist Schall und Rauch® (Vers 3457). Trotzdem gibt es heute einschligi-
ge Fuchssche und Kleinsche Gruppen.

Klein und Poincaré erhielten 1882 gleichzeitig das Grenzkreistheorem, aber
Klein konnte es in ,,seinen® Mathematischen Annalen noch im November publizie-
ren (Erscheinungsdatum 28. November), wiahrend Poincaré in den Acta mathemati-
ca erst im Dezember folgte.?” Das war ein sehr knapper Vorsprung gewesen, der
Klein zu seinem Triumph verholfen hatte und der sich zudem als Pyrrhussieg her-
ausstellen sollte, denn Klein war geistig ersch6pft und brach Ende 1882 gesundheit-
lich zusammen, damit dem jiingeren und derzeit extrem produktiven Poincaré
ginzlich das Feld iiberlassend.?® Dieser kiindigte beispielsweise 1883 die Uniformi-
sierung auch fiir analytische Gleichungen F(z, w) = 0 an. Jedoch waren letztlich so-
wohl Klein als auch Poincaré den Beweismitteln um ein Vierteljahrhundert voraus-
geeilt — strenge Beweise vermochten erst ab 1907 Henri Poincaré und Paul Koebe
(1882-1945) zu geben, der letztere war iibrigens 1910 zum ersten Male aus Gottin-
gen nach Leipzig fiir vier Jahre gekommen. Hilbert hatte zudem 1900 in seinem be-
rithmten Vortrag ,,Mathematische Probleme* auf dem Pariser Weltkongre3 den
ausstehenden Beweis dafiir verlangt, daBl analytische Beziehungen durch automor-
phe Funktionen zu uniformisieren seien (22. Problem), womit an herausragender
Stelle auf die wiinschenswerte Klidrung dieser grundlegenden Frage hingewiesen
worden war. Nach 1930 hat insbesondere Hans Petersson (1902-1984) Fortschritte
bei Verallgemeinerungen des vielschichtigen Problems erzielt.?®

laquelle il ose de vous donner une legon & la maniére de maitre a cause que vous avez donné
mon nome aux fonctions ... . Le livre du centenaire de la naissance de Poincaré. Paris: Gaut-
hier-Villars 1955, p. 276.
26 poincaré benutzte die Bezeichnungen ,Fuchssche Funktionen® fiir automorphe
Funktionen mit Grenzkreis und ,,Kleinsche Funktionen® fiir solche ohne Grenzkreis.

27 Siehe Kleins Darstellung in den Gesammelten mathematischen Abhandlungen, Bd. 3,
S. 577-586, insbesondere S.585f. Dort Angaben zum Riickkehrschnittheorem und zum all-
gemeine Fundamentaltheorem (S. 699). Auch in den Vorlesungen iiber die Entwicklung der Ma-
thematik im 19. Jahrhundert, Bd. 1, S. 374381, gibt Klein eine Darstellung des ,,Wettlaufes®,
der diese Bezeichnung insofern nicht ganz verdient, da Klein ihn mit einem deutlichen Vor-
sprung beginnen konnte.

28 Die Publikationszahlen beider Mathematiker sind interessant:

1878 1879 1880 1881 1882 1883 1884
Klein/Poincaré 6/1 6/3 4/4 6/21 3/14 1/11 1/12

Diese Statistik sagt natiirlich weder etwas iiber die Linge der Artikel noch iiber deren Bedeu-
tung aus. Beispielsweise verdffentlichte Poincaré vom 14.2.1881 bis zum 17.10.1881 insgesamt
11 Arbeiten zu automorphen Funktionen, die in den Evres (t. 2) 31 Seiten einnehmen, wéhrend
die Arbeit von 1878 allein 74 Seiten umfal3t.

29 Samuel Patterson, Uniformisierung und diskrete Gruppen. In: Hermann Weyl, Die
Idee der Riemannschen Fliche. Hrg. von Reinhold Remmert. Stuttgart/Leipzig: B.G. Teubner
1997, S. 232-240.
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Bei Kleins gesundheitlichem Zusammenbruch miissen wir einen Augenblick
inne halten, um das AusmaB des Schicksalsschlages zu erfassen, der den rastlos téti-
gen und bislang vom Erfolge verwohnten genialen Mann im Hohepunkt seines
Schaffens und noch dazu im besten Alter getroffen hatte. Mathematisches Arbeiten
ist letztlich immer ein einsames Geschift: dem Hochgefiihl des schopferischen Ge-
staltens folgt nach der Vollendung des Gedankengebédudes eine um so deutlichere
Wahrnehmung des Abschlusses des Hohenfluges und des Ausbleibens von Einfal-
len, des Gewahrwerdens einer sich anschlieBenden geistigen Leere, und damit ist
das gesteigerte, tiberdeutliche Bemerken der Folgen von kérperlicher Uberanstren-
gung und Uberarbeitung sowie eine verzerrte Sicht auf das Alltagsgeschehen ver-
bunden, und hiermit wiederum das Aufkommen depressiver Stimmungen. In einer
solchen Krise — heutige Psychologen sprechen nicht mehr wie Kleins Zeitgenossen
vom Nervenzusammenbruch sondern englisch vom Burn-out-Syndrom —, in einer
solchen Krise wird leicht ein vermeintlicher oder befiirchteter Verlust der Lebens-
und Schopferkraft subjektiv zu einer festen GewiBheit. Das Verhalten der Betroffe-
nen ist dabei vielfiltig: Goethe (1749-1832) floh vor der Depression nach Italien,
ohne einen Ortswechsel wollte Beethoven (1770-1827) ,,dem Schicksal in der Ra-
chen greifen”.

Sehen wir uns unter diesem Gesichtspunkt einmal an, wie Klein das Uber-
schreiten des Zenits seines mathematischen Schaffens erlebt und bewiltigt hat. In
seinem kometenhaften Aufstieg erfuhr Klein Ende 1882 mit 32 Jahren einen vol-
ligen Zusammenbruch der schopferischen Leistungen, das muB} ein furchtbarer
Schock fir den unentwegt wirkenden Mann gewesen sein. 42 Jahre sollten noch
vor ihm liegen. Ist Klein nun, wie immer wieder gesagt wird, nach dem Zusammen-
bruch nicht mehr als Mathematiker sondern nur noch als Hochschullehrer, Organi-
sator und Reformer tdtig gewesen? Oder war er iiberhaupt — auch das wird be-
hauptet — nur ein Organisationsgenie? Einige seiner Bemerkungen wie ,,volles Zu-
sammenklappen der groBen Produktivitit®, ,Verlust des Genies“ und die bekannte
Aussage ,,Meine eigentliche produktive Tatigkeit auf dem Gebiet der theoretischen
Mathematik ist 1882 zugrunde gegangen. Alles, was folgt, betrifft ... nur noch Ein-
zelheiten® stiitzen diese Thesen, auf die ich gleich eingehen will. Vorab meine Ant-
wort: Wer ihn so verkiirzt sieht, verstellt sich die Sicht auf Klein erheblich.

Klein war wissenschaftlich keineswegs am Ende seines Schaffens angelangt.
Denn im Laufe der folgenden Monate raffte er sich wieder auf und ergriff etwas,
das er als leichte Arbeit bezeichnete: das Ergebnis ist das wunderschone Ikosaeder-
buch, in dem Geometrie, Algebra, Funktionen- und Gruppentheorie organisch in-
einander verwoben sind.>° Weitere Biicher erschienen, stindig folgten autogra-
phierte Vorlesungen, daneben blieb Klein weiterhin Herausgeber der fithrenden
mathematischen Zeitschrift, der Mathematischen Annalen, und er dirigierte souve-
rin fast 200 Mitarbeiter eines unwiederholbaren Jahrhundertwerkes, der grandio-
sen Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften in 6 Teilen mit insgesamt 24
Buchbinderbdnden, weiter gab er die Werke von GauB3 und Mé&bius heraus sowie
verfafBte schlieBlich noch eine Geschichte der Mathematik seines Jahrhunderts in
zwei Binden, der Tod lieB eine geplante GauB-Biographie in Vorarbeiten enden.

30 peter Slodowy hat es 1993 in kommentierter Form neu herausgegeben.
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Bereits die grundlegenden Einsichten von Hermann Minkowski (1864—1909) zur
Relativititstheorie, die eine Deutung in der pseudo-euklidischen Geometrie (Min-
kowski-Welt) erlaubten, hatte Klein im Sinn seines Erlanger Programms inter-
essiert aufgenommen, aber mit seinen fiinf Beitrigen zur allgemeinen Relativitits-
theorie begeisterte er 1918 selbst Albert Einstein (1879—1955), wie Arnold Som-
merfeld (1861-1951) berichtet. ,,Klein hat sicherlich empfunden, daB gerade seine
groBartigsten wissenschaftlichen Schépfungen im Grunde nur gigantische Entwiirfe
waren, deren Ausfithrung er anderen Hinden tberlassen muf3te, resiimierte Cou-
rant, der nach Carathéodory Kleins Lehrstuhl in Géttingen inne hatte.

Wer hier vom wissenschaftlichen Lebensabend spricht, dem kann man nur
entgegenhalten: Was fiir ein Abendrot!

Der eiserne Wille und das straffe Zeitregime waren es vor allem, wodurch
Klein von seiner Begabung Hochstleistungen erzwang, wodurch er aber auch jahre-
lang seine labile Gesundheit {iberstrapazierte und weshalb er sich daher stets am
Rande eines gesundheitlichen Zusammenbruchs bewegte. Klein selbst fiihrte in sei-
nen Lebenserinnerungen als eigene Eigenschaften an: ,,Ein ziher Wille, nie nachlas-
sender FleiB, niichterner Wirklichkeitssinn, unbedingte Zuverldssigkeit und wohl-
bedachte Sparsambkeit.“ David Hilbert etwa, der Klein begeistert von seinen langen
und intensiven Gesprachen mit seinem Freund Minkowski iliber mathematische
Themen auf regelméBigen Konigsberger Spaziergingen berichtete, erhielt ein Be-
dauerndes ,,dass ich zum ausgiebigen Gedankenaustausch gar keine Zeit haben
wirde“ als Antwort (Brief vom 27. 6. 1889), Kleins Tochter baten um ,,Termine*
beim Vater.

In Notizen, obwohl erst ein Vierteljahrhundert nach der Leipziger Zeit zu
Papier gebracht, finden wir immer noch ganz detaillierte Erinnerungen an die gera-
de beschriebenen allgemeinen Sachverhalte des Burn-out-Syndroms: Klein notierte
Schlaflosigkeit, immer wieder Magenverstimmungen und schwere Asthmaanfille,
er fragte ,,Was ist die Ursache der Krankheit?* oder klagte ,,Niemals Kontrolle der
Verdauung!“, gequilt brach aus ihm heraus ,,So viel Krankheit“, und vor diesem
Hintergrund stellte er eben 1886 verzweifelt ,,herankommende Unproduktivitéit“31
fest, suchte ausgleichende ,,soziale Wirksamkeit als Ersatz fiir das verlorene Genie*
und wiinschte sich fiir Gottingen ein ,,wissenschaftliches Dasein auf Basis eines ver-
niinftigen Familienlebens“. Miissen solche Zeugnisse einer schwer durchlittenen
Zeit nicht zwangslaufig in eine Depression fithren und notwendig jede schopferi-
sche Arbeit zum Versiegen bringen? Das erschiitterndste, mir bekannte Gegenbei-
spiel in der Mathematik ist Carl Friedrich Gaul3 (1777-1855). Unerwartet findet
der Leser mitten in einem Manuskript tiber elliptische Funktionen einen hingekrit-
zelten Satz, der ihn mit voller Wucht trifft: ,,Der Tod ist mir lieber als ein solches
Leben.”

31 K leins Studentin Grace Chisholm, verheiratete Young, die 1895 in Gottingen als erste
Frau reguldr promoviert wurde (Sophia Kowalewskaja zwar schon 1874, jedoch in absentia)
berichtet von Kleins Geburtstagsfeier 1899 in Turin folgende, ihr gegeniiber gemachte Bemer-
kung Kleins: ,,I envy you. You are in the happy age of productivity. When everyone begins to
speak well of you, you are on the downward road.* Klein war 50 Jahre und Young 31 Jahre, al-
so genau in dem Alter wie Klein bei Antritt der Leipziger Professur. (L.C. Young, Mathemati-
cians in their times. Amsterdam: North Holland 1981, p. 211)
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Es war jedoch Kleins tiefste Uberzeugung, daB das MaB der uns geschick-
ten Leiden auch von uns ertragen werden kénne und nicht unser Vermogen zu wi-
derstehen iiberstiege, so wie es im 1. Korintherbrief, Kapitel 10, Vers 13, steht, an
den Kleins Grabinschrift auf dem Gottinger Friedhof erinnert. Unter den zahllosen
notorischen Klagen wie ,,00 viele Geschifte, ,,s0 viel zu tun® sind denn auch sol-
che Bemerkungen wie ,,Sehnsucht nach Arbeit” (1884) oder ,,die Muse will zu-
néchst nicht recht® (1886) zu finden.

Das Verhiltnis von angewandter und reiner Mathematik war je schon ein
kontroverses Thema: Dienerin oder Konigin? Beispielsweise sah Hilbert in der Ma-
thematik eine vornehme Dame, die bei den Nachbarn weder betteln noch sich ih-
nen aufdringen solle.*> Demgegeniiber hat Klein als ,,Mathematiker reinsten Was-
sers® (Born) bestidndiges Interesse an den Anwendungen der Mathematik gezeigt
und war unablissig bemiiht, zu diesem Zwecke neue Institute und Vereinigungen
zu griinden. Man liest in diesem Zusammenhang aber auch folgende Bewertung:

GewiB hat Klein Bedeutendes und Bleibendes fiir die Mathematik und deren An-
wendung geleistet. Doch sollte man nicht Gibersehen, daB Klein bewuBt diese sei-
ne Kréifte in den Dienst der deutschen GroBindustrie gestellt hat, ... er geriet so-
gar unter den EinfluB3 der Politik des deutschen Imperialismus und GroB8macht-
chauvinismus.>?

Hier wird die Grenze der Mathematikgeschichte tiberschritten und das Gebiet einer
voreingenommenen Geschichtsschreibung betreten. Aus einer solchen Sicht heraus
ist es riickblickend leicht, selbstgerecht an den vielbeschaftigten Mathematiker ho-
he Anspriiche zu stellen; jedoch auch von anderen Gesichtspunkten ist Klein be-
stindig an groBen Erwartungen gemessen worden. Aber Klein hat seine Krafte
wahrlich nicht geschont und sie bis hin zum Zusammenbruch in den Dienst seiner
Wissenschaft gestellt; dem Leipziger Kollaps folgte iibrigens noch ein zweiter in
Gottingen 1911. Daher ist es wohl menschlicher, ihn am altrémischen Rechts-
grundsatz ,,Ultra posse nemo obligatur (Niemand ist verpflichtet, mehr zu leisten,
als er vermag)“ als an einem Idol zu messen, dessen Konturen von den Wunschvor-
stellungen einer problematischen Weltanschauung bestimmt sind und welches letzt-
lich einen Ubermenschen verlangt. Wenn ein Wort von Friedrich Nietzsche
(1844-1900) auf Klein paBt, dann ist es dieses:

Es ist gut, eine Sache doppelt auszudriicken und ihr einen rechten und einen lin-
ken Ful3 zu geben. Auf einem Bein kann die Wahrheit zwar stehen; mit zweien
aber wird sie gehen und herumkommen.

Ergdnzen Sie hier in Gedanken ,,Wahrheit“ durch das Beiwort ,,mathematisch®,
dann wird deutlich, da der eigentlich von Minkowski auf Hilbert gemiinzte Aus-
druck eines ,,Generaldirektors“ des modernen Mathematikbetriebes wie ma@-
geschneidert auf Klein zutrifft.

32 Niederséchs. Staats- und Universitétsbibliothek Gottingen, Handschriftenabt., Cod.
Ms. Hilbert 600/2, S. 92.

33 Ostwalds Klassiker Nr. 253, Das Erlanger Programm, Biographische Notiz, S.11.
Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig 1974.
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Einen Auftrieb von auBen brachte ein Ruf an die amerikanische Johns
Hopkins University, Baltimore, am 12. Dezember 1883.** Zunichst zogert Klein,
»groBe Lust hinzugehen, jedenfalls Neubeginn®, vertraute er seinen autobiographi-
schen Notizen (1913) an. Ein innerhalb der folgenden Woche verfalter Briefent-
wurf fiir Baltimore (datiert auf den 18. 12. 1883) spiegelt mit einer detaillierten, bis
ins Hypochondrische tendierenden Krankheitsbeschreibung Kleins damalige innere
Zerrissenheit wider. Am 31. Januar 1884 lehnte Klein von sich aus ab, da man nicht
alle seiner Bedingungen erfiillen wollte. Den Posten erhielt Simon Newcomb
(1835-1909). Das Dresdener Ministerium sandte Klein ein Dankschreiben fiir sein
Bleiben, die Hopkins University verlieh ihm im Juli 1884 die Sylvester Medaille.

Unter dem 19. Oktober 1885 vermerkte Klein in den schon mehrfach. er-
wiahnten Notizen: ,,G6ttingen fangt an zu spuken.” Denn der Vortragende Rat im
PreuBischen Kultusministerium Friedrich Althoff (1839-1908), den Klein schon
1870 als Kriegsfreiwilliger bei Metz auf einem Schlachtfeld des deutsch-franzosi-
schen Krieges kennengelernt hatte — wie er in seinen ,,Kriegserinnerungen“>® be-
richtet —, war bereits im Frithjahr 1885 beim Sondieren fiir die Géttinger Nachfol-
ge von Moritz Stern (1807-1894) in Leipzig gewesen, hatte allerdings Klein nicht
getroffen, fiir den sich die Gottinger Fakultédt entschieden hatte. (Schwarz hatte ein
Separatvotum abgegeben.) Aber im Juli gab es Kontakte, und bereits im August
war Althoff berechtigt, eine Berufungsverhandlung zu fithren. In zwei Telegram-
men vom 10. und 11. August — um Klein noch vor den Verhandlungen zu errei-
chen, war eines sogar nach Berlin gerichtet worden — versuchte das Sichsische Kul-
tusministerium das Steuer herumzuwerfen, auch mit Hilfe einer angekiindigten Ge-
haltserhéhung auf 9000 Mark. Aber am 12. November erhielt Klein die feste
Zusage aus PreuBBen und akzeptierte.

»Sehr gegen meinen Willen bin ich in Leipzig von den Sorgen des Unter-
richts absorbiert worden®,*® schrieb Klein an Althoff und daB er sich in Géttingen
vor allem wissenschaftlich wieder finden wolle. Ahnliche Klagen iiber Arbeitsiiber-
hidufungen, an deren Ursachen Klein freilich nicht ganz schuldlos war, hat er auch
beim Verlassen von Erlangen und Miinchen erhoben. In dem Bild vom zu weiten
Mantel erscheint seine Sorge, daB3 es ihm unmdoglich sein wiirde, ,,wissenschaftliche
und organisatorische Arbeit nebst allseitiger Dozententatigkeit mit gleicher Energie
neben einander herzufithren“?’. Weil er sich aber aufgrund seiner strengen Pflicht-
auffassung solchen Biirden nicht entziehen konnte, fiirchtete Klein stets die ihn auf-

34 J. Sylvester gab im Dezember 1883 seine Stelle an der Hopkins University zugunsten
einer Savillian-Professur in Oxford auf. Die amerikanischen Bemithungen um Klein als Nach-
folger hatten eine Langzeitwirkung, da Klein von nun an Mathematiker auch in die USA
schickte (1884 Dyck, Lindemann, Wedekind; von allen Empfehlungen hatte wohl die fiir Bolza
die nachhaltigsten Folgen fiir die amerikanische Mathematik) und schlieBlich auch selbst kam
(1893, 1895, 1896). Sechs von Kleins amerikanischen Studenten waren spiater Préasident der
AMS. — C. Reid, The road not taken, in: The Math. Intelligencer 1(1) (1978), p. 21-23; K.H.
Parshall, D. Rowe, The emergence of the American Mathematical Community. Providence/Lon-
don: AMS/LMS 1994,

35 Niedersichsische Staats- und Universititsbibliothek Gottingen, Handschriftenabtei-
lung, Cod. Ms. Klein 22L.

36 Niedersichsische Staats- und Universititsbibliothek Géttingen, Handschriftenabtei-
lung, Cod. Ms. Klein, 1B.
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reibende administrative Aufgabenlast, die er iibrigens in Grof3stadten wie Miinchen
oder Leipzig als noch niederdriickender empfand. Fiir sich selbst schrieb Klein in
den autobiographischen Notizen (1913) folgende Griinde fiir den Weggang auf:
»Anhinglichkeit an Gottingen, Abneigung gegen die groBe Stadt, wo es mir ge-
sundheitlich schlecht ging, Anziehung der Althoffschen Personlichkeit und die er-
wartete Wirksamkeit in PreuBlen, Vereinsamung in der Uberalterten Fakultdt.“
Schon unter der Jahreszahl 1881 hatte er zu dem letzten Punkt ausfiihrlicher ver-
merkt: ,,Beginnender Gegensatz zu Neumann; Mayer und von der Miihll zu wenig
mathematisch.” Zusammengefat finden wir das in der Klage: ,,Die dortigen [4
Leipziger] Fachkollegen waren alle viel alter als ich [jeweils 8, 10, 17 und 23 Jahre]
und ich habe mich dementsprechend dort wissenschaftlich wesentlich isoliert ge-
fithlt.“ Klein notierte auch: ,,Arger mit der Leipziger Bibliothek.“ Aber fiir die Jah-
re 1881/82 lesen wir ebenfalls: ,,Dieser Winter und der folgende Sommer waren die
besten Leipziger Semester.*

Wo Licht ist, da ist auch Schatten. Das gilt nicht nur fiir Leipzig und Kleins
dortige Kollegen, auch bei Klein fehlen Schattenseiten nicht. Manches, wie das
straffe Zeitregime, erscheint natiirlich aus der Alltagsperspektive anders als aus der
Sicht des produktiven Gelehrten. Aber die Konsequenzen, die ein Fauxpas des Stu-
denten Max Born hatte, ndmlich auch Astronomie belegen zu miissen, um so im
Rigorosum am verédrgerten Klein als Priifer vorbei zu kommen, waren keine quan-
tités négligeables, sondern sind schlechtweg fatal. In Borns Memoiren finden sich
auch einige Beispiele fiir Kleins ,,diktatorisches Gehabe“. ,,Klein ruled over it like a
distant god, divus Felix, from above the cloud“, so beschrieb es Weyl 1944. Oskar
Bolza (1857-1942) hat trotz der erhaltenen Foérderung durch den Lehrer und des-
sen Unterstiitzung bis hin zur Stellensuche in seiner Autobiographie zwiespiltig
iiber seine Studienzeit bei Klein berichtet:

Dagegen war die Wirkung auf mich geradezu katastrophal: der ungeheure Ab-
stand zwischen Kleins iiberragender Genialitit, die, unterstiitzt von einem wun-
derbaren geometrischen Anschauungsvermégen, ihn die Resultate erraten lieB, sei-
ner souverdnen Beherrschung fast aller Gebiete der Mathematik, aus denen ihm
fir jede Aufgabe die reichste Fiille von Hilfsmitteln zustrémte ... wirkte erdriik-
kend auf mich und hatte einen vollstindigen Zusammenbruch meines Selbstver-
trauens, wenigstens nach der Seite der wissenschaftlichen Produktivitit zur Folge.

Diese Zeilen Bolzas vermitteln iiber die Beschreibung Kleins hinausgehend auch ei-
nen Einblick in die Schattenseiten jener unvergleichlichen Géttinger Ara der ,,Olym-
pian professors“ und ,,shining lights“ (Peter D. Lax, geb. 1926), die allerdings nicht
alle Anwesenden als ,,halcyon days* (H. Weyl, 1944) wahrgenommen haben.

5 Kleins Abschied von Leipzig

In seinem letzten Leipziger Semester (WS 1885/86) erhielt Klein Besuch von zwei
bekannten Mathematikern: aus Gottingen von dem bedeutenden Kollegen H.A.

37 Niedersichsische Staats- und Universitétsbibliothek Géttingen, Handschriftenabt.,
Cod. Ms. Klein, 22L:1-4.
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Schwarz (42 Jahre) und aus dem fernen Konigsberg von dem frisch promovierten
D. Hilbert (23 Jahre).

Hilbert besuchte eine Vorlesung Kleins iiber Hyperelliptische Funktionen
und das zugehdrige Seminar, in dem er zweimal vortrug. Er fiel Klein sofort auf
und wurde zur privaten Silvesterfeier 1885/86 der Familie Klein eingeladen, ,,ein ge-
wisser Dr. Hilbert* notierte sich Klein. Eine Kopie des alten Seminarvortrags Die
allgemeinste periodische Function zweier Variablen, den Hilbert am 15. Februar
1886, wenige Tage nach seinem 24. Geburtstag, gehalten hatte, iberreichte Klein
drei Jahrzehnte spiter dem nunmehrigen Goéttinger Kollegen Hilbert anldBlich des
60. Geburtstages 1912. Hilbert war in Leipzig gleich in den engeren mathemati-
schen Kreis um Klein vorgedrungen, und Klein riet Hilbert, nach Frankreich zu ge-
hen, so wie er und vordem auch sein Lehrer Pliicker es getan hatten. Als Klein nach
Gottingen wechselte, war daher Hilbert unterwegs nach Paris. Aber in Paris war es
dem jungen Deutschen nicht so schnell gelungen, engere Beziehungen zu den fiih-
renden mathematischen Kreisen zu kniipfen. Sehr bald mahnte daher Klein: ,,Es
mag ja schwer sein, in Paris vielfachen und dabei ergiebigen mathematischen Ver-
kehr zu finden, aber ich meine, bei immer wiederholten Anldufen mufl man schlieB-
lich doch Vieles erreichen. Halten Sie [sich] immer vor Augen, dass die Gelegenheit
... niemals wiederkehrt.” Neben dieser Einscharfung gab es auch kollegiale Fragen,
etwa: ,,Wer ist eigentlich Stieltjes [1856—1894]? Ich habe fiir den Mann Interesse.*
Hilbert lieB sich mit der Antwort etwas Zeit und berichtete am 21. Mai 1886 in die
Weender Str. 16 in Gottingen: ,,Ich blicke jetzt ndmlich auf eine voll vierwochentli-
che Periode dussersten physischen Uebelbefindens und géinzlicher Tatenlosigkeit
zuriick. ... Der Arzt behauptet, es sei die Acclimatisationskrankheit,” — jedoch Hil-
bert stellte eine eigene Diagnose - ,,wahrend ich es fiir hochgradige Vergiftung des
Magens mittels Schwefelsdure halte, welche man hier gendtigt ist, in verdiinntem
und gefirbtem Zustand unter dem Namen Wein zu sich zu nehmen.“ Hier fiigen
sich unsere Vorurteile zu einer verkehrten Welt: der Rheinldnder predigt Pflicht-
erfiillung, und der OstpreuBe praktiziert rheinldndische Lebensart.

Der andere Besucher, Hermann Amandus Schwarz aus Gottingen, war der
bedeutendste Schiiler von Weierstral3. Da Schwarz vorerst keine Aussicht hatte, in
Berlin Nachfolger des verehrten Lehrers zu werden, interessierte er sich sehr fiir die
frei werdende Leipziger Stelle. Klein hatte seinen kiinftigen Kollegen sogar einge-
laden, sich in Leipzig die neu geschaffenen mathematischen Einrichtungen selbst
anzusehen. Das war ein Signal in die falsche Richtung. Schwarz, der in Finnland
geweilt hatte, eilte hoffnungsvoll nach Leipzig, und Anfang Dezember 1885 erhielt
er auch von Klein eine vertrauliche Nachricht: die Leipziger Berufungsliste! Auf die
Plitze 2 und 3 waren Ferdinand Lindemann und Aurel Voss (1845-1931) gesetzt
worden, und ein Separatvotum von Neumann nannte Sophus Lie, da dieser in Lie
keinen funktionentheoretischen Konkurrenten sah.*®

Wer aber hatte Platz 1, primo loco, erhalten? Der Wunsch war der Vater
der Wahrnehmung: Schwarz erwartete Sie, aber Klein hatte Lie geschrieben. Si-

38 Bine ausfiihrlichere Darstellung der Schwarzschen Sicht gibt Peter Ullrich, Uber die
Wichtigkeit einer lesbaren Handschrift, in: Mitteilungen der Deutschen Mathematiker-Vereini-
gung 1999, Heft 4, S. 39-42.
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cherheitshalber bat Schwarz jedoch um Bestiitigung der erhofften Lesart. Ein Brief-
entwurf zeigt, daB Klein Schwarz eigentlich iiber etwas Anderes hatte schreiben
wollen. Aber nach dem Eintreffen der prekidren Schwarzschen Frage hat Klein die-
se Absicht fallen gelassen und in dem neu aufgesetzten Brief auch die informellere
Anrede ,,Lieber Freund* gestrichen. Klein antwortete (ich zitiere nach dem Brief-
entwurf vom 7. 12.1885):

Verehrter Herr College! Dass ist mir nun wirklich arg, dass meine undeutliche
Schrift zu einem Missverstandnisse Anlass gegeben, welches ich von Herzen be-
dauere. Es ist in der That Sophus Lie gemeint, der ja, wie Sie wissen seit Jahren
mit Mayer /Leipzig/ in inniger Verbindung steht.°

Mayer ist hier natiirlich vorgeschoben, denn es gibt Belege, von denen gleich einer
folgen wird, in denen Klein seinen Anteil an der Berufung Lies umiBverstindlich
darlegt, die er iibrigens schon bei dem mdglichen Wechsel nach Baltimore ins Auge
gefaBt hatte. Auch WeierstraB hatte inzwischen zuverlissige Nachrichten iiber die
Berufungsliste erhalten und klirte Schwarz auf, fiigte aber seinem Schreiben vom
20. Dezember noch eine Philippika an:

Wiire Leipzig eine preuBische Universitit, so wiirde ich mich verpflichtet halten,
lber ein so unerhortes Verfahren, wie es der Leipziger Facultit beliebt hat, das
eine Beleidigung ist fiir alle jetzt im kriftigen Mannesalter stehenden deutschen
Mathematiker, an zustdndiger Stelle ein offenes Wort zu reden. ... Ein schoner
Anfang der neuen Aera.

SchlieBlich griff WeierstraB noch geniiBlich den von Paul du Bois-Reymond
(1831-1889) geprigten Ausdruck vom Kleeblatt Klein-Lie-Mayer als société thuri-
féraire* auf.

Wir miissen jetzt einige Schritte zuriicktreten, um die Dinge aus etwas Ab-
stand betrachten zu konnen. Dann fillt auf, wie sehr Klein lezztlich im Sinn der
Entwicklung der Mathematik titig war: Er forderte den Nachwuchs, auch wenn
dieser wie Hilbert unbequem war; er iibergab sein Amt nicht nur in geordneten Ver-
héltnissen, sondern sorgte auch fiir die angemessene Weiterfithrung in seinem Sinn.
»Ich betrachte die hiesigen mathematischen Institute wie meine Kinder, die ich
wohl fremden Hinden anvertrauen darf, die ich aber nicht einfach verlassen und
dem sicheren Untergang iiberweisen kann. ... In der That ist mir kein Zweifel, dass

die EntWiCklumAMmmMMLMEnﬁcb

der Entwicklung der Institute und der systematischen Organisation der Vorlesun-
gen zusammenfallt®, schrieb Klein in Sachen der eigenen Nachfolgeschaft am
13.11. 1885 an das Séchsische Kultusministerium, damit »das, was im Laufe der
verflossenen fiinf Jahre mit Miihe geschaffen wurde, auch weiterbestehe®. Seinen
Autobiographischen Notizen vertraute Klein etwas wehmiitig an, daB es merkwiirdig

% Niedersichs. Staats- u. Universitétsbibliothek Géttingen, Handschriftenabt., Cod.
Ms. Klein 11, 941 Anlage.

40 Das franzésische Wort »thuriféraire* hat eine interessante Wortgeschichte: es ist
griechischen Ursprungs, ,,900s“ (thyos) ist der Weihrauch, in kultischen Zusammenhéngen er-
scheint es lateinisch als ,,turifer und meint dann »Weihrauch hervorbringend/tragend®, im mo-
dernen Franzosisch hat es jedoch die pejorative Bedeutung ,,Beweihrducherer®, sogar ,,Spei-
chellecker*.
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sei, wie ,,[ich] durch die Notwendigkeit, mich wissenschaftlich zu behaupten, doch
einigermassen von den Zielen, die ich in meiner Antrittsrede bezeichnete, abgelenkt
bin“. An anderer Stelle vermerkte er: ,,Wie ich dann Ostern 1886 durchgesetzt ha-
be, daB Lie als mein Nachfolger nach Leipzig berufen wurde und dadurch die Még-
lichkeit erhielt, jiingere Forscher in groBerer Zahl in seine Ideen einzufithren.®

Gegeniiber Hilbert hat sich Klein noch iiber den ,,unvermeidlichen Arger,
der mit jeder Berufung unausbleiblich verbunden scheint® geduBert, ndmlich als
dieser Arger 1893 wieder einmal eintrat, da Lindemann partout der Nachfolger von
Schwarz zu werden wiinschte, wihrend Klein andere Kandidaten fiir geeigneter als
seinen eigenen Schiiler hielt: ,,Wird man tibergangen, so kann man sich in philoso-
phischer Ruhe fassen, hat man aber einen ausserordentlichen Erfolg, so ridchen sich
die guten Freunde durch allerlei Empfindlichkeiten, was viel schwerer zu ertragen
ist.“ Von ,,0ld boy’s network® hielt Klein nichts, etwas gewagt Ubersetzt konnte
man vielleicht sagen: Der Diisseldorfer mochte den Kélschen Kliingel nicht. Seridse
Leser bitte ich um Nachsicht, und ich beeile mich ernsthafter, Kleins Lebensmotto
anzufiigen: Sincere et constanter, etwa ,,aufrichtig und bestiandig*.

Kleins Beziehungen zu Leipzig waren mit dem Weggang natiirlich nicht er-
loschen; im Gegenteil, durch das Erscheinen der Mathematischen Annalen (bis zum
Jahre 1920) sowie der Encyklopddie im Leipziger Teubner-Verlag' war er eng an
die Stadt gebunden. Und es war Leipzig gewesen, wohin Klein die entscheidende
Herausgebersitzung fiir das Encyklopddie-Projekt 1895 einberufen hatte. Die Auf-
nahme in die Royal Society, London, und die Leopoldina, Halle, im Jahr des Weg-
ganges, sind beredete Anerkennungen seines Leipziger Wirkens.

Klein hatte die Berufung von Lie eingeleitet, dieser nahm an und kam im
Februar 1886 aus Norwegen zu Besuch. Withrend Klein ihn im Dresdener Ministe-
rium vorstellte, richtete Kleins Frau eine Wohnung in Géttingen ein. Am 1. April
1886 tibersiedelte die Familie Klein dorthin.

6 Ausblick

Damit bin ich ersichtlich am Ende meines Vortrages ,,Klein in Leipzig“. Besinnen
wir uns aber abschlieBend noch, was die angebotenen historischen Betrachtungen
sollen und wollen. Bei einem #dhnlichen AnlaB3 fragte schon 1907 Adolf Kneser
(1862-1930): ,, Withlen wir nur im alten Schutt, weil es uns Vergniigen macht, aller-
hand Antiquititen einer wohlverdienten Vergangenheit zu entreilen? Und was sind
iiberhaupt die Zwecke einer historischen Betrachtung fiir die Mathematik?* Kneser
berief sich u.a. auf den Leipziger Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), der
meinte, die Geschichte gebe jedem sein Recht. Uns hier in Leipzig ist es eine Ver-
pflichtung, in dieser Absicht Kleins zu gedenken, und wir konnen es mit Dankbar-
keit fiir sein Wirken tun. Es war Felix Klein, der — genau wie er es in seiner An-

4! Das im Kriege zerstorte Verlagshaus nebst Druckerei befand sich in der PoststraBe,
die frither auf den Augustusplatz miindete, etwa in Hohe der heutigen Hauptpost; das ist schrig
gegeniiber dem Neubau der Universitit, der etwa auf den Grundstiicken des abgerissenen Au-
gusteums sowie der gesprengten Paulinerkirche aufgefiihrt wurde und in dem jetzt die Fakultat
fiir Mathematik und Informatik untergebracht ist.
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trittsrede ausgefithrt hatte — der Universitdt ein modernes Mathematische Institut
einrichtete und somit die Grundlagen fiir eine zeitgemdBe Forschung und Lehre
schuf. ,,Es ist dieser Reichthum wirklich staunen erregend®, teilte 1885 nach einer
Besichtigung des Leipziger Instituts der beeindruckte Schwarz nach Berlin mit (Brief
an Weierstrall vom 18. 10. 1885). Und ohne die auch auBerhalb Deutschlands be-
achteten Leistungen von A. Mayer und C. Neumann zu schmdlern, so war es doch
erst der ,,Geometrieprofessor” Klein, der der Leipziger Analysistradition zu ihrem
weltweiten Ansehen verhalf, denken wir nur an Leon Lichtenstein sowie Ernst Hol-
der oder in neuerer Zeit an Herbert Beckert (geb. 1920) und seine Schiiler.

Aber wir diirfen mit dem Historiker Johann Gustav Droysen (1808 —1884)
auch iiber diesen lokalen Zweck hinausgehen, denn ,,Das, was war, interessiert uns
nicht darum, weil es war, sondern weil es in gewisser Weise noch ist, indem es wirkt.*
In diesem Sinn habe ich versucht, in der vergangenen Stunde Thnen ein lebendiges
Bild von Felix Klein zu entwerfen und seine Stellung in der Mathematik zu umreiBen.
Ich wollte Klein nicht mit einem Denkmal steinigen. Bevor Sie entscheiden, wie weit
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Chung, F., Graham, R., Erdos on Graphs, His Legacy of unsolved Problems Wel-
lesley, Mass.: A. K. Peters 1998, 142 S., DM 34,—

Wie wohl kein anderer Mathematiker der Gegenwart hat Paul Erdds die ihm na-
hestehenden Gebiete der Mathematik, darunter Zahlentheorie, Geometrie und Kombina-
torik, allein schon durch die Formulierung von Problemen beeinfluBt. Uber tausend sind
es wohl, und jedesmal, wenn eines von ihnen geldst wird, ist dies ein kleineres (oder gro-
Beres) Ereignis.

Paul had the uncanny ability time after time to identify a fundamental roadblock in
some particular line of approach and to capture it in a well-chosen (often innocent-
looking) problem.

Mit diesen Worten charakterisieren die Autoren des zu besprechenden Bandes die beson-
dere Qualitdt der Erdos-Probleme, die zusammenzustellen ihr Ziel ist. Vielleicht greift
selbst ihre anerkennende Formulierung noch zu kurz. Sind es doch nicht irgendwelche
Forschungsziele, deren Losung uns Erdoss pointierte Fragestellungen niherbringen: fast
immer sind sie aus einem Mathematikverstéindnis geboren, das ganz wesentlich von Erdés
selbst inspiriert und durch eigene Beitrdge geprigt wurde. DaB es auch anders geht — wo-
fiir in der Graphentheorie die durch Wagner begriindete deutsche Schule ebenso steht wie
die Arbeiten von Tutte und in jiingster Zeit die durch Robertson und Seymour entwik-
kelte Minorentheorie — setzt erst das Erddssche Lebenswerk ins rechte Licht: daB seine
prédgnanten und meist in irgendeiner Weise ,,quantifizierten Fragestellungen weite Teile
der Graphentheorie geradezu definieren, ist durchaus nicht inhirentes Merkmal der Dis-
ziplin, sondern weitgehend Erdéss Verdienst.

Allein das in seinen Problemen artikulierte mathematische Verméchtnis Erdéss
in geordneter Weise fiir die Nachwelt zusammenzustellen ist eine Arbeit, fiir die wir ande-
ren Hinterbliebenen den Verfassern des vorliegenden Bandes Dank schulden. Doch gehen
sie weit iiber eine bloBe Auflistung hinaus. Zu allen genannten Problemen geben sie einen
bis in allerjiingste Zeit hineinreichenden AbriB8 der bekannten Teilresultate, komplett mit
Literaturangaben. Zu jedem der angesprochenen Gebiete bieten sie dem noch nicht einge-
weihten Leser eine kurze inhaltliche Einfithrung, oft mit der Darstellung einiger auf Erdos
zuriickgehender klassischer Beweise oder Argumente, die dieses Gebiet und die folgenden
Probleme geprigt haben. Mehr kann ein Herausgeber nicht tun: daB die meisten der Erd-
6sschen Probleme ihren Zauber letztlich erst demjenigen erschlieBen, der wirklich an ih-
nen arbeitet, ist einmal mehr ein Zeugnis fiir den Genius ihres Urhebers — fiir seine Fihig-
keit, intuitiv erfallten mathematischen Reichtum buchstéblich auf den Punkt zu bringen.

DaB jedes Mathematikbuch Fehler enthilt, ist eine allgemein bekannte Binsen-
weisheit, die zu wiederholen gleichwohl die meisten Vorworte (und einige Rezensionen)
fiir notig erachten. Ein Text, der so relativ kontextarm von Hoéhepunkt zu Hohepunkt
hiipft wie der vorliegende, und bei dem iiberdies so manches Epsilon eine Wasserscheide
zwischen mathematischen Welten verbirgt, ist hier naturgemiB besonders anfallig: fir
Autor und Leser gleichermaBen. Die Verfasser scheinen denn auch ihre Quote an verzeih-
lichen Fehlern durchaus auszuschdpfen. Wer sich als Leser das Risiko ersparen mochte,
mit dem einer wahren Erdés-Vermutung gebiihrenden Eifer an einem Druckfehler zu ar-
beiten, wird vielleicht gut daran tun, das Angebot an Literaturhinweisen auf die Original-
quellen auch anzunehmen.

Die besondere personliche Nihe der Verfasser zu Paul Erdés — er logierte haufi-
ger in ihrem Haus als irgendwo sonst — macht sicher den Versuch verstindlich, die Dar-
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stellung seines mathematisches Vermachtnisses durch eine menschliche Wiirdigung abzu-
runden. Bis auf ein warmherziges personliches Vorwort von Fan Chung, das sicher vielen
Lesern aus dem Herzen gesprochen sein wird, trauen sie sich aber letztlich nicht selbst an
diese fiirwahr nicht einfache Aufgabe heran. Schade eigentlich - es wird wenige geben, die
Erdoss Selbstlosigkeit, seine tiefe Betroffenheit angesichts menschlichen Unrechts und
Leids, und nicht zuletzt seine vollkommen natiirliche Offenheit gegeniiber selbst den
Jingsten unserer Zunft hautnaher erlebt hatten als sie. Stattdessen erteilen sie in einem
Anhang des Buches einem Budapester Zeitgenossen Erdéss das Wort, A. Véazsonyi, der
auf zwanzig Seiten eine Reihe von Erdds-Anekdoten zum Besten gibt. So sehr die eine
oder andere dieser Uberlieferten Skurrilitdten dem lebenden Erdos zur Zier gereicht haben
mag — schlieBlich konnte sich jeder anhand des Originals davon iiberzeugen, wie viel oder
wenig seines wahren Charakters sie nachzeichnen — so ungliicklich erscheint mir ihre ge-
ballte Zusammenstellung jetzt, und an so prominentem Ort. Den menschlichen Qualitidten
des Paul Erd6s werden sie nicht gerecht — den bleibenden Wert des mathematischen Teils
des Buches konnen sie jedoch nicht schmaélern.

Chemnitz R. Diestel

Goldman, J. R., The Queen of Mathematics: a historically motivated guide to num-
ber theory, Wellesley, MA: A. K. Peters 1998, 525 pages, $ 45,-

Dieses Buch ist ein Lehrbuch der Zahlentheorie und zugleich eine reichhaltige
Quelle fiir die geschichtliche Entwicklung derselben vom 17. bis zum 19. Jahrhundert mit
Ausblicken bis in die Gegenwart. Der Autor legt groBen Wert darauf, die Fragestellun-
gen, Methoden und Theoreme bis zu ihren historischen Urspriingen zuriickzuverfolgen.
Gerade fiir den Anfiinger, der sich in dieses Gebiet einarbeiten mochte, ist dies sicherlich
eine groBe Hilfe fir das tiefere Verstidndnis.

Das Buch beginnt im Wesentlichen mit Fermat, dem Griindervater der Zahlen-

theorie in der Neuzeit. Seine Methode der ,,descente infinie* wird besprochen und an Bei-
PPS POV IO POTPN PP p PO DPRgRIPeTe: PUINE RpL NPPR a pln—n

tesche Primzahlen. Im Kapitel 3 werden einige Beitridge von Euler behandelt: sein Beweis
fiir die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen, die Formel fiir die Werte der Zetafunk-
tion an geraden natiirlichen Stellen und einige arithmetische Funktionen.

Im Kapitel 4 von Euler bis Lagrange geht es um Kettenbriiche, diophantische
Approximation und nochmals die Pellsche Gleichung. Die néchsten beiden Kapitel sind
Beitrigen von Lagrange und Legendre gewidmet: dem Vier-Quadrate-Satz und den An-
fangen der Theorie der quadratischen Reste.

Der 2. Teil des Buches (Kapitel 7 bis 14) hilt sich eng an die Disquisitiones arith-
meticae von C. F. GauB. Nach einem Uberblick iiber dieses Werk und iiber GauB3’ Leben
beginnt der Autor mit einer Einfithrung in das Rechnen mit Kongruenzen. Hierbei wer-
den die ersten Abschnitte der Disquisitiones einfach aus dem Lateinischen ins Englische
iibertragen. Es geht dann weiter mit Primitivwurzeln, Indizes, k-ten Potenzresten und
schlieBlich dem quadratischen Reziprozititsgesetz. Die arithmetische Theorie der binéren
quadratischen Formen ist auf die beiden Kapitel 12 und 13 aufgeteilt. SchlieBlich werden
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Der 4. Teil des Buches (Kapitel 18-20) behandelt die Arithmetik algebraischer
Kurven. Der Satz von Mordell iiber die endliche Erzeugbarkeit der Gruppe der reationa-
len Punkte einer elliptischen Kurve wird ausfithrlich und gewissenhaft bewiesen. Die wei-
tere Theorie der elliptischen Kurven wie z.B. die L-Reihe einer elliptischen Kurve, die
Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer und Komplexe Multiplikation werden nur
noch in Form von Ausblicken angedeutet.

Der 5. und letzte Teil des Buches (Kapitel 21-23) behandelt einzelne, heterogene
Themen. In Kapitel 21 geht es um irrationale und transzendente Zahlen, diophantische
Approximation (Sitze von Kronecker, Thue-Siegel-Roth und Baker). Den Beitriigen von
Minkowski zur Geometrie der Zahlen ist das Kapitel 22 gewidmet. Zum AbschluB3 wer-
den in Kapitel 23 noch die p-adischen Zahlen und Bewertungen angesprochen.

Soweit zum Inhalt. Die graphische Ausstattung des Buches auch mit Zeichnun-
gen ist sehr schon. Es ist recht breit und ausfiihrlich geschrieben und infolgedessen ziem-
lich umfangreich. Das liegt natiirlich an der ausdriicklichen Motivation der Begriffsbil-
dungen und Leitideen und an deren historischer Einordnung. Gerade fiir das Selbststudi-
um halte ich das Buch fiir besonders geeignet. Nur der Mangel an Ubungsaufgaben
konnte dem eventuell entgegenstehen.

Erlangen J. K6hn

Koecher, M., Krieg, A., Elliptische Funktionen und Modulformen, Berlin u. a.:
Springer 1998, 289 S., DM 78,—

Das Buch ist entstanden aus dem Manuskript der letzten Vorlesung von Max
Koecher, die er im Wintersemester 1988/89 unter dem Titel ,,Funktionentheorie III* in
Miinster gehalten hat. Die Voraussetzungen an den Leser sind nur Grundkenntnisse in
Funktionentheorie. Im ersten Kapitel werden elliptische Funktionen behandelt, ausge-
hend von historischen Fragestellungen. Die Kapitel II-V iiber Modulformen kénnen un-
abhingig davon gelesen werden: es wird die klassische Theorie dargestellt, wobei in Kap.
IV (,,Die Hecke-Petersson-Theorie“) Hecke-Operatoren fiir die volle Modulgruppe und
der Zusammenhang zwischen ganzen Modulformen und Dirichletreihen mit Funktional-
gleichung ausfiihrlich behandelt werden, und in Kap. V (,,Theta-Reihen®) wird insbeson-
dere ein Spezialfall des Siegelschen Hauptsatzes, nimlich daB Eisensteinreihen (fiir k = 0
mod 4) das gewichtete Mittel der Thetareihen zu den Klassen gerader unimodularer posi-
tiv-definiter quadratischer Formen in 2k Variablen sind, vollstindig bewiesen. Ferner
werden im letzten Kapitel Epsteinsche Zetafunktionen, Kroneckersche Grenzformel und
Rankin-Konvolution behandelt.

Bis zum SchluBl werden dabei dem Leser genaue Lehrbuch-Zitate der verwende-
ten Sdtze insbesondere aus der Analysis gegeben. Weiterhin werden neben vielen histori-
schen Bemerkungen auch zahlreiche Ausblicke auf neuere Entwicklungen und Ergebnisse
mit Literaturzitaten belegt. Zahlreiche Aufgaben erschlieBen neue Themen, wie z. B.
Poincaré-Reihen; vielleicht wiren Lésungshinweise fiir einen eiligen Leser von Nutzen.

Es handelt sich um ein sehr empfehlenswertes Lehrbuch, das Studierenden mitt-
lerer Semester in allen Details zuginglich ist. Wer noch weitergehende Anregungen auf
diesem Gebiet sucht, der sei auf das Buch von Iwaniec ,, Topics in Classical Automorphic
Forms®, American Mathematical Society, Graduate Studies in Mathematics, Vol. 17,
1997, hingewiesen.

Miinster M. Peters
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Braess, D., Finite Elements Theory, fast solvers, and applications in solid mecha-
nics, Cambridge University Press 1997, 323 S., paperback, £ 17.95

Die Methode der Finiten Elemente hat sich in den letzten 40 Jahren zur wichtig-
sten Technik zur Diskretisierung partieller Differentialgleichungen, speziell vom ellipti-
schen und parabolischen Typ, entwickelt. In der weiterfithrenden Numerik-Ausbildung
bildet die Behandlung der theoretischen Grundlagen dieser Verfahren in der Zwischenzeit
einen festen Bestandteil. Dementsprechend existiert eine reichhaltige einfithrende Lehr-
buchliteratur, zwischen der sich ein neues Lehrbuch durch Qualitdt und eigenstindiges
Profil behaupten mubB.

Fiir das vorliegende Buch von D. Braess stellt dies keine groBe Hiirde dar. Basis fiir
die Darstellung ist eine Vielzahl von Vorlesungen des Autors, bei denen er eine Reihe von
Schwerpunkten gesetzt hat, die zum Teil seine eigenen Forschungsaktivitidten der letzten
Jahre widerspiegeln. Neben den unverzichtbaren Grundlagen, die inzwischen weitgehend
standardisiert sind, gibt der Autor zum einen einen guten Einblick in effiziente Losungsver-
fahren fiir die entstehenden groBen Gleichungssysteme mit konjugierten Gradienten und
mit Mehrgitterverfahren. Besonders hervorzuheben ist aber eine geschlossene einfithrende
Darstellung des Hauptanwendungsgebietes der Finiten Elemente, der Strukturmechanik,
in deren Verlauf eine Reihe moderner Diskretisierungstechniken aufgegriffen werden. Ge-
rade dieses Kapitel gibt auch dem fortgeschrittenen Leser einige neue Einsichten.

Das Buch ist fiir Einsteiger in das Themengebiet ,,Finite Elemente* konzipiert,
auch solche ohne weitergehende Vorbildung aus der Theorie der partiellen Differential-
gleichungen und der Variationsrechnung. Der Autor verzichtet bewulit auf die Darstel-
lung einer Vielzahl technisch aufwendiger Einzelresultate aus der FE-Theorie, sondern
beschrankt sich auf einfache Grundlagen und auf Resultate, die sich im Hilbertraum-
Kontext formulieren und analysieren lassen. Das Bemiithen um moglichst einfache Zugén-
ge ist stets spiirbar. Dies bedeutet in keiner Weise eine Oberfléchlichkeit der Darstellung.
Alle notwendigen analytischen und funktionalanalytischen Grundlagen werden stets ge-
niigend klar und ausfiihrlich bereitgestellt. Uberhaupt liegt das Schwergewicht auf der
analytischen Theorie der betrachteten Diskretisierungsverfahren; numerisch-praktische
Fragestellungen spielen eine untergeordnete Rolle, ebenso finden sich selten Tabellen
iiber numerische Testresultate.

Analytisch gewonnene Einsichten erscheinen konsequenterweise auch als Triebfe-
der bei der Konstruktion oder Verbesserung spezieller FE-Techniken. Die Babuska-Brez-
zi-Theorie fiir Stabilitdtsuntersuchungen bei Sattelpunktformulierungen spielt hier eine
zentrale Rolle. Solche resultieren aus sogenannten gemischten Variationsprinzipien, die in
der Ingenieurpraxis sehr verbreitet sind. Die Analyse von Modifikationen solcher Sattel-
punktformulierungen durch Penalty-Terme liefern auch die Basis fiir das Verstindnis so-
genannter ,locking“-Phidnomene, einem unerwiinschten suboptimalen Konvergenzver-
halten fiir Probleme mit, z.T. versteckten, kleinen Parametern (diinnwandige Konstruk-
tionen etc.), sowie deren Beseitigung.

Zum Inhalt im einzelnen:

Kapitel I gibt zunéichst die Typeneinteilung fiir partielle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung an und diskutiert grundlegende Eigenschaften der Potential-/Poisson-
Gleichung, der Wérmeleitungsgleichung und der Wellengleichung. Die Konvergenz der
iiblichen 5-Punkte-Diskretisierung wird mit Hilfe des diskreten Maximum-Prinzips analy-
siert, einer Beweistechnik, deren enge Grenzen kurz angesprochen werden.

Im folgenden konzentriert sich das Buch auf Finite-Elemente-Diskretierungen fiir
lineare elliptische Differentialgleichungen und Systeme. Kapitel II stellt die zentralen
Grundlagen der Theorie zusammen. Der variationelle Zugang zur Existenztheorie fiir ellip-
tische Randwertprobleme und Grundlagen der Theorie der Sobolevriume werden disku-
tiert. Es folgt die Darstellung der Konvergenztheorie konformer Finiter Elemente: Be-
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stapproximationseigenschaft (Céa-Lemma), Dualitdtsargument (Aubin-Nitsche-Lemma),
Konvergenzaussagen beziiglich der Energienorm, L>-Norm, negativer Normen. Bereitge-
stellt werden hier auch die notwendigen Resultate aus der Theorie der Approximation mit
stiickweise polynomialen Funktionen (Bramble-Hilbert-Lemma, inverse Abschitzungen).

Im Rahmen einer einfithrenden Vorlesung zentral ist Kapitel III, iiberschrieben
mit ,,Nonconforming and Other Methods“. Basierend auf den beiden Lemmata von
Strang werden zunéchst Finite-Elemente-Ansitze untersucht, die nicht alle notwendigen
Stetigkeitsiibergdnge zwischen den Zellen gewahrleisten, z.B. das Crouzeix-Raviart-Ele-
ment. Dazu gehort auch die Behandlung krummliniger Gebietsrander, mit oder ohne iso-
parametrische Randanpassung. (Die bewiesene Fehlerordnung bei polygonaler Randan-
passung ist nicht optimal.) Der EinfluB numerischer Integration, die ebenfalls zu den ,,va-
riational crimes“ gezdhlt wird, wurde bereits in Kapitel II andiskutiert. Die bei der
Analyse nichtkonformer Methoden auftretenden Terme spielen auch bei der Herleitung
moderner a posteriori-Fehlerschitzer eine Rolle. Ein Uberblick solcher Fehlerkontrollen
(beziiglich des Energiefehlers) ist deshalb diesem Kapitel angefiigt.

Der zweite wichtige Themenkreis ist die bereits erwdhnte Analyse von Sattel-
punktproblemen. Der Autor prisentiert die vollstindigen funktionalanalytischen Grund-
lagen der Babuska-Brezzi-Theorie. Als Anwendungen werden eine gemischte Diskretisie-
rung der Poisson-Gleichung und Verfahren fiir die Stokes-Gleichung behandelt. Ein sehr
schoner Abschnitt untersucht Sattelpunktprobleme mit Penalty-Term, deren Analyse auf
einem Lemma von Kirmse basiert. In diesen Kontext fallen z.B. stabilisierte Sattelpunkt-
formulierungen nach Hughes oder auch Techniken mit erweiterten Lagrange-Funktionen.
Weitere Anwendungen finden sich in Kapitel VI.

Kapitel IV ist der Losung der bei der Diskretisierung auftretenden groBen Glei-
chungssysteme mit konjugierten Gradienten gewidmet. Es werden einfache Vorkonditio-
nierungstechniken angegeben, z.B. SSOR-Vorkonditionierung und Techniken unvollstin-
diger Dreieckszerlegungen. Fiir Sattelpunktprobleme werden Uzawa-artige Algorithmen
diskutiert.

Die wohl derzeit effizienteste Losungstechnik bei extrem feinen Gittern ist die
Mehrgittertechnik. Kapitel V gibt eine vollstindige Konvergenzanalyse im Fall der Dis-
kretisierung einfacher elliptischer Probleme. Es wird die Realisierung der wesentlichen
Komponenten (Gittertransfer, Grobgitterkorrektur) vorgestellt und eine |, klassische®
Analyse des Zweigitterfahrens vorgestellt, die rekursiv auf den Fall des W-Zyklus erwei-
tert werden kann. Der Nachweis der Konvergenz des einfacheren V-Zyklus folgt einer Ar-
beit von Braess-Hackbusch; neuere Konvergenzbeweise aus der Theorie der Teilraumiter-
ationsverfahren werden hier nicht untersucht. Das Kapitel schlieBt mit einer Analyse der
sogenannten ,,geschachtelten Iteration®, auch des CASCADE-Verfahrens, und mit mogli-
chen Erweiterungen fir den nichtlinearen Fall.

Der auffélligste Teil des Buches ist sicherlich Kapitel VI. Es prisentiert eine Rei-
he von Anwendungen der Finiten Elemente im Bereich der Strukturmechanik und 148t
damit auch das bisherige Material als integrierten Bestandteil einer anwendungsorientier-
ten Forschungsdisziplin erscheinen. Der Autor beginnt mit einer kurzgefaBten axiomati-
schen Begriindung der Elastizitidtstheorie und stellt dann eine Reihe neuerer Diskretisie-
rungsverfahren vor. Speziell werden behandelt das PEERS-Element der ebenen Elastizi-
tat, das diskrete Kirchhoff-Dreieck zur Losung der Kirchhoffschen Plattengleichung und
Diskretisierungen der Reissner-Mindlin-Platte. Eine besondere Aufmerksamkeit gilt stets
den gemischten Diskretisierungen vom Hellinger-Reissner-Typ, die zum Teil durch zu-
sdtzliche Penalty-Terme modifiziert werden miissen, um ,,lockmg“ zu vermeiden.

Die meisten Abschnitte enthalten eine Sammlung von Ubungsaufgaben die meist
die Aufgabe haben, zusitzliche Aspekte in die Diskussion einzufiihren und die Notwen-
digkeit mathematischer Voraussetzungen zu begriinden.
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Das Buch ist sowohl als begleitendes Lehrmaterial fiir eine einfithrende FE-Vor-
lesung als auch als Hilfsmittel zur Konzeption einer solchen Veranstaltung geeignet. Gute
Studierende konnen es auch fiir das Selbststudium nutzen. In jedem Fall sollte der Leser
tiber solide mathematische Grundkenntnisse verfiigen, was den Text fiir Ingenieure nur
bedingt geeignet erscheinen 148t. Studierende mit erweiterten Interessen etwa hinsichtlich
der Behandlung zeitabhidngiger Probleme oder nichtlinearer Differentialgleichungen und
solche, die starker an der praktischen Realisierung interessiert sind, erhalten hier ein sehr
gutes theoretisches Fundament.

Das Buch ist sehr zu empfehlen.

Dortmund H. Blum

Killing, W., Briefwechsel mit Friedrich Engel zur Theorie der Lie-Algebren, hrsg.
von W. Hein, Braunschweig/Wiesbaden: Vieweg 1997, 247 S., DM 108,-

Wilhelm Killings ,,Briefwechsel mit Friedrich Engel zur Theorie der Lie-Algeb-
ren® ist 1997 anlésslich seines 150. Geburtstages als 9. Band der ,,Dokumente zur Ge-
schichte der Mathematik“ im Verlag Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig/Wiesba-
den, erschienen. Vor der Besprechung des Buches, das Wolfgang Hein fiir die Deutsche
Mathematiker-Vereinigung herausgegeben und kommentiert hat, sollen einige Anmer-
kungen zum biographischen und ideengeschichtlichen Hintergrund vorausgeschickt wer-
den.

1. Sophus Lie (1842-1899) hat in den Jahren 1872 bis 1878 seine Integrationsmethoden
fiir partielle Differentialgleichungen erster Ordnung entwickelt und zu einem relativen
Abschluf3 gebracht. Zunichst konnte er zeigen, daB jede vorgelegte partielle Differential-
gleichung 1. Ordnung Zf = &(x, y)f« + n(x, y)f, = 0, die eine infinitesimale Transformati-
on Xf = a(x,y)fs + B(x,»)f, gestattet, durch Quadratur der d4quivalenten gewdhnlichen
Differentialgleichung édy — ndx = 0 geldst werden kann. Bei der Verallgemeinerung die-
ses Problems (P)) gelangte Lie iiber den ,,Normalfall“ (P,) zur , Integrationstheorie eines
vollstindigen Systems mit bekannten infinitesimalen Transformationen®, wo er sich die
Aufgabe stellte, ein System von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung durch spe-
zielle angebbare infinitesimale Transformationen auf gewohnliche Differentialgleichun-
gen moglichst niedriger Ordnung zuriickzufithren. Im Gang der Untersuchungen wurde
er auf die gruppentheoretische Seite seiner Integrationsprobleme aufmerksam. Denn der
,,Normalfall“ (P,) z. B. war nur dann durch Quadraturen zu ,erledigen“, wenn die » infi-
nitesimalen Transformationen eine ,,integrable” oder auflosbare n-gliedrige Gruppe von
endlichen Transformationen erzeugten.

Solche Erkenntnisse fithrten Lie zu der Einsicht, daf3 sich die gestellten Integra-
tionsaufgaben erst dann genauer behandeln lassen, wenn die Zusammensetzungen aller in
Frage kommenden Gruppen aufgeklirt worden sind. Er wandte sich deshalb den damit
verbundenen rein gruppentheoretischen Problemen zu. Ende 1874 erschien seine erste
diesbeziigliche Mitteilung in den Géttinger Nachrichten unter dem Titel ,,Uber Gruppen
von Transformationen®. Lie gab dort alle eindimensionalen Transformationsgruppen an,
die mit einfachen Hilfsmitteln gewonnen worden waren. Erst spater entwickelte er syste-
matische Verfahren, die darauf beruhen, daB jede transitive Transformationsgruppe ei-
nem Punkt allgemeiner Lage eine Richtungsgruppe zuordnet. Lies Vorgehen kann des-
halb als die Erledigung eines algebraischen Problems mit nichtalgebraischen Methoden
charakterisiert werden.

Der Verodffentlichung von 1874 folgte eine Vielzahl von Publikationen im Archiv
for Mathematik og Naturvidenskab und in den Mathematischen Annalen. Da Lie aber
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im Laufe der Zeit eine vollstindige Uberswht iber alle moglichen Typen von komplexen
einfachen Lieschen Gruppen gewinnen. Elie Cartan uberprufte und vervollkommnete zu-
néchst die Resultate seines deutschen Kollegen und dehnte sie spiter auf die reellen ein-
fachen Lieschen Gruppen aus. Gerhard Kowalewski (1876-1950), ein kundiger und ver-
trauter Schiiler von Lie und Engel, duBerte in diesem Zusammenhang, daB die Untersu-
chungen Cartans von Lie personlich veranlaBt worden seien.

3. Nachdem durch die Vorbemerkungen ein Bezugsrahmen gegeben ist, soll nun der von
Wolfgang Hein herausgegebene und kommentierte Briefwechsel von Wilhelm Killing und
Friedrich Engel zur Theorie der Lie-Algebren besprochen werden. Der Band wird nach
einem Geleitwort von Winfried Scharlau durch die Portriits der beiden Mathematiker er-
o6ffnet, wobei das Engelsche etwas mehr technische Sorgfalt verdient hitte. Dann folgt
nach Vorwort, Lesehinweisen und einem geeigneten Motto die pragnante Skizze ,,Wil-
helm Killing. Leben und Werk“. Dem Herausgeber gelingt es auf wenigen Seiten, die Aus-
gangspunkte und die Uberlegungen zu vermitteln, die Killing zu gruppentheoretischen
Fragestellungen fiihrten. Die dargestellte Sicht auf Lie dagegen bedarf der Ergéinzung, die
deshalb im Anfangsteil der Rezension angedeutet wurde. Da sich Wolfgang Hein nicht zu
einem analogen Abrif} iber Leben und Werk von Friedrich Engel entschlossen hat, bringt
er dessen biographische Daten in einer ausfiihrlichen Zeittafel unter. Diese beginnt 1842
mit Lies Geburt und endet 1941 mit Engels Tod. Sie enthilt aber einige Ungenauigkeiten
und Mingel, die kurz benannt werden miissen: Die Angabe auf S. 22, wonach Lie 1871
als Stipendiat in Leipzig weilte, ist weder belegt noch wahrscheinlich. Bei dem auf S. 23
und auch spiter stets ohne Vornamen oder dessen Initiale erwihnten Mathematiker
Schur handelt es sich immer um Friedrich Schur (1856-1932), der nicht mit Issai Schur
(1875-1941) verwechselt werden sollte. Auf S. 24 kehrt Lie nach Oslo zuriick und stirbt
in Christiania. Ohne den aufklarenden Hinweis, daf3 Christiania (seit 1877 auch Kristia-
nia geschrieben) 1924 wieder in Oslo umbenannt wurde, sind beiden Angaben verwirrend.
Auch trug Engels Frau den Vornamen Caroline und nicht Lina, wie auf S. 24 behauptet
wird. Zu diesen Kleinigkeiten gesellt sich aber ein Mangel, der schwer zu verstehen ist:
Das Erscheinen des dreiteiligen fundamentalen Werkes ,, Theorie der Transformations-
gruppen” findet in der Zeittafel nicht statt. Der eben besprochenen Zeittafel folgt auf den
Seiten 33-185 der Briefwechsel der beiden Mathematiker in chronologischer Reihenfolge.
Ihm sind die photomechanischen Wiedergaben zweier Seiten eines Briefes von Killing
und eines Schreibens von Engel vorangestellt. Fiir den fachlichen Inhalt der Korrespon-
denz gilt im groBen, was iiber den Gang der Untersuchungen Killings bereits weiter oben
ausgefiihrt wurde; fiir die vielen interessanten Einzelheiten und auch bzgl. des Persdnlich-
Biographischen muf} direkt auf die Briefe und deren sorgfiltige Kommentierung verwie-
sen werden. Mit stichwortartigen Randbemerkungen und FuBnoten gelingt es Wolfgang
Hein, diese wichtigen ideengeschichtlichen Zeugnisse so zu erlautern, daB sie fiir sich les-
und weitestgehend verstehbar sind. Hier findet nun auch an allen entsprechenden Stellen
die in der Zeittafel vermiBte ,, Theorie der Transformationsgruppen® ihren gebithrenden
Platz. Im Anhang werden Varia zu Killing photomechanisch wiedergegeben. Er umfaf3t
die Ernennungsurkunden zum ordentlichen Professor in Braunsberg und Miinster sowie
die Programmschriften ,,Erweiterung des Raumbegriffes und ,,Zur Theorie der Lieschen
Transformations-Gruppen®, die schwer zuganglich, aber — wie aus der Darlegung hervor-
geht — mathematikhistorisch bedeutsam sind. Der Band schlieBt mit einem Register ab, in
dem zusitzlich zum Namen- und Sachverzeichnis die abgedruckten Briefe, die wissen-
schaftlichen Schriften Killings und die zitierte Literatur aufgefiihrt werden.

Nachdem die insgesamt verdienstvolle Herausgeberschaft Wolfgang Heins ge-
wiirdigt worden ist, sollen noch zwei Themenkomplexe angeschnitten werden, zu denen
man im besprochenen Werk vergeblich einen Hinweis sucht:
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Die rege Korrespondenz von Killing und Engel bricht im Dezember 1891 ab und
erst im September 1897 beginnt wieder ein Austausch von Briefen mit einer gewissen Re-
gelmaBigkeit. Nur einige abhanden gekommene Schriftstiicke kdnnen aber einen derart
krassen Einschnitt nicht herbeigefiithrt haben. Die Einsicht in die Korrespondenz von Lie,
die leider noch immer nicht in gedruckter Form der wissenschaftlichen Offentlichkeit vor-
liegt, 1aBt dann auch deutlich werden, daB er den Gedankenaustausch seines Schiilers und
Mitstreiters mit dem vermeintlichen Rivalen entschieden miBbilligte. Deshalb diirfte En-
gel den Kontakt zu Killing erst wieder gekniipft haben, als zu seinem erkrankten Lehrer
keine engen Beziechungen mehr bestanden.

Auch kénnten sich Leser des besprochenen Bandes die Frage stellen, ob es nicht
in Lies umfangreichem Werk AuBerungen iiber seinen Zeit- und Fachgenossen Killing
gibt. Diese Interessenten seien allgemein auf die ,,Gesammelten Abhandlungen® mit ihren
Anmerkungen und Registern sowie besonders auf die ,, Theorie der Transformationsgrup-
pen® verwiesen. Im 29. Kapitel des 3. Abschnittes wendet sich Lie den gruppentheoreti-
schen Arbeiten anderer Autoren zu, die ihm bis zum Sommer 1893 vorgelegen haben. Der
dortige § 142 ist dann auch sehr pointiert Killing gewidmet.

Leipzig B. Fritzsche

Goldstern, M., Judah, H., The Incompleteness Phenomenon, A New Course in Ma-
thematical Logic, Natick, Massachusetts: A. K. Peters Verlag 1998, xiii + 247 pp., ca.
DM 82,

Dies Buch stellt eine Einfiihrung in die Mathematische Logik dar, deren High-
light Gédels (erster) Unvollstindigkeitssatz ist. Ziel der Autoren war es, einen Logik-
Kurs zu prisentieren, der wenig mathematische Erfahrung voraussetzt, insbesondere von
(amerikanischen) Studenten im Under- graduate-Studium absolviert werden kann. Im
Vorwort duBern die Autoren die Auffassung, Logik sollte von jedem Studenten gelernt
werden, der in seiner Wissenschaft formal-deduktives Denken anwendet.

Das erste Kapitel enthilt die Grundbegriffe der Mathematischen Logik: Formeln
(in Aussagen- und Pridikatenlogik), ihre Erfiillung in Modellen, formale Ableitbarkeit.

Im zweiten Kapitel wird der Vollstindigkeitssatz der Pridikatenlogik bewiesen:
genau diejenigen Aussagen sind aus einer Theorie formal ableitbar, die inhaltlich aus ihr
folgen; dquivalent: genau die (syntaktisch) widerspruchsfreien Theorien haben Modelle.
Als Anwendung des Kompaktheitssatzes (fiir abzéhlbare Theorien) werden iiberabzihl-
bar viele nichtisomorphe abzihlbare Modelle konstruiert, die zum Standardmodell der
Arithmetik elementar dquivalent sind.

Das dritte Kapitel bietet einen Einstieg in die Modelltheorie: elementare Erweite-
rungen und elementare Ketten mit den Sitzen von Craig und Robinson als Anwendung,
Ultraprodukte und der Kompaktheitssatz, Typen und abzihlbare Modelle, mit dem Satz
von Vaught als Hohepunkt (keine vollstindige Theorie hat genau zwei nichtisomorphe
abzihlbare Modelle).

Inhalt des vierten Kapitels ist der Unvollstandigkeitssatz in einer schwachen
Form: die Theorie PA (die erststufige Peano-Arithmetik) ist nicht vollsténdig, d.h. es gibt
eine Aussage o, so daB weder o noch seine Negation aus PA ableitbar sind. Als AbschluB
wird der Unvollstidndigkeitssatz auf weitere Theorien bertragen und die Verbindung zur
Rekursionstheorie hergestellt.

Das Buch ist gréBtenteils anregend, ausfithrlich und gut lesbar geschrieben. Die
zum Vollstandigkeits- und Unvollstindigkeitssatz hinzutretenden Themen bieten als Er-
génzung eine hervorragende Stoffauswahl, da nichttriviale und faszinierende Resultate
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mit verhiltnismaBig geringem technischem Aufwand erzielt werden. Es gibt viele hilfrei-
che und meist einfache Aufgaben. Bei den Hauptresultaten wird mehr Wert auf Einfac-
heit der Begriffsbildungen bzw. der Beweise gelegt als auf allgemeinste bzw. schérfste For-
mulierungen: z.B. wird der Hauptteil des Kapitels 4 nur fiir die Theorie PA durchgefiihrt;
in der Sprache von PA gibt es ein Funktionssymbol fiir die Exponentiation, was Folgen-
codierung stark vereinfacht; im Beweis des Unvollstindigkeitssatzes wird benutzt, da3
das Standardmodell der Arithmetik Modell von PA ist, dafiir wird der Begriff der rekur-
siven Funktion vermieden. Zu Beginn des Buches werden sog. induktive Strukturen ein-
gefiihrt, die alle spiter benétigten Induktionsmethoden, insbesondere Induktion iiber den
Formelaufbau, formalisieren; eine ihrer Anwendungen ist die Definition des Formelbe-
griffs, der erfahrungsgemiB den Studierenden meist Schwierigkeiten bereitet — m.E. ein
guter Zugang. Insgesamt halte ich das Buch fiir sehr gelungen. Dem Anspruch einer Ein-
fithrung fiir mathematisch nicht allzu versierte Leser wird es gut gerecht.

Es gibt eine Reihe von kleinen Ungenauigkeiten, manchmal auch in den Aufga-
ben. (Z.B. heiBen abzihlbare Mengen in 2.1 ,enumerable®, in 2.3 ,,countable.) Diese
sind vom aufmerksamen Dozenten leicht zu finden.

Zwei Erginzungsvorschlige 1. In Kapitel 2 werden die Begriffe abzihlbar/iiberab-
zihlbar erliutert. Der Text beschrankt sich dann i.w. auf abzidhlbare Bereiche, vielleicht
aus Riicksicht auf amerikanische Undergraduate-Curricula. Alle Sprachen werden also
als abzihlbar vorausgesetzt, was nur am Anfang explizit gesagt wird; insbesondere wird
der Vollstandigkeitssatz nur fiir abzihlbare Sprachen bewiesen. In Kapitel 3 wird aber
der Ultrafilterexistenzsatz fiir beliebige Mengen zitiert (und in einer Aufgabe ein Beweis
mit Hilfe des Auswahlaxioms skizziert); als Konsequenz ergibt sich der Kompaktheitssatz
fiir beliebige (d.h. nicht notwendig abzihlbare) Theorien. Hieraus und aus dem Vollstén-
digkeitssatz fiir abzihlbare Theorien kann man sofort den fiir beliebige Theorien folgern,
leider wird dies aber nicht durchgefiihrt.

2. Am Ende von Kapitel 4 wiirde es sich anbieten zu sagen, daB, laut Churchs
These, die rekursiven Mengen genau die entscheidbaren und die rekursiven Funktionen
genau die im intuitiven Sinne berechenbaren sind. Schon am Anfang des Buches konnte
man nach der Definition induktiver Strukturen die Frage aufwerfen, ob die von einer in-

dnfgiven Struktur (B.K) erzeugte Menge C(B.K) entscheidbar (d.h. rekursiv) sein mul,
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gen ein. Neben Integraltransformationen wird die Wiener-Hopf-Faktorisierung, das Zu-
riickfithren auf gewohnliche Differentialgleichungen oder die Methode der Modelldsung
dargelegt. Obwohl im ersten Teil Faltungsgleichungen eher ein Schattendasein fiihrten,
werden im zweiten Teil schwerpunktmiBig klassische Methoden zu ihrer Lésung angege-
ben, die bis hin zur (4quivalenten) Regularisierung reichen. Das Fehlen eines Raumkon-
zeptes macht sich auch hier bemerkbar. Beispielsweise werden Wiener-Hopfsche Integral-
gleichungen wie auch singulére Integralgleichungen vom nicht normalen Typ betrachtet.
In dem iiblichen Funktionsrdumen sind diese bekanntlich nicht normal auflésbar und be-
sitzen wesentlich andere Eigenschaften. Diese Unterschiede werden nicht herausgearbeitet
und gehen faktisch unter. Als hdchst mangelhaft mochte ich die Abschnitte des zweiten
Teiles bewerten, die sich mit der Numerik fiir Integralgleichungen beschiftigen. Es wer-
den zwar einige klassische Verfahren erwihnt, aber keinerlei Konvergenzaussagen getrof-
fen oder auch nur auf diese Problem hingewiesen. Selbstredend macht sich auch hier das
Fehlen des Konvergenzbegriffes drastisch bemerkbar. Gerade auf dem Gebiet der nihe-
rungsweisen Losung von verschiedensten Klassen von Integralgleichungen haben sich in
den letzten 15 Jahren enorme Erkenntniszuwichse ergeben (man vergleiche etwa die Mo-
nographien [1], [2] and [3]), die nicht einmal ansatzweise gestreift wurden.

Als Fazit bleibt zu sagen, daB dieses Buch in Teilen durchaus wertvoll ist, dal} es
sich fiir eine erste Orientierung eignet, aber keinesfalls das Studium einschlagiger Mono-
graphien iiber Integralgleichungen ersetzen kann.

Als spirlich und etwas einseitig habe ich die Literaturzitate empfunden. Im ubri-
gen wurden im Inhaltsverzeichnis die vorletzten Seiten vertauscht.

[1] M. Golberg, C. Chen, Discrete Projection Methods for Integral Equations, Computational
Mechanics Publications, Southamton UK and Boston USA, 1997.

[2] W. Hackbusch, Integral Equations: Theory and Numerical Treatment, Birkhduser Verlag,
Boston, 1995.

[3] S. ProBdorf, B. Silbermann, Numerical Analysis for Integral and Related Operator Equa-
tions, Birkhduser Verlag, Basel-Boston, 1991.

Chemnitz B. Silbermann
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Das Buch beschéftigt sich mit der Analyse und Konstruktion von robu-
sten Mehrgitterverfahren fiir die lineare, stationiare Konvektions-
Diffusions-Gleichung.

Hierbei wird besonders auf die wirbelhafte Konvektion und die stabili-
sierenden Finite-Volumen-Diskretisierungsverfahren eingegangen. Die
Darstellung ist zu gleichen Teilen von theoretischen Uberlegungen
und numerischen Experimenten gepragt, wodurch ein vertieftes
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