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Vorwort
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 104. Bd. 2002, Nr. 2

Vorwort

Im Namen des Verlages und des Herausgebergremiums des Jahresberichts mochte ich
mich fiir die rege Teilnahme an der Fragebogenaktion bedanken. Ein Teil der Anregun-
gen war bereits in die Wege geleitet worden und um einen weiteren Teil werden wir uns
in néchster Zeit kiimmern. Auffillig war der Wunsch nach mehr Beitriigen zu Anwen-
dungen der Mathematik, dem wir sicherlich nachkommen werden. Eine genauere Aus-
wertung wird im néchsten Heft des Jahresberichts folgen.

Ihre Anregungen und Wiinsche sind uns auch weiterhin willkommen. Bitte nehmen
Sie dazu einfach Kontakt mit einem Herausgeber auf.

Neben den Buchbesprechungen beinhaltet dieses Heft die Ausarbeitungen von I. Eke-

XX &1 ... AB rYarm 1 ww-s ..

=3










Ubersichtsartikel [ Historischer Artikel Buchbesprechungen

1 A problem in informational asymmetry

This is one of the most fundamental problems of economic theory (see Laffont and Tir-
ole (1993) for an account). When dealing with an individual of characteristics
0=(6,..,0k) € R¥, known to him, but not to me, I may want to know 6, and he may
want to hide it from me. Examples of this kind of situation are ubiquitous. Suppose for
instance I sell car insurance; clearly I would want to charge more for insuring bad risks
(poor drivers) than good ones. How am I to do it? If I plainly ask every customer
whether he his a good driver, in which case I will charge him less, or a good driver, in
which case he will be hit with a hefty premium, I will find that everyone claims to be a
good driver. Of course, if there are records of previous driving which I can access, the
problem is solved, but what if there are none? Insurance companies have solved the pro-
blem long ago. They typically have two contracts, one with a small deductible and a
large premium, and another with a large deductible and a small premium, and they just
ask the prospective customer which one he/she wants. Note that it is the same question
as before, but framed in such a way that the buyer will reveal the truth about himself
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railroads, a benevolent state would typically want to charge the poor less than the actual
cost, and make up the difference by charging the rich more. Since one cannot very well
ask citizens for their tax return when they buy their ticket, one simply asks them
whether they want to travel first class or second class.

I will now describe a very simple model of this kind of situation, which is due to Ro-
chet and Choné (1998)

1.1 The Rochet-Ghoné problem

Suppose I enjoy a monopoly on a certain type of product. It comes in different qualities,
and I want to price the different qualities so as to extract the maximum possible amount
from consumers. Since I am a monopolist, their only recourse is not to buy. If they buy
at all, they have to buy from me.

1.1.1 The economic model

= a monopolist sells a product with two characteristics ( »', ). Each consumer buys
zero or one unit, and one unit of quality y costs p(y) (think of cars, for instance)

= there is a continuum of consumers whose tastes are subsumed by two parameters
(x1,x2) : the utility customer x gets from buying y at price p(y) is

xip' + x2p* + u(y1,2) — p(»)

where u : R? — R is concave; note that different types of consumers have different
tastes, and will react differently to the same price menu p(y)

m the seller knows the distribution of (x1, x,), say f(x)dx, but cannot price his product
in terms of x - he has to price it in terms of ( y1, y2)

= d /N 1 ... L . - “’E“EEE{”M




l. Ekeland: Two Problems in Economics

ing product y(x); if it is negative, he doesn't buy at all. The seller's problem is to find the
price schedule which will maximize total profit:

/X PN (x)dx

taking into account the expected behaviour of the buyers.

11.2 The mathematical problem

Introduce the function:
V() = max{ 0, max('y + u(y) -0}

Note that it is convex, as a supremum of affine functions. Economically speaking, it
is the utility which consumers of type x derive from a price menu p(y). We
have V¥V (x) = y by the envelope theorem. Substituting for p( y), we get an almost (but
not quite) classical problem in the calculus of variations:

(11) Max /X K'YV (x) + u(V V(%)) — V() (x)dx

(1.2) ¥V :X — R convex, V(x)>0Vx

The fundamental difference with a classical obstacle problem is the fact that we are
maximizing, not over all functions, but over convex ones. This is new type of constraint,
which has apparently never been investigated before, and which leads to extremely in-
teresting problems.

Particularizing to u( y) = —§||y||2 and X = [a), 5] X [az, b;] with f(x) = 1 gives:

M VV(x)—-=||VV — V(x)|dxd
a [ freved —SIvver - v anas,

Vconvex,V(x) > 0 ¥x(7)

which is the problem Rochet and Choné solved. We refer to their paper for the complete
solution.They show that the square X is divided into three regions. In the lower left re-
gion, we have V' = 0. In the upper right region, the convexity constraint is not binding,
the solution satisfies the Euler-Lagrange equation for the free problem, AV = 3/c, with
the corresponding Neumann conditions on the boudary of the square. There is a middle
region, where the function V is ruled (its level sets are parallel straight lines), so that its
Hessian has exactly one positive eigenvalue.It is the presence of this region which makes
the problem difficult. These three regions are separated by free boundaries.

1.1.3 The state of the art

I will now review the known results concerning the problem (1.1),(1.2).

The existence of a solution holds under standard assumptions. Indeed, the set of
convex functions is a closed convex cone in any reasonable function space you care to
work in, and since the integrand x’y + u(y) is a concave function of y, the integral will
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Ubersichtsartikel Historischer Artikel Buchbesprechungen

be a concave upper semi-continuous function of ¥, and it will attain its maximum pro-
vided a suitable growth assumption is satisfied by u. If u is strictly concave, we will have
uniqueness as well.

Regularity of the solution, on the other hand, is an issue. It has recently been proved
by Carlier and Lachand-Robert (2001) that the solution is C'in the interior, and they
tell me that their proof will also show that it is C! up to and including the boundary.
Caffarelli and P.L. Lions have told me that they can improve this result and show that
the solution is C"!. Regularity of the free boundaries is unknown.

Necessary conditions are also hard to come by. The best result to date is due to
P.L.Lions (1999), who characterized the polar of the cone of convex functions in
WP (Q), where Q2 is a bounded open set. Denote by the K? C W!2() this cone and by
[KP)c [W'?(Q)]" its polar. Then L € [K?]" iff there exists a symmetric, positive semi-
definite matrix (i), <; <, Of bounded measures such that

82
L = —
Z@xiaxj Hij

in the sense of distributions.

Even numerical algorithms are hard to come by. The obvious idea is to choose a reg-
ular triangular grid on the plane, and to approximate a convex function by taking its va-
lues at the points on the grid and interpolating linearly. Unfortunately, that won't work.
If we choose a grid consisting of squares of length 4, for instance, with two sides hori-
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s each f), is convex,
= each f, is affine on each triangle

" o,
then f is convex, of course, but satisfies the additional condition that
2
o f >

Oxldx? —

In other words, using piecewise linear convex functions on that grid introduces a
new (undesirable) constraint in the problem. If the solution of the original problem does
not satisfy this constraint, the solutions to the discretized problem will approximate

something else. A (more complicated) algorithm which does not have this defect has
been found by Carlier, Lachand-Robert and Maury (2001).




[ |. Ekeland: Two Problems in Economics

2 Characterization of demand functions.

The microeconomic theory of the consumer states that each individual is characterized
by a concave utility function U : R€ — R and a wealth w € R, and that given a set of
prices p € RX, he will buy the goods bundle x € R¥ which maximizes his utility under
the budget constraint:

max U(x)
X

pPx<w)
This is the basic model on which much of modern economic theory rests (see Mas-
Collel et al. (1995) for an account), but is it actually true? In other words, can the model

be tested by a suitably designed experiment? The answer depends on what kind of data
you have.

2.1 Individual data

One cannot observe individual utility. But it has been known since the work of Antonel-
li in (1886), later rediscovered by Slutsky (1915) that, if you can observe individual de-
mand, the model can be tested. Take w = 1 for the sake of commodity, and introduce
the individual demand function:

x(p) = argmax{U(x) | p'x = 1}
the indirect utility function:

V(p) = max{U(x) | p'x = 1}
They are related by:

(2.1) DV(p) = =A(p)x(p)

for some A(p) > 0 (the Lagrange multiplier). This implies that the vector field x(p) in
RX is collinear to a gradient. So the Frobenius condition must be satisfied. In addition,
the indirect utility function ¥ (p) must be (quasi)-convex, which leads to one more con-
dition. The results are subsumed in the following.

Introduce the Slutsky matrix S(p), with coefficients s'/(p), associated with the given
demand function x(p):

y O/ ox/

Proposition A4 necessary and sufficient condition for x = —} V to hold locally, for some
Sfunction V(p) with D?Vnegative definite, and some positive function \(p), is that the
Silutsky matrix associated with x(p) be symmetric and negative definite

S(p) =S(p)>0
Necessity is easy to come by. Set 4 = 1/ and differentiate x = —p V. One gets:
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The first term on the right-hand side is a matrix of rank one, and the second term is sym-
metric and negative definite. With further calculations, one shows that ﬁg[/}i =Y p % ,
yielding the Slutsky conditions. Conversely, by a classical theorem of Frobenius, if the
Slutsky matrix is symmetric, then we have x = —uV for some y and V. A direct argu-
ment then gives positivity of 4 and convexity of V.

So the model can be tested on individual data: just observe some individual demand
function x(p) and check whether it satisfies the Slutsky conditions.. The corresponding
experiment has been carried through by Browning and Chiappori (1998), and the model
has survived the experiment.

2.2 Macroeconomic data

It is of course much easier to gather global sales and expenditure data over regions or
countries than to observe the consumption of a given individual. In other words, if an
economy consists of N individuals, whose wealth is normalized to 1, one will have data
on the aggregate demand function:

N

X(.p) = an<p)
n=1

where each (unobserved) x, is an individual demand function, so that:
1
Xn\P = =g DPValp
(») 575 2V (p)
Pxu(p) = 1
We can express the A" in terms of the DV, by applying p’ to the first equation. We
are then led to the following system of K nonlinear PDEs for the V), :

N
1 _
(22) ,,Z;WDV" = X(p)

Clearly X (p) must satisfy p’X(p) = N , the so-called Walras law. Chiappori and
Ekeland (1999) proved the following:

Theorem 1 Assume N > K. Consider some open set U in RX{0}, and some analytic
map X : U — RX such that p' X (p) = N. For all p € U and for all A € RNK such that

P

n=1 Zk p k Aﬁ
there exists real-analytic functions V, 1 < n < N, defined on some neighourhood N of p,
such that:

A, = X(p),
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1.Vn, DV,(p) = Ay,

2.¥n, D2 V" (p) is positive definite

3. V", 1 <n < N,solves the system (2.2).

So, if N > K, the system can be solved for any right-hand side. In contrast with the
case of individual demand, there are no conditions (apart from the Walras law) for a
X (p) to satisfy to be a collective demand. As a consequence, if there are more goods
that consumers, the model cannot be tested on macroeconomic data.

The proof goes as follows. Introduce the space:
E = RK x RV x RVK = {(pk,,\",A’;,') |[1<kk <K<1<nn< N}
In this space, consider the submanifold M defined by the equations:

@3) 3 -5k =X vk

n

(24) > pedf=-x, Vn.
k

Take K = N. Then M is a submanifold of dimension N? + 1. In M (and not in E)
we consider the exterior differential system (EDS) (see Bryant et al. (1991) for an ac-
count of the theory, and the Cartan-Kéhler theorem):

(2.5) Y dAkndp = 0Vn,

(26) dpN...Ndpg # O

This EDS is equivalent to the system (2.2), in the sense that an integral manifold is
the graph of a map p — (M(p), A¥(p)),1 <n < N, such that A¥ = 9V, /dp; by the
Poincatre lemma.We now apply the Cartan-Kéhler theorem, with suitable initial condi-
tions, so that Df,p V*(p) is positive definite and \,(p) is positive, as announced.

The fact that one has to resort to the Cartan-Kéahler theorem, that is, ultimately, to
the Cauchy-Kowalewska theorem, raises the suspicion that the problem is ill-posed,
which would much detract of the economic significance of such a result. So would a si-
milar result hold when X (p) is C* only? Here is a baby version of this problem: given
C* function f and g, find functions u(x, y, z) and v(x, y, z) such that

Uy Vx
U Vo z
P (x,¥,2)
W Vo _

u, v, - (x7y7 Z)

If f and g are real analytic, there are solutions by the Chiappori-Ekeland result (or
by applying Cauchy-Kowalewska directly). If f and g are C* only, we do not know if
there are solutions.
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Um die Linienkoordinaten von L zu erhalten, berechnet man von der Matrix
X0 X1 X2 X3
Yo Y1 Y2 )3
die sechs 2-Minoren, also

XQ X1 X0 X2 X2 X3
= det ), =det< ),..., :det( )
poi ( Jo )| poz Yo V2 P23 Y2 V3

Dadurch ist ein nur von L und nicht von der Auswahl der Punkte x und y abhingiger
Punkt

(Po1 : po2 : po3 : P12 = p13 < pa3) € IPs(C)

erklért. Die bis auf einen gemeinsamen Faktor X # 0 bestimmten Zahlen p;; heiBen die
Linienkoordinaten der Gerade L.
Eine einfache Rechnung zeigt (vgl. etwa [F-P, p. 24]), dass die Pliicker-Relation

Po1 P23 — po2 P13+ po3pi2 =0

gilt. Diese Gleichung beschreibt eine Quadrik @ C IPs(T), sie heilit die Plicker-Qua-
drik. Insgesamt gilt:

Die Geraden in P3(C) entsprechen in eindeutiger Weise den Punkten der Pliicker-
Quadrik Q C IPs(T).

Als Hyperflache des IPs(CC) hat die Pliicker-Quadrik die Dimensionen 4. Also ist ei-
ne Gerade im 3-dimensionalen Raum im Wesentlichen durch 4 Parameter festgelegt.
Das wird auch durch die folgende geometrische Uberlegung klar: Wihlt man zwei feste
Ebenen, so schneidet fast jede Gerade die beiden Ebenen in jeweils einem Punkt. Die
beiden Schnittpunkte sind durch je 2 Parameter gegeben, die Gerade ist also insgesamt
durch 4 Parameter festgelegt.

Nun wird die obige Konstruktion dualisiert, indem man die Beschreibung der Gera-
de L als Schnitt der Ebenen E, und E} benutzt. Die 2-Minoren p;; der Matrix

ag ay a; a3
by by by b3
ergeben einen Punkt
(Po1 : Poa © Po3 < PYy P13 1 Pa3) € IPs(@)
er gehort zur Verbindungsgerade L* der Punkte E, und E, in IP;(@). L* ist das Biischel
der Ebenen, die die Gerade L enthalten. Die Pliicker-Koordinaten p;. erfiillen die gleiche

Pliicker-Relation wie die p;, und wie oben entsprechen die Geraden L* in IP3(C) den
Punkten einer Pliicker-Quadrik Q* C IPs(@). Die Dualitdt

D:Q— Q" L+—1L",
kann in den Plicker-Koordinaten beschrieben werden durch
Do1 = P23, Py = —P13, Pz = P12, Pl = P03, Pz = —Po2, P33 = Pol s

die Vorzeichen ergeben sich aus den Rechenregeln fiir alternierende Formen [F-P,
p. 34].
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Q Q
dimQ =4 dimQ@Q* =4
Py P3
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a L*
2/ L
b
Dualitiit

3 Regelfldchen

In der Einleitung zu einer seiner letzten Arbeiten [Pl] schreibt Pliicker:

Une ligne droite, qui dans 'espace se meut d’une maniére continue, decrit une surface,
dite réglée. Pour déterminer le mouvement de la ligne droite, il faut que les quatre quantités
dont sa position dépend, soient données en fonction dune quatriéme variable, par ex. du
temps. Ces quatre quantités, constantes pour une position donnée de la droite, mais varia-
bles d’'une position a une autre, ont été appelées par moi coordonnées de la ligne droite.
En éliminant le temps, on obtient trois équations entre les quatre coordonnées; ces trois
équations représentent trois complexes de lignes droites. Les droites dont les coordonnées
satisfont aux trois équations, appartenant ¢ la fois aux trois complexes, constituent une
surface réglée.

Ubersetzt in die heutige Sprechweise und den komplexen Fall bedeutet das Folgen-
des: In der Pliicker-Quadrik Q C IPs(() ist eine Kurve B C Q (d.h. eine eindimensiona-
le irreduzible algebraische Varietit) gegeben, und eine Regelfliche X C IP3(C) ist die
Vereinigung der in B gelegenen Geraden L C IP;(@), also

X=JLcPy@).
LeB

Man nennt B eine Basis von X. Die von Pliicker skizzierte Klassifikation und Kons-

truktion ist rein geometrisch und schwer in die algebraische Geometrie zu iibersetzen.

Dort l4uft sie hinaus auf eine Klassifikation aller Kurven auf der Pliicker-Quadrik Q.
Zunichst einige einfache Beispiele fiir Regelflichen:

1. Quadriken. Ist 4 € GL(4, €) eine symmetrische Matrix, so hat die Quadrik
X:={x=(x:x1:x:x3) €P3(C):'x - 4-x =0}

sogar zwei verschiedene Regelungen, d.h. X ldsst sich durch zwei verschiedene Basen
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ten von C mit mehreren Tangenten mehrere Werte in Q. Die Tangentenflache ist lings
der ganzen Kurve C singuldr, moglicherweise auch noch in anderen Punkten.
Ist etwa C die twisted cubic, d.h. das Bild von

IP|(C) — C CIP3(C), (so:51)— (538581508 :57),
so ist die Tangentenfliche X Bild der Abbildung
P, (C) x IP1(C) — X C IP;(T)
(so:81;80: ) — (3s;‘;t0 : 2508110 —I-sgtl : s%tg + 250814 : 3sft1) ,

wobei die Kubik C als Bild der Diagonale s = ¢ auftritt. Eine Gleichung fiir X berech-
nete Cayley [C] zur Zeit von Pliicker mit Hilfe der Diskriminante eines kubischen Poly-
noms. Das Ergebnis ist (vgl. auch [F-P, p. 60])

xéx% — 6xpX1X2Xx3 + 4x0x; + 4x?X3 — 3x%x§ =0.

=~

Tangentenfliche der , twisted cubic”

4 Abwickelbarkeit

Im Folgenden wollen wir uns mit einer speziellen Klasse von Regelfldchen beschéfti-
gen, namlich solchen, die abwickelbar sind. Im reellen Fall bedeutet das ganz praktisch,
dass man auf die Flache (zumindestens lokal) ein Blatt Papier auflegen kann. Dies kann
man iibersetzen in eine Bedingung an die Tangentialebenen, die auch im komplex-pro-
jektiven Fall greift:

Definition. Eine Regelfliche
X =|JLcPyC)

LeB

heiBt abwickelbar, wenn die Tangentialebene T, X C IP3(C) fiir alle glatten Punkte von
X langs einer Geraden L die gleiche ist.
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Im Fall einer Fliche X C IR* weil man, dass dies gleichbedeutend damit ist, dass
die GauB-Kriimmung von X identisch verschwindet. Insbesondere folgt aus dieser
Kriimmungs-Bedingung, dass X lokal Regelflache ist (vgl. [K, 3.7.5], [F-P, 0.2]). Bei-
spiele fiir abwickelbare Regelflichen sind neben Ebenen alle Kegel und Tangentenfli-
chen. Dagegen ist die Sattelfliche mit der Gleichung x;x, = x3 nicht abwickelbar. Das
gleiche gilt in IP;(C): Die Beispiele 2 und 3 aus Abschnitt 3 sind abwickelbar, die Qua-
driken aus Beispiel 1 nicht.

Die Forderung der Abwickelbarkeit einer Regelfliche ist eine enorme Einschriin-
kung an die Beweglichkeit ihrer Geraden. Das kann man auch direkt an der Basiskurve
B C Q C IPs(C) ablesen: Die Abwickelbarkeit von X bedeutet, dass fiir jedes L € B die
Tangente T, B C IP5(CC) an B im Punkt L ganz in der Pliicker-Quadrik Q enthalten sein
muss [E], [F-P, p. 82].

Es ist ein klassisches Resultat der Differentialgeometrie, dass jede abwickelbare Re-
gelfliche X c IR? lokal Teil eines Zylinders, eines Kegels oder einer Tangentenfliche
ist. Dabei wird eine Ebene als spezieller Zylinder aufgefasst; vom projektiven Stand-
punkt ist ein Zylinder ein Kegel mit Spitze im Unendlichen. Im differenzierbaren Fall
ist ein globales Resultat sehr schwierig (siche das Zylinder-Theorem in Abschnitt 7), im
komplex-projektiven Fall hat man den relativ einfach zu beweisenden [W], [E],
[F-P, p. 10].

Klassifikationssatz. Jede abwickelbare Regelfliche X C P3(QC) ist entweder ein Kegel
oder eine Tangentenfliiche. Insbesondere hat X singulire Punkte, es sei denn, X ist eine
Ebene.

== y’*@
r ‘ - 1
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stellen. In diesem Fall spricht man von einer Regelung von X durch k-dimensionale li-
neare Rédume.

Eine derartige Regelung von X heiBt abwickelbar, wenn liings eines linearen Raumes
E der Tangentialraum T, X C IP,(C) in allen glatten Punkten p von X gleich ist.

Wihrend allgemeine Regelungen einer Varietdt X nicht leicht zu entdecken sind,
kann man eine ,,maximale* abwickelbare Regelung durch die Gaup-Abbildung erhalten.
Diese Methode wurde in der algebraischen Geometrie erstmals systematisch von Grif-
fiths-Harris in [G-H] angewandt. In Analogie zur klassischen Differentialgeometrie
versteht man darunter fiir eine m-dimensionale Varietat X C IP,(C) die Abbildung

v: X--+G(m,n),p— TX,

die jedem glatten Punkt p € X seinen m-dimensionalen Tangentialraum T, X C IP,(C)
zuordnet. Da X Singularitaten haben darf, ist die GauB3-Abbildung  nur eine rationale
Abbildung, die in singuldren Punkten mehrere Werte annehmen kann.

Entscheidend ist der folgende

Linearitits-Satz. Fiir jede algebraische Varietit X C IP,(@) der Dimension m ist die
allgemeine Faser der Gauf-Abbildung

v: X--+G(m,n)

ein linearer Raum.
Fiir die Dimension k(X)) der allgemeinen Faser gilt

k(X)=dim X — dim~v(X).

Diese Zahl k(X) heilt der Grad der Abwickelbarkeit von X, r(X) := dimy(X) heiB3t der
Gaufs-Rang von X,

Fiir den Linearitétssatz gibt es viele Varianten, etwa in [G-H], [F-W], [F-P]. Er ist
eine Verallgemeinerung eines Satzes der klassischen Differentialgeometrie, wonach auf
Flichen die Integralkurven von Richtungen verschwindender Hauptkriimmung Gera-
den sind [K, 3.7], [F-P, p. 3].

Aus dem Linearitdtssatz erhdlt man die Gauf- Regelung von X mit einer Basis

B C G(k(X),n),

die alle Tangentialriume an glatte Punkte von X enthéilt. Im Allgemeinen ist jedoch
k(X) =0, d.h. r(X) = dim X, was bedeutet, dass die GauB-Abbildung generisch end-
lich ist, d.h. fast alle Fasern sind endlich. Wegen der Linearitit der Fasern ist die GauB-
Abbildung dann sogar birational. Das ist nicht ganz Uiberraschend: Man weiB}, dass
nicht-lineare algebraische Varietiten selten lineare Unterrdume positiver Dimension
enthalten. Eine glatte kubische Flache im IP; () enthalt genau 27 Geraden, eine Flache
héheren Grades im Allgemeinen gar keine Gerade. Eine Regelung oder gar eine abwi-
ckelbare Regelung ist eine noch viel einschneidendere Bedingung. Aus den fundamen-
talen Ergebnissen, die F. L. Zak um 1980 erzielte, folgt sofort der

Satz. Eine algebraische Varietit X C P,(CC), die abwickelbar ist vom Grad k(X) > 0,
muss Singularititen haben.
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Dieser Satz ist nur ein erster kleiner Hinweis darauf, dass man bei der Suche nach
abwickelbaren Varietaten besonders auf die Singularitdten achten muss. Beweise findet
man etwa in [Fu-L], [F-P].

Natiirlich gibt es fiir jedes k und r mit k£ + r < n stets triviale Beispiele fiir abwickel-
bare Varietiten X C IP,(C) mit

dimX =k+r und dim~y(X)=r,

namlich Kegel. Zu einem Kegel gehoren eine Varietit Y C IP,(@C) und ein linearer
Raum E C IP,(C) mit ¥ N E = @. Dann ist die Verbindungsvarietiit

X = Y#E

der Abschluss der Menge aller Verbindungsgeraden zwischen Punkten von Y und E; es
gilt
dimX =dimY +dmE+1.

X heil3t Kegel mit Basis Y und Spitze E.

Wihlt man ¥ mit dim+y(Y) =dim ¥ = r und E mit dim E = k — 1, so ist X abwi-
ckelbar vom Grad k und vom Gau3-Rang r; die Fasern der GauB3-Abbildung sind die li-
nearen Raume g#E, g € Y (siche etwa [F-P, p. 70]). Der Kegel X ist in E singular.

Ist Y glatt, und liegt £ im Unendlichen, so ist X vom affinen Standpunkt ein glatter
Zylinder.

7 Konstruktion und Klassifikation abwickelbarer Varietaten
vom GauB-Rang 1

Wie wir gesehen haben ist eine algebraische Varietit X C IP,(CC) im Allgemeinen
nicht abwickelbar, d.h. r(X) = dim X. Der andere Extremfall ist r(X) = 0, dann ist
~(X) ein Punkt und X linear. Im Fall r(X) = 1 ist das GauB-Bild eine Kurve, und X ist
geregelt in lineare Rdume der Dimension dim(X) — 1. Dafiir gibt es altbekannte Bei-
spiele.

Man startet mit einer Kurve C C IP,(CC), die nicht in einem echten linearen Teil-
raum des IP,(C) enthalten ist (andernfalls kann man » verkleinern). Zu jeder natiirli-
chen Zahl / mit 0 </ < n — 1 gibt es fiir fast alle Punkte p € C eine oskulierende I-Ebene

T,C c IP,(T)

der Dimension I. Fir [ = 0 ist das p, fiir / = 1 die Tangente, fiir / = 2 die Schmiegebene,
etc. Der Abschluss der Vereinigungen ist die oskulierende Varietit der Ordnung / von
C,

T/CcP(C) mit dimT/'C=17+1.

Es ist leicht zu sehen, dass T/C den GauB-Rang 1 hat, die GauB-Regelung ist durch die
oskulierenden Ebenen der Dimension / gegeben.

Nun kann man dieses Beispiel noch trivial erweitern, indem man T/ C als Basis eines
Kegels

X := T!'C#E c IP,(CT)
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mit einem linearen Raum E als Spitze wihlt. Dann gilt fiir die GauB-Ringe
rX)=rT'C)=r(C)=1.

Dass es keine weiteren Beispiele gibt, zeigt der erstmals 1979 von Griffiths-Harris [G-H]
bewiesene

Klassifikationssatz. Jede algebraische Varietit X C IP,(C) vom Gauf-Rang 1 ist Ke-
gel iiber der oskulierenden Varietiit einer Kurve, d.h. es gibt C, ! und E so, dass

X =T!C#E.

Andere Beweise findet man in [P-1] und [F-P].

Wie schon in Abschnitt 4 erwahnt wurde, ist die globale Klassifikation abwickel-
barer reeller Regelfldchen lange ein offenes Problem gewesen. Man kénnte namlich ver-
suchen, kleine glatte Teile von Zylindern, Kegeln und Tangentenflichen in differenzier-
barer Weise zu einer globalen glatten Fldche zusammenzukleben. Um 1960 wurde erst-
mals bewiesen, dass dies unméglich ist. Von Hartman-Nirenberg stammt das

Zylinder-Theorem. Sei X C IR" eine glatte, abgeschlossene Hyperfliche. Wenn das
Differential der Gauf- Abbildung

X —S_ CcR

itberall den Rang 1 hat, so ist X ein Zylinder iiber einer glatten Kurve. Nach einer ortho-
gonalen Koordinatentransformation gibt es also eine Zerlegung R" = IR* x R"? und ei-
ne glatte Kurve C C R?, so dass

X=CxR"2.

Rn—Z

XCR®
R2
L i
< b
D
—
’ | [T I‘l

Zylinder X uiber einer Kurve C
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8 Abwickelbare Varietdten von htherem GauB-Rang

Das Zylinder-Theorem von Hartman-Nirenberg gilt nicht mehr, wenn der GauB-
Rang groBer als 1 ist. Auf der Grundlage von Konstruktionen von Sackstedter [S], Vitter
[V] und Bourgain-Wu [Wu] geben wir die komplex-projektive Beschreibung eines Ge-
genbeispiels, das von Vitter im affinen Raum als ,,twisted cylinder* bezeichnet wurde.

Wir beginnen mit einem gewohnlichen 3-dimensionalen Zylinder tiber einer Kurve
im IR®, mit Ebenen als ,,Mantellinien“. Vom komplex-projektiven Standpunkt ist es ein
Kegel X in IP4() tiber einer Kurve C mit einer Geraden L C H,,, der unendlich fernen
Hyperebene, als Spitze. Die Mantellinien sind die Ebenen der Verbindungsgeraden

E,=L#p, peC, also X=|J(L#p).
peC

Wenn C eine Gerade ist, so wird X ein 3-dimensionaler linearer Raum.

Affiner Zylinder als Kegel im projektiven Raum

Im Gegensatz zu diesem gewohnlichen Kegel wird beim ,,twisted cone* die Spitze
bewegt. Im einfachsten Fall wihlen wir als Kurve C C IP4(T) eine Gerade mit der Para-
meterisierung

AP (€) - CCIP4(C),(so:s1) — (5:0:0:0: —s0),
und anstatt der festen Geraden L betrachten wir den ,,Kreis®

,BZIP](C)-—*HOOC]P4(C),(S():S1) — (0:S5:SOS1 S%O)
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und seine Tangente 7 im Punkt 3(s). Dann ist der ,,twisted cone* X erklirt als Vereini-

Eg:i=TH#Xs), also X:= | (THA).
selP(T)

X ist geregelt in die Ebenen E;, aber diese Regelung ist nicht abwickelbar.

HyoDPy =

., Twisted Cone*

Jede Ebene E; ist Vereinigung der in ihr enthaltenen Geraden L, durch §(s), also

E = |J L.
telP (C)
X ist eine Kubik mit der Gleichung

2 2
XpX1 4 XoX4x2 + x3x3 =0

und singuldr in der unendlich fernen Ebene
X0 = X4 = 0.

Die Fasern der GauB-Abbildung von X sind die Geraden L;,; also ist die Basis der
GauB-Regelung birational 4quivalent zu einem IP;-Biindel iiber IP; und damit zur pro-
jektiven Ebene IP,(CC) (vgl. [Hi]); fiir den GauB-Rang gilt r(X) = 2.

Wire der endliche Teil von X ein Zylinder, so wire X ein Kegel mit einem Punkt als
Spitze. Die Geraden L, gehen aber nicht durch denselben Punkt im Unendlichen, weil
B(s) im Kreis 14uft; das verursacht den ,,twist“. Wir fassen noch einmal zusammen:
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Der oben konstruierte , twisted cone” X C IP4(Q) ist eine kubische Hyperfliche mit ei-
ner singuliiren Ebene. Der Gaufs-Rang von X ist 2, X ist kein Kegel.

Nun ist es klar, wie ein ,,twisted cone® allgemeiner erkldrt werden kann: Man startet
mit einer kompakten Riemannschen Fliche S als Parameterraum und zwei Kurven

A:S— CcPP(€) und 3:5 — Cx CHCIP,(T),

wobei C,, in einer Hyperebene H liegt (die man als unendlich ferne Hyperebene anse-
hen kann) und C ¢ H. Die Zahl [; < n — 1 sei die minimale Dimension eines linearen
Raumes, der C, enthilt. Dann gibt es eine offene Teilmenge S’ C S derart, dass fiir alle
Imitl1</<ly—1und alle s € S’ die oskulierenden /-Ebenen qu(s) C,, erklirt sind,
und

X :=  Abschluss von U (']I‘;,(S)Coo#)\(s»

ses’
heiBt ein twisted cone. Es gilt
dimX =7/+2, r(X)=2 und Sing(X)CH.
Die Bedeutung dieses Beispiels zeigt der

Satz. Jede algebraische Varietit X C IP,(C) vom Gaufs-Rang 2, deren Singularititen
in einer Hyperebene enthalten sind, ist ein Kegel oder ein , twisted cone”.

Dieses Ergebnis stammt von Piontkowski [P-2], eine affine Version fiir Hyperfl-
chen wurde von Wu-Zheng [Wu-Z] bewiesen.

Wenn man nicht verlangt, dass die Singularitdten in einer Hyperebene enthalten
sind, so gibt es weitere Typen von Varietdten vom GauB-Rang 2. In der Dimension 3
hat man etwa die Verbindungsvarietéten (oder ,,joins“) zweier Kurven mit dem Grenz-
fall der Sekantenvarietit einer Kurve. Weitere Beispiele findet man in [A-G-L}], [M-T],
[P-3]. Die Klassifikation der Hyperflachen vom GauB3-Rang 2 kann man mittels Duali-
tat auf die Klassifikation nicht abwickelbarer Flachen zuriickfithren [F-P].

Insgesamt scheint die Klassifikation aller abwickelbaren Varietiten weit komplizier-
ter zu sein, als in [G-H] angedeutet. Inwieweit es sich lohnt, weiter Schubladen zu bas-
teln, wollen wir hier offen lassen.

References

[A] Abe, K.: A4 Complex Analogue of Hartman-Nirenberg Cylinder Theorem. J. Diff. Geom. 7,
453-460 (1972).

[A-G-L] Akivis, M., Golberg, V. and Landsberg, J.: On the structure of varieties with degenerate
Gauss mappings. arXiv:math.AG/0111039.

[B] Bodigheimer, C.F.: Julius Pliicker — ein Lebensabriss. Erscheint im Jahresber. Dtsch. Math.-
Ver.

[C] Cayley, A.: On Certain Developable Surfaces. Quart. Jour. of Pure and Appl. Math. VI,
108126 (1864).

[E] Ehrhard, D.: Abwickelbare Regelflichen in der reellen und komplexen Differentialgeometrie. Di-
plomarbeit, Diisseldorf 1989.

JB 104. Band (2002), Heft 2 73



| Ubersichtsartikel l Historischer Artikel Buchbesprechung

[F] Fischer, G.: Abitur 1865: Reifepriifungsarbeit in Mathematik von Felix Klein. Der Math. Nat.
Unterricht 38, 459-465 (1985).

[F-P] Fischer, G. and Piontkowski, J.: Ruled Varieties, An Introduction to Algebraic Differential
Geometry. Vieweg 2001.

[F-W] Fischer, G. and Wu, H.H.: Developable Complex Analytic Submanifolds. Int. J. Math. 6,
229-272(1995).

[Fu-L] Fulton, W. and Lazarsfeld, R.: Connectivity and its Applications in Algebraic Geometry.
Lecture Notes in Mathematics 862, 2692, Springer 1981.

[G-H] Griffiths, P. and J. Harris: Algebraic Geometry and Local Differential Geometry. Ann.
scient. Ec. Norm. Sup. 12, 355-432 (1979).

[Ha] Harris, J.: Algebraic Geometry. Springer 1992.

[H-N] Hartman, P. and Nirenberg, L.: On spherical image maps whose Jacobian do not change
signs. Amer. Jour. Math. 81, 901-920 (1959).

[Hi] Hirzebruch, F.: Uber eine Klasse von einfach-zusammenhingenden komplexen Mannigfaltigkei-
ten. Math. Ann. 124, 77-86 (1957).

[K] Klingenberg, W.: 4 Course in Differential Geometry. Springer 1978.

[M-T] Mezzetti, E. and Tommasi, O.: On projective varieties of dimension n + k covered by k-spa-
ces. arXiv:math.AG/0111319.

[P-1] Piontkowski, J.: 4 normal form for curves in Grassmannians. manuscripta math. 89, 79-85
(1996).

[P-2] Piontkowski, J.: Developable varieties with all singularities at infinity. manuscripta math. 106,
75-99 (2001).

[P-3] Piontkowski, J.: Developable varieties of Gauss rank 2 . Int. J. Math. 13, 93-110 (2002).

[P1] Pliicker, I.: Théorie générale des surfaces réglées, leur classification et leur construction. Annali
di matematica 1, 160169 (1867).

[S] Sackstedter, R.: On hypersurfaces with no negative sectional curvature. Amer. J. Math. 82, No.

3, 609-630 (1960).
Niroah o Teggiadad paliaoredd.

[W] Wilczynski, E.: Projective differential geometry of curves and ruled surfaces. Teubner 1906.

[Wu] Wu, H. H.: Complete Developable Submanifolds in Real and Complex Euclidean Space. Int. J.
Math. 6, 461-489 (1995).

[Wu-Z] Wu, H. and F. Zheng: Developable Submanifolds in Euclidian Space. To appear in Com-
mun. Anal. Geom.






Ubersichtsartikel Historischer Artikel Buchbesprechung

Leopold Vietoris im Jahre 1999

Am 9. April 2002, also kurz vor seinem 111. Geburtstag, verschied Prof. Leopold
Vietoris nach kurzer Krankheit in einem Innsbrucker Sanatorium. Mit seinem Tod ver-
liert die Universitit Innsbruck einen weltbekannten Forscher, die Deutsche Mathemati-
kervereinigung ein Ehrenmitglied. Vietoris war Tréager des Goldenen Ehrenzeichens fiir
Wissenschaft und Kunst, des GroBen Goldenen Ehrenzeichens mit Stern fiir Verdienste
um die Republik Osterreich und verschiedener weiterer hoher Auszeichnungen.

1 Biographische Notizen

L. Vietoris wurde am 4. Juni 1891 in Radkersburg geboren. Nach seiner Reifepri-
fung am Benediktinergymnasium in Melk studierte er bis 1914 an der Wiener Tech-
nischen Hochschule Mathematik und Darstellende Geometrie. Als Einjéhrig-Freiwil-
liger zog er in den Krieg — im September 1914 wurde er bereits verwundet und nach sei-
ner Genesung als Bergfiihrer an die Siidfront geschickt, wo er schlieBlich in italienische
Gefangenschaft geriet. Infolge der zuvorkommenden Behandlung war es ihm mdglich,
seine Dissertation, die er bereits bei einem Urlaub in Wien begonnen hatte, rasch fertig-
zustellen und sie nach seiner Entlassung bei G. v. Escherich und W. Wirtinger einzurei-
chen. Im Juli 1920 promovierte Vietoris an der Wiener Universitat — zuvor hatte er noch
die Lehramtspriifung abgelegt. Wahrend der nun folgenden Unterrichtstatigkeit erhielt
er eine Postkarte von Escherich mit dem Angebot einer Assistentenstelle an der Tech-
nischen Hochschule Graz. Zwei Jahre spiter ging er nach Wien und habilitierte sich
dort mit seiner dritten Publikation! Im Sommersemester 1925 trat Vietoris ein drei-
semestriges Rockefeller-Stipendium in Amsterdam bei L.E.J. Brouwer an, nach dessen
Ablauf er einem Ruf als a.o0. Professor aus Innsbruck folgte. 1928 kehrte er als ordentli-
cher Professor an die TH nach Wien zuriick und 1930 lieB er sich endgiiltig als Ordinari-
us und Nachfolger von K. Zindler in Innsbruck nieder. Im zweiten Weltkrieg wird er
neuerlich verwundet, nach Kriegsende iibernimmt er zum zweiten Mal das Amt des De-
kans, da er politisch unbelastet war, wie auch die franzosische Militdrbehdrde bestitigt,
als er die lokale Mathematisch-Physikalische Gesellschaft neu griindet. 1961 emeritiert
er — sein Nachfolger wurde G. Lochs —, bleibt aber weitere 40 Jahre dem Institut fir
Mathematik eng verbunden.
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Im Herbst 1928 heiratete Leopold Vietoris Klara v. Riccabona, die bei der Geburt
der sechsten Tochter einem Kindbettfieber erlag. 1936 ehelichte er Maria Riccabona,
seine Schwigerin, die die Mutterrolle fiir seine Tochter iibernahm und ihm seither eine
firsorgliche Gattin war. Sie verstarb kurz vor dem Ableben ihres Gatten.

2 Grundlagen der allgemeinen Topologie'

Leopold Vietoris fiihrte in seiner Dissertation: Stetige Mengen [2] erstmalig gerichte-
te Mengen, verallgemeinerte Folgen und die dazu dquivalenten Filterbasen ein:

Er definiert eine orientierte Menge als partiell geordnete Menge 4, die der Richtungs-
bedingung

(D3) Firae 4,8€ Agibteseiny € Asodassy>aundy > §;

geniigt und betrachtet Mengen zweiter Ordnung, d.h. Systeme von Mengen, die durch ei-
ne gerichtete Menge indiziert sind, also verallgemeinerte Folgen — nicht nur mit Werten
in R.

1937 schreibt G. Birkhoff in ,,Moore-Smith convergence in general topology*
[Bir37]: ,It is primarily condition (D3) which was due to Moore and Smith, and which
distinguishes directed sets from other partially ordered sets.“ (D3) scheint zwar als
»composition property“ in E.H. Moore — H.L. Smith [MS22] auf, aber eben erst 1922
und nur fiir R?. Bemerkenswert ist ubrigens, dass Birkhoff die Vietorissche Arbeit be-
ziiglich der Trennungsaxiome, auf die wir noch eingehen, zitiert, sie aber nicht zu Ende
gelesen zu haben scheint!

Vietoris erfand aber auch noch gleich ein zu den Netzen, wie J. Kelley die verall-
gemeinerten Folgen kurz nennt, dquivalentes Konzept, die Filterbasis:

Er abstrahiert den fiir zwei Umgebungen eines Punktes einsichtigen Tatbestand,
dass der Durschnitt der beiden wiederum eine Umgebung bildet, zum fundamentalen
Begriff des Kranzes (heute Filterbasis oder auch Raster genannt):

Definition. Eine Menge zweiter Ordnung (= System von Mengen) heiBt Kranz, falls
der Durchschnitt je zweier Elemente (= Mengen) wiederum ein Element # () dieser
Menge zweiter Ordnung enthilt.

Eine Filterbasis F auf einem topologischen Raum X konvergiert gegen x € X, falls
jede Umgebung von x eine Menge aus F enthilt.

Vietoris formuliert auch gleich die Aquivalenz der beiden ,verallgemeinerten Kon-
vergenzbegriffe®: Beziiglich der Inklusion bildet ein Kranz ein gerichtetes System von

Mengen und umgekehrt bilden die Reste R@ Vo={xeMb< xVYheBV£L{ pinerge.

' b —
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Zusammenstellung dieses Werks hat H. Cartan den Filterbegriff entdeckt, der endgiiltig
die Abzihlbarkeit aus der Topologie eliminiert, indem er den Folgenbegriff ersetzt und
bedeutende Vereinfachungen der Theorie der uniformen und kompakten Rdume er-
moglicht.

widmet, bemerkt darin — ohne allerdings zu erwidhnen, dass sich auch gerichtete Men-
gen und Netze bereits bei Vietoris finden:

,,Die Geschichte des Filters trigt offenbar dhnliche Ziige wie die anderer mensch-
licher Erfindungen. Da ist der Vorlaufer, dessen Entdeckung unbeachtet bleibt, bis
plotzlich, zu herangereifter Zeit, gewissermaBen die Luft mit dieser Idee tréchtig, die
Entdeckung gleich von mehreren Geistern, unabhéngig voneinander und in Unkenntnis
des Vorliufers, wiederholt wird. Uberzeugender koénnte wohl ein Beweis fiir die innere
Notwendigkeit des Neuen nicht gefunden werden.

N. Bourbaki, der den Filtern eine zentrale Rolle beim Aufbau seiner allgemeinen
Topologie zuweist, erwihnt iibrigens auch in der Auflage aus dem Jahre 1989 Vietoris
nicht, ebensowenig wie dies J.P. Pier [Pie80] 1980 in seinem historischen Uberblick ge-
tan hat. Fine Erklirung mag vielleicht sein, dass im — sonst ausgezeichneten — Enzyklo-
pidie-Artikel [17], den Tietze und Vietoris 1930 verfassten, die Begriffe Kranz und orien-
tierte Menge (aus Bescheidenheit?) nicht vorkommen.

L. Vietoris sah sofort, dass man seine verallgemeinerten Folgen bendtigte, um die
Kraft der Bolzano-Weierstrass-Charakterisierung in topologische Rdume hiniiber ret-
ten zu konnen.

Er definiert Teilmengen K eines Hausdorff-Raums X als lickenlos, falls jede verall-
gemeinerte Folge einen Haufungspunkt in K hat. Dabei versteht man unter einem Héu-
fungspunkt eines Netzes einen Punkt, fiir den jede Umgebung zumindest ein Element
des Netzes enthilt.

Er gibt auch gleich die Charakterisierung durch Filterbasen und weitere dquivalente
Formulierungen, nicht jedoch die Charakterisierung durch die Heine-Borelsche Uber-
deckungseigenschaft, die unter der Bezeichnung bikompakt ab 1923 von Alexandrov
und Urysohn verwendet wurde. Es sei nur eines der Theoreme erwihnt, die Vietoris fir
kompakte Raume beweist:

2.1 Theorem. Zwei abgeschlossene disjunkte Teilmengen A und B besitzen um-
schliefende Umgebungen mit leerem Durchschnitt. (In moderner Terminologie: Ein kom-
pakter Raum ist normal.)

Bemerkenswert ist, dass diese Trennungseigenschaft, die spéter von H. Tietze einge-
fithrt wurde, hier erstmalig erwahnt wird.

Vietoris startet seine Dissertation mit den Umgebungsaxiomen (unter Einschluss
der Hausdorffschen Separationseigenschaft) und fiigt hinzu:

(E) Eine Umgebung U, eines Punktes x enthalt stets eine Umgebung W, von x, so-
dass jeder Punkt des Komplements von U, samt einer seiner Umgebungen im Komple-
ment von W, liegt;

und erldutert dazu in einer FuBnote: Axiom (E) kommt bei Hausdorff> nicht vor,
dafiir aber zwei Abzdhlbarkeitsaxiome.
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Die heutige etwas abweichende Formulierung dieser Trennungseigenschaft der Re-
gularitit findet sich 1923 bei Tietze, der Name geht auf Alexandrov zurtick.

2.2 Regularitit Ein Hausdorff-Raum X heilt regulir, falls jede abgeschlossene
Menge A C X und jeder Punkt x € X\ 4 disjunkte Umgebungen besitzen.

AbschlieBend gehen wir noch auf die Habilitationsschrift [3] von Vietoris ein, den
Hyperraum — eine Idee , die in der Hitliste der Folgearbeiten wohl den zweiten Rang ein-
nimmt:

Es geht um die Frage, wie man das System aller abgeschlossenen nichtleeren Teil-
mengen CL(S) eines topologischen Raums (S,T) wiederum mit einer rdumlichen
Struktur (also einer Topologie) versehen kann — ein in vielen Zweigen der Mathematik
wichtiger Prozess!

Satz. Fiir jede endliche Kollektion Uy, . .., U, € T bilden die Mengen

(Ur,...,Up) :={A € CL(S); A C | J Ui und ANU; # 0 fiir jedesi=1,...,n}
i=1
die Basis einer Topologie auf CL(S).
Im Falle eines kompakten zusammenhadngenden metrischen Raumes X stimmt diese

Vietoris-Topologie auf CL(X) mit der von der sog. Hausdorff-Metrik induzierten Topo-
logie iiberein.

3 Algebraische Topologie

In der algebraischen Topologie geht es darum, Strategien zu entwickeln, um mit al-
gebraischen Hilfsmitteln zu entscheiden, ob zwei topologische Rdume homéomorph
sind. Die Anwendungen reichen von der einfach klingenden Frage, ob auch in hoheren
Dimensionen ein Produkt wie bei den komplexen Zahlen existiert, bis zur Knotentheo-
rie und deren Verwendung in der Elementarteilchenphysik und Biochemie. Dabei wer-
den den Raumen algebraische Invarianten zugeordnet, die nur von der Homéomorphie-
klasse abhédngen. Falls diese bei zwei Raumen nicht tibereinstimmen, weill man somit,
dass die Rdume nicht homéomorph sein kénnen.

Seit Poincaré versuchen die Topologen, geeignete Invarianten zu finden — zuné4chst
fiir Simplizialkomplexe. dann allsemeiner fiir metrische Riume. wie uns Vietoris gezeigt

hat [10]. Von metrischen Rdumen kann man dann mittels Uberdeckungen auf beliebige
topologische Raume verallgemeinern.

Zunichst also zum sog. Vietoris-Komplex: Sei X ein metrischer Raum. Ein (geord-
netes) n-dimensionales e-Simplex ¢” von X ist ein (n+ 1)-Tupel von Punkten
ep,e1,...,e,in X, sodass der Abstand von je zweien kleiner als € ist. Sei G eine abelsche
Gruppe. Eine formale Linearkombination ) g0} von e-Simplizes mit Koeffizienten
g € G nennt man eine e-Kette in X. Der Rand eines e-Simplexes o = [ey, . . ., e,] ist de-
finiert durch

ot = Z(—l)i[eo, ey @iy )
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Dies ist wiederum eine e-Kette. Durch lineare Fortsetzung ergibt sich der Rand einer be-

lichigen r-Keffe-Kntteg @it Band null nennt ;map.gZukely Fine ot ot baidt

n-homolog null in X, geschrieben x" ~, 0, falls x = dy"*! fiir eine n-Kette y"*! in X.
Eine Folge z" = (z],...,2{,...) von ¢-Zykeln z} in X nennt nun Vietoris fundamental,
falls e, — 0 (flir kK — 00) und fir alle € >0 ein N(e) existiert, sodass fiir alle
I,m>N(e), z} ~czh, dh.zf — 2" ~. 0 in X. Die Fundamentalfolgen bilden eine
Gruppe Z,(X, G). Eine Fundamentalfolge z” heiBt genau dann nullhomolog, wenn fiir
alle e > 0 ein NV existiert, sodass z} ~ 0 fiir alle k > N. Die Faktorgruppe (vgl. dazu
auch Hirzebruch [Hir99] und MacLane [ML86])

H,(X,G) = Z,(X,G)/{Nullfolgen}

ist nun das zentrale Objekt fiir die weiteren Untersuchungen von Vietoris — die n-te Ho-
mologiegruppe.*

Zunichst dazu aber eine Episode am Rande: Bis zum 2. Weltkrieg gehdrten der Vieto-
ris-Komplex und V(ietoris)-Zykeln zum Standardwissen aller Topologen (vgl. [Lef42]).
Vor 20 Jahren wurde er allerdings von E. Rips bei der Untersuchung hyperbolischer
metrischer Gruppen wiedererfunden, M. Gromov verwendet ihn bei seinen fundamen-
talen Arbeiten tiber diese Gruppen und erst J-Cl. Hausmann hat 1995 gesehen, dass die-
ses Konzept auf Vietoris zuriickgeht und nennt ihn nun Vietoris-Rips-Komplex.

Ein wesentliches Hilfsmittel zur Bestimmung der Homologiegruppen eines Raumes
ist nun ein Verfahren, das es erlaubt, auf einfachere Teilstiicke zuriickzugreifen. Dies
liefert die Mayer-Vietoris-Sequenz, das wohl am weitesten bekannte Resultat, das mit
dem Namen Vietoris verkniipft ist.

3.1 Mayer-Vietoris-Sequenz. Seien K;,K, Unterkomplexe eines simplizialen Kom-
plexes K. Dann ist die folgende Sequenz von Homologiegruppen

= Hq(Kl N Kz) — Hq(K1) D Hq(Kg) — Hq(Kl UKZ) — Hq,I(Kl ﬂKz) — ...
exakt, d.h. an jeder Stelle gilt Bild = Kern.

W. Mayer schreibt in [May29]: ,,In die Topologie wurde ich durch meinen Kollegen
Vietoris eingefiihrt, dessen Vorlesung 1926/27 ich an der hiesigen Universitit besuchte.
In den vielen Gesprachen iiber dieses Gebiet hat mir Herr Vietoris eine Fiille Anregun-
gen gegeben, fiir die ich ihm meinen besten Dank ausdriicke.*

L. Vietoris meint dazu in [15]: ,,W. Mayer, dem ich das Problem samt vermutungs-
weisen Angaben iber Weg und Antwort mitgeteilt habe, hat das Problem in diesen Mo-
natsheften, soweit es sich auf die Bettischen Zahlen bezieht, auf zum Teil anderem Weg
gelost. Im folgenden will ich den von mir damals ins Auge gefassten Gedankengang wie-
der aufgreifen und zur allgemeinen Lésung verwenden.*

Vietoris rechnet also mit den Homologiegruppen und nicht nur mit den Bettizahlen,
d.h. deren Rangzahlen.

Im Mai 1946 fiihrte J. Leray die heute zentralen Begriffe Garbe, Garbenkohomologie
und Spektralsequenz ein. Seine Motivation war folgende Situation (vgl. Dieudonné
[Die89)):

on TR 1NA Dand MINNN Tafe D
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Seien X, Y topologische Rédume und sei /: X' — Y eine stetige Abbildung. Haupt-
problem ist (nach Leray), die Homologie von X und die Homologie von Y miteinander
in Beziehung zu bringen — allenfalls unter einschrinkenden Bedingungen fiir f.

Leray erwdhnt aber nicht, dass Leopold Vietoris 20 Jahre zuvor mit der Definition
der Homologiegruppen fiir den Fall kompakter metrischer Rdume auch gleich ein sol-
ches Ergebnis mitgeliefert hat (siehe [10]):

Uber den hioheren Zusammenhang kompakter Riume — und eine Klasse von zusam-
menhangstreuen Abbildungen.

Jetzt also zum zweiten Teil der Vietorisschen Arbeit, dem Abbildungstheorem (in
der Formulierung von Stephen Smale, der es ndmlich 1957 verallgemeinert hat):

3.2 Vietoris-Beglesches Abbildungstheorem. Es seien X, Y kompakte metrische Riiu-
me, [ : X — Y surjektiv und stetig. Fiiralle0 <r <n—1undalley € Y seien die (redu-
zierten) H,(f~'(y)) = 0 (bei Vietoris ist G := Z,/2Z und wird nun in der Bezeichnung der
Homologiegruppen unterdriickt). Dann ist der induzierte Homomorphismus

fe: H(X) — HA(Y)
ein Isomorphismus fiir r < n — 1 und ein Epimorphismus fiir r = n.

Die Fasern sind also als azyklisch (,,l6cherfrei) vorausgesetzt. (Anders ausgedriickt,
sie besitzen dieselbe Homologie wie ein einzelner Punkt.)

Um sich etwas mehr darunter vorstellen zu kénnen, betrachten wir die Situation in
topologischen Vektorrdumen: Fiir eine nichtleere Teilmenge A gilt hier:

konvex = sternférmig = zusammenziehbar = azyklisch = zshgd.

Begle erweitert 1950 den Satz auf kompakte Hausdorff-Rédume. Fiir die daran an-
kniipfenden historischen Entwicklungen, insbesondere die Anwendung des Theorems
zur Gewinnung von Fixpunktsitzen fiir Korrespondenzen kompakter metrischer R4u-
me siehe [Rei01].

Seit kurzem verstehe ich librigens, warum Jean Leray die Vietorisschen Ergebnisse
1946 nicht gewiirdigt zu haben schien: Er verbrachte den 2. Weltkrieg als gefangener
franzosischer Offizier in einem Lager im Waldviertel als Rektor der Gefangenen-Uni-
versitt Edelbach-Allentsteig. Er verschwieg dabei aber seine Kenntnisse aus der Hydro-
dynamik, um nicht bei kriegsrelevanten Projekten mitarbeiten zu miissen und gab sich
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(2) u(x+ &) = u(x) + u(f)
(3) p(x + &) = p(x) + p(€) (mod 27Z).

erfiillen. Er findet dabei unter Verwendung einer Hamel-Basis eine neue Losung von
(3), die einfacher als eine frithere von van der Corput ist.

1957 liefert Vietoris mit Hilfe der Cauchyschen Funktionalgleichung (3) einen nach
Acz] bemerkenswerten Beweis des Grenzwertes lim,_o(sin x)/x = 1.

Zuvor hatte er sich in einer Reihe von Untersuchungen mit mechanischen Hilfsmit-
teln zur Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen befasst. Am Beginn steht ei-
ne Modifikation der Picardschen sukzessiven Iteration.

5 ,Schnellschiisse”

Anfang der Achzigerjahre beschéftigte sich Vietoris rege mit Problemen aus der Sta-
tistik und stieB dabei auf einige bemerkenswerte Gleichungen und Ungleichungen. Er
bewies zunichst flirm,n,k € Nmit0 <k <m—1

(m+n)= Tl — k_llZ()(k+l (m+n—k—-1-10)

als Verallgemeinerung der Funktionalgleichung fiir die Faktorielle. Formuliert man
dies allerdings etwas um, dann 1aBt sich mit

P (TN ().

obige Identitdt schreiben als

i=0

— wie A.J. Zajta in seiner Besprechung [MR 85m:05009] bemerkt und gleich hinzufiigt,
dass die P; nach einer Aufgabe in Fellers Klassiker als Wahrscheinlichkeiten gewisser
Ereignisse auftreten und damit zur Summe eins ergeben!

Kurz zuvor — ab seinem 88. Lebensjahr — hatte Vietoris mit Untersuchungen zum
,,Vergleich unbekannter Mittelwerte auf Grund von Versuchsreihen® begonnen und ge-
langte dabei zu zwei Ungleichungen, die ihn tber fiinf Jahre faszinierten und in sieben
Arbeiten ihren Niederschlag fanden: Sie lauten in einer 4quivalenten Fassung (nach G.
Lochs):

ek 1 Ooxkl k—lki 1 . k k,- ekl OOXk
—_— “le ¥dx = — <= — = — >d
(k—l)!/k =3 <3 <L k!/,( ¢

Nun, W. Uhlmann, dem Vietoris seine Arbeiten zukommen lieB, konnte 1983 diese
Ungleichungskette aus eigenen Abschitzungen folgern, die er 1966 im Zusammenhang
zur statistischen Qualitdtskontrolle veroffentlicht hatte, andrerseits ergeben sie sich aus
Ramanujans Question 294:
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k k<1 k K1

1
1+ﬁ+...+H§<§e"<1+ﬁ+...+755 ,

die G. Szegd und G.N. Watson 1928 unabhéngig voneinander bewiesen haben.

6 Positive trigopnometrische Summen

Uberaus bedeutende Ungleichungen bewies Vietoris in drei Arbeiten Uber das Vor-
zeichen gewisser trigonometrischer Summen [49],[50],[72], wobei er die letzte dieser Ab-
handlungen im jugendlichen Alter von 103 Jahren verfasste!

6.1 Theorem Seienay,a,...,a,undtreelle Zahlen. Falls (1)ay > a; > ... > a, >0
und (2) ay < % ay—y (1 <k <%),danngilt
n n
(3) Zaksinkt>0, Zakcoskt>0 0<t<m)
k=1 k=0

Setzt man ag = 1, ax :% (k=1,...,n), so wird aus (3) die Fejér-Jackson-Unglei-
chung > _, %sin kt >0 (0 < t < ) bzw. die W.H. Young-Ungleichung
1+ Y5 tcoskt >0 (0<<m). )

R. Askey beschreibt in [Ask98] seine Uberraschung, als er (3) zum ersten Mal sah
und dabei gewahr wurde, dass die Fejérsche Ungleichung nicht scharf ist.

7 Schlusswort

Seine fundamentalen Beitrdge sowohl zur allgemeinen als auch zur algebraischen Topo-
logie, aber auch zu anderen Zweigen mathematischen Wissens haben Leopold Vietoris
in der Welt der Wissenschaften unsterblich gemacht — dies wird auch seine menschliche
GroBe bewirken: Er war liberaus bescheiden, dankbar, dass es ihm so gut ging, und dies
wiinschte und vergoénnte er auch immer den Mitmenschen. Seine Freizeit galt seiner
grossen Familie, religioser Meditation, der Musik und seinen Bergen. Fiir Verwaltungs-
arbeit hatte Vietoris weniger iibrig, wie er 1947 in einem Brief an L.E.J. Brouwer betont:
,»Als Dekan bin ich mit administrativen Aufgaben derart iiberhiuft, dass ich meine Vor-
lesungen oft mangelhaft vorbereitet halten muss und erst recht zu keiner wissenschaftli-
chen Arbeit komme. Das Amtsjahr ist gliicklicherweise bald voriiber und dann hoffe
ich wieder Wisenschaftler und nicht Kanzleimensch sein zu kénnen.
Ein langes Leben hat sich erfiillt. Neben die Trauer tritt unsere Dankbarkeit.

Ich danke Herrn O. Loos, dem Nach-Nachfolger von Vietoris, fiir seine wertvollen An-
regungen bei der Formulierung dieses Nachrufs.
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Anmerkungen

—

Vgl. [Rei97], [Rei02].

2 Friithere Arbeiten von E.H. Moore enthalten bereits den Hinweis auf eine ,,general convergence
theory*, aber nicht (D3)!

3 Hausdorffs ,,Klassiker* bekam Vietoris iibrigens erst bei einem Heimaturlaub 1918 zu Gesicht!

4 Vietoris bemerkt {ibrigens: Diese Untersuchungen gehen von einer miindlichen Bemerkung
Brouwers aus.

5 Mein Dank gilt Herrn Siegmund Schultze fiir einen regen E-Mail-Austausch {iber den genauen

Standort dieser ,,Universitdt®.
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Handbook is to provide professional mathe-
maticans working in a different area with
sufficient information on the topic in questi-
on if and when it is needed. Each chapter
combines some of the features of both a
graduatelevel textbook and a research-level
survey. Not all of the ingredients mentioned
below will be appropriate in each case, but
authors have been asked to include the follo-
wing:

— Introduction (including motivation and
historical remarks)

— Outline of the chapter

— Basic concepts, definitions, and results
(proofs or ideas/sketches of the proofs are
given when space permits)

— Comments on the relevance of the results,
relations to other results, and applicati-
ons

— Review of the relevant literature; possible
supplemented with the opinion of the aut-
hor on recent developments and future di-
rections

— Extensive bibliography (several hundred
items will not be exceptional).*

Ein Subject Index von 41 Seiten soll das Auf-
finden einzelner Begriffe erleichtern.

Nicht alle Beitrdge in diesem 2. Band wer-
den den oben genannten Zielen gerecht. Ei-
nige erfordern auch zu einer peripheren Ori-
entierung das Heranziehen von Originallite-
ratur. Auch der Index ist zuweilen wenig hilf-
reich, wenn man, um eine Definition nach-
zuschlagen, Seiten findet, auf denen der frag-
liche Begriff vorkommt, aber nirgendwo de-
finiert wird. Im Ubrigen gilt das in der Be-
sprechung des 1. Bandes Gesagte (loc. cit.)
auch fiir diesen 2. Band. Weitere Biande miis-
sen folgen, um dieses Werk — wenn iiber-
haupt moglich — abzurunden. In Zukunft
soll jedes Jahr ein Band erscheinen.

Miinster H.-J. Nastold

B.Bolzano
Functionenlehre B.Bolzano
Functionenlehre
Hrsg. Bob van Root-
selaar

Bernard-Bolzano-
Gesamtausgabe I1A
10/1

Stuttgart-Bad Cannstatt: Friedrich From-
mann Verlag, Giinter Holzboog 2000,
197S.,EUR 233 -

Als Bernard Bolzano (1781-1848) in den
1830er Jahren seinen begrifflichen Aufbau
der Analysis entwickelte, hatte dieses Vor-
haben nur ein Vorbild: die Lehrbiicher von
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) der
Jahre 1821, 1823 und 1829. Die iibrige Lite-
ratur zum Thema war iiberschaubar: einein-
halb Dutzend Monographien und drei Wér-
terbiicher.

Wie wir heute wissen, ist die Entwicklung
eines begrifflich strengen Aufbaus der Ana-
lysis ein schwieriges Unterfangen. Daher
werden wir bereit sein, Bolzano als einem
Pionier auf diesem Feld gelegentliche Denk-
fehler nachzusehen und eher seine iiberzeu-
genden Gedankfithrungen wiirdigen.

Die Functionenlehre enthilt etliche solche
iiberzeugenden Entwiirfe, insbesondere im
Abschnitt 1 ,,Stetige und unstetige Functio-
nen“: zunéchst Begriffe wie einseitige Stetig-
keit, der Unterschied von Stetigkeit und
gleichmiBiger Stetigkeit (ohne diesen Na-
men), stetige Fortsetzbarkeit, Sprung, Mo-
notonie (ohne diesen Namen), dann Zusam-
menhdnge zwischen diesen Begriffen wie den
Schranken-, den Extremal- und den Zwi-
schenwertsatz fiir abgeschlossene Werte-
bereiche oder die Verschiedenheit von Stetig-
keit und Zwischenwerteigenschaft. Dieser
Abschnitt 1 mit seinen 82 Paragrafen auf 104
Manuskript- bzw. jetzt 56 Druckseiten ist si-
cher das Glanzstiick von Bolzanos Functio-
nenlehre. Thr Abschnitt 2 ,,Abgeleitete Func-

22

JB 104. Band (2002), Heft 2



Ubersichtsartikel

Historischer Artikel

Buchbesprechungen ]

tionen“ mit seinen 99 Paragrafen auf 139
Manuskript- bzw. jetzt 74 Druckseiten ist
weniger begriffsscharf. Freilich ist die The-
matik — Differenzial- und Integralrechnung
einer und mehrerer Verdnderlicher sowie
Taylorreihen — fiir diesen Raum auch zu um-
fangreich, und die technische Versiertheit
des Autors ist hier nicht hinreichend.

Als die Functionenlehre 1930 erstmals ge-
druckt wurde — als Band 1 von ,,Bernard
Bolzano’s Schriften durch die Koniglich
béhmische Gesellschaft der Wissenschaften
(1948 aufgelost) —, erregte das Beispiel einer
iiberall stetigen, nirgends differenzierbaren
Funktion (s. [1]) besondere Aufmerksam-
keit; immerhin ist es vier Jahrzehnte ilter als
sein von WeierstraBl (1815-1897) gegebenes
Pendant. Heute goutieren wir eher Bolzanos
akribische Gedankenfithrung, beispielsweise
wenn er den Extremalsatz oder den Zwi-
schenwertsatz an der jeweils entscheidenden
Stelle (Existenz einer gewissen Zahl) unter
Riickgriff auf seine Begriffskonstruktionen
in der Zahlenlehre beweist.

Bolzano kennt Cauchys Lehrbiicher der
Analysis, und offenbar arbeitet er sich in
manchen Punkten an ihnen ab. (Dabei ent-
geht ihm, dass es bei ihren Grundbegriffen
eine mathematisch folgenreiche Differenzie-
rung gibt.) Natiirlich sind Cauchys Lehr-
buchdarlegungen weitaus eleganter, in sich
stimmiger (auch fehlerfreier, als es eine gern
kolportierte Meinung besagt, s. [3]) und ma-
thematisch tiefer liegend. Bolzanos Denken
hingegen ist mutiger, freier, fortschrittlicher
als Cauchys. Das hat Bolzano zur Konstruk-
tion der bereits erwdhnten Monsterfunktion
gefiihrt (die in Cauchys Fassung der Ana-
lysis keine Funktion ist), und das spricht sich
auch direkt in der Art der Formulierungen
aus. Cauchy schreibt passivisch, seine Sub-
jekte sind ,,man‘ und ,,wir; ,,ich“ formuliert
allenfalls einen Lehrsatz, der dann bewiesen
wird. Bei Bolzano hingegen ist vom denken-
den Subjekt die Rede: von dem, was es weil3
(,,Selbst wenn wir wissen ...“, §72), was es
vermag (,,Was hindert uns z. B. festzusetzen,
dass ...“, aa0.) und wie es -einsicht
(5. . .leuchtet von selbst ein“, §45), ganz zu

schweigen von der expliziten kritischen Aus-
einandersetzung mit den Fachautoren (etwa
in §39). Cauchy formuliert als Verkiinder
bestehender Wahrheit, Bolzano als freier
Konstrukteur der Wahrheit, verpflichtet al-
lein der Kraft seines Verstandes.

Dieser Verstand ist sehr griindlich und
wird ganz zwanglos zu Unterscheidungen
gefiihrt, die sich in spiteren Entwiirfen als
wichtige Begriffe erweisen, beispielsweise die
Unterscheidung zwischen gewdhnlicher und
gleichméBiger Stetigkeit (S. 43):

§.[49.] Lehrs[atz]. BloB daraus, daB eine

16 v Function Fx fiir alle inner-| halb a und
b gelegenen Werthe ihrer Verdnderli-
chen x stetig | sey, folgt nicht, daB es
fiir alle innerhalb dieser {Grenz[en]}
gelegenen| Werthe von x eine und eben
dieselbe Zahl e geben miisse, klein | ge-
nug, um behaupten zu koénnen, daB
man Ax nach seinem ab-|soluten Wert-
he nie < e zu machen brauche, damit
der Unter-|schied F(x + Ax) — Fx < %
ausfalle.

Bolzano verweigert sich weitgehend der Ent-
wicklung einer Fachsprache. Die Functio-
nenlehre zeigt, wie bald dann die Argumenta-
tionen uniibersichtlich werden, und so
schleichen sich immer 6fter Fehler in Bolza-
nos Beweisfiithrungen ein, je tiefer seine Ge-
dankenginge dringen. Nicht Lehrsitze sind
Bolzanos Stirke, sondern Unterscheidun-
gen, Konstruktionen und Begriffsbildungen.

Bernard Bolzano war ein eigenstidndiger,
damit unbequemer Denker. So wurde er
1819/20 aus der Prager Universitit entfernt.
In der Folge ermdglichten es ihm Freunde,
sein zuriickgezogenes Leben ganz seinen phi-
losophischen, logischen und mathemati-
schen Interessen zu widmen. Neben seiner
Religionswissenschaft konzipierte der ka-
tholische Priester Bernard Bolzano vor allem
zwei groBe Denkgebdude: die vierbindige
Wissenschaftslehre, trotz herrschaftlichen
Publikationsverbots 1837 im Ausland ge-
druckt, und die vierteilige Grofenlehre, deren
erste drei Teile erst im 20. Jahrhundert publi-
ziert wurden: Einleitung und Erste Begriffe
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der allgemeinen Grofienlehre; Reine Zahlen-
lehre; Functionenlehre; die Publikation der
Reinen Zeit- und der Raumlehre steht noch
aus.

Die 1969 begonnene Bernard-Bolzano-
Gesamtausgabe (BGA) prisentiert Bolzano
als einen hermetischen Sonderling. Die seit
Descartes’ Géometrie von 1637 hervor-
ragend bewahrte Druckpraxis, zum Zwecke
besserer Ubersicht algebraische Formeln
kursiv vom Text abzusetzen, wird ignoriert,
und die Lesbarkeit des FlieBtextes wird riick-
sichtslos seminarphilologischen Editions-
prinzipien (s. BGA E 2/1, S. 13ff) geopfert,
die bei der Functionenlehre jetzt zu einem
neuen Exzess gesteigert werden (s. Functio-
nenlehre, S. 7). An einem Denker, der sich in
dieser beharrlichen Weise der aufklarenden
Kraft der (Gemein-)Sprache anvertraut, ist
dies ein schlimmer Frevel — als ob die durch
polizeistaatliche Repression bewirkte Iso-
lation des Bernard Bolzano durch eine philo-
logisch-kriminalistische Verschleierung sei-
ner Manuskripte weitergefiithrt werden soll-
te.

Die Erstausgabe der Functionenlehre von
1930 durch Karel Rychlik zeigt, dass das
nicht notwendig ist. Sie kann dem heutigen
mathematischen und mathematikhistori-
schem Interesse praktisch geniligen. Die sehr
wenigen Lesefehler dort erschlieBen sich von
selbst, und im Gegensatz zur neuen vermerkt
die frithere Ausgabe (auf S.22f. ihrer An-
merkungen), welche zeitgenossische Litera-
tur sich in Bolzanos Handbibliothek oder in
der Prager Universitdtsbibliothek befand.
SchlieBlich fehlt der neueren wie der frithe-
ren Ausgabe ein Sachregister, im Zeitalter
der Textverarbeitungsprogramme und ange-
sichts des gewaltigen Preises eine arge Nach-
lassigkeit.

Das einzig Neue dieser Neuausgabe ist die
zusétzliche Publikation des Manuskriptes
,,Verbesserungen® auf S.169-190. Dabei
handelt es sich ganz offenkundig um von
Bolzano nicht zur Publikation bestimmte
Kommentare. Sie sind entsprechend unvoll-
kommen. Lange Passagen sind (mathema-
tisch zu Recht) im Manuskript durchstri-

chen. Dass dieses Manuskript ein neues
Licht auf die Functionenlehre wiirfe, ist mir
bei der Erstlektiire entgangen. Die wissen-
schaftliche wie moralische Fragwirdigkeit
der Publikation solcher Manuskripte — eher:
diese Art der Leichenfledderei — habe ich be-
reits herausgestellt (s. [2], S. 89-91), aber das
Verlegergeschift ist gegen derartige Beden-
ken immun.

Der populdre Prediger Bernard Bolzano
hat eine leicht zugidngliche, zumindest aber
eine lesbare Drucklegung seiner dazu kon-
zipierten grandiosen mathematischen Ent-
wiirfe zu einem moderaten Ladenpreis ver-
dient, nicht eine solche wissenschaftlich ver-
bramte Verhunzung, zum Verdienst eines
Verlegers durch einen sich jeder kritischen
Diskussion entzichenden Herausgeberclub.

Literatur

[11 V. Jarnik: On Bolzano’s function (in: ders.:
Bolzano and the Foundations of mathema-
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[3] ders.: Die Vernunft im Cauchy-Mythos,
1991 eingereichte, 1992 und 1996 vom
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kommt im Index nicht vor. Auch die Wérter
»offen® oder ,,Gebiet* kommen iibrigens im
Index nicht vor, denn es wire dafiir auf keine
Definition im Text zu verweisen. Da aller-
dings werden analvtische _Fupktionen

by
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wie der Konvergenzsatz von Weierstrall in
dem Buch nicht erwihnt, nicht einmal der
Name WeierstraBl, und Unterscheidungen
wie die zwischen punktweiser, lokaler, lokal
gleichméBiger und infinitesimaler Konver-
genz gehdren offenbar zu den formalisti-
schen Modeerscheinungen, denen die grolen
Mathematiker selten Beachtung geschenkt
haben (vergl. Seite VIII).

o, e

den vier-dimensionalen Raum Q der Dreh-
streckungen (mit Zentrum 0) des dreidimen-
sionalen Raumes entdeckt. Die Elemente
von Q heilen Quaternionen, ...“ Ja, das sind

so Entdeckungen des Autors. Allerdings
dachte ich bisher, dass zwischen Q = RrR*
und dem Raum der Drehstreckungen
IR . - SO(3) ein kleiner geometrischer — um
nicht zu sagen: anschauhcher Unterschied
hariligge— = IR

,Drehstreckung”. Doch so viel er herum-
redet: Nicht einmal dass die Multiplikation
mit einer komplexen Zahl einer Drehstre-
ckung der komplexen Ebene entspricht ist
wirklich bewiesen: Das Gerede endet mit ei-
nem Beispiel an Stelle eines filligen Argu-
ments. Die Behandlung der Eulerschen For-
mel ist nur dadurch amiisant, dass der Autor
mit Gewalt die Ableitung des Tangens hi-
neinzieht, denn dass man sich die durch eine
Betrachtung an einer Figur leicht und plausi-
bel verschaffen kann, war offenbar fiir ihn ei-
ne Art Erweckungserlebnis.

Wir kénnen nun nicht weiter von Zeile zu
Zeile vorangehen, ein zu mithsames Unter-
fangen fiir ein Buch, das erst auf Seite 243
bei den Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen ankommt (Zum Verglelch Das

mit dem Spin zusammen. Auf Seite 86 glaubt
der Autor zu erkldren, wie man Potenzreihen
dividiert. Natiirlich misslingt das, denn es
gibt da ja eine Bedingung, die der Autor
nicht erwédhnt. Von Laurent-Entwicklung ist
erst ab Seite 504 die Rede und auf Seite 515
heit es: ,,Eine isolierte Singularitit einer
analytischen Funktion ist entweder ein Pol
oder eine wesentliche Singularitit.“ Daher
ist es nicht verwunderlich, dass Riemanns
Hebbarkeitssatz nicht vorkommt. Wir wol-
len nicht sagen, dass der Autor hier einen
Fehler macht; soweit dringt er nicht vor. Nie
ist wirklich gesagt, was eigentlich eine Singu-
laritét ist, so viel auch davon die Rede ist.
GenieBen wir zum Beispiel den Stil folgender
Definition (Seite 515): ,,Sei « eine Singulari-
tat, und fir emen hmrelchend klemen Wert
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Flache M der Funktion f. Was aber der Au-
tor betrachtet und Verzweigungspunkte
nennt, sind die Bilder der Verzweigungs-
punkte von M in €. Nun kann sich durchaus
ein Gebiet in M biholomorph auf eine Kreis-

sich alle Gelehrten aller Zeiten vorstellt wie
einen Amerikanischen Prof, besorgt um die
Verlangerung seines NSF-Grant, versteht
nichts davon.

Das sei mein letztes und fiir das Ganze giil-

(L R i ae—

-

;_»

Verzweigungspunkten enthalt. Ein dhnlicher
Mangel an geometrischem Verstindnis steht
dem Autor auch an anderer Stelle im Weg.
Ab Seite 476 versucht er sich an dem all-
gemeinen Cauchyschen Integralsatz. Neuere
Diskussionen {iber dieses Thema sind an ihm
natiirlich spurlos voriibergegangen. Auf Sei-
te 483 heiBt es: ,,Kann eine geschlossner Weg
auf einen Punkt zusammengezogen werden,
ohne eine Singularitit zu kreuzen, dann ver-
schwindet das Integral entlang dieses We-
ges.“ Das mag, hinreichend korrigiert und
erganzt, wohl angehen, aber wenn es eine
Seite weiter heilt: ,Die Schrumpfung in
(8.24) ist moglich genau dann, wenn sich der
Weg um keine Singularitdt windet.“ — so
wird es falsch, Homologie ist nicht dasselbe
wie Homotopie. Spéter driickt er sich hierii-
ber in unerlaubter Weise mulmiger aus (Seite
499): ,,Doch die Singularititen von f kénnen
inmitten von L gestreut liegen, obwohl (als
Voraussetzung) keine im ,,Innern“ von L lie-
gen. Ist somit wirklich klar, dass diese Ver-
formung immer ohne das Kreuzen einer die-
ser Singularititen durchgefithrt werden
kann? Wir mochten Sie ermutigen, dieser
Idee nachzugehen ... — Offenbar hat er es
nicht klargekriegt. Hier ist an der Zeit daran
zu erinnern, dass die Zunft der Mathemati-
ker ihre Berufsehre hat.

Die Geschichte der Mathematik betrach-
tet der Autor (Seite XII) ,,als ein lebendiges
Hilfsmittel, sowohl zum Verstindnis fiir den
gegenwirtigen Stand der Mathematik als
auch zur Richtschnur in die Zukunft.“ Sol-

‘
y

Regensburg Th. Brocker
Rl A Juh
et puntions Cohomological
Theory of Dynamical
Zeta Functions

Progr. Math. 194
Basel u. a., Birkhauser, 2000, 720 S.

Die Selbergsche Spurformel ist ein Analogon
der Poissonschen Summationsformel und
verkniipft in ihrer ersten Fassung das Spek-
trum des Laplace-Beltrami-Operators einer
kompakten Riemannschen Flache vom Ge-
schlecht groBer 1 mit dem Langenspektrum
geschlossener Geoditen auf dieser Fldache.
Interpretiert man den geoditischen FluB,
d. h. die Parallelverschiebung von Tangenti-
alvektoren mit konstanter Geschwindigkeit
mit Hilfe der Metrik als Hamiltonsches Sys-
tem, so ergibt sich als Hamiltonfunktion auf
dem Tangentialbiindel gerade das Ge-
schwindigkeitsquadrat und damit das
Hauptsymbol des Laplace-Beltrami-Opera-
tors. Man kann daher die Selbergsche Spur-
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sche Chaotizitét in den (prinzipiell linearen)
Quantisierungen niederschldgt. Man hat
hierzu viele numerische Experimente ge-
macht, die verschiedene Vermutungen nahe-
legen, analytische Resultate gibt es jedoch
nur sehr wenige.

Dynamische Zetafunktionen sind grob ge-
sprochen erzeugende Funktionen fiir das
Langenspektrum geschlossener Bahnen (hier
Geoditen), so wie die Riemannsche Zeta-
funktion eine erzeugende Funktion fiir die
Primzahlen ist. Im Falle der Riemannschen
Flachen hat Selberg die Definition seiner Ze-
tafunktion sogar aus einer Analogie der
Spurformel mit den sogenannten ,,expliziten
Formeln® fiir die Riemannsche Zetafunk-
tion abgeleitet. Diese Analogie inspirierte
wiederholt namhafte Autoren nach einer dy-
namischen Interpretation der Riemannschen
Zetafunktion und einer zugehdrigen Spur-
formel zu suchen, die es dann ermdglichen
sollte, die Riemannvermutung zu beweisen.

Die Selbergsche Spurformel und die dazu-
gehorige Zetafunktion ist in verschiedener
Weise verallgemeinert worden. Selberg
selbst hat gewisse nicht-kompakte Riemann-
sche Fliachen betrachtet, Gangolli und ande-
re haben die Theorie auf hoherdimensionale
Analoga, die kompakten lokal-symmetri-
schen Riume negativer Krimmung (d. h.
insbesondere Rang 1), iibertragen. Diese
Raume haben im Gegensatz zu lokal-sym-
metrischen Rdumen hoheren Ranges eben-
falls ergodische geodétische Fliisse, sind also
aus Sicht der Physik die interessantesten Bei-
spiele. Neben einem Ausnahmefall sind dies
gerade die Raume, die lokal zu den hyper-
bolischen Rdumen iiber den reellen, komple-
xen oder quaternionalen Zahlen isomorph
sind. Dies ist der Rahmen, in dem Andreas
Juhl arbeitet. Allerdings beschrinkt er sich
in weiten Teilen des Buches auf den reellen
Fall.

Sei also Y :=S0(1,n)’/SO(n) =: G/K
der n-dimensionale reelle hyperbolische
Raum und I eine diskrete Untergruppe von
SO(1,n)°, fir die X :=T\Y kompakt ist.
Der geoditische FluB von X wirkt dann auf
dem Spharenbiindel SX von X, das mit

I'\G/M identifiziert werden kann, wobei M
der Zentralisator in K eines maximalen abel-
schen Unterraums a von p bzgl. einer Car-
tanzerlegung g =f+p der Lie-Algebra g
von G ist. Dieser Unterraum ist eindimensio-
nal und der geodatische FluB @, ist nichts an-
deres als die Rechtsmultiplikation mit den
Exponentialbildern von a. Wenn c eine ge-
schlossene Geodite der Lange |c| ist, dann
ist jeder Punkt p € SX mit FuBpunkt in ¢ pe-
riodisch von der Periode |c| bzgl. des geo-
datischen Flusses. Also ist p ein Fixpunkt
von @, und die Ableitung von @ in p ist
ein Endomorphismus P, € End(7,(SX)).
Diese sogenannte linearisierte Pomcare-
abbildung hat einen kontrahierenden Anteil
P, € End(T, (SX)), dessen N-te sym-
metrlsche Potenz mit SV P, € End(SN(T;
(SX))) bezeichnet wird. Dle Zahl det(id
-SN(P; e’ lcl) hiingt nicht von p ab. Da es
nur abzahlbar viele geschlossene Geodéiten
gibt, kann man jetzt die Selbergsche Zeta-
funktion Zg durch

(+) Zs(s) =[] I dettid —s™(P

¢ N>0

ap)e D

definieren, wobei Geoditen mit unterschied-
licher Orientierung als verschieden betrach-
tet werden, Mehrfachdurchlaufe aber nicht
zugelassen sind (,,Primgeodéten®). Die For-
mel (%) kann als eine Art Eulerprodukt fiir
die Selbergsche Zetafunktion betrachtet wer-
den. Die Langen der geschlossenen Geo-
dédten spielen dabei die Rolle der Primzahlen.
Zj ist das zentrale Studienobjekt des vorlie-
genden Buches. Analog zum Falle der Rie-
mannschen Zetafunktion sind die funktio-
nentheoretischen Eigenschaften von Zg von
zentraler Bedeutung fiir die asymptotischen
Eigenschaften des geodétischen Langen-
spektrums. Vor diesem Hintergrund ist das
Hauptergebnis des Buches zu sehen: Zg hat
eine meromorphe Fortsetzung, deren Null-
stellen und Pole mit Vielfachheiten durch ei-
ne explizite Formel angegeben werden koén-
nen. GemiB einer Vermutung von S.J. Pat-
terson sollte die Ordnung ord,Zs von Zg in
A als alternierende Summe der Dimensionen
der verallgemeinerten Eigenrdume zum Ei-
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genwert \ der Abbildungen id —®!e~* sein,
wobei ®; die von ®, auf der Garbenkohomo-
logie H*(P ~) induzierte Abbildung ist und
P ~ die Garbe der in Richtung der beziiglich
& stabilen Mannigfaltigkeiten konstanten
glatten Funktionen. In dieser Form ist die
Pattersonvermutung immer noch offen,
kann aber auf eine noch nicht bewiesene
Spurformel zuriickgefithrt werden. Juhls
zentraler Beitrag ist hier ein gruppentheo-
retisches Analogon dieser Spurformel, die er
,dynamische Lefschetzformel“ nennt und
die eine explizite Formel fiir ord)Zg erlaubt,
in der die Garbenkohomologie durch Koho-
mologien der in L?(I'\ G) auftauchenden Ha-
rish-Chandra-Moduln ersetzt wird.

Der Beweis der dynamischen Lefschetz-
formel ist das technische Herzstiick des Bu-
ches. Der entsprechende Abschnitt ist mit 74
Seiten der mit groBem Abstand lingste des
Buches. Der Beweis der gruppentheoreti-
schen Variante der Pattersonvermutung, der
auf U. Bunke und M. Olbrich zuriickgeht,
wird nur skizziert.

Die gruppentheoretische Formel fiir
ord,Zg ist insofern unbefriedigend als sie
keine wirklich dynamische Interpretation
zuldBt. Um diesen Mangel zu beheben, sucht
der Autor nach einer passenden Hodgetheo-
rie fiir den de Rham-Komplex der stabilen
Blitterung des geoditischen Flusses. Dies
stoBt auf enorme konzeptionelle Schwierig-
keiten und es wird auch keine endgiiltige Lo-
sung angeboten. Vielmehr werden diejenigen
Komplexe im Detail studiert, von denen
man annehmen sollte, daB sie in einer sol-
chen Losung eine wichtige Rolle spielen, und
eine Reihe von partiellen Ergebnissen sowie
einige Vermutungen vorgestellt.

Der Autor erdffnet das Buch mit einer
61-seitigen Einleitung, die eine unentbehr-
liche Orientierungshilfe in diesem 700-Sei-
ten-Werk ist. Das zweite Kapitel ist eine
knappe Zusammenstellung der gruppen-
und darstellungstheoretischen Resultate, die
im weiteren Verlauf benétigt werden. In Ka-
pitel 3 wird die dynamische Lefschetzformel
und die gruppentheoretische Formel fiir
ordyZs hergeleitet. Die Kapitel 4 bis 7 sind

der angestrebten Hodgetheorie fiir die stabi-
le Bldtterung gewidmet. Das Buch schlief3t
mit einem Ausblick und einer Zusammenfas-
sung der wichtigsten Formeln.

Das vorliegende Buch ist die erste Darstel-
lung des Themenkomplexes in Buchform.
Dennoch ist es weder eine Einfithrung noch
eine in sich geschlossenene Monographie.
Trotz der umfangreichen Einleitung wird der
Neuling auf dem Gebiet erhebliche Schwie-
rigkeiten haben, sich im Text selbst zurecht-
zufinden, da die ,,Praliminarien“ doch recht
hoch gehdngt sind. Neben Riemannscher
und symplektischer Geometrie sollte man
z. B. mit Lie-Theorie (Lie-Algebren, univer-
selle einhiillende Algebren, Exponential-
funktion, diverse Zerlegungen etc.) und Dar-
stellungstheorie (Harish-Chandra-Moduln,
K-Typen, Frobenius-Dualitdt, diskrete Rei-
he etc.) einigermafen vertraut sein, um auch
nur die Aussagen verstehen zu kénnen. An-
dererseits werden zum Teil auch zentrale
Séitze wie die spektrale Charakterisierung
der Pole und Nullstellen von Zg (Theorem
3.4) nicht bewiesen, wenn ein Beweis schon
anderswo publiziert ist.

Die Bedeutung des Buches liegt darin, da3
es wichtige, bisher nicht ausreichend zugiang-
liche, Originalbeitrdge des Autors allgemein
verfiigbar macht und Dank der Einleitung
und des Ausblicks eine Orientierung ermog-
licht. Es bleibt zu hoffen, daB die aufgefiihr-
ten offenen Probleme und Vermutungen von
den Lesern als Herausforderung angenom-
men werden.

Clausthal Joachim Hilgert
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K.-H.Neeb
Holomorphy

and Convexity

in Lie Theory
K-H. Neeb
Holomorphy and Con-
vexity in Lie Theory
De Gruyter Expositions

in Mathematics, 8

Berlin, New York, 2000, xxi+778 pp.,
EUR 158,00

The book by Karl-Hermann Neeb Holomor-
phy and Convexity in Lie Theory is devoted
to the interplay between complex geometry,
complex analysis, holomorphic representa-
tions of semigroups, and unitary highest
weight representations of Lie groups. The
book describes in a very clear and relatively
self-contained way the different aspects of
the theory. The topics include the algebraic
representation theory of involutive semi-
groups and its connection with positive defi-
nite kernels. Furthermore convex complex
geometry and plurisubharmonic functions
on invariant convex sets in the Lie algebra of
a Lie group, representations of abelian semi-
groups in finite dimensional vector spaces
and the role of the Laplace transform in that
theory. Finally the algebraic and analytic
theory of highest weight representations of
Lie groups and their Lie algebra is discussed.
This list, which only mentions few of the to-
pics in the book, shows the different aspects
of the theory, that K.-H. Neeb develops in
his book. It is one of the beautiful aspects of
the book, that each of those aspects is pre-
sented in an independent way — at least as far
as it is possible — and each of the parts is an
interesting reading for it self. There are not
many places in the literature, where we can
find such a complete description of the La-
place transform, invariant convex sets in Lie
algebras, plurisubharmonic functions, and
the connection with the representations of

Lie groups, and moment sets for C*-algebras
and group representations. And those are
only very few examples of the several topics
discussed in the book.

The main subject of the book, complex
geometry and its connection with holo-
morphic representations of semigroups and
highest weight representations started out as
a semisimple theory. Its history goes back to
the fundamental work of Harish-Chandra
on the holomorphic discrete series of semi-
simple Lie groups. Those are unitary repre-
sentations of the group G, which we for sim-
plicity will assume to have finite center, such
that the coefficient functions (7(g)u,v) are
square integrable, and have the special prop-
erty, that they can also be realized in a Hil-
bert space of vector valued holomorphic
functions on a bounded complex domain D
which is holomorphically isomorphic to the
Riemannian symmetric space G/K. Here K
is a maximal compact subgroup of G. In the
work of Harish-Chandra little use was made
of the complex geometry that comes natu-
rally with those representations. The geo-
metric aspect was first put forward in the
seminal paper of I. M. Gelfand and S. G.
Gindikin Complex manifolds whose skeletons
are real semisimple groups and holomorphic
discrete series, Functional Anal. Appl. 11
(1977), 19-27. The important idea formu-
lated in this paper was to use complex geo-
metry and analysis to realize series of repre-
sentations instead of focusing on the con-
struction of each individual representation.
The first results were obtained indepen-
dently by G. I. Ol’'shanskii and R. Stanton.
Both of them constructed a Hardy space of
holomorphic functions on an open domain
= in G, containing the group G as a G-in-
variant boundary component. The impor-
tant difference in those articles was the con-
struction of the domain =, and in the end it
were the ideas of Ol’shanskii to realize the
domain = as a complex semigroup of the
form Tg(W) = Gexp(iW), that put their
mark on the following developments. Here
W C g is a G -invariant open convex cone
containing no affine lines. In his honor those
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semigroups now bear his name and are called
Ol’shanskii semigroups. By the work of B.
Kostant and I. E. Segal it was known that
the only Lie algebras allowing for such a
cone where the Hermitian Lie algebras, i.e.,
those corresponding to Lie groups G with
G/K a bounded symmetric domain, estab-
lishing the connection between convex geo-
metry, Lie theory, and representations of
semisimple Lie groups.

Those ideas lead to several important con-
structions for semisimple symmetric spaces.
In particular the construction of the holo-
morphic discrete series for the compactly
causal symmetric spaces and the realizations
of those representations as a Hardy space of
holomorphic functions in the complexifica-
tion G¢/Hg. But it was first in the paper by
J. Hilgert and the reviewer Arnalytic continua-
tion of representations, the solvable case, Ja-
pan J. Math. 18 (1992), 213-290, that it be-
came clear that those construction could also
be done for other classes of group. The basis
for those generalizations was the work of J.
Hilgert, K. H. Hofmann, and J. Lawson on
invariant convex cones in general Lie alge-
bras. In a series of articles and in their joint
book Lie groups, Convex Cones, and Semi-
groups, Oxford University Press, 1989, they
clarified the connection between invariant
and generating regular convex cones, com-
pact Cartan subalgebras, and the structure
of the root system and the corresponding
Weyl group. Finally J. Lawson obtained
quite general results on the existence of the
polar-decomposition I'g(W) = Gexp(iW)
of Ol'shanskii semigroups in general Lie
groups.

The book by K.-H. Neeb cover many of
those results, but he sets his marks on the pre-
sentation and the abstract framework on
which the book is based. The book is divided
up in five parts each devoted to a special as-
pects of the theory. Each part, except maybe
the two last, can be read independently from
the other. Part A deals with positive kernel
functions and abstract representations of in-
volutive semigroup. A simple but basic exam-
ple of such a semigroup is discussed in the sec-

ond part Convex Geometry and Representa-
tions of Vector Spaces. Let me explain few as-
pects of this example in some details as a mo-
tivation for the general results for arbitrary
Lie groups. Let V be a finite dimensional real
vector space and W C V an open generating
convex cone containing no affine lines. Then
both WandTI' = I'y(W)=V+iW are abelian
semigroups. Let us consider only the second
case. The IR-linear map s =v+ iw > s* =
—5 = —v + iw defines an involution on I". A
holomorphic representation of T' is a holo-
morphic map =«:I' — B(H) such that
7(s*) = n(s)" and 7(s + ) = n(s)n(¢) for all
s,t € I'. The analytic tool to understand tho-
se representations is the Laplace transform
L(p)(x) = [ e<**>du(a) where p is a
non-zero Borel measure on V. In particular
each positive definite function ¢ on I, under
some weak growth conditions, can be reali-
zed as p(s) = L(u)(—is) for a uniquely deter-
mined positive Radon measure 4 on a closed
convex set C C —W *. A special example of
a holomorphic representation is given by the
Hardy space H ?(W) of holomorphic functi-
onsonI'y (W) satisfying

swp [Ife+oPdv= s ]

Ly (W)ss—0 Wsw—-0
flv+ iw)|2dv < 00.

This is a reproducing Hilbert space, iso-
morphic to the space

Ly (v)={f e L2(v) |supp(f) c W*}

where f is the Fourier transform of f. The se-
migroup T' acts on H2(W) by translation
sf(w) =f(w+s), and this defines a holo-
morphic, contractive representation of T'.

We recognize I'y (W) as a special case of
an Ol’'shanskii semigroup and it is now easy
to describe the general construction in the
case where G C G¢ as we now have all the
notations at hand. Let H 2(W) be the space
of holomorphic functions on I'¢(W) such
that

sup /G | f(gs) 2 dg < oo

Lg(W)3s—e
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This is a G and I'g(W)-invariant reprodu-
cing Hilbert space, i.e., for each s € T'g(W)
the point evaluation map ev,( f) =f(s) is
continuous. In particular there exists a posi-
tive definite kernel K :T'g(W) x Tg(W)
— € such that f(u)=(f,K,) where
K.(v) = K(v,u). The kernel K is holomor-
phic in the first variable, ant-holomorphic in
the second variable, and K(v,u) = K(u, v).
Furthermore K (us, v) = K(u, vs*) where the
involution * is given by (gexp(iW))
=exp(iW)g~!. Finally the representation
(s-f)(u) = f(us) of (W) is holomorphic
and restricted to G decomposes into holo-
morphic discrete series. The intertwining
rendrafe/ B0 jmo l2ao o ko banndn

Here w — W denotes the conjugation on g¢
with respect to the real form g. The point is,
that all of those constructions are based on
the triangular decomposition of G and is the
part of the theory due to Harish-Chandra in
the semisimple case. The convex geometry
comes into play as we consider the semi-
groupT' = {y € G¢ | v"'D C D}. Then T is
a closed semigroup. If G is semisimple then
' = I'g(Whax) where Wi,y is @ maximal G-
invariant closed regular convex cone. The
minimal semigroup is given by I'¢(Wynin)
where W, is the dual cone. Obviously
T'6(Whin) acts also on D and V. All the high-
est weight representations of a semisimple

ry value map

BN =_ lim  fles)

Cg(W)as

where the limit is taken in L?(G). This class
of representations does not exists for all se-
misimple Lie groups, but only those who ad-
mits open invariant convex cones not contai-
ning any affine lines. This is equivalent to a
triangular decomposition G C PtK¢P~
where P*, P~ are complex abelian subgroup
in G¢, and K¢ is the complexification of the
maximal compact subgroup K. A unitary re-
presentation (, V) of G is a unitary highest
weight representation if there is a non-zero
vector u € V such that 7(K)u generates an ir-
reducible finite dimensional representation
(p,V,) of K, and hence also K,
drn(p™)u =0, where p* is the Lie algebra of
P+, and V is generated by dn(p~)V,. The
triangular decomposition allows us to realize
K\ G as a bounded symmetric domain in p™,
the Lie algebra of P*, in the following way.
Each element x € P* K¢ P~ can be written
in a unique way as a product x = p*(x)
ke(x)p~(x). Then G/K is holomorphically
isomorphic to a bounded domain in p* via
gK — log(p*(g)). The triangular decom-
position gives also rise to a positive definite
kernel on D by

K. (z,w) = w(kg(exp(—iw) exp(z))_]) ,
z,we D.

tations of I'( Wy ). The study of those repre-
sentations for admissible Lie groups is one of
the main objectives of the book.

It is quite common in representation theo-
ry of Lie groups to divide the theory in two
parts, the local part involving the Lie algebra
and the global part involving the Lie group
itself. This is the approach taken by K.-H.
Neeb in his book. The infinitesimal part, in
particular convex sets in the Lie algebra, are
introduced in the third part of the book.
Here the admissible Lie algebras are intro-
duced. Those are Lie algebras containing in-
variant convex, generating sets not contain-
ing an affine line. One of the consequences of
this assumption is, that g contains a compact
Cartan subalgebra. A special class of convex
invariant subset in those Lie algebras are the
admissable convex coadjoint orbits Oy =
G-f C g*. In particular it is shown that
Orly= W - f + C where W is a Weyl group
and C is a polyhedral cone related to the
roots of t¢ in g¢ . This sets up the relation
between convex sets and the Kirillov orbit
philosophy between coadjoint orbits and
unitary representations.

The study of the global theory starts in
part D Highest Weight representations of Lie
Algebras, Lie Groups, and Semigroups. Here
the highest weight representations and the
Ol’shanskii semigroups are introduced. The
reader can here find Lawson’s Theorem on
Ol’shanskii semigroups, moment sets for
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C *-algebras and for group representations,
holomorphic representations of Ol’shanskii
semigroups, the Gelfand-Raikov Theorem
for Ol’shanskii semigroups, compression
semigroups, and finally the theory of Hilbert
spaces of square integrable holomorphic
functions. In the last part of the book Com-
plex Geometry and Representation theory
several other connections between convex
geometry and representation theory are pre-
sented. This includes generalizations of
Bochner’s Theorem on extension of holo-
morphic functions, characterization of the
G-invariant plurisubharmonic functions on
biinvariant domains in the maximal semi-
group, Stein properties of Ol’shanskii semi-
groups, and finally Hardy spaces.

This book is a self-contained presentation
of the theory of convexity and holomorphic
representations. It collects results obtained
by several authors, in particular Karl-Her-
mann Neeb himself, over the last twenty ye-
ars. In many cases the author has simplified,
generalized, and unified the original presen-
tation. The theory is presented is clear and in
most cases complete way, but its length and
abstract presentation might scare many stu-
dents from undertaking the task to read the
book. But for working mathematicians it is a
unique source of information and results in
several different fields, complex geometry
with a Lie group action, convex geometry,
Laplace transform, positive definite kernels,
and the theory of highest weight representa-
tions.

Baton Rouge, Louisiana G. Olafsson

A.Uchiyama

Hardy spaces
on the Euclidean
space

A Uchiyama
Hardy spaces
on the Euclidean

space

Berlin u. a., Springer, 2001, 305 S.,
EUR 79,95

Das Buch geht auf ein Manuskript (type-
written draft) von Akihito Uchiyama (1948 -
1997) aus dem Jahre 1990 zuriick, das nach
seinem Tode von Nobuhiko Fujii, Akihiko
Miyachi und Ko6z6 Yabuta (unter Mitwir-
kung weiterer Japanischer Mathematiker)
zum Druck vorbereitet wurde. Es beginnt mit
einer sehr personlich gehaltenen Erinnerung
des Doktorvaters (PhD adviser) Peter W.
Jones, ,Recollections of my good friend, Aki-
hito Uchiyama‘. Das Preface (Sendai, Sep-
tember 1990, Akihito Uchiyama) lautet:

The foundations of the real Hardy space
H?(R") were laid by C. Fefferman and E.M.
Stein ,H ? spaces of several variables® (Acta
Math., 129 (1972), 137-193) and by R. Coif-
man and G. Weiss ,Extensions of Hardy
spaces and their use in analysis‘ (Bull. Amer.
Math. Soc., 83 (1977), 569-645). In this
book, we will explain some of the important
results on H”(R").

Dementsprechend beschéftigt sich das
Buch in 28 Abschnitten fast ausschliefflich
mit diversen Eigenschaften der Riume

n
1 HP(IR"),
H'(R")
Man findet hier diesbeziigliche Maximalun-
gleichungen vom Hardy-Littlewood-Feffer-
man-Stein Typ, atomare Zerlegungen und
Charakterisierungen durch Fourier-Multi-

plikatoren und Riesz-Transformationen. Ei-
nen breiten Raum nimmt die Dualitét

0<p<1, insbesondere
und BMO(IR").
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(2) H'(R" = BMO(IR")

ein. Das gilt insbesondere fiir die damit ver-
bundene Darstellung einer Funktion
f € BMO(IR") als

(3) f=fo+D_Rifyy  fu € L*(RY),
j=1

wobei R; die Riesz-Potentiale

) = 1 &
o RO =F {zm (Fg)(f)](X),
j=1l.,n xelR"

sind. Die abstrakte Fassung von (3), (4) geht
auf C. Fefferman und C. Fefferman,
E. M. Stein (1971/72) zuriick (im Zusam-
menhang mit der Dualitat (2)). Es gilt als
Uchiyama’s bedeutendste Leistung, einen
konstruktiven Beweis fiir (3), (4) gefunden
zu haben. Die Abschnitte 19-28 konzentrie-
ren sich auf (2)-(4), wobei Abschnitt 22 (A
constructive proof of the Fefferman - Stein
decomposition of BMO) Uchiyama’s kons-
truktiven Beweis von (3), (4) enthilt. Die
meisten Abschnitte enden mit sorgfiltigen
Literaturangaben.

Dieses bemerkenswerte Buch ist eine
Fundgrube fiir jeden Mathematiker, der sich
mit den in (1) genannten Rdumen beschif-
tigt.

Jena H. Triebel
J.P. Aubin
Mutational
and Morphological
Analysis

J.P. Aubin

Mutational

and Morphological
Analysis

Basel u. a., Birkhduser, 1998,472S.,

In vielen Anwendungen werden zeitliche Ab-
laufe durch gewohnliche Differentialglei-
chungen beschrieben. Unter iiblichen Vo-
raussetzungen gibt es zu jedem Anfangs-
datum genau eine Losung, fiir eine Variabili-
tdt oder Unbestimmtheit 148t das Modell
keinen Raum. Will man solche Effekte mo-
dellieren, so wird man auf stochastische Dif-
ferentialgleichungen gefiihrt. Uber eine ein-
zelne Realisierung kann man dann stochasti-
sche Aussagen treffen.

Man kann versuchen, Unsicherheiten in
zeitlichen Abldufen ohne Bezug zur Stochas-
tik, etwa durch mengenwertige Funktionen
zu beschreiben. Solche Konzepte hat J. P.
Aubin mit anderen - insbesondere H. Frank-
owska —unter dem Namen ,, Theorie der Via-
bilitat* entwickelt. Dabei wird die gedachte
Trajektorie in eine ,,Tube®, d. h. in die men-
genwertige Abbildung eines Intervalls einge-
schlossen. Verwandte Ideen sind in der Ma-
thematik wiederholt vorgestellt worden;
Fuzzy Sets und Fraktale wurden anfangs so
motiviert.

Das Buch ist eine Einfithrung in die Kal-
kiile, die fiir das Studium von Differential-
gleichungen in metrischen Rdumen bendtigt
werden, und in die Ergebnisse, die fiir solche
Gleichungen erzielt werden kénnen. Es ist
systematisch und streng formal aufgebaut.
In der vorliegenden Form ist die Theorie
weitgehend das Werk von Aubin, Frank-
owska und wenigen anderen (Aubin geht
ausfihrlich auf die Vorgeschichte ein bis zu-
riick in die dreiBiger Jahre). Ein Literatur-
verzeichnis mit fast 500 Eintragen sichert die
Verbindung zu Arbeiten iber mengenwerti-
ge Abbildungen, Konvexitidt, Subdifferen-
tialen und vor allem Differential-Einschlie-
Bungen (differential inclusions), der geo-
metrischen MaBtheorie, der Verbandstheo-
rie. Die sehr niitzlichen Bezilige zur Physik,
zur Biologie, zur Soziologie, zu den Wirt-
schaftswissenschaften werden in der Einlei-
tung hergestellt, aber spater kaum wieder
aufgegriffen. Die Hinweise auf Bildverarbei-
tung, Intervall-Analysis, dynamische 6ko-
nomische Modelle oder biologische Muster-
bildung liefern Anreize, sich mit der Theorie
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vertraut zu machen. Es ist praktisch, dass je-
des Kapitel mit einer Einleitung beginnt, in
der die wesentlichen Begriffe, Ergebnisse
und vor allem die Ideen zusammengestellt
sind.

Die Reichhaltigkeit der Theorie sei hier
skizziert. Transitionen auf einem metrischen
Raum (E,d) sind Homotopien mit einer
approximativen Halbgruppeneigenschaft.
Sie bilden den Mutationsraum (E, ©(E)). Er
ersetzt die lineare Struktur. Fiir eine Abbil-
dung f:E — F zwischen zwei Réaumen
kann eine Mutation f°(x) von f an der Stelle
x als mengenwertige Abbildung von ©(E) in
O(F) erkldrt werden. Die Definition beruht
auf einer Umschreibung der Richtungsablei-
tung (v=f'(x)u wenn f(x+ hu) und
f(x) + hv einen Abstand o(h) haben, die
Transition tritt dann an die Stelle der Li-
nearitit). Die Mutation ist damit eine Verall-
gemeinerung der Richtungsableitung und ei-
ne Mutationsgleichung ist eine verallgemei-
nerte Differentialgleichung. Ein grundlegen-
des Ergebnis ist die Existenz der Stamm-
funktion und ihre stetige Abhingigkeit von
der Mutation. Der nichste Schritt ist ein
Satz vom Typ Picard-Lindelof (hier Cauchy-
Lipschitz genannt) und dann eines Satzes
vom Nagumo-Typ (Invarianz einer Menge
unter einem FluB bzw. einer Abbildung, Via-
bilitdt von Abbildungen bzgl. Mengen). Die
folgende Begriffe sind Oberhalbstetigkeit,
w-Limesmengen und Attraktionsgebiete (ba-
sins) sowie Exit-Abbildungen, Lyapunov-
Funktionen und dann approximierende Eu-
lerverfahren. Damit ist ein GroBteil der
Grundlagen der gewohnlichen Differential-
gleichungen auf Mutationsgleichungen
ibertragen. Es folgen gekoppelte Systeme
solcher Gleichungen, riickgekoppelte und
kontrollierte Systeme. Im 3. Kapitel (Mor-
phologische Rdume) werden die Ergebnisse

den Form-Transitionen beginnt die mathe-
matische Morphologie. Man trifft alte Be-
kannte wie die e-Hiille und ihr Pendant (als
Dilatation und Erosion), Niveaumengen
von Funktionen etc. Kapitel 4 (Morphologi-
sche Dynamik) bringt die Evolution von Tu-
ben (motiviert durch Tubengebiete um Tra-
jektorien von Differentialgleichungen). Da
diese selbst Objekte der vorher eingefiihrten
Art sind, kann man sie wieder durch
Evolutionsgleichungen beschreiben und u. a.
den Cauchy-Lipschitz-Satz, den Nagumo-
Satz libertragen. Das 5. Kapitel hat i. w. die
Aufgabe, die Theorie mit der klassischen
mengenwertigen Analysis zu verbinden. Ka-
pitel 6 (Morphologische Geometrie) handelt
von metrischen Projektionen (auf abge-
schlossene Mengen), Ableitungen von Dis-
tanzfunktionen, Deutung von Projektionen
im Rahmen einer zeitlichen Evolution
(,,chronector®, ,,brachynormal® spielen die
Rolle von Brachystochronen). SchlieBlich
zeigt der Autor, wie man die Konzepte durch
Diskretisierung der Berechnung zugénglich
machen kann. Kapitel 7 verbindet die Theo-
rie mit Konzepten der Algebra von Mengen.
Das 8. Kapitel enthilt eine Toolbox fiir Dif-
ferential Inclusions.

Der Autor ist ein erfindungsreicher und
subtil arbeitender Mathematiker, der mit in-
tensiver Zuwendung und Einsatzfreude sein
Konzept der mit Unsicherheit behafteten
Trajektorien auf einen groBen Teil der klas-
sischen Analysis libertragt, dabei zahlreiche
Verzweigungen etwa in die MaB- und Inte-
grationstheorie verfolgt und auch den his-
torischen Urspriingen nachgeht. Der Autor
ist zu bewundern und das Buch ist niitzlich.
Andererseits bleibt die Theorie den Grund-
lagen verhaftet. Es bleibt offen, ob sie etwa
fiir konkrete Fragen zum Langzeitverhalten
gewohnlicher Differentialgleichungen Werk-

angewandt auf Potenzmengen_eines Basis- __zeuce bereithilt ader ob sie sich z. B. mit der
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ten (geeignete ,,Hantel”, ,.fetter Torus), so
dass Methoden der klassischen Differential-
geometrie versagen. Deshalb wurden in den
letzten beiden Jahrzehnten schwache For-
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speichert und die zu minimieren ist, und in-
sofern gehort die Elastizititstheorie zur Va-
riationsrechnung. Logischerweise enthilt
das Buch auch zwei Kapitel, die der Varia-
tionsrechnung zuzuordnen sind.

In Kapitel 9 findet man einen kurzen Ab-
riB} der ,,direkten Methoden®, wonach koer-
zive und schwach unterhalbstetige Funktio-
nale Minimierer besitzen. Dies trifft ins-
besondere auf Energiefunktionale zu, welche
im Gradienten (der héchsten Ableitung)
konvex sind. Die Anwendung im Buch ist
aber insofern unbefriedigend, als die Bedeu-
tung fiir die Elastizitdtstheorie iiberhaupt
nicht diskutiert wird. Nach der Einleitung ist
man neugierig geworden und hat eine Dis-
kussion und die Einbettung dieses speziellen
Resultats in den ,,state of the art“ erwartet.
Es werden keine schwicheren Konvexitits-
begriffe erwdhnt, kurzum, man findet nichts
iiber die bahnbrechenden Ergebnisse und of-
fenen Fragen der Elastizitéitstheorie.

Kapitel 10 widmet sich nichtkonvexen
Fillen, genauer gesagt, es werden konkrete
Funktionale mit sogenannten ,,W-Potentia-
len“ diskutiert, welche keine Minimierer be-
sitzen. Diese Beispiele sind der Modellierung
der Mikrostruktur von Materialien entlehnt,
die den Phaseniibergang von Austenit zu
Martensit zu beschreiben versucht. Die Mi-
nimalfolgen, deren Ableitungen wegen der
Nichtexistenz von Minimierern nicht gegen
eine Funktion konvergieren kénnen, kon-
vergieren in einem geeigneten Sinne gegen
ein Wahrscheinlichkeitsmal3, welches die
Verteilung der Werte der Ableitung im
Grenzwert beschreibt: Die Definition dieses
,» Youngschen MaBes® trifft den Leser vollig
unvorbereitet, so dass ohne weitere Literatur
den Rechnungen nur formal zu folgen ist.
(Existenz kann nicht definiert werden!) Die
Ergebnisse fiir die vorgestellten Beispiele
sind nicht tiberraschend (der Grenzwert ist
stets eine gleichgewichtete konvexe Linear-
kombination von Dirac-MaBen mit Trigern
in den Minima des W-Potentials), so dass
man sich zwangslaufig fragt, was man ei-
gentlich gewonnen hat. Ein Beispiel mit
nicht gleichgewichteten Dirac-MaBen als

Grenzwert wire da sehr illustrativ. Das Bei-
spiel mit den vier Potentialtdpfen fiir Matri-
zen ist zwar sehr bekannt aber nicht typisch:
es sollte nicht verschwiegen werden, dass im
allgemeinen Fall die Unvertriglichkeit der
Rangbedingung zwischen den Minima nicht
so einfach (wenn Uberhaupt) behoben wer-
den kann. SchlieBlich wird eine Finite-Ele-
mente-Methode vorgestellt, welche das
Youngsche Grenzmal durch die Minimierer
endlich dimensionaler Funktionale in geeig-
neter Weise approximiert. Der Leser ist iiber
die praktische Bedeutung dieses Resultats et-
was ratlos: Einerseits ist in allen Beispielen
das Youngsche MaB in mehr oder weniger
einfacher Weise theoretisch zu ermitteln, an-
dererseits diirfte die Berechnung eines globa-
len Minimierers des endlich dimensionalen
Funktionals recht aufwendig wenn nicht un-
moglich sein, da viele lokale Minimierer
durch die Reduktion des Funktionals auf ei-
nen endlich dimensionalen Raum Finiter
Elemente zusétzlich erzeugt werden. Es ist
ritselhaft, warum der Autor diese Schwierig-
keiten, die er kennt, nicht im Buch erliutert.

Diese beiden Kapitel 9 und 10 orientieren
sich an aktueller Forschung (wenn auch viele
Fragen, wie angedeutet, nicht ausreichend
diskutiert werden). Die tibrigen Kapitel des
Buches sind aber weder hinsichtlich der Ak-
tualitdt noch in Bezug auf die Thematik mit
diesen beiden verbunden. Dabei wire ein in-
haltlicher Bezug der Variationsrechnung zur
Theorie nichtlinearer elliptischer Probleme
einfach herzustellen. Die ,,Euler-Lagrange-
Gleichung” taucht indessen nur kurz in Ka-
pitel 9 auf, und obgleich hergeleitet findet
man nirgends den Begriff der ,,Natiirlichen
Randbedingung®.

Die Behandlung (linearer und nichtlinea-
rer) elliptischer Probleme in den Kapiteln 3
und 5 und (linearer und nichtlinearer) para-
bolischer Probleme in den Kapiteln 11 und
12 folgt der alten franzosischen Tradition:
Die schwache Version der Gleichung wird
durch ein Galerkin-Verfahren approximiert,
die endlich dimensionalen Gleichungen wer-
den durch Lax-Milgram, einen Fixpunktsatz
oder andere bekannte endlich dimensionale
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Monotonie-Argument gestattet den Grenz-  Nichteindeutigkeit schlechthin. Die Darstel-
iibergang. (Es handelt sich um den Mono- lung ist angenehm lesbar und durch das Ka-
tonie-Begriff, der in den 70er Jahren en  pitel 2 iiber Funktionalanalysis und Sobo-
vogue war, nicht um den in geordneten Ba-  levrdume auch fiir Studenten mittlerer Se-
nachrdumen.) Dieser Zugang eroffnet direkt  mester zum Selbststudium geeignet.

die Anwendung Finiter-Flemente-Metho-
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Zielgruppe finde ich es auch problematisch,
dass sich die Autoren bei der Verwendung
des Begriffs ,,Netz*“ fiir eine Definition ent-
schieden haben, die von der sonst verwende-
ten abweicht: Die Indexmenge ist bei ihnen
eine beliebige geordnete Menge, sie verlan-
gen nicht, dass sie nach oben gerichtet ist.
(Oder ist beim Korrekturlesen tibersehen
worden, dass da etwas fehit?)

Es wire sicher zu begriilen gewesen, wenn
der Verlag das Buch unter einem Titel he-
rausgegeben hitte, der dem Inhalt besser
entspricht, etwa ,,Topics in Banach Space
Theory“. Auch bin ich, siehe oben, mit dem
Passus ,,... the text can be used for indepen-
dent study“ aus dem Ankiindigungstext
iberhaupt nicht einverstanden. Es ist scha-
de, dass der Ladenpreis von rund 100 EURO
die Verbreitung des Buches auch in der Ziel-
gruppe bremsen wird, fiir die man es gut
empfehlen konnte.

Berlin E. Behrends

Handbook
of
Differential
Geometry

[2] David E. Blair, Spaces of metrics and cur-
vature functionals (153-185);

[3] Bang-Yen Chen, Riemannian submani-
folds (187-418);

[4] Andrzej Derdzinski, Einstein metrics in
dimension four (419-707);

[5] Peter B. Gilkey, The Atiyah-Singer index
theorem (709-746);

[6] Carolyn S. Gordon, Survey of isospectral
manifolds (747-778);

[71 Ulo Lumiste, Submanifolds with parallel
fundamental form (779-864);

[8] Katsuhiro Shiohama, Sphere theorems
(865-903);

[9] Udo Simon, Affine differential geometry
(905-961);

[10] Gudlaugur Thorbergsson, A survey on
isoparametric hypersurfaces and their ge-
neralizations (963-995);

[11] Tom Willmore, Curves (997-1023);

Author index (1025-1036); Subject
(1037-1054).

index

Es ist natlirlich nicht méglich und sicherlich
auch nicht Aufgabe dieser Buchbespre-
chung, die Artikel im einzelnen inhaltlich zu
wiirdigen. Wir verweisen hierzu auf die Ein-
zelreferate im Zentralblatt und den MathRe-
views.

Es handelt sich um Spezialartikel. Daher
versteht sich die Bezeichnung ,,Handbuch*
hier nicht im Sinne eines Nachschlagewerks.
Die urspriingliche Vorstellung der Heraus-
geber, einen Einstieg in die Differentialgeo-
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gen bis hin zu aktuellen offenen Fragen des
jeweiligen Gebiets, erginzt durch eine um-
fassende Bibliographie und ein (manchmal
recht knapp gehaltenes) Inhaltsverzeichnis.
Diese gemeinsame Zielsetzung aller Autoren
wurde im einzelnen Artikel souverdn und in
individuellem Stil — mit sehr unterschiedli-
chem Platzbedarf — umgesetzt:

Einigen Autoren war offensichtlich eine
umfassende Vorstellung aller wichtigen Re-
sultate ihres Fachgebiets ein Anliegen ([1],
[3], [4], [7]), sei es in kompakter Form ([1]),
enzyklopédisch ([3]) oder fast lehrbuchhaft
mit einer Fiille an Beweisen ([4], [7]). Die an-
deren Artikel haben einfiihrenden ([11]) oder
Uberblickscharakter, setzen thematische
Schwerpunkte oder begleiten den Leser an-
hand eines historischen Abrisses bis zu den
jingsten Ergebnissen und Problemen. Wel-
che Art der Présentation ein Leser bevor-
zugt, ist natiirlich Geschmackssache. Fiir ei-
nen raschen Einstieg liegt wohl die Wiirze
eher in der Kiirze, ergidnzt durch gezielte An-
leitung zum weiteren Studium; auf der ande-
ren Seite ist eine weitgehend vollstindige Be-
standserhebung eines sehr aktiven, weitver-
zweigten Forschungsgebietes von unschitz-
barem Wert. Man sollte die unterschiedliche
Linge der Artikel aber nicht als Indiz fiir ei-
ne Rangfolge ,,mathematischer Wichtigkeit*
missverstehen (dann kime etwa [5] ,,zu kurz*
weg). Die bunte Vielfalt ist jedenfalls auch
ein Reiz dieser Sammlung.

Die geleistete Literaturrecherche war in je-
dem Fall akribisch. Die Artikel sind sehr gut
konzipiert und aufgeschrieben, als niitzliche
Quelle fir Fakten und Referenzen, decken
vor allem aber auch Ideen und Beziehungen
auf. Sie erscheinen fiir Experten und Nicht-
Experten gleichermaBen interessant und hilf-
reich.

Eine Fiille von Themen, die fiir weitere
Binde vorgesehen sind, wird im Vorwort

caalrdnasle L1l . .i p— ﬁ

sie in einem spdteren Band ausfiihrlichere
Wiirdigung erfahren sollen.

Als Ergénzung zu diesem Band und den
zukiinftigen Bénden, die wir mit Spannung
erwarten diirfen, sei abschlieBend Marcel
Bergers ausfiihrlicher Report [12] empfoh-
len.

[12] Marcel Berger, Riemannian geometry du-
ring the second half of the twentieth centu-
ry, Jahresber. Deutsch. Math. Verein. 100
(1998), no. 2, 45-208.

Kiel J. Heber
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