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Vorwort
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 105. Bd. 2003, Nr. 1

Vorwort

In diesem Heft finden Sie neben den Buchbesprechungen die Ausarbeitung des Plenar-
vortrags auf der DMV-Jahrestagung in Halle von Frau Hefendehl-Hebeker. Damit
kommen wir auch einem in der Leserumfrage vielfach geiuBerten Wunsch nach, fachdi-
daktische Beitrdge im Jahresbericht zu publizieren. Weiterhin finden Sie einen histori-
schen Beitrag von Herrn Ullrich.

Bereits im letzten Jahr wurden einige vom DMV-Présidium beschlossene konzeptio-
nelle Anderungen angekiindigt. Wir wollen in néchster Zeit auch verstirkt gerade Habi-
litierten die Moglichkeit bieten, ihr Arbeitsgebiet und ihre Ergebnisse im Jahresbericht
einem breiten Publikum zu prasentieren. Dazu sind Ihre Vorschlige und Anregungen
natiirlich herzlich willkommen.

A. Krieg

JB 105. Band (2003), Heft 1 1
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L Ubersichtsartikel Historischer Artikel Buchbesprechungen

Didaktik der Mathematik
als Wissenschaft -
Aufgaben, Chancen, Profile

Lisa Hefendehl-Hebeker

Abstract

s Keywords and Phrases: Mathematics education
s Mathematics Subject Classification: 00 A 35,97 C 30, 97C70, 97D 40

Over the past thirty years, mathematics education has grown into a scientific discipline
incorporating a wealth of ideas, approaches, theoretical frameworks and links to
neighboring disciplines that is steadily growing. In this paper we introduce selected
examples of research and scholarship in mathematics education, concerning epistemo-
logy, cognitive development, classroom interaction and innovations in teaching prac-
tice. Thus we hope to submit informations and perspectives aiming at the reasoned de-
velopment and appraisal of teaching designs.

Eingegangen: 13.01.2003 DMV
Lisa Hefendehl-Hebeker, Institut fiir Mathematik, _ JAHRESBERICHT
Universitdt Duisburg-Essen, Standort Duisburg, D- 47048 Duisburg. DER DMV
E-Mail: hefendehl@math.uni-duisburg.de © B. G.Teubner 2003
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‘ Ubersichtsartikel W Historischer Artikel Buchbesprechungen

1 Einleitung

Die Mathematikdidaktik ist — von profilierten Wegbereitern abgesehen — eine noch jun-
ge wissenschaftliche Disziplin. Ihr Ausbau durch die Einrichtung von Professuren und
Graduierungsmdoglichkeiten begann in Deutschland vor knapp 40 Jahren.

1978 veroffentlichte Hans Freudenthal sein impulsiv geschriebenes Buch ,,Vorrede
zu einer Wissenschaft vom Mathematikunterricht“. Dort bescheinigte er weiten Teilen
der Mathematikdidaktik ein Stadium, das er mit dem der Medizin im 19. Jahrhundert
verglich: an der Schwelle zu einer Wissenschaft, bis dahin aber geprigt von Traditionen
erfahrener und sensibler Heilpraktiker, in ungliicklichen Fillen auch von Scharlatanen
missbraucht.

Die Medizin hat seitdem beeindruckende Fortschritte gemacht. Sie erforschte phy-
siologische Prozesse und entwickelte Therapien, die auf diese Erkenntnisse abgestimmt
sind. Die Mathematikdidaktik hat die Aufgabe, Prozesse des Lernens und Lehrens von
Mathematik zu erforschen und Unterrichtskonzepte zu entwickeln, die dieses Wissen
effizient nutzen. Auch hier gibt es Fortschritte, die unvermutete Perspektiven auf das
Unterrichtsgeschehen 6ffnen. Davon soll im Folgenden exemplarisch die Rede sein.

Zuvor aber sei kurz die Frage erortert, welche Kriterien der Wissenschaftlichkeit ge-
geniiber der Mathematikdidaktik anzulegen sind. Die Mathematik selbst mit ihrer un-
ausweichlichen Strenge, bedingt durch die Prézision ihrer Argumentationsweisen, die
Exaktheit ihrer Begriffsdefinitionen und die logische Geschlossenheit ihrer Systeme,
spielt im Kanon der Wissenschaften eine Sonderrolle, die durch die rein geistige Natur
ihrer Objekte bedingt ist. Wissenschaft vom Mathematikunterricht aber erforscht Pro-
zesse mathematischer Wissensbildung und entwickelt, erprobt und evaluiert hierauf ab-
gestimmte Unterrichtsideen. Dabei hat sie es mit der Komplexitit und dem evolutioni-
ren Charakter alles Lebendigen zu tun. Deshalb bendtigt sie eine andere Methodologie
als die Mathematik selbst.

Daher nennt Freudenthal (ebd.) allgemeinere Kriterien, denen wissenschaftliches
Arbeiten gentigen sollte:

= Es beginnt mit einer relevanten Frage, auf die es bislang keine zufriedenstellende
Antwort gibt.

= Es untersucht diese Frage in einem einfallsreichen Forschungsdesign mit systemati-
schen, reflektierten und ausgewiesenen Methoden.
Es bildet konsistente Theorien.
Es artikuliert sich in einer gehaltvollen und zugleich disziplinierten Sprache.

Scharfsinniges Beobachten, durchdringendes Deuten, prignantes Beschreiben, stim-
miges Argumentieren, einfallsreiches Gestalten und kritisches Priifen gehdren demnach
zu den grundlegenden wissenschaftlichen Qualitdtsmerkmalen, die auch die Mathema-
tikdidaktik auszeichnen sollten.

4 JB 105. Band (2003), Heft 1



] L Hefendehl-Hebeker: Didaktik der Mathematik als Wissenschaft

2 Beispiele mathematikdidaktischer Forschungs- und
Entwicklungsarbeit

Anhand von vier Beispielen sollen hier Ansdtze und Ergebnisse mathematikdidakti-
scher Forschungs- und Entwicklungsarbeit dargestellt werden. Die Beispiele beleuchten
exemplarisch vier Tatigkeitsfelder der Mathematikdidaktik: die erkenntnistheoretische
Analyse mathematischer Inhalte, die kognitionspsychologische Grundlagenforschung,
die interpretative Unterrichtsanalyse und die theoriebasierte Entwicklung von Unter-
richtsvorschldgen.

Die Auswahl schopft das Spektrum der Arbeitsrichtungen in der Mathematikdidak-
tik nicht aus. Sie ist im Umfang durch den gegebenen Rahmen begrenzt und im Inhalt
durch Schwerpunktsetzungen der Autorin gepragt.

2.1 Der Einstieg in die Algebra als Forschungsfrage

Der Mittelstufenunterricht in elementarer Algebra ist ein didaktisch unbefriedigend ge-
16stes Problem — hat doch so manches ,,Mathe-Trauma® hier seinen Ursprung genom-
men.

Fir Eingeweihte ist die elementar-algebraische Formelsprache denkbar einfach:
Man beschreibt Zahlen- und GroBenbeziehungen unter Hinzunahme von Variablen
und rechnet mit diesen wie mit Zahlen. Damit erhilt man ein effizientes Werkzeug zum
Darstellen, Explorieren und Beweisen von Zusammenhidngen und zum Ldsen von Pro-
blemen.

Wer Einblick in die Schulpraxis hat, weil jedoch, dass Terme und Formeln so leicht
nicht bewéltigt werden. Fiir viele Schiilerinnen und Schiiler bleiben die verwendeten
Buchstaben sinnleere Symbole und der zugehorige Stoff eine tote Last. Bei den Unter-
richtsthemen der Oberstufe ist oftmals nicht das Problemverstiandnis, sondern die man-
gelnde Geschicklichkeit in der Formelmanipulation die eigentliche Schwierigkeit.

Was aus der Sicht der Fortgeschrittenen als einfache Erkldrung erscheint, kann am
Verstandnishorizont der Lernenden voéllig vorbei gehen. Das ist eine denkwiirdige
Grunderfahrung des Lehrens. Die Ursache fiir solche Verstdndigungsprobleme liegt oft
in der Natur des betreffenden Wissens selbst, in seiner historischen wie individualpsy-
chologischen Genese mit allen Anforderungen an Abstraktion, Formalisierung und
Idealisierung, die zu seiner Erfassung notwendig sind.

Versuchen wir also, das ,,Wesen™ der elementaren Algebra und die Triebkréfte ihrer
Entwicklung genauer zu verstehen. Die Entstehung der algebraischen Formelsprache
war ein Meilenstein in der Geschichte der Mathematik. Sie beruht auf der Idee der For-
malisierung, die fiir die neuzeitliche Wissenschaft kennzeichnend ist. S. Krdmer (1988)
hat die Idee der Formalisierung und ihre Entwicklungsgeschichte in einer eindrucksvol-
len historischen Rekonstruktion entfaltet.

Formalisierung bedeutet danach allgemein: Das Operieren mit Gegenstdnden, Be-
griffen und Gedanken wird ersetzt durch das regelgeleitete Operieren mit Zeichen, die
an die Stelle dieser Gegenstande, Begriffe und Gedanken treten; dadurch wird der Ver-
stand von den Miihen der Interpretation entlastet. Fiir die elementar-algebraische For-
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Ubersichtsartikel Historischer Artikel Buchbesprechungen

melsprache gilt dies in einer speziellen Weise: Durch die Verwendung von Buchstaben-
symbolen fiir ,,unbestimmte” GroBen, mit denen nach den syntaktischen Grundgeset-
zen der Arithmetik operiert wird, gelingt es, das Rechnen als ein Umformen von Zei-
chenausdriicken durchsichtig zu machen und dabei auch Regeln fiir das Auflésen von
Gleichungen allgemeingiiltig zu formulieren (vgl. Cohors-Fresenborg, 2001).

Fiir die Didaktik der Algebra ergeben sich daraus zwei grundsitzliche Fragen:

1. Kann man diese Sinngebung der elementar-algebraischen Formelsprache in Klasse 7
vermitteln und wenn ja, wie?

2. Wie kann man die dazu unerléssliche Ausbildung des Variablenverstindnisses un-
terstiitzen?

Es ist aufschlussreich, zunachst noch weiter in die Geschichte zuriick zu blicken. Lange
bevor die Buchstabenalgebra erfunden wurde, hat es in der Mathematik einen Formali-
sierungsschritt gegeben, der ebenfalls ein Meilenstein war: die Entwicklung des dezima-
len Stellenwertsystems zur Darstellung von Zahlen. Ziffernsysteme sind die geschicht-
lich frithen Formen einer formalen Sprache (Krdmer, ebd.). Zwei Charakteristika sind
hervorzuheben:

1. Das dezimale Stellenwertsystem gestattet, mit nur zehn Ziffern Zahlen beliebiger
Hohe darzustellen. Dabei hat sich das Gesetz der Zahlbildung endgiiltig von der
Handlung des Abzihlens von Gegenstanden gelost. Es ist zu einer Vorschrift gewor-
den, nach der schriftliche Zahlzeichen fortlaufend konstruiert werden. Die so bild-
bare unbegrenzte Menge der Zahlen wird auf eine Weise {iberschaubar und be-
herrschbar gemacht, fiir die das menschliche Gedachtnis nicht zur Grenze wird.

2. Das dezimale Stellenwertsystem erlaubt symbolische Rechenverfahren oder Kalkii-
le. Beim schriftlichen Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren
braucht man sich nicht mehr vorzustellen, welche Mengen von Gegenstinden zu-
sammen gefiigt, getrennt oder eingeteilt werden. Rechnen wird zum Formen und
Umformen von schriftlichen Zeichen.

Es ist Aufgabe des Primarstufenunterrichts, Kindern diese Erkenntnisse nahe zu brin-
gen. Die Mathematikdidaktik der Grundschule weil3 seit langem, dass dies einer behut-
samen Eingewohnung bedarf. Entsprechend ausgefeilt sind die Vorschlage.

Am Anfang des Zahlenbuches fiir das erste Schuljahr (Wittmann, Miiller u. a., 1994)
findet sich folgende Tabelle (Abb. 1):

@ @ e0000 Il | 3
D | 00000 4
- A& | ooooo 2

| 00000 | 1
p| cooco | # | 5|

Abbildung 1
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L. Hefendehl-Hebeker: Didaktik der Mathematik als Wissenschaft

Dort sind in der ersten Spalte Mengen von zu zdhlenden Gegenstinden (Luftballons,
Autos usw.) abgebildet; in der zweiten soll fiir jeden Gegenstand ein rotes Plattchen ge-
legt oder gemalt werden, in der dritten Spalte wird die Anzahl der Plédttchen durch eine
Strichliste und in der vierten durch ein Zahlsymbol festgehalten. In dieser Lern-
umgebung ist im Zeitraffer eine Tausende von Jahren wiahrende Geschichte des Zahl-
begriffes nacherlebt. Das geschieht so, dass in den Spalten die wesentlichen Etappen der
Formalisierung festgehalten sind (s. Kriamer, ebd.):

1. In einem urspringlichen Stadium waren Zahlen Eigenschaften abzdhlbarer Dinge.
Oft waren in der Vorstellung der Menschen Zahlen so untrennbar mit den zu zéhlen-
den Gegenstinden verbunden, dass es fiir verschiedene Arten von Gegenstdnden
verschiedene Zahlwortreihen gab.

2. Ein wichtiger Schritt auf dem Wege der Entwicklung der Zahl zu einem eigenstdndi-
gen Denkobjekt ist die Benutzung gegenstdndlicher Hilfsmengen zum Zéhlen wie
Steine, Muscheln oder Stdbchen. Dadurch werden Zahl und gezdhlte Gegenstands-
menge getrennt. Dies geschieht durch den Vorgang einer analogen Ubertragung.
Die Gegenstinde der Hilfsmenge verkorpern dabei in der Regel diskrete, homogene
(also getrennte, aber gleichartige) Einheiten. Insofern abstrahieren sie von den spe-
ziellen Eigenschaften der zu zéhlenden Dinge und zentrieren die Aufmerksamkeit
auf den Anzahlaspekt.

3. Der Ubergang von der gegenstindlichen zur symbolischen Zahldarstellung beginnt,
wenn ein Zihlvorgang mit Hilfe aneinandergereihter Zeichen festgehalten wird.

4. Werden schlieBlich Zeichengruppen gebildet und diese durch Individualzeichen er-
setzt, so ist die Zdhlreihe mit Hilfe von Ziffern gebildet.

So, wie sich im Arithmetikunterricht die Zahlen und Zahloperationen allmihlich vom
Handeln mit Gegenstdnden l6sen, miisste sich im Algebraunterricht das Rechnen von
speziellen Zahlenwerten 16sen und die Aufmerksamkeit auf die Erfassung von Mustern
verlagern. Kann man nun aus der didaktischen Behutsamkeit des mathematischen An-
fangsunterrichts etwas fiir die Didaktik der Algebra lernen? Die oben gestellten Grund-
fragen wiren dazu wie folgt zu prazisieren:

1. Ein naturliches Motiv fiir den Einstieg ist das Entdecken von Mustern. Wo findet
man geeignete Beispiele?

2. Welche Hilfen fiir die Loslésung von speziellen Zahlenwerten gibt es?

Das folgende Unterrichtsbeispiel (vgl. Hefendehl-H., 2001) versucht auf diese Fragen

erste Antworten.
Die Zahlenmauer (Abb. 2) geniigt einem einfachen rekursiven Rechenschema:

7
39 38
19 20 18
12 7 13 5
Abbildung 2
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Ubersichtsartikel Historischer Artikel Buchbesprechungen

In die Felder der unteren Reihe wurden nach Belieben Zahlen eingetragen; in jedes ho-
her gelegene Feld gehort dann die Summe der Zahlen aus den beiden darunter liegenden
Feldern. Diese Zahlenmauern bieten schon fiir die Grundschule reichhaltige Ubungs-
moglichkeiten (Wittmann & Miiller, 1990). Zur Anbahnung des algebraischen Denkens
eignen sich Fragen wie die folgenden:

= Wie wirken sich Verdnderungen in den Belegungen der Grundsteine auf die iibrigen
Feldbelegungen aus?

= Kann man aus den Startzahlen die Belegung des Schlusssteines direkt berechnen,
ohne die Zwischenfelder auszufiillen?

Wer die algebraische Notation bereits beherrscht, gibt durch den Formelausdruck im
Schlussstein die Rechenvorschrift an (Abb. 3).

a+3b+3c+d

a+2b+c | b+2c+d

a+b b+c c+d

a b [d d

Abbildung 3

Wie aber kann man Kinder dazu bewegen, solche Rechenvorschriften zu finden und da-
mit Betrachtungsweisen zu entwickeln, die iber das nummerische Rechnen hinaus-
gehen, die den detaillierten Bauplan (Vollrath, 1995) der Mauer erfassen und die Spur
einer Zahl unabhingig von ihrem Wert verfolgen kénnen?

M. Kopp (2001) verwendete Zahlenmauern in klinischen Interviews, die sich mit der
Anbahnung des algebraischen Denkens beschéftigten. Dabei wurde u. a. folgende Frage
untersucht: ,,Was passiert mit der Zahl im obersten Feld, wenn man die Zahl im ersten
oder zweiten Feld der untersten Reihe um eins erh6ht? In der Vorbereitung der Inter-
views kam der Gedanke, die Erhéhung um Eins durch einen Punkt zu visualisieren und
die Spur des Punktes durch die Mauer zu verfolgen:

65 @

35 e 30

19e 16 14

12 7 9 5

Abbildung 4
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L Hefendehl-Hebeker: Didaktik der Mathematik als Wissenschaft

Abbildung 5

Es gab Schiiler, die danach spontan den Punkt gleichsam als Variable interpretieren
und die Beobachtungen auf beliebige Erh6hungen {ibertragen konnten: Wenn man eine
der mittleren Zahlen in der unteren Reihe um einen bestimmten Betrag erhoht, erhoht
sich die oberste Zahl um das Dreifache dieses Betrages. Ein Schiiler gebrauchte dabei
den Begriff ,,Einsatz™ als vorstellungsbehaftete Wortvariable (vgl. Malle, 1993). Dieser
Begriff erinnert an Geldbetrége; die Erfindung des Geldes aber war eine Abstraktions-
leistung, die der Wirtschaft grundlegend neue Méglichkeiten eroffnete, konnte sie doch
Ware und Warenwert voneinander trennen, dhnlich wie zu Urzeiten die homogenen
Hilfsmengen die Anzahl von den gezéhlten Dingen zu trennen halfen (s. 0.).

Die Miinze als Tréger eines variablen Geldwertes erwies sich in einer unterricht-
lichen Erprobung des Themas ,,Zahlenmauern® als wirksames Hilfsmittel, um das Er-
kennen von Mustern zu unterstiitzen. Nachdem die Erhohung von Basiswerten um 1
und deren Auswirkung auf den weiteren Aufbau der Mauer durch Pfennigmiinzen vi-
sualisiert war, fiel es den Schiilerinnen und Schiilern nicht mehr schwer, sich unter die-
sen Miinzen auch andere Wertmarken vorzustellen und ein allgemeines Gesetz zu for-
mulieren. SchlieBlich konnte sogar die gesamte Mauerbelegung mit Miinzen dargestellt
und daraus eine Rechenvorschrift fiir den Schlussstein abgeleitet werden (Abb. 6).

Abbildung 6

Mit diesem einen Beispiel ist die Einfithrung in die Buchstabenalgebra nattirlich noch
nicht bewiltigt. Es miissen weitere hinzugefiigt werden — insbesondere auch solche, die
zeigen, dass man mit der Formelsprache nicht nur Zahlenmuster darstellen, sondern
auch Zusammenhénge explorieren kann. Das Beispiel sollte aber deutlich machen, wie
man in einem Wechselprozess von Analyse, Beobachtung und ggf. historischer Rekons-
truktion zu theoretisch fundierten Unterrichtsansédtzen gelangen kann.
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Ubersichtsartikel Historischer Artikel Buchbesprechungen 1

Bei der weiteren Verfolgung der Plattchenkonfigurationen kann folgende Beobach-
tung wichtig werden: Manche Kinder orientieren sich an dem statischen Pldttchenbild,
das die schrittweise stattgefundenen Zuwéichse festhilt. Andere organisieren dagegen
dynamisch Wege und haben die Fortpflanzung des Zuwachses durch die Mauer vor Au-
gen. Abb. 7 liefert die Gegentiberstellung:

Abbildung 7

Hier artikulieren sich kognitive Unterschiede in der Wissensverarbeitung, und das soll
das néchstes Thema sein.

2.2 Grundformen logischen Denkens

In eine Raute soll ein Quadrat so einbeschrieben werden, dass seine Ecken auf den Sei-
ten der Raute liegen. Die folgenden beiden Losungen beruhen auf verschiedenen Wei-
sen der gedanklichen Verarbeitung. Gemeinsamer Ausgangspunkt ist eine Planfigur
(Abb. 8). Sie zeigt, wie die Losung aussehen konnte, und soll Konstruktionsideen anre-
gen.

Abbildung 8
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Loésung 1:

Die Aufmerksamkeit liegt auf den charakteristischen Eigenschaften der beteiligten Fi-
guren und den Beziehungen zwischen diesen. Die Raute ist achsensymmetrisch zu jeder
ihrer Diagonalen. Jede Parallele zu einer dieser Achsen, die durch das Innere der Raute
verlduft, bestimmt ein einbeschriebenes Rechteck, das diese Achsen als Mittellinien hat
(Abb.9). Das Rechteck ist ein Quadrat, wenn es auBerdem diagonalsymmetrisch ist.
Man erhilt also ein einbeschriebenes Quadrat, wenn man zu den Diagonalen der Raute
die Winkelhalbierenden konstruiert.
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Abbildung 9

Losung 2:

Die Raute wird in Gedanken bewegt, z. B. um ihr Symmetriezentrum gedreht. Eine
90°-Drehung erzeugt einen aus Ur- und Bildfigur bestehenden Stern, der bei Drehungen
um Vielfache von 90° mit sich zur Deckung kommt (Abb. 10). Das gilt auch fiir das ein-
beschriebene Viereck, in dessen Eckpunkten sich die Seiten von Ur- und Bildraute
schneiden. Daher ist dieses Viereck ein Quadrat.

Abbildung 10
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Das Rautenbeispiel gehort in den Geometrieunterricht der Jahrgangsstufe 7. In jedes

mathematische Grundstudium gehort die Substitutionsregel der Integralrechnung:
Sei f:I— IR stetig und besitze die Stammfunktion F:7 — IR. Weiter sei
t: [a,b] — IR stetig differenzierbar mit #([a, b]) C 1. Dann ist F o ¢ eine Stammfunk-
tionzu (f o) -7, und es gilt:

(b

(b)
f(¢) dr .
t(a)

Man berechne nun mit Hilfe dieser Regel das bestimmte Integral
3
/ sin(x*)2x dx .
1

Auch fiir diese Aufgabe gibt es verschiedene Losungen, die unterschiedlichen Denksti-
len entsprechen.

b
/ F(t(x)) - £(x) dx =

Losung I:
Man erkennt im Integranden die Struktur der linken Seite der Substitutionsformel und
ordnet zu: #(x) = x?, f(t) = sin(¢) . Einsetzen in die rechte Seite ergibt:

3 9
/ sin(x?)2x dx = / sin(t) dt .
1 1

Losung 2:
Man stellt sich vor, dass eigentlich die &uBere Funktion £, hier also die Sinusfunktion,

zu integrieren ist, aber mit verzerrter Argumentachse; d. h. mit einer nicht linearen Ska-
lierung (Abb. 11).

1 = =

Abbildung 11

Dieser Graph entsteht durch Verzerrung des Graphen von x + sin(x?) in x-Richtung
so, dass die Kurve zur gewdhnlichen Sinuskurve kongruent wird. Wenn man fiir den so
verzerrten Graphen den ,,Flacheninhalt® unter der Kurve berechnen will, muss man die
Rechtecksbreiten anders bewerten: die Breite ist nicht mehr dx sondern

(x +dx)* — x? =~ 2x dx

wobei ,,~“ das pragmatische Gleichheitszeichen bedeutet, bei dem Differentiale dx von
hoherer Ordnung wegfallen.'

1 Die Verfasserin dankt R. Stutzenstein, Osnabriick, fiir diese Erlduterung.
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L. Hefendehl-Hebeker: Didaktik der Mathematik als Wissenschaft

Diese Grundvorstellung kann nun ins Kalkiilhafte moduliert werden, wobei nicht
wie im ersten Lésungsweg sin(x?)2x, sondern 2x dx als eine Einheit gesehen wird. Man
setzt /= x*, und dann ist 4 = 2x, also formal 2x dx = dr. Die Substitution muss ent-
sprechend auf die Intervallgrenzen iibertragen werden.

Den beiden Beispielen ist gemeinsam, dass sie verschiedene Losungen zulassen, die
unterschiedlichen Denkstilen entsprechen. I. Schwank (1996) hat aus langjdhrigen Be-
obachtungen von Problemldseprozessen die Hypothese abgeleitet, dass es individuelle
Préferenzen fir zwei grundlegend verschiedene Formen mathematischer Begriffsbil-
dung gibt:

m  prddikatives Denken ist auf die Analyse von Strukturen und Beziehungen ausgerich-
tet;

m  funktionales Denken zielt auf die Organisation von Handlungsfolgen und die Ana-
lyse von Wirkungsweisen.

Die Hypothese besagt weiter, dass jede Person einem Grundtyp angehort, also tenden-
ziell eher pradikativ oder eher funktional veranlagt ist, die je andere Disposition aber
mehr oder weniger stark mit ausbilden kann.

Diese Hypothese wurde mit kognitionspsychologischen Untersuchungsmethoden
international validiert und erfuhr in jliingster Zeit sogar eine Bestdtigung durch Messun-
gen der Hirnaktivitit mittels EEG (Molle, Schwank u. a., 2000). In den Untersuchun-
gen wurden vorhandene Instrumente (z. B. die Tests von Raven) zielgerecht modifiziert

und neue entwickelt (Schwank, 1999/2000).

VR H

Die in Abb. 12 dargestellte Musterergdnzungsaufgabe lésst sich sowohl pradikativ wie
auch funktional 16sen. Im Falle einer priadikativen Losung werden die einzelnen Figu-
ren auf charakterisierende Eigenschaften hin untersucht und diesbeziiglich in Beziechung

zueinander gesetzt. Zeilenweise betrachtet fallt auf, dass Boden und Deckel der Figuren
in ihrer Form konstant bleiben:

Abbildung 12

®  Inderersten Zeile sind Boden und Deckel jeweils eine gerade Linie.
s In der zweiten Zeile ist der Boden immer ein nach unten offener Halbkreis, der De-
ckel immer ein nach oben offener Halbkreis.
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= Inder dritten Zeile ist der Boden immer ein nach oben offener Halbkreis, der Deckel
immer ein nach unten offener Halbkreis.

Spaltenweise gilt eine analoge Argumentation fiir die linke und rechte Seitenwand. Aus

diesen Erkenntnissen ldsst sich die fehlende Figur zusammen setzen. Sie besteht aus lau-

ter nach auBen gebogenen Halbkreisen.

Im Falle einer funktionalen Losung wird auf Prozessabliufe hin analysiert. Zeilen-
weise betrachtet konnen die Figuren in eine Entstehungsgeschichte gebracht werden.
Die Umrandungslinien werden als Gummibander aufgefasst, an denen gezogen werden
kann. In jeder Zeile wird das Gummiband an den Seiten zunichst nach innen gezogen,
dann nach aufBen. Spaltenweise lduft der gleiche Verformungsprozess an Deckel und
Boden ab.

Es gibt auch Aufgaben, die geeignet sind, die Dispositionen zu unterscheiden.

L

MO
e
] [

Abbildung 13

Die Aufgabe in Abb. 13 ldsst sich pradikativ gut 16sen (Eine gleichermaBen brauchbare
funktionale Losung ist nicht bekannt). In jeder Zeile und in jeder Spalte ist je ein Figu-
rentyp vertreten: ein Quadrat, ein Trapez und ein ,,Haus“. Weiter unterscheiden sich
die drei Elemente einer Zeile bzw. Spalte in ihrem Boden: der Boden ist vorhanden, teil-
weise vorhanden, nicht vorhanden. Das bedeutet fiir die gezeigte Figurenanordnung,
dass in der letzten Zeile das Trapez mit geschlossenem Boden fehlt.
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Abbildung 14

Die Aufgabe in Abb. 14 lésst sich funktional gut 16sen (Eine gleichermaBen brauchbare
pridikative Losung ist bislang nicht bekannt). Im Falle einer funktionalen Lésung wird
bekanntlich auf Prozessabliufe hin analysiert. In dem gegebenen Bild kann man in der
mittleren Spalte bzw. Zeile Werkzeuge erkennen, die die auszufithrenden Arbeiten an-
geben:

m  Inder ersten Zeile wird ein VergréBerungsoperator angewendet.

= In der zweiten Zeile wird ein Drehoperator angewendet.

m In der dritten Zeile wird ein kombinierter Dreh- und VergréBerungsoperator ange-
wendet.

Spaltenweise fiihrt ein dhnliches Vorgehen zum Ziel: in der ersten Spalte wird geflippt,
in der zweiten Spalte gedreht und in der dritten Spalte eine kombinierte Flipp-Drehakti-
on durchgefiihrt.

So entstand eine Theorie, deren Erklarungswert die Verfasserin in ihrem Lehralltag
zunehmend schitzen gelernt hat und deren Implikationen weit tiber die Grenzen des Fa-
ches hinaus gehen (Cohors-Fresenborg & Schwank, 1996). Funktional Denkende koén-
nen mit einer priadikativ orientierten Erkldrung haufig (zunéchst oder prinzipiell) nichts
anfangen und umgekehrt fallen pradikativ Denkenden die prozesshaften Vorstellungen
(zunidchst oder prinzipiell) schwer .

Solche Befunde erschiittern die Illusion, mathematische Zusammenhinge seien
zweifelsfrei erkldrbar. Wenn Lehrende meinen, sie hitten lingst alles Wesentliche ge-
sagt, kann das Gesagte fiir Lernende immer noch unséglich schwer zu durchdringen
sein.
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2.3 Mathematikunterricht zwischen Instruktion und Konstruktion

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurde exemplarisch beleuchtet, wie man mathema-
tische Lernarrangements inhaltlich an den natiirlichen erkenntnistheoretischen Prozes-
sen der Erschaffung und Anwendung von Mathematik orientieren kann. Im zweiten
wurde gezeigt, dass Lern- und Denkprozesse dennoch nicht gleich verlaufen miissen. Im
Lehralltag erlebt man tiglich, dass Lernende je eigene Wege beschreiten; kognitionspsy-
chologische Theorien spiiren den Ursachen hierfiir nach.

Hier beginnt eine neue didaktische Herausforderung, die kundigen Forschern und
sensiblen Praktikern lange vor TIMSS und PISA bewusst war.

Die klassische Lehramtsausbildung im Fach Mathematik, vor allem an deutschen
Gymnasien, stand in der Tradition des fragend-entwickelnden Mathematikunterrichts
mit der Fiktion der eindeutigen Vermittelbarkeit mathematischer Inhalte. Die Devise
war: man zerlege das Unterrichtsthema in kleine und kleinste Lernschritte und fithre die
Lernenden in einer wohl geordneten Fragenkette hieran entlang.

Die folgende Unterrichtsepisode soll diesen Unterrichtsstil veranschaulichen und
seine Problematik erldutern. Es handelt sich um einen fiktiven Unterrichtsdialog zu der
Rautenaufgabe in 2.2, konzipiert aus der Erfahrung mit selbst gestalteter und beobach-
teter Unterrichtspraxis, geleitet durch die Erkenntnisse der interpretativen Unterrichts-
analyse. Das ist ein Forschungszweig der Mathematikdidaktik, dem wir markante Ein-
sichten in die Eigengesetzlichkeiten des schulischen Alltags verdanken (Maier & Voigt,
1991; 1994).

Ein Lehrer (oder eine Lehrerin) tendiert zu der (statischen) Losung mit den Sym-
metrieachsen, hat also die Figur aus Abb. 9 vor Augen. Die dynamische Losung mit der
gedrehten Raute (Abb. 10) ist ihm vielleicht gar nicht bewusst. Zum Einstieg in den Pro-
blemldsungsprozess entwickelt sich der folgende Unterrichtsdialog:

1 Lehrer: Was machen wir zuerst? — Nicole!
2 Nicole: Eine Planfigur.
3 Lehrer: Sehr schon! (zeichnet eine Planfigur an die Tafel,
die Schiiler/innen zeichnen ab.)
Wer hat denn eine Idee? (Stille)
Was konnte man mit der Raute machen, um das
Quadrat zu finden? — — — Michael!
8 Michael: Die Raute anders herum auf das Quadrat setzen.
9 Lehrer: Jaa ...;aber bleiben wir doch mal bei dieser Figur.
Welche Hilfslinien konnten wir zum Beispiel einzeichnen?
11 Sandra!
12 Sandra: Symmetrieachsen.
13 Lehrer: Ja, die Symmetrieachsen. Die zeichnen wir jetzt mal ein.

~N OB

Diese kurze Episode mag manchem Leser und mancher Leserin aus der Distanz be-
trachtet wie eine Karrikatur erscheinen. Sie offenbart jedoch tief liegende und oft unbe-
wusst inszenierte Muster des Mathematikunterrichts (Voigt 1984), wobei auch hier
Ausnahmen die Regel bestdtigen.
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Der Lehrer hat einen festen Ablauf des Losungsprozesses vor Augen: Planfigur zeich-
nen — geeignete Hilfslinien eintragen — Losungsidee finden — Losungsverfahren ausfiih-
ren und seine Richtigkeit begriinden. An dieser Schrittfolge richtet er seine Fragetechnik
aus. Schiilerantworten, die seine Erwartung erfiillen (s. Sandra und Nicole), werden ex-
plizit gelobt (Z. 3) oder zustimmend bestétigt (Z. 13) und durch Ausfithrung des betref-
fenden Vorschlages belohnt. Wenn brauchbare Antworten ausbleiben, wird die Fra-
gestellung Zug um Zug zugespitzt. So entsteht die Fragenkette ,, Wer hat denn eine Idee?*
(Z.5)—,,Was konnte man mit der Raute machen? (Z. 6f.) —,,Welche Hilfslinien kénnten
wir ... einzeichnen? (Z. 10). Sie beginnt mit einem offenen Horizont und engt den Blick
schlieBlich auf die vorgesehenen Hilfslinien ein. Wenn Sandra nun mit dem Stichwort
,,.Symmetrieachsen® ins Schwarze trifft, braucht sie nicht einmal aus Einsicht gehandelt
zu haben; geschicktes Raten nach dem ,,Gesetz der zeitlichen Nihe* (Symmetrieachsen
spielen in der laufenden Unterrichtseinheit eine wichtige Rolle) hat denselben Effekt:
Der Lehrer ist seinem Unterrichtsziel ein betrachtliches Stiick ndher gekommen. Micha-
els alternative Idee (Z. 8) kann in diesem kanalisierten Ablauf keinen Raum gewinnen.
Mit einer fein abgestimmten Bewertung ,.jaa — aber signalisiert der Lehrer, dass er Mi-
chaels Vorschlag zwar nicht direkt zuriickweisen, aber auch nicht weiter verfolgen will.

So entsteht ein mehr oder weniger kurztaktiges Frage- und Antwortspiel, das oft auf
der Oberfliche der Sprechweisen und Bezeichnungen bleibt und keine groBen Span-
nungsbogen aufkommen ldsst. Es ist die strategische Anpassung an dulere Zugzwinge
und vereinfachende Auffassungen vom Lernen.

Die Zugzwiange sind bedingt durch Zielvorgaben (,,Stoffdruck®) auf der einen und
Leistungsanforderungen auf der anderen Seite. Der Lehrer/die Lehrerin mochte das
Stundenziel erreichen, die Schiiler/innen mochten Leistungspunkte sammeln. Die ver-
einfachenden Auffassungen vom Lernen unterstellen, Wissen sei bei geeigneter Modera-
tion des Lehr-Lernprozesses eindeutig vermittelbar — besonders dann, wenn es mit ma-
thematikspezifischer Prézision darstellbar ist. Die erfolgversprechende Lehrmethode
wird dann darin gesehen, die Lernenden Schritt fiir Schritt an dem linearisierten Gedan-
kengang einer feingliedrig ausgearbeiteten Darstellung des mathematischen Zusam-
menhanges entlang zu fiihren.

Dieses Geflecht aus Systembedingungen und Sichtweisen fiihrt in plausibler Weise
zu einem kurztaktigen fragend-entwickelnden Mathematikunterricht, in dem die Leh-
renden oft aus einer den Lernenden noch nicht zugidnglichen Perspektive handeln und
die Lernenden nicht mehr als tastende Antwortversuche leisten kdnnen. Dabei steht der
Lernprozess ganz in der Verantwortung der Lehrkraft, die im Bedarfsfall wahrliche
Dompteurleistungen mit entsprechender Kraftanstrengung vollbringen muss. Inhaltlich
pendelt er sich vorzugsweise auf gut steuerbare Themen, vor allem auf schematisierte
Verfahren, ein.

Ein solcher Unterrichtsstil kann sich halten und — in Grenzen — auch bewéahren, so
lange der gesellschaftliche Konsens ihn tragt und die Lerndispositionen der Schiiler/in-
nen sich darauf einstimmen kénnen — so lange also die Lehrkrifte in Ausiibung ihrer
Verantwortung durch Bildungswillen, Respekt, Disziplin und Vertrauen unterstiitzt
werden und die Schiiler/innen so viel an homogenen Vorerfahrungen wie an Konzentra-
tionsfahigkeit mitbringen, dass sie den gelenkten Gedankengidngen folgen konnen und
wollen.
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Diese Voraussetzungen sind jedoch im Zuge gesellschaftlicher Verinderungen zu-
nehmend weggebrochen. Hinzu kommen neue Sichtweisen vom Lernen, in denen sich
praktische Erfahrungen, erkenntnistheoretische Einsichten und lernpsychologische Be-
funde verdichten. Danach gibt es keine unmittelbare Ubernahmen des Wissens und
Koénnens anderer Personen. Vielmehr muss jedes Individuum sein Wissen aktiv aufbau-
en. Mathematische Inhalte sind auch nicht identisch mit ihren duBeren Darstellungsfor-
men; Darstellungen sind Haltepunkte, hinter denen sich ein reicher Kosmos an Bedeu-
tungen verbirgt.

Vermittlung ist jedoch auf Darstellungsformen angewiesen. So entsteht zwischen
mathematischem Wissen und seinen Vermittlungsformen eine prinzipielle Kluft, die
vom lernenden Individuum dadurch tiberbriickt werden muss, dass es Sinn und Bedeu-
tung der Inhalte in Gedanken selbst konstruiert. Entscheidende Parameter sind dabei
der Umfang und die Qualitit des bereits vorhandenen Wissensnetzes, die Ergiebigkeit
der Lehrmaterialien, die Intensitit der Auseinandersetzung mit dem Gegenstand und
die Reichhaltigkeit und Inhaltsbezogenheit der sozialen Interaktion. Diese Parameter
gilt es durch didaktische MaBBnahmen geschickt zu beeinflussen. Dabei sind individuelle
affektive und kognitive Dispositionen zu beriicksichtigen: Es muss ein Lerninteresse ge-
weckt werden und eine Erfolgschance gegeben sein (vgl. Miiller u. a., 1997; HuBmann,
2002).

Diese Sicht verweist den Mathematikunterricht an ein Spannungsfeld, das sich zwi-
schen polaren Notwendigkeiten bewegt:

= Einerseits miissen Startpunkte fiir individuelle Lernwege angeboten und Freiriume
fiir deren Ausgestaltung erdffnet werden: Die Schiilerinnen sind nicht Objekte der
Belehrung, sondern Subjekte ihres Lernprozesses.

= Andererseits muss der Anschluss an objektiv giiltige Wissensnetze des Faches ge-
wonnen werden; dazu sind die durch Lehrplédne und Kerncurricula passend zu defi-
nierenden Ziele einzulGsen.

Eine geeignete Aufbereitung des Stoffes als Grundlage fiir den Lernprozess, die Verfiig-
barkeit neuer Medien als Unterstiitzung und begleitende Hinweise und Reflexionen auf
inhaltlicher wie metakognitiver Ebene als Orientierung muss die Pole effektiv verbin-
den. So sind angeleitetes wie selbstgesteuertes Lernen, Instruktion wie Konstruktion
gleichermaBen wichtige Arbeitsformen im Unterricht. Sie auszubalancieren gehért zur
Entwicklung einer neuen Lernkultur (Weinert, 1998).

2.4 Ansdtze zu einer neuen Lernkultur

Die Suche nach neuen Wegen, Instruktion und Konstruktion im Mathematikunterricht
auf bestméogliche Weise zu verbinden, hat auf breiter Basis begonnen. Davon zeugt eine
Vielzahl von didaktischen Publikationen wie auch Schulprojekten auf offizieller Ebene
— etwa das BLK-Projekt ,Steigerung der Effizienz des mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Unterrichts“ (BLK, 1997). Pionierrollen spielen — mit unterschiedlichen
Schwerpunktsetzungen und auf verschiedene Schulstufen bezogen — das Grundschul-
projekt ,,mathe 2000* der Universitdt Dortmund (Miiller & Steinbring & Wittmann,
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1997), das eine weite Verbreitung gefunden hat, die Schulversuche des Niedersichsi-
schen Kultusministeriums in der gymnasialen Mittelstufe (1987-1995), die zum ,,Osna-
briicker Curriculum* gefiihrt haben (Cohors-Fresenborg & Kaune, 1993; Cohors-Fre-
senborg, 2001) und der in der Schweiz entwickelte schulstufen- und fécheriibergreifende
Ansatz des dialogischen Lernens in Sprache und Mathematik (Ruf & Gallin, 1998).

Als Beispiel fiir einen Mathematikunterricht, der an einem prozesshaften Mathema-
tikbild und einer lerntheoretischen Perspektive orientiert ist, sei i. F. ein Schulversuch
zur Einfithrung des Integrals geschildert (HuBmann, 2002). Dieser wurde in mehreren
Grund- und Leistungskursen der gymnasialen Oberstufe durchgefiihrt und hat folgende
Leitideen:

m  Aktives Lernen: Die Schiiler/innen arbeiten eigenstindig an mathematischen Pro-
blemstellungen und erschaffen im Rahmen ihrer Moglichkeiten selbst ein Stiick Ma-
thematik. Sie ibernehmen dabei die Verantwortung fiir ihren Lernprozess.

»  [Inhaltliche Aspektfiille: Der Lerninhalt wird nicht in kleinen Schritten als fest gefiig-
tes System von abgeklarten Begriffen, Regeln und Verfahren mit schematisierbaren
Problemformaten présentiert, sondern steht von Anfang an in seiner gesamten
Aspektfiille zur Disposition, so dass die Schiiler/innen sich auf individuellen Lern-
wegen ein immer dichter und komplexer werdendes Wissensnetz kniipfen konnen.

Ausgangspunkt des Lernprozesses ist eine Sammlung von mdglichst authentischen
komplexen und offenen Problemstellungen, die dem Lehrziel angepasst sind, moglichst
das ganze Gebiet von verschiedenen Seiten beleuchten und fiir die Lernenden Aufforde-
rungscharakter haben.
Der in Rede stehenden Unterrichtseinheit lagen drei solche Problemstellungen zu-
grunde:
1. Wasserverbrauch
Die folgende Tabelle (Abb. 15) gibt die stiindlich gemessene Bilanz aus Abfluss und
Zufluss in einem Wasserwerk wieder. Die Betreiber des Wasserwerks sind an einer
optimalen Nutzung der Wasservorréte in ithrem Speicher interessiert.
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Zeit (Std.) | Wasserverbrauch
(m® in Std)
6.00 1800
7.00 1900
8.00 2100
9.00 1400
10.00 1800
11.00 1765
12.00 3236
13.00 4219
14.00 1989
15.00 2549
16.00 1888
17.00 2119
18.00 5129
19.00 5988
20.00 4322
21.00 430
22.00 -543
23.00 -3450
24.00 -4299
1.00 -3998
2.00 -3887
3.00 -3456
4.00 -2987
5.00 -327
6.00 23
Abbildung 15

2. Der Fahrtenschreiber

Eine Fahrerin einer Spedition wird auf der Riickfahrt von Miinchen nach Bochum
von der Autobahnpolizei kontrolliert. Bei der Uberpriifung der Tachoscheibe
(Abb. 16) entdecken die Polizisten einen relativ groBen Zeitraum, in dem auf der
Scheibe keine Geschwindigkeit eingetragen ist. Auf Nachfrage gibt die Fahrerin an,
dass sie in dieser Zeit eine Pause an einer Raststdtte gemacht habe. Zum Beweis ihrer
Aussage verweist sie auf die gefahrenen Kilometer.

20
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[
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T

Abbildung 16

3. Geschlechterdifferenz beim Wachstum
In Abb. 17 sind zwei Kurven zu sehen. Sie stellen die Wachstumsraten einer Gruppe
von Jungen und einer Gruppe von Miadchen dar. Die Kurven approximieren Daten,
die aus einer Langsschnittstudie bei einer fiir Mitteleuropa repréasentativen Auswahl
von Menschen gewonnen wurden. Die den Kurven zu Grunde liegenden Daten sind
Mittelwerte aus den gemessenen WachstumsgroBen der jeweiligen Gruppe. Aus
Griinden der besseren Lesbarkeit sind diese Datenpunkte nicht dargestellt.
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Abbildung 17
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Die Funktionsgleichungen zu den Kurven lauten:

—0,0973 - x> +1,8312- x> — 11,407 - x + 28,4909 0<x<6

0,00017733 - ¢* + 4, 92845 6<x<8,5
Ku(x) 3= 4 —0,243877 - x> + 4,84906 - x — 17,7548 8,5< x < 14
23 2
—0,0973 - x> +1,8312- x> — 11,407 - x + 28,4909 0 <x<6
Bl = —(x—11,6)
IWX)=94. 2 +5 6 <x<13
—0,275762 - x2 + 9,84747 - x — 87,9133 13

Welche Informationen kann man den Kurven entnehmen? In welchen Abschnitten sind
die Jungen groBer als die Méadchen?

In allen drei Fallen handelt es sich um lebensnahe und noch unstrukturierte Pro-
blemstellungen, die die Schiiler/innen zum Nachdenken motivieren und in den Kern des
Themas fiihren sollten. In ihrer Gesamtheit erfassen sie wesentliche Aspekte des Inte-
gralbegriffs (vgl. Blum & Torner, 1983):

m den Aspekt der Stammfunktion: Integration als Umkehrung der Differentation;

= den Aspekt der Kumulation: Integration als Summation von kleinen (GréBen-) Pro-
dukten, z. B. ,,Geschwindigkeit mal (kleine) Zeitspanne®, die in allgemeiner Form
als ,,Funktionswert mal (kleine) Argumentwertdifferenz* erscheinen. Diesen Sum-
mationsprozess denkt man sich idealisiert, d. h. fiir beliebig kleine Argumentwertdif-
ferenzen und somit fiir eine beliebig groBe Summandenzahl durchgefiihrt. Dadurch
sind zwei grundlegende Ideen der Analysis, namlich Approximation und Grenzwert
beriihrt.

= den Aspekt des Flicheninhaltes: Die unterschiedlichen inhaltlichen Konkretisierun-
gen des Kumulationsaspektes treffen sich in einer gemeinsamen geometrischen
Grundvorstellung: das Integral als Grenzwert einer Summe von Rechtecksflichen-
inhalten. Der Flacheninhaltsaspekt ist damit Spezialfall und zugleich Vorstellungs-
stiitze fiir den Kumulationsaspekt.

Die Probleme sind auch offen fiir individuelle begriffliche Prazisierungen. Die Schiiler/
innen koénnen verschiedene Integralbegriffe (Regel-Integral, Linkssummen-Integral,
Riemann-Integral) entwickeln und diese gegeneinander abgrenzen.

Die Probleme waren in Kleingruppen in frei gewahlter Reihenfolge zu bearbeiten.
Als Hilfsmittel konnte ein Computeralgebrasystem eingesetzt werden. Der Lehrer war
standig als Berater zur Verfligung. Der Arbeitsprozess mit seinen Fortschritten und
Zwischenergebnissen, aber auch Sackgassen und offenen Fragen war in individuell ge-
fiihrten ,,Forschungsheften* zu dokumentieren. In der Phase der Prisentation und der
Reflexion wurden die Uberlegungen und Lésungsvorschlige zusammen getragen und
gemeinsam durchdacht; es wurden Begriffe ausgehandelt und die Arbeitsergebnisse mit
den Darstellungsweisen verglichen, die sich im wissenschaftlichen Betrieb als die offi-
ziell anerkannten entwickelt haben.
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Die folgenden Ausziige aus den Forschungsheften sollen einen Eindruck davon ver-
mitteln, wie ein Kurs, der an diesen Unterrichtsstil gewohnt ist, mit solchen Lernimpul-
sen umgeht.

Bei der Bearbeitung der Fahrtenschreiberaufgabe wurde die Frage nach der Glaub-
wiidigkeit der Fahrerin hiufig zum Ausloser fiir weitere Uberlegungen. Die Bestim-
mung der tatsachlich zuriickgelegten Strecke fithrte unmittelbar in den mathematischen
Kern des Problems. Dabei versuchten die Schiiler/innen unterschiedliche Approximati-
onsverfahren unter Verwendung von Treppenfunktionen oder stiickweise linearen
Funktionen. Entscheidend war die Erkenntnis, dass die Strecke der Flache unter der
Kurve entspricht. Sie wurde fiir einige Schiiler/innen zum AnstoB, nach exakten Bestim-
mungsverfahren fiir beliebige Kurven zu suchen. Dabei wurde ihnen klar, dass eine
Grenzwertbetrachtung notwendig wird. So heil3t es in einem Forschungsheft:

Ein Integral in dem Intervall [a,b] bestimmt man mit Hilfe von sogenannten Hohen-
funktionen. Man unterteilt die x-Achse in dem Bereich in Teilabschnitte. Fiir jeden
Teilabschnitt legt man eine Hohenfunktion in den Graphen. Dann lisst man die Zahl
der Teilabschnitte gegen unendlich laufen. Das Integral ist dann die Summe aller Pro-
dukte aus Liange der Hohenfunktion (Linge des Teilabschnittes) und Héohe der Ho-
henfunktion ( Funktionswert).

Der folgende Auszug aus einem Forschungsheft (Abb. 18) zeigt, wie das Problem heu-
ristisch geschickt zundchst durch idealtypische Vereinfachung auf seinen Kern reduziert
und dann auf einen exemplarischen Fall zugespitzt wird.

ien Fldcheninhalt unter ciner Kurve Py

n dem Beispiel x*2:

sttt A T ST

Abbildung 18

Zugleich wird die soziale Komponente des Unterrichtskonzeptes deutlich. Die Klein-
gruppen lernen voneinander und miteinander. Die Schiilerinnen Janina und Rabea hat-
ten die Idee entwickelt, den Graphen von unten und oben mit Rechtecksflichen zu ap-
proximieren (Abb. 19).
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Abbildung 19

Dabei fanden sie auch eine situationsbezogene Deutung des entwickelten Naherungs-
verfahrens, indem sie meinten, die obere Approximationsfliche entspriche mehr der In-
teressenlage der Fahrerin, die untere Flache mehr der Interessenlage der Polizei. Diesen
Schiilerinnen gelang es schlieBlich auch, beispielbezogen das Riemann-Integral herzu-
leiten (Abb. 20). Dabei wurde die Grenzwertoption des CAS gezielt als Hilfsmittel ein-
gesetzt. Deshalb wechseln in den Forschungsheften handschriftliche Eintrage und Com-
puterausdrucke nach Bedarf ab.
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Bei der Arbeit an der Wachstumsaufgabe kamen viele Schiiler/innen auf die Idee, dass
hier so etwas wie eine Stammfunktion zu bestimmen sei, weil sie sich an eine Aufgabe
aus der Differentialrechnung erinnerten. Eine Schiilerin schrieb in ihrem Forschungs-
heft:
Erste Uberlegungen:
— Vermutungen:
Wir vermuten, dass die 1. Ableitung der Héhe das Wachstum ist. Deshalb miissen wir
nun die ganze Funktionsgleichung zuriickleiten (= Definition) um an die Grundfunk-
tion (= Definition) zu gelangen, die die Grifie der Jungen und Miidchen beschreibt.
Wir kommen zu dieser Vermutung auf Grund der Sonnenblumenaufgabe, bei der die
Hohe gegeben war und wir die 1. Ableitung berechnet haben, um das Wachstum der
Sonnenblume zu errechnen.
— Fragen:
Wie leitet man eine Funktion zuriick ?

Die Wege zur Bestimmung der Stammfunktion waren in den einzelnen Gruppen sehr
unterschiedlich. Zundchst konzentrierten sich alle auf die erste ganzrationale Funktion
bei den Médchen und bestimmten die Stammfunktion durch Zerlegen in einfache Teil-
funktionen und ,,Aufleiten*. Dann entdeckten einige Schiiler/innen die Integraloption
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des CAS und bestimmten damit sehr schnell weitere ben6tigte Stammfunktionen. Diese
wurden durch entsprechendes Differenzieren auf ihre Richtigkeit Giberpriift. Zu einer —
kognitiv wie emotional erlebten — Hiirde wurde die zweite Jungenfunktion, deren
Stammfunktion nicht durch einen geschlossenen Ausdruck angegeben, immerhin aber
noch mit Hilfe des CAS graphisch dargestellt werden konnte.

Eine weitere Herausforderung stellte sich, als die Stammfunktionen graphisch dar-
gestellt waren (Abb. 21). Die Funktionsgraphen auf den Teilabschnitten erginzten sich
nicht zu einem zusammenhidngenden Graphen, und auBerdem wiren die Babies nach
dieser Darstellung zum Zeitpunkt ihrer Geburt 0 cm gro8.

108
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Abbildung 21

In dieser Phase zeigten die Schiiler/innen viel Durchhaltevermégen. Zur Uberwindung
der Hindernisse ermittelte eine Gruppe iiber eine Internetrecherche die durchschnitt-
liche GeburtsgroBe von 50 cm. Dieser Wert wurde als Konstante an die erste Stamm-
funktion angefiigt, und es stellte sich heraus, dass dies beim Differenzieren keine Aus-
wirkung auf die Wachstumsfunktion zeigt. Die Moglichkeit der Hinzufligung einer
Konstante konnte dann auch zur Anpassung der anderen Kurvenabschnitte verwendet
werden (Abb. 22).
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Nachdem dieser Erfolg groBe Freude erzeugt hatte, mussten die Schiilerinnen und
Schiiler sich bald mit einem neuen Hindernis auseinandersetzen: Der Schnittpunkt der
zweiten Jungen- und der dritten Mddchenfunktion konnte mit dem CAS nicht bestimmt
werden, da die Stammfunktion der zweiten Jungenfunktion nicht explizit in Termdar-
stellung vorlag. An dieser Stelle wechselten die Gruppen zur Bearbeitung eines anderen
Problems. Zuvor verallgemeinerten viele Schiilerinnen und Schiiler ihre Ergebnisse in
Form von Definitionen und Sitzen, zum Beispiel so:

Grundfunktion
Eine Funktion g heifit ,, Grundfunktion von f*, wenn gilt:

Gf'(x) =f(x) -

Leitet man also eine Funktion [ zuriick, erhdlt man ihre Grundfunktion g.
Dementsprechend ist die 1. Ableitung dieser Grundfunktion g die Funktion f. Ist diese
Grundfunktion g aber nicht differenzierbar, so ist auch ihre Funktion f nicht integrier-
bar.

Im Anschluss an die Bearbeitung des Fahrtenschreiberproblems erdffnete die Deutung
des Integrals als Grenzwert von Linkssummen den Schiilerinnen und Schiilern eine neue
Perspektive auf die Wachstumsaufgabe. Es wurde einsehbar, dass die KoérpergrofBe
ebenfalls als Kumulation aus dem Wachstum bestimmt werden konnte. Dadurch konn-
te der GroBenzuwachs der problematischen zweiten Jungenfunktion approximativ be-
stimmt werden.

Auf diese Weise entwickelten die Schiiler/innen eigenstindig wesentliche Aspekte
des Integralbegriffs und waren in der Lage, diese zueinander in Beziehung zu setzen.
Dabei erlebten sie Mathematik als lebendige Wissenschaft und sich selbst als Mathema-
tik Treibende und Forschende — allein und im Austausch mit anderen. Der Computer
erwies sich als unerléssliches und sinnvoll einzusetzendes Werkzeug.

3 Nachwort

Mathematikdidaktik als Wissenschaft vom Lehren und Lernen von Mathematik hat es
mit Prozessen der fachgebundenen Vermittlung zu tun. Wie jede erfahrungsbezogene
Wissenschaft bewegt sie sich in der Spanne zwischen kreativem Entwerfen, kontrollier-
tem Beobachten und kritischem Priifen.

Dabei muss die Didaktik zwischen zwei Polen vermitteln: dem streng organisierten
System des (fertigen) mathematischen Wissens auf der einen und den verschiedenen in-
dividuellen Erkenntniswegen auf der anderen Seite.

Auf jeder Seite kann didaktische Forschung Erkenntnisgewinne erzielen, die fiir die
Planung von Mathematikunterricht hilfreich sind: Sie kann durch die geeignete Aus-
wahl von Problemen und Darstellungsmitteln anregende und sinnerschlieBende Lern-
anldsse schaffen und sie kann Invarianten mathematischer Denkentwicklung heraus-
priparieren. Solche Erkenntnisse entschirfen die Polaritdt der Vermittlungsaufgabe, 16-
sen sie aber nicht auf.
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Am Ende bleibt die Spannung zwischen einem aus Sicht der Fortgeschrittenen fest
gefiigten Lerninhalt und der Unvorhersehbarkeit individueller Lernwege. Sie kann be-
wiltigt werden durch ein evolutionédres Paradigma des Lehrens und Lernens, das die
Balance zwischen Steuerung und Offenheit, zwischen Instruktion und Konstruktion zu
einer neuen Aufgabe macht.
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Die WeierstraBschen ,analytischen
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,<Flachen“ und Vorhoten der komple-
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In order to develop his theory of Abelian integrals Karl Weierstral introduced the con-
cept of ,,analytisches Gebilde* (analytic configuration), which is equivalent to Bernhard
Riemann’s notion of ,,Flache (surface), at least as interpreted by Hermann Weyl. Fur-
thermore, Weierstra3 worked on generalizing his concept to several complex variables
by which he came close to the idea of a complex manifold and even a complex space
with singularities.
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Resultate, die mit dem Namen von Karl Weierstral3 (1815-1897) verbunden werden,
sind in der Mathematik gang und gidbe: der Satz von Bolzano-Weierstral3, der Weier-
straBBsche Doppelreihensatz, — Approximationssatz, — Produktsatz, — Vorbereitungs-
satz, . ... Fiir ihn selbst waren dies jedoch nur Hilfsmittel auf dem Weg zu seinem eigent-
lichen Ziel, die Abelschen Transzendenten ,,wirklich darzustellen und ihre Eigenschaf-
ten ndher zu ergriinden® [46, S. 224]. Dies war auch seinen Zeitgenossen bewult; so
schrieb Emil Lampe (1840-1918) in seinem Nachruf auf Weierstral3 [22, S. 34]:

»In dem Centrum aller Arbeiten von Weierstrall stehen die Abel schen
Functionen; man konnte sogar sagen, daf} alle allgemeinen functionentheoretischen
Untersuchungen von ihm nur zu dem Zwecke unternommen sind, um das Problem
in Vollstdndigkeit und Klarheit zu 16sen, das durch die Forderung der Darstellung
der A bel’schen Functionen jener Zeit gestellt war.*

Die von Weierstral3 betrachteten ,,analytischen Gebilde® sind ein weiteres Beispiel von
solchen vorbereitenden ,,functionentheoretischen Untersuchungen®: Um seine Integra-
tionstheorie fiir algebraische Funktionen zu entwickeln, mufBte er algebraische Kurven

fxy)=0

mit analytischen Methoden beschreiben. (Die Formelbuchstaben sind im folgenden wie
in der Werksausgabe der ,,Vorlesungen iiber die Theorie der Abelschen Transcenden-
ten” [56] gewdhlt; insbesondere bezeichnen x und y komplexe Variable.) In den ,,reguld-
ren Punkten, wo die partiellen Ableitungen von f nicht beide verschwinden, liefert der
Satz iber implizite Funktionen direkt eine Parametrisierung

x=p(1), y=9(@)

der Kurve in einer Umgebung des Punktes durch ein Paar konvergenter Potenzreihen
©, ¢ in einer komplexen Verdnderlichen 7. Um die verbleibenden ,,singuliren® Punkte
zu behandeln, griff Weierstra nun nicht auf das damals schon wohlbekannte Mittel
der Puiseux-Entwicklung nach gebrochenen Potenzen zuriick, sondern beschrieb die al-
gebraische Kurve in der Umgebung eines singuldren Punktes durch mehrere (allerdings
stets endlich viele) Paare von Potenzreihen.

In den siebziger Jahren des 19. Jahrhunderts tibertrug Weierstral3 diese Methode,
statt Funktionen mit Verzweigungspunkten lokal parametrisierte Kurven zu betrachten,
von algebraischen auf analytische Funktionen, zunichst einer Verinderlichen. Er erwei-
terte dadurch sein Konzept einer (u. U. mehrdeutigen) analytischen Funktion — definiert
durch lokale Potenzreihendarstellungen und (maximale) analytische Fortsetzung via
Kreisketten — zu dem eines ,,analytischen Gebildes erster Stufe im Gebiete von zwei Ver-
anderlichen®, d. h., einer lokal durch Paare konvergenter Potenzreihen einer Verdnderli-
chen parametrisierten Untermenge im C (genauer: im IP; x IP;), also (vorbehaltlich
der topologischen Probleme) einer eindimensionalen komplex-analytischen Kurve.

Diese ,,Gebilde* sind auch deshalb interessant, weil Bernhard Riemann (1826-1866)
zum gleichen Zweck der Behandlung der Abelschen Funktionen seine ,,Flichen® ver-
wendete [31, S. 103 bzw. 122]. Die beiden Konzepte gehen aber nicht nur von der glei-
chen Problemstellung aus: Bereits Weierstral sah die Riemannschen ,,Flichen® als
,,geometrisches Hiilfsmittel” [54, Bogen 6] bzw. ,,Versinnlichungsmittel” [62, S. 144] fir
seine ,,Gebilde* an.
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Auch, daB heutzutage von ,,Riemannschen Fliachen® gesprochen wird, wiahrend der
Begriff ,,analytisches Gebilde mehr oder minder in Vergessenheit geraten ist, erweist
sich eher als eine Frage der Bezeichnung denn des Inhalts: Riemanns Definitionen sei-
ner Flichen (z. B. [30, S. 39], [31, S. 103 bzw. 122], [25, S. 74]) waren — zumindest — inter-
pretationsbediirftig. Das heutige Verstindnis von ,,Riemannscher Fliche* geht im we-
sentlichen auf Hermann Weyls (1885-1955) Buch ,,Die Idee der Riemannschen Fliche®
[64] zuriick. Dieser aber wihlte fur seine Formalisierung der Riemannschen Idee die
WeierstraBBschen ,,analytischen Gebilde* als Prototyp [64, §§ 1-7]. Insbesondere faBte er
die Definition der ,, Riemannschen Fliche* so, daB sich jedes analytische Gebilde (einer
Verdnderlichen) als eine Riemannsche Fliche auffassen 148t.

Umgekehrt war bereits Riemann klar, daB jede endlichblittrige seiner ,,Flichen® ei-
ne algebraische Kurve ist [31, Art. 5] und damit ein ,,Gebilde® im WeierstraBschen Sin-
ne. Der nicht-kompakte Fall hingegen erwies sich als diffiziler: Paul Koebe (1882-1945)
formulierte bereits 1909 den Satz, jede Riemannsche Fl4che sei ein analytisches Gebilde,
gab dafiir aber nur eine Beweisskizze [21] und lieB seine Ideen ein Jahr spéter von Erwin
Freundlich/Finlay (1885-1964) in dessen Dissertation [13] ausarbeiten. Eine die Pro-
bleme des Randes der Fliche in iiberzeugender Weise beriicksichtigende Darstellung
gab 1948 Herta Florack in ihrer Dissertation [12].

Bisher wurde nur von solchen ,,analytischen Gebilden* gesprochen, die durch Paare
von Potenzreihen einer komplexen Verdnderlichen parametrisiert werden. Weierstraf3
verallgemeinerte dieses Konzept jedoch auch auf beliebige n-Tupel statt Paare und — in-
teressanter — auf Potenzreihen in mehreren Verdnderlichen. Mit seiner Definition konn-
te er allemal komplex-analytische Untermannigfaltigkeiten des €" (genauer: des (IP;)")
beschreiben (so man die topologischen Fragen ignoriert). Er miihte sich jedoch auch da-
mit ab, héherdimensionale Gebilde mit Singularitiiten zu definieren [62], [57]. Damit be-
gab er sich auf ein Gebiet, das noch nach seinem Tod 1897 lange Zeit fiir Probleme sorg-
te und erst ab 1930 ernsthafte Fortschritte hervorbrachte.

1 Das Ausgangsproblem: Die Theorie der Abelschen Funktionen

1.1 Der Stand der Theorie um 1850

Um die Problemstellungen, mit denen sich Weierstra3 auseinandersetzte, besser verste-
hen zu konnen, sei kurz berichtet, wie sich die Theorie der Abelschen Funktionen um
1850 darbot:

Man betrachte fiir ein Polynom P(¢) mit reellen (oder auch gleich komplexen) Koef-
fizienten, normiert und ohne mehrfache Nullstellen, das Integral

[T dt
u(x) == /Xom

als Funktion der oberen Integrationsgrenze. Zu Anfang des 18. Jahrhunderts war be-
reits bekannt, daB sich dieses im Falle, da der Grad von P gleich 1 oder 2 ist, mittels
elementarer Funktionen — der Umkehrfunktionen von Exponentialfunktion bzw. trigo-
nometrischer Funktionen — ausdriicken 1468t. Zur Situation hoheren Grades trugen zwar
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Leonhard Euler (1707-1783) und Adrien-Marie Legendre (1752-1833) Wesentliches
bei; der ,,elliptische” Fall, daB3 der Grad von P gleich 3 oder 4 ist, wurde jedoch erst An-
fang des 19. Jahrhunderts von Carl Friedrich GauB (1777-1855) (damals nicht ver-
offentlicht), Niels Henrik Abel (1802-1829) und Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
,verstanden“: Man muBl komplexe Werte fiir x zulassen und die Umkehrabbildung
x = x(u) des gegebenen ,.elliptischen Integrals” betrachten. Diese erweist sich als dop-
pelt-periodische meromorphe Funktion einer komplexen Verdnderlichen, also als ,,el-
liptische Funktion® im heutigen Sinne, und Gauf3 und Jacobi stellten fest, daB3 sie sich
als Quotient von Theta-Reihen schreiben 1a0t.

Um 1834 erkannte Jacobi allerdings [19], daB dieses im elliptischen Fall erfolgreiche
Verfahren im ,,hyperelliptischen® Fall, daB der Grad von P groBergleich 5 ist, so nicht
zum Ziel fithren kann, da dann die Umkehrfunktion ,,zu viele“ Perioden — mindestens
drei — haben miiite. Er ging dieses Problem an, indem er neben dem urspriinglich unter-
suchten Integral auch solche der Gestalt

/ T dt

betrachtete mit 0 < v < p — 1, wobei p, das ,,Geschlecht®, so definiert sei, daB der Grad
von P gleich 2p + 1 oder 2p + 2 ist. Die Umkehrabbildung der Funktion

— ( / todr o dz)
xo VP(1) xo VP(1)
muBte dann aber eine Funktion von von mehreren komplexen Verdnderlichen sein. Al-
s0, ,,aus dieser gleichsam verzweifelten Lage™ (,,in hac quasi desparatione®) [19, § 8],
fuhrte Jacobi derartige Funktionen ein und begriindete damit die Funktionentheorie
mehrerer Verdnderlichen. Er schlug auch bereits vor, da man diese Umkehrfunktionen
— ahnlich wie im elliptischen Fall — durch Theta-Reihen

Z et/(m)+2(m.z)

mell?

ausdriicken sollte mit z = (zi,...,z,) und ¢ einer quadratischen Form in g Variablen
mit negativ definitem Realteil. Trotz dieser Erkenntnis gelang es ihm jedoch nicht, im
hyperelliptischen Fall das ,,Jacobische Umkehrproblem® zu 16sen, d. h., diese Umkehr-
abbildung entsprechend wie im elliptischen Fall zu verstehen.

Im Jahr 1847 konnten zwar Adolph Goepel (1812-1847) [14] und Georg Rosenhain
(1816-1887) [33], unabhingig voneinander, dieses Problem erfolgreich behandeln im
,ultraelliptischen® Fall, da3 der Grad des Polynoms P gleich 5 oder 6 ist, indem sie die
Jacobischen Ergebnisse tiber Thetafunktionen einer komplexen Verdnderlichen auf die
Situation zweier Verdnderlichen verallgemeinerten. Es wurde jedoch bald klar, daB sich
der Gopel-Rosenhainsche Ansatz nicht auf hohere Grade des Polynoms, also Ge-
schlecht echt groBer als 2 iibertragen lieB. Somit waren grundsétzlich neue Ideen von-
noten, um den Allgemeinfall hyperelliptischer Integrale zu behandeln, ganz zu schwei-
gen von den von Jacobi so genannten ,,Abelschen Integralen*
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X
/ O(t,y(1))dt,
XO
wo Q eine rationale Funktion in zwei Verdnderlichen und y(x) eine algebraische Funk-
tion von x ist, d. h., es besteht eine Gleichung

flx,y(x)) =0

mit einem Polynom f in zwei Verdnderlichen.

1.2 WeierstraB’ Lebensweg bis 1857

WeierstraB' kam mit dem genannten Problemkreis in den Jahren 1834-38 in Bonn in
engeren Kontakt, wo er zwar nicht, wie vom Vater gewlinscht, ernsthaft Kameralistik
studierte, sich dafiir aber im Selbststudium mathematische Werke aneignete wie Jacobis
opus magnum [18] iiber elliptische Funktionen. Um letzteres zu verstehen, muBte er eine
Mitschrift einer Vorlesung von Christoph Gudermann (1798-1851) durcharbeiten iiber
»Modularfunctionen®, wie jener die elliptischen Funktionen nannte.

Das Wintersemester 1837/38 brachte die endgiiltige Entscheidung im Hinblick auf
WeierstraB’ weiteren Lebensweg: Er stieB auf einen Artikel von Abel [1] beziehungswei-
se einen Brief Abels an Legendre, der sich auf diesen Artikel bezieht [2, S. 76 bzw. 274].
Darin ging es um folgendes: Im elliptischen Fall hatte Abel bereits festgestellt, daB die
Umkehrfunktion A(u) eines elliptischen Integrals

/xo‘ ‘;;t(t) ’

also die meromorphe ,elliptische” Funktion, sich als Quotient zweier auf der ganzen
komplexen Zahlenebene € konvergenter Potenzreihen darstellen lBt.> Abel betrachtete
nun nicht ein einzelnes Polynom P(x), sondern die durch den ,,Modul®“ k parametrisier-
te Familie

Pi(x) := (1 = x3)(1 — i2x%)

und studierte die Umkehrfunktion A\, () von
Tt
X0 V P, k(t )

Weierstral3 biB sich an der Bemerkung Abels fest, daB die Koeffizienten der Potenz-
reihen, deren Quotient A (u) ist, nicht auf irgendeine Weise vom Modul k abhéngen,
sondern Polynome in k sind. Abels Beweis hierfiir basierte darauf, daBl man schon weil3,
daB Ax(u) Quotient zweier konvergenter Potenzreihen ist; Weierstral3 versuchte hin-
gegen, diese Darstellung direkt aus der von dieser Funktion erfiillten Differentialglei-
chung zu erhalten; er war dabei erfolgreich — und hatte dadurch sein Damaskus-Erleb-
nis:

In einem Brief vom 10. April 1882 an Sophus Lie [4, Lettres relatives a Abel, S. 108]
schrieb er iiber den genannten Brief Abels an Legendre:
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., Fir mich ist dieser Brief, als ich ihn wihrend meiner Studienzeit aus dem Crel-
le’schen Journal kennen lernte, von der allergrossten Bedeutung gewesen. Die von
Abel angegebene Darstellungsform der von ihm mit A(x) bezeichneten Function un-
mittelbar aus der diese Function definirenden Differentialgleichung herzuleiten, war
die erste wichtigere mathematische Aufgabe, die ich mir stellte, und deren gliickliche
Losung mich, der ich urspriinglich staatswissenschaftliche Studien trieb, in meinem
siebenten Semester bestimmte, mich ganz der Mathematik zu widmen.*

Anfang des Jahres 1838 verlieB WeierstraBl die Universitit zu Bonn, ohne eine Priifung
in Kameralistik abgelegt zu haben, und schrieb sich stattdessen am 18. Oktober des glei-
chen Jahres fiir ein Lehrerstudium an der ,,Akademische[n] Lehranstalt in Miinster
ein, wo der bereits genannte Gudermann Professor war. Bei ihm horte WeierstraB3 im
Winter 1838/39 und im Sommer 1839 jene vier Vorlesungen, aus denen seine ganze for-
male akademische Ausbildung in Mathematik bestehen sollte. Bereits 1840 schrieb er ei-
ne schriftliche Hausarbeit [41] fiir das Lehrerexamen, deren Themenstellung er sich
selbst ausgesucht hatte und die Gudermann in seinem Gutachten in hdchsten Ténen
lobte. Allerdings gab es bei der miindlichen Staatsexamenspriifung einen Totalausfall in
den obligatorisch mitzupriifenden Naturwissenschaften, so daB3 Weierstral3 sein Lehrer-
examen nur aufgrund einer von der Kultusverwaltung in Berlin beschlossenen Sonder-
regelung bestand. Insbesondere sah sich Gudermann nicht veranlaBt, Weierstral seine
positive Einschitzung von dessen Hausarbeit mitzuteilen. (Zu Details der Vorgénge um
Weierstral3’ Staatsexamen siehe [37].)

WeierstraB’ Lebensweg fiihrte ihn in den ndchsten Jahren auch nicht an eine Univer-
sitit, sondern zunichst zum Probejahr, also Referendariat, vom Herbst 1841 bis Herbst
1842 in Miinster am Gymnasium Paulinum und dann auf Lehrerstellen in der relativen
Abgeschiedenheit von West- bzw. OstpreuBen: 1842 bis *48 in Deutsch-Krone und 1848
bis ’53 in Braunsberg. Aber selbst dort arbeitete er weiter an der Theorie der hyperellip-
tischen und Abelschen Funktionen. Ab 1848 konnte er auch wieder die Literatur verfol-
gen, da es in Braunsberg eine Lehrerausbildungsakademie gab, deren Bibliothek er nut-
zen konnte. So erfuhr er auch von der 1847 erfolgten Losung des Jacobischen Umkehr-
problems fiir den ,,ultraelliptischen® Fall durch Goepel und Rosenhain.

Die technischen Schwierigkeiten, die einer Ubertragung dieses Resultats auf all-
gemeine hyperelliptische Integrale im Wege standen, schreckten Weierstrall nicht:
Schlimmeres als Potenzreihen, davon war er wohl Uberzeugt (oder hatte sich sogar
schon davon iiberzeugt, vgl. Abschnitte 3.1, 3.3), konnte nicht auftreten. Und ob man
bei denen eine oder mehrere komplexe Veridnderliche algebraisch manipuliert, macht
keinen groBen Unterschied. Damit war es kein Problem fiir ihn, g Integrale iiber Diffe-
rentialformen simultan zu betrachten. Dazu kamen noch seine grundsolide Kenntnis
des elliptischen Falls und seine Passion fiir das Entwickeln in Potenz- oder auch Theta-
Reihen.

Kurz und gut, am 17. Juli 1849 schloB er einen ,,Beitrag zur Theorie der Abel’schen
Integrale* ab, in dem er das Jacobische Umkehrproblem fiir den hyperelliptischen Fall
16ste. Dieses Manuskript wurde auch verdffentlicht, allerdings als ,,Beilage zum Jahres-
bericht iiber das Gymnasium zu Braunsberg in dem Schuljahre 18481849 [44], so daB3
esin der ,,mathematischen Offentlichkeit* nicht zur Kenntnis genommen wurde.

JB 105. Band (2003), Heft 1 35



Ubersichtsartikel Historischer Artikel Buchbespmchungeﬁgj

Erst 1853 hatte Weierstrall geniigend Selbstvertrauen, um seine Ergebnisse in dem
von August Leopold Crelle (1780-1855) herausgegebenen ,,Journal fiir die reine und an-
gewandte Mathematik“ einzureichen. Dieser Artikel, der 1854 im Band 47 jenes Journals
unter dem Titel ,,Zur Theorie der Abe/schen Functionen® [45] erschien, brachte Weier-
straB3 die Ehrendoktorwiirde der Universitit Konigsberg, die Ernennung zum Oberleh-
rer und letztlich die akademischen Wiirden in Berlin ein: Am 14. Juni 1856 wurde er auf
eine fiir ihn geschaffene Professur am damaligen Gewerbeinstitut in Berlin berufen, einer
Vorlduferinstitution der heutigen Technischen Universitit, am 11. Oktober zum Extra-
ordinarius an der Friedrich-Wilhelms-Universitit ernannt und am 19. November des
gleichen Jahres in die PreuBische Akademie der Wissenschaften aufgenommen.

Am 9. Juli 1857 hielt Weierstral dann seine Antrittsrede als neues Mitglied der Ber-
liner Akademie und beschrieb dabei unter Berufung auf Euler, Legendre, Abel, Jacobi
und Gudermann sein groBes, ihm vorschwebendes Ziel der Erforschung der Abelschen
Transzendenten [46, S. 224]:

»Diese Grossen einer ganz neuen Art, fiir welche die Analysis noch kein Beispiel hat-
te, wirklich darzustellen und ihre Eigenschaften néiher zu ergriinden, ward von nun
an eine der Hauptaufgaben der Mathematik, an der auch ich mich zu versuchen ent-
schlossen war, sobald ich den Sinn und die Bedeutung derselben klar erkannt hatte.
Freilich wire es thoricht gewesen, wenn ich an die Losung eines solchen Problems
auch nur hitte denken wollen, ohne mich durch ein griindliches Studium der vor-
handenen Hiilfsmittel und durch Beschéftigung mit minder schweren Aufgaben da-
zu vorbereitet zu haben.*

1.3 Riemanns Artikel von 1857 und WeierstraB’ Reaktion

Was jedoch danach in jenem Sommer hinsichtlich des Jacobischen Umkehrproblems
fiir Abelsche Integrale geschah, schilderte Weierstra 18 Jahre spiiter in der Einleitung
zu seiner ,,Vorlesung iiber die Theorie der Abelschen Transcendenten® wie folgt [56,
S. 9-10]:
,»Eine directe Losung dieses Problems habe ich bereits im Sommer 1857 in einer aus-
fithrlichen Abhandlung der Berliner Akademie vorgelegt. Das schon der Druckerei
libergebene Manuscript wurde aber von mir wieder zuriickgezogen, weil wenige Wo-
chen spédter Riemann eine Arbeit Uiber dasselbe Problem verdffentlichte, welche
auf ganz anderen Grundlagen als die meinige beruhte und nicht ohne Weiteres er-
kennen liess, dass sie in ihren Resultaten mit der meinigen vollstindig {ibereinstim-
me. Der Nachweis hierfiir erforderte einige Untersuchungen hauptsichlich algebrai-
scher Natur, deren Durchfithrung mir nicht ganz leicht wurde und viel Zeit in An-
spruch nahm. Nachdem aber diese Schwierigkeit beseitigt war, schien mir eine
durchgreifende Umarbeitung meiner Abhandlung erforderlich. Andere Arbeiten,
sowie Griinde, deren Besprechung gegenwartig nicht mehr von Interesse ist, bewirk-
ten dann, dass ich erst gegen Ende des Jahres 1869 der Losung des allgemeinen Um-
kehrungsproblems diejenige Form geben konnte, in der ich sie von da an in meinen
Vorlesungen vorgetragen habe.*
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Mit Riemanns ,,Arbeit {iber dasselbe Problem® meinte Weierstral3 dessen ,,Theorie
der Abel’schen Funktionen® [31], die 1857 bei dem von Carl Wilhelm Borchardt
(1817-1880) nach Crelles Tod iibernommenen ,,Journal“ eingereicht und auch ver-
Sffentlicht wurde. Auch fiir Riemann nahmen die Abelschen Transzendenten eine pro-
minente Stellung ein: So bezeichnete Ernst Schering (1833-1897) in seinem Nachruf auf
diesen ,,die Erforschung der Abelschen Functionen® als ,die [von Riemann] sich
selbst gestellte. . . Hauptaufgabe“ [35, S. 379 bzw. 840], und ein GrofBteil des Ruhmes,
den Riemann noch zu Lebzeiten erlangen konnte, basierte auf der genannten Arbeit;
man vergleiche zum Beispiel den — von WeierstraB geschriebenen! — Vorschlag, Rie-
mann zum korrespondierenden Mitglied der PreuBlischen Akademie der Wissenschaften
zu wihlen [7, S. 27-29].

Zu der langen Zeitspanne von 1857 bis 1869, die Weierstrall bendtigte, um seine
Theorie zu iiberarbeiten, sei angemerkt, daB er in seinen frithen Berliner Jahren auf-
grund der beiden Stellen an Gewerbeinstitut und Universitdt eine Lehrbelastung von an
die zwanzig Stunden die Woche hatte. So war es keine Uberraschung, daB er am
16. Dezember 1861 einen totalen korperlichen Zusammenbruch erlitt, der es ihm erst
zum Wintersemester 1862/63 gestattete, die Vorlesungtatigkeit wiederaufzunehmen.?

Die oben zitierte Darstellung der Ereignisse ist sozusagen die ,,offizielle” Fassung,
die WeierstraB3 und die Herausgeber des vierten Bandes seiner Werke, Georg Hettner
(1854-1914) und Johannes Knoblauch (1855-1915), der Nachwelt iiberliefern wollten.
AufschluBreicher ist das, was Gosta Mittag-Leffler (1846-1927) mitgeschrieben hatte in
der Vorlesung iiber Abelsche Funktionen im Wintersemester 1875/76, die auch der
Werksausgabe zugrunde liegt [56, S. V]. Mittag-Lefflers Notizen hingegen geben Weier-
straB’ AuBerungen offenbar wortlich wieder. Allerdings hatte Mittag-Leffler eine recht
schwungvolle Handschrift, und zu jenem Zeitpunkt machten seine Kenntnisse der deut-
schen Sprache das Mitschreiben fiir ihn nicht gerade einfach. So ist der folgende Text
leider nicht immer eindeutig zu interpretieren [50, Heft 3, S. 3-8]:

,Ich in Anfang der 40ger Jahre 16ste auf die angedeutete Weg dass allgemeine Pro-
blem fiir die hyperelliptische Functionen, indem ich zeigte dass sie sich als Quot[ient]
zweier Reihen darstellen lassen und dass der Zéhler in Nenner iibergehen durch Ver-
gr[?] um gewisse Constanten und durch Multiplikation mit eine gewisse Exponenti-
al-Fact[?].

Jetzt hat doch Abel ein viel allgemeinere Theorem gegeben. Er unterstellt eine
Funkt[ion] ¥(x) welche algebraisch ist.

S S (xal J(xa)) dia = D F (KL 1(XL)) d,
a=1 a=1

Jetzt wird festgesetzt dass fiir x, ... die x/, beliebige Werthe annehmen.

Jetzt giebts es auch hier ein bestimmtes ¢ und ein bestimmtes Anzahl rat[ionaler]
Funktionen. Jetzt nehmen wir denselben Ansats.

Riemann und ich haben gleichzeitig die Losung gefunden.

Juni 57 habe ich in Akademie meine Losung vorgelegt. R[iemann] publicirte gleich
nachher seine Untersuchungen. Ich habe nicht publicirt weil das Problem nicht all-
gemein genug; alles nicht richtig gefasst. Es zeigte sich:
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Ich hatte allerdings erwartet auf die allgemeine ©-Reihen zu kommen. Ich konnte
bei meine damals gegebene Methode nicht Uibersehen, welche Anzahl wesendlicher
Konstanten in die ¢s vorkommen. Riemann hatte dagegen gefunden[:] Es kommen
nur 3p + 3 [gemeint wohl: 3p — 3] wesendliche Konstanten vor. Dies Anzahl stimmt
mit der Anzahl wesendlicher Constanten in die ©-Reihen bis ¢ = 4 [liberein], aber
nicht weiter. Die © werden dann allgemeiner.

Wenn man zu die allgemeine © kommen wollte, musste man analyt[isches] Problem
suchen welche zu die allgemeine © fithrt. Wenn man sich erlegt alle die eindeutigen
Functionen zu finden welche ein Add[itions-]Th[eorem] haben so kommt man auf
die Losung. Dies ist jedoch nicht méglich vorzutragen.

Ich will die algebraischen Funkt[ionen] zuerst untersuchen, so[?] Integralen von al-
gebr[aischen] Funct[ionen] untersuchen, so durchfiihren auf die hyperell[iptischen],
so auf die © kommen, so diese als neue Transcendenten untersuchen und [?] dann
die Untersuchungen fiir die allgemeine Theorie geben.

Jetzt werden wir scheinbar fiir mehrere Wochen unser Ziel erlassen. Aber nichts ist
moglich ohne die algebraischen Funkt[ionen] zu kennen und ohne die Integrale von
algebraischen Differentialen zu untersuchen.

Die Schwierigkeiten waren frither dass man die Integrale untersuchte ohne ihr letzte
Elemente[?] oder die algebraischen Funktionen zu kennen.*

Jedenfalls kann man dem Mittag-Lefflerschen Text entnehmen, was 1857 ein, wenn
nicht das Problem fiir WeierstraB3 gewesen war: Die Thetafunktionen

Z ed(m)+2(m.z)

meZ?

von p Variablen hdngen von den %g(g + 1) Koeffizienten der quadratischen Form g ab,
was fiir o > 4 zu viele Parameter bedeutet, da die Abelschen Integrale vom Geschlecht o
nur von 3p — 3 Parametern abhidngen. (Auch Riemann hatte einen GroBteil der ,,Zwei-
ten Abtheilung® seiner Arbeit [31] der Konstruktion der ,,richtigen” Theta-Funktionen
gewidmet.) Und man erkennt auch, dal Weierstral3 dieses Problem durch eine grund-
legende Behandlung der algebraischen Funktionen anging.
In der Einleitung von [56] wird der letztgenannte Aspekt ebenfalls angesprochen, di-
rekt im Anschluf3 an das obige Zitat [56, S. 10]:
,Die Schwierigkeiten, denen man in der Theorie der Abelschen Transcendenten be-
gegnet ist, rithren theilweise daher, dass man sofort auf die Theorie der Integrale ein-
ging, ohne zu bedenken, dass man die Eigenschaften der zu integrierenden algebrai-
schen Functionen noch nicht geniigend erforscht hatte. ... Es muss daher der Theo-
rie der Abelschen Integrale eine ausfiihrliche Untersuchung der algebraischen
Funktionen vorangeschickt werden.*

2 Ein Prototyp: Algebraische Gebilde

Fiir eine algebraische Gleichung

f(xay) =0
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definiert Weierstral3 zu Beginn des ersten Kapitels seiner Vorlesungen tiber ,,Abelsche
Transcendente™ [56] das zugehorige ,,algebraisches Gebilde™ als [56, S. 13]

143

,.die Gesammtheit der die [Gleichung] befriedigenden Werthepaare (x|, ]y)

und nennt solch ein Wertepaar ,,Stelle” oder auch ,,Punkt* des Gebildes. Die Variablen
x und y sind dabei komplex-wertig bzw. nehmen den Wert oo an.

Weierstra3 bemerkt, daB er sich auf Polynome f'(x, y) beschrianken und diese als ir-
reduzibel voraussetzen kann, so dal das zugehorige ,,Gebilde ein monogenes“ ist
[56, S. 13], also nicht in mehrere Komponenten zerfillt. Zundchst untersucht er die
Punkte der Kurve ,,im Endlichen®, also im €.

Ist (a,b) ein ,reguldrer” Punkt, hat also die Jacobi-Matrix von f in diesem Punkt
den (maximal moglichen) Rang 1, so stellt sich kein groBes Problem, das Gebilde in ei-
ner Umgebung von (a, b) zu parametrisieren. Bemerkenswert sind jedoch zwei Aspekte
der Argumentation, die Weierstral3 gibt: Zum einen verweist er auf seinen ,,Vorberei-
tungssatz® [S51, Art. 1], um daraus — im Spezialfall, da3 die Potenzreihe ausgezeichnet
von der Ordnung 1 ist — die Aussage des Satzes iiber implizite Funktionen zu erhalten
[56, S. 15]. Dies ist natiirlich korrekt, aber er scheint seinen Satz ,,unter Wert zu verkau-
fen®, insbesondere, da er hier nirgendwo erwédhnt, da3 die Losung des lokalen Unifor-
misierungsproblems fiir algebraische Kurven aufgrund des Vorbereitungssatzes auch
gleich das fiir analytische Kurven, also f eine Potenzreihe in zwei Verdnderlichen, mit
16st (vergleiche die Anmerkung am Schluf3 von Abschnitt 3.3).

Zum anderen behandelt Weierstral3 nicht getrennt die Fille, daf3 die partielle Ablei-
tung von f nach x und die nach y im Punkt (g, b) von Null verschieden ist, sondern er
flhrt eine komplexe Hilfsvariable

t=a(x—a)+pB(y—b)

mit geeignet gewéhlten o und S ein [56, S. 14], so daB er stets das Gebilde in einer Umge-
bung von (a, b) parametrisieren kann als

x=(1), y=19(),

wobei ¢(f) und 9(¢) um 0 konvergente Potenzreihen in ¢ sind mit ¢(0) = @ und
1(0) = b. Er ist also hier primér an der lokalen analytischen Darstellung der Kurve in-
teressiert und nicht daran, y als algebraische Funktion in Abhéngigkeit von x darzustel-
len, wenn er dies auch spéter als Folgerung diskutiert [56, S. 41-45].

Die linearen Terme der beiden Reihen () und v (z) stimmen bis auf von Null ver-
schiedene Faktoren mit den ersten partiellen Ableitungen von f in (a,b) iiberein, sind
also nicht beide gleich Null. Die Jacobi-Matrix der Abbildung

o(t)
t
- (wm)
hat daher den Rang 1; insbesondere ist diese Abbildung injektiv [56, S. 15].

Aus der Eindeutigkeitsaussage des Satzes liber implizite Funktionen folgt weiter,
daB sich je zwei Parametrisierungen

x=p(), y=v1) bzw. x=¢|(1), y=1(7)
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der Kurve f(x, y) = 0 in einer hinreichend kleinen Umgebung von (a, ) nur unterschei-
den[56, S. 17]
,,durch eine Substitution

12017+CQT2+-~-

., wobei die Potenzreihe rechts fiir hinldnglich kleine Werthe von |7| convergirt
und der Coefficient ¢; nicht verschwindet®,

d.h., durch eine um 0 lokal biholomorphe Parametertransformation; in diesem Falle
nennt Weierstrall die Parametrisierungen ,,Aquivalent® [56, S. 16]. (Weierstral3 verweist
hier zur Begriindung wieder auf seinen Vorbereitungssatz [51, Art. 1]; allerdings bewies
er den Satz liber implizite Funktionen (im analytischen Fall) auch in seinen einleitenden
Vorlesungen zur Funktionentheorie, etwa [59, S. 85-88], [60, S. 422 ff], [61,
S. 153-158].)

Nunmehr bleiben noch die ,,singuldren Stellen” (a,b) zu untersuchen [56, S. 19],
d.h., solche, wo die beiden ersten partiellen Ableitungen von f'(x, y) verschwinden. Wei-
erstrall gibt dazu ein Verfahren an, um die algebraische Kurve f(x,y) = 0 lokal um
(a, b) in Komponenten zu zerlegen:

Er schreibt f(x,y) = fo(&§,n) mit £ = x — a und = y — b und entwickelt fj in seine
homogenen Bestandteile. Der nichtverschwindende homogene Anteil niedrigsten Gra-
des habe den Grad p. Weierstral bezeichnet ihn als (§,7),, und schreibt [56, S. 20]:

,»In Linearfactoren zerlegt sei die homogene Function niedrigster Dimension
(&:m), = C(gn — he)"0(g'n — WM - (g")n — gy

hierbei ist

Mo pr Ay =

und C, g, h,g' I, ...g") h") bezeichnen constante Grossen, .

Er zeigt dann [56, S. 20— 23] dal diese Zerlegung von (£, 7), eine lokale Zerlegung der
Nullstellenmenge von f'(x, y) induziert, genauer: Es gibt v + 1 Polynome f}, f1 , fl
so daB die Vereinigung der Nullstellenmengen dieser Polynome in einer geelgneten Um-
gebung von (a,b) gerade der entsprechende Teil der Nullstellenmenge von f(x,y) ist
und fiir jedes « die Funktion f1 hochstens die Ordnung ., hat [56, S. 23].

Weierstral3 erldutert, daB man das genannte Verfahren iterieren und auf die f1 s
usw. anwenden kann [56, S. 23-24]. Dabei beriicksichtigt er durchaus die Situation, daf3
irreduzible Komponenten von hoherer als erster Ordnung auftreten [56, S. 25-28]. Zu
guter Letzt kann er die Nullstellenmenge von f(x,y) in einer Umgebung von (a,b)
durch endlich viele Parametrisierungen des Typs x = ¢(2), y = ¥(¢) beschreiben, mit
©(1),9(t) konvergente Potenzreihen in 7 [56, S. 29-32].

Er faB3t diese Ergebnisse wie folgt zusammen [56, S. 32]:

»,Demnach sind wir zu folgendem Resultat gelangt: Im Allgemeinen lassen sich alle
der Umgebung irgend einer Stelle angehorigen Werthepaare (x[,]y) des durch die
Gleichung f'(x,y) = 0 definirten algebraischen Gebildes durch ein einziges Functio-
nenpaar x = ¢(t),y = () darstellen; nur fiir singulére Stellen des Gebietes . . . kann
der Fall eintreten, dass mehrere, stets aber eine endliche Anzahl, Functionenpaare
erforderlich sind, um alle Werthepaare (x[,]y) ihrer Umgebung zu liefern.
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Die erwdhnten Funktionenpaare definieren dabei jeweils ein ,,Element™ des algebrai-
schen Gebildes.
Bisher hat Weierstra3 nur die Stellen des Gebildes im Endlichen behandelt.

»Den im Endlichen gelegenen Stellen des algebraischen Gebildes miissen noch, da-
mit es ein in sich abgeschlossenes werde, eine endliche Anzahl unendlich ferner Stel-
len, d. h. solcher Stellen (x[,]y), fir welche die Grossen x und y nicht beide endliche
Werte haben, adjungiert werden.*

[56, S. 13], und dies fiihrt er als nichstes durch. Dabei arbeitet er allerdings im IP; x IP,
mit IP; = CU {0}, und nicht im komplex-zweidimensionalen projektiven Raum IP,. —
DaB man in der Komplexen Analysis letzteres tun sollte, fanden aber Heinrich Behnke
(1898-1979) und Peter Thullen (1907-1996) noch im Jahre 1933 einer besonderen Beto-
nung wert im Vorwort ihres Ergebnisseberichts iiber die Funktionentheorie mehrerer
komplexer Verdnderlichen [6, S. IV bzw. X]. —

Weierstra3 hingegen behandelt in der Tat immer die beiden Variablen getrennt, so
daB sich sein Hinzufligen der unendlich fernen Stellen des algebraischen Gebildes [56,
S. 32-41] im wesentlichen darauf reduziert, da3 er geeignet (und in Teilen durchaus
technisch aufwendig) den Linearfaktor x — a durch 1/x bzw. den Linearfaktor y — b
durch 1/y ersetzen muB.

Bereits oben wurde betont, daBl Weierstral die Menge der Nullstellen von
f(x,y) = 0lokal analytisch parametrisieren will und weniger die Auflésung dieser Glei-
chung nach y als einer algebraischen Funktion von x im Zentrum seines Interesses steht.
Allerdings ist ihm auch klar, daB ,,es bisweilen zweckmaBig [ist], die eine Verdnderliche,
z.B. y, als Function der anderen zu betrachten® [56, S. 41]. Und so leitet er aus den ge-
wonnenen Ergebnissen liber die analytische Parametrisierung der algebraischen Kurve
f(x,y) = 0 die Darstellung von y als algebraische Funktion her [56, S. 41-45], wobei er
auch die Puiseux-Entwicklung in den Verzweigungspunkten erhilt [56, S. 43-44].

Dabei war ihm selbst die Parameterdarstellung x = ¢(¢), y = 9(¢) offenbar lieber; so
schrieb er am 3. Oktober 1875 an Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) [49, S. 236]:

,»Zur Entwickelung von [¢](7), [¢](¢) habe ich jetzt eine Methode, die viel einfacher
ist, als das bekannte Verfahren zur Entwickelung von y — b nach ganzen oder gebro-
chenen Potenzen von x — a.*

DaB die algebraischen ,,Gebilde™ fiir Weierstrall mehr sind als algebraische Funk-
tionen, wird nochmals deutlich im zweiten Kapitel der Vorlesung [56], wenn er ,,Ratio-
nale Functionen des Paares (x[,]y)“ behandelt, vor allen Dingen aber, wenn er im elften
Kapitel zur ,,Erklarung des Integrals einer rationalen Function des Paares (x|, |y)* [56,
S. IX] kommt [56, S. 249-251, vgl. auch S. 1-4]:

Das Integral

[ oty

einer rationalen Funktion auf der Kurve f(x, y) = 0 definiert er zunéchst nur auf einem
Element des Gebildes, also einem in der Form

x=p(1), y=1v(@)
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parametrisierten Teil. Auf diesem schreibt sich der Integrand als

0(p(0), () 22D dr = g(tyar

mit einer Laurent-Reihe g(#) mit endlichem Hauptteil. Deren Integral ist durch formale
Integration der Reihe zu erkldren, wozu noch ein logarithmischer Term kommt, wenn
in der Reihe ein Term mit 7~! auftritt [56, S. 250-251]. Diese lokale Integraldefinition
setzt er nun nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung auf das ganze Gebilde fort
[56, S. 251]: Stimmen zwei Elemente des Gebildes an einer reguliren Stelle {iberein, so
lassen sie sich aufgrund der Eindeutigkeitsaussage des Satzes iiber implizite Funktionen
auf einer (offenen) Umgebung dieser Stelle durch eine (biholomorphe) Parametertrans-
formation ineinander iberfithren; sie ,,congruiren” dort, wie Weierstra3 schreibt [56,
S. 227]. Damit 146t sich der Integralbegriff in sinnvoller Weise auf endliche Ketten paar-
weise ,,congruirender” Elemente ausdehnen [56, S. 251], wobei Weierstrall zuvor gezeigt
hat, daB diese ausreichen, um je zwei gegebene Stellen des Gebildes zu verbinden [56,
S. 235-241].

Ausgestattet mit diesem Integralbegriff fiir algebraische Differentiale behandelt
Weierstra3 dann in seinen Vorlesungen [56] die ihm so wichtige Theorie der Abelschen
Integrale und Funktionen. Ohne hierzu im folgenden weiteres ausfithren zu wollen, sei
doch wenigstens erwahnt, wie er den ,,Rang” p eines algebraischen Gebildes definiert,
der dem Riemannschen ,,Geschlecht® entspricht, welches dieser ja rein topologisch er-
klart hatte, und der von zentraler Bedeutung ist, etwa als Zahl der Variablen im Jacobi-
schen Umkehrproblem. Weierstral3 schreibt hierzu [56, S. 69]:

,»Die Zahl o + 1 giebt . .. die kleinste Anzahl beliebig zu wiahlender Stellen eines Ge-
bildes f(x,y) = 0 an, welche angenommen werden muss, damit sich eine rationale
Function des Paares (x[,]y) bilden lasse, die nur an diesen Stellen von der ersten
Ordnung unendlich gross wird.*

3 Analytische Funktionen einer Veranderlichen

3.1 Analytische Fortsetzung beim Losen von Differentialgleichungen

Das eben erwdhnte Prinzip der analytischen Fortsetzung war Weierstra3 bereits sehr
frith bekannt. In einem ,,Minster, im Frithjahr 1842 [43, S. 84], also noch wéhrend sei-
nes Probejahrs, unterzeichneten Manuskript befaB3te er sich schon mit der ,,Definition
analytischer Functionen einer Veranderlichen vermittelst algebraischer Differentialglei-
chungen® [43]. (Veroffentlicht wurde diese Arbeit allerdings erst 1894 im ersten Band
seiner ,,Mathematischen Werke* [58]).

Weierstra3 zeigte hier mittels der heutzutage nach Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) benannten Majorantenmethode®, daB fir Gi,...G, Polynome in
n Unbestimmten sich das Differentialgleichungssystem
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% = Gl (xl bl t) xn)
d;t" = Gn(x], T x,,)
lokal stets mittels konvergenter Potenzreihen 3,(7),...,B,(z) in der Variablen ¢ 16sen

1aBt, wobei diese (Potenzreihen-)Losungen durch die Angabe der Werte an einer Stelle
bereits eindeutig bestimmt sind [43, Art. 1-2].

Aufgrund der Eindeutigkeitsaussage stimmen je zwei Losungen (B, ...,%,) und
(Q1,...,9Q,), die an einer einzigen Stelle denselben Wert haben, schon auf dem gesam-
ten Durchschnitt ihrer Konvergenzkreise iiberein, so da3 das n-Tupel der Q,, eine Fort-
setzung fiir das der P, definiert. Durch Wiederholung dieses Prozesses entlang von
Kreisketten gelangt Weierstral3 zu globalen, wenn auch moglicherweise mehrdeutigen
Losungen der Differentialgleichungen [43, Art. 3].

3.2 Analytische Funktionen einer Verdnderlichen

Dieses Losungsverfahren fiir algebraische Differentialgleichungen war fiir Weierstral3
die Vorlage fiir seine Definition analytischer Funktionen: In seinen von 1861 bis
1884/85 gehaltenen Vorlesungen zur Einfiihrung in die Theorie der analytischen Funk-
tionen (siche etwa [59, S. 72-73], [60, S. 361-397], [61, S. 93-97]) betrachtet er beliebige
konvergente Potenzreihen

B(rla) = 3 a,(x - @)’
v=0

und muB dann — ohne Riickgriff auf Eindeutigkeitsaussagen fiir Lésungen von Diffe-
rentialgleichungssystemen ! — zeigen, daBl zwei Potenzreihen B(x|a) und Q(x|b) =

> b,(x — b)” mit verschiedenen Entwicklungspunkten a bzw. b, die in einem Punkt ¢
v=0

des Durchschnitts der Konvergenzkreise die gleiche Umentwicklung in Potenzen von
x — ¢ haben, auf dem gesamten Durchschnitt iibereinstimmen. In diesem Fall nennt er
die beiden Potenzreihen ,,Funktionenelemente® und bezeichnet Q(x) als eine ,,unmittel-
bare Fortsetzung™ (oder auch als ,,Ableitung®) von B(x). Das Prinzip der analytischen
Fortsetzung entlang Kreisketten funktioniert dann genau so wie in der oben beschriebe-
nen Situation der Differentialgleichungen, und Weierstral3 definiert eine ,,analytische
Funktion® zum Beispiel wie folgt [61, S. 95]:
,Liegt ein Punkt x’ innerhalb des Convergenzbezirks eines Funktionenelements,
welches eine Fortsetzung des urspriinglich gegebenen Funktionenelements [B](x|a)
ist, so hat dieses einen bestimmten Werth fiir X/, und diesen bestimmten Werth nen-
nen wir einen Werth der durch das Ausgangsfunktionenelement bestimmten analy-
tischen Funktion.*
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(In einigen Texten werden derartige analytische Funktionen noch mit dem Attribut
~monogen* belegt, da sie durch analytische Fortsetzung aus einem einzigen Funktio-
nenelement hervorgehen.)

Betont sei, dal WeierstraB3 seine analytischen Funktionen a priori auf ihrem maxi-
malen Existenzgebiet betrachtet, auch wenn dies zu mehrdeutigen Funktionen fiihrt.?

Das Auftreten mehrdeutiger Funktionen bei diesem ProzeB fiihrt gerade bei dem
Ur-Beispiel der Losung von Differentialgleichungen zu gewissen Schwierigkeiten. Wei-
erstral3 umgeht diese, indem er — zumeist unmittelbar hinter der Definition der analy-
tischen Fortsetzung fiir einzelne Potenzreihen bzw. Funktionen [60, S. 369-370], [61,
S. 117-119] — ,,Systeme analytischer Funktionen® betrachtet. Hierzu startet er mit n-Tu-
peln von Potenzeihen mit gleichem Entwicklungspunkt, die stets entlang ein- und der-
selben Wege fortgesetzt werden. (Modern gesprochen: Die WeierstraBBschen analy-
tischen Funktionen sind die Zusammenhangskomponenten des Raumes @ der holo-
morphen Funktionskeime, seine ,,Systeme analytischer Funktionen“ sind die
Zusammenhangskomponenten der n-fachen direkten Summe von O mit sich selbst.)
Diese ,,Systeme analytischer Funktionen® bewahren dann die Relation ,,ist Ableitung
von®, d. h., die Fortsetzung der Ableitung ist die Ableitung der Fortsetzung, und es gilt
fir sie ein Permanenzprinzip fiir Funktionalgleichungen.

3.3 Warum Potenzreihen?

Die Losung algebraischer Differentialgleichungen war fiir Weierstral3 nicht nur das
Ausgangsbeispiel fiir seinen Begriff der analytischen Funktion, sondern auch eine Be-
stiatigung dafiir, daf3 seine Definition die richtige Wahl war.

Die Vorliebe, die Weierstral3 fiir Potenzreihen hegte, ist hinreichend bekannt und
auch bereits in der Literatur kommentiert worden. Als moglichen Grund fiir diese Pra-
ferenz kann man etwa nennen, daf3 es bei seiner ,,Ur-Erfahrung™ mit mathematischer
Forschung darum ging, die Umkehrfunktion des Integrals

/" dt
x V(1= 2)(1-k2)

als Quotient von zwei konvergenten Potenzreihen darzustellen (siehe Abschnitt 1.2).

Weiterhin war sein akademischer Lehrer Gudermann auch kaum geneigt, ihn davon
abzubringen: Dieser stand durch Bernhard Friedrich Thibaut (1775-1832), bei dem er
in Gottingen studiert hatte, unter dem indirekten EinfluB3 der von Karl Friedrich Hin-
denburg (1741-1808) begriindeten Schule der ,, kombinatorischen Analysis“ und deren
Interesse fiir die Koeffizienten von Potenzreihen.

Was Weierstral3 aber in seinen Vorlesungen und Vortragen im Berliner Mathemati-
schen Seminar zu seiner Beschrankung auf lokal durch Potenzreihen darstellbare Funk-
tionen sagte, zeigt dariiberhinaus, daB er durchaus tber die Leistungsfahigkeit seines
Funktionsbegriffs nachdachte und keinesfalls — naiv — von vorne herein annahm, alles
lieBe sich mit seinen Potenzreihenmethoden 16sen. So liest man in einer Mitschrift seiner
Vortréage tiber Differentialgleichungen im Mathematischen Seminar zu Berlin im Som-
mersemester 1875 [48, Bogen 1, S. 1-2]:
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»Wenn man von der Ansicht iber den Begriff der analytischen Funktion, den ich
vertrete, ausgeht, so hat man bei jeder mathematischen Aufgabe, die vorliegt, zu-
ndchst die Verpflichtung, nachzuweisen, dal die Funktion, um deren Entwicklung
oder Definition es sich handelt, wirklich dem aufgestellten Begriff der analytischen
Funktion geniigt. Wenn also z. B. eine algebraische Differentialgleichung gegeben
ist, also eine Gleichung zwischen x, y und %, wo y eine Unbekannte, eine noch zu be-

stimmende Funktion von x ist, so hat man zunéchst zu beweisen, daBl dieser Diffe-

rentialgleichung wirklich durch eine analytische Funktion geniigt werden kann.“
und etwas spéter liber algebraische Differentialgleichungssysteme der Form

dx, dm=Dx, dx; dmyx, dx dm=1yx
Grx, =, .. ————— X, —=, .. ————= Xy, —t . —— ) =0
A(Yl’ dr’ a1 g drm-1 R drm-1 )
mit Polynomen (oder, allgemeiner, ganzen Funktionen) Gy, ..., G, [48, Bogen 2, S. 2]:

,Die Sétze dariiber, daB man solche Differentialgleichungen durch Potenzreihen
entwickeln kann, sind hinldnglich bekannt. Weniger bekannt ist aber der Teil, wo-
rauf ich das meiste Gewicht lege, daB durch diese Differentialgleichungen nur analy-
tische Funktionen definiert werden. Wire das letztere z. B. nicht der Fall, so wiirde
eine notwendige Folge davon sein, daB3 jene Definition der analytischen Funktion,
die ich gegeben habe, ungeniigend sei; denn sie mul3 so gegeben werden, daf3 allen
Forderungen gentigt werden kann, die die Analysis von selbst uns aufdringt.*

In einer, leider undatierten, Ausarbeitung einer WeierstraBschen ,,Functionentheorie®
wird dieses Thema allgemeiner aufgegriffen [55, S. 202-203]:

,,Die Definition der monogenen analytischen Funktion giebt zu zwei Aufgaben Ver-
anlassung, die nicht allgemein, sondern nur von Fall zu Fall gelost werden kdnnen.

1. Die leichtere der beiden Aufgaben besteht darin zu zeigen, dass jedes analytische
Problem durch monogene analytische Funktionen geldst werden kann.

Hat man z. B. eine algebraische Gleichung zwischen x und y, die in Bezug auf y vom
n. Grade ist, sodass jedem x n Werte von y entsprechen, so kann man die Frage stel-
len, sind diese Werte von y simmtlich Werte einer monogenen analytischen Funk-
tion? — Zur Beantwortung dieser Frage nehme man ... [Es folgt eine Kurzdarstel-
lung iiber algebraische Gebilde; P.U.] — Die algebraischen Funktionen sind also alle
monogene analytische Funktionen.

Ahnliches gilt, wenn die Gleichung f(x[,]y) = 0 nicht vom endlichen Grade in Bezug
auf y, also transzendent ist.

Ebenso lédsst sich zeigen, dass die gewohnlichen Differentialgleichungen durch mo-
nogene analytische Funktionen befriedigt werden, und dass sie — und dies ist die
zweite Aufgabe, auf die man durch die Definition der monogenen analytischen
Funktion gefithrt wird — .
2) nur durch monogene analytische Funktionen gelost werden konnen. Diese Auf-
gabe ist im Allgemeinen schwieriger als die erste.

Bisher hat sich immer bestitigt, dass jede analytische Aufgabe durch monogene ana-
lytische Funktionen geldst werden kann. Ein Ausnahmefall wiirde natiirlich eine Er-
weiterung des Begriffes der analytischen Funktion ntig machen.*
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Als Nachtrag zur WeierstraBBschen Verwendung seines Vorbereitungssatzes sei be-
tont, daB hier erwdhnt wird, daB sich auch analytische Kurven f(x, y) = 0 lokal unifor-
misieren lassen, wobei allerdings leider nicht klar wird, ob Weierstral3 dieses Problem
durch explizite Rechnung oder durch Riickfithrung auf die algebraische Situation mit-
tels seines Vorbereitungssatzes behandelt hat.

3.4 Analytische Gebilde erster Stufe im Gebiete von zwei Verdnderlichen

Um ein algebraisches Gebilde f(x,y) = 0 vollstandig analytisch zu beschreiben, hatte
Weierstral3 neben den Stellen, an denen sich y als analytische Funktion von x schreiben
1aBt, noch die Punkte ,,im Unendlichen und die Verzweigungspunkte hinzunehmen
miissen. Die Punkte ,,im Unendlichen lieBen sich technisch durch Ersetzung des Line-
arfaktors x — a durch 1/x realisieren, entsprechend fiir y. Die Verzweigungspunkte hin-
gegen behandelte Weierstral3, wie gesehen, zumindest seit 1875 nicht mehr priméar mit-
tels Puiseux-Entwicklungen, sondern mit Hilfe (mehrerer) Parametrisierungen durch
Paare von Potenzreihen.

Dieses Vorgehen von den algebraischen auf die analytischen Funktionen fortzuset-
zen, also ,,analytische Gebilde® zu definieren, machte allerdings konzeptuelle Schwierig-
keiten: Bei algebraischen Kurven ist klar, welche Stellen man hinzunehmen muB, nim-
lich die, die aus der Losungsmenge von f(x, y) = 0 noch fehlen (einschlieBlich der Punk-
te im Unendlichen); solch eine Gleichung hat man bei analytischen Funktionen
natiirlich nicht zur Verfiigung. Im algebraischen Fall kann man die hinzuzunehmenden
Stellen jedoch auch charakterisieren als die ,,Grenzstellen® des Graphen der algebrai-
schen Funktion, also als die Stellen (in IP; x IP;), ,,in deren jeder Néhe es noch Stellen
gibt, die zu den [bereits] definierten gehoren® [62, S. 125].

Bei analytischen Funktionen kann dieser Ubergang zum topologischen AbschluB je-
doch zu fatalen Konsequenzen fithren: Ein hyperelliptisches Integral

[T dt
u(x) .—[0 P(t)’

also P mindestens vom Grad 5, definiert aulerhalb der Nullpunkte des Nenners eine
analytische Funktion im Weierstraschen Sinne. Aufgrund des von Jacobi in [19] Ge-
zeigten hat dieses Integral aber mindestens vier verschiedene Perioden, die im All-
gemeinfall additiv eine Gruppe erzeugen, die dicht in € liegt. Hinzufiigen aller Grenz-
stellen zu dem Graphen der Funktion u(x) wiirde also ein Gebilde in IP; x IP; ergeben,
bei dem die Faser iiber jeder Stelle x der ganze IP; ist.

WeierstraB3 war sich dieses Problems vollig bewuBt [55, S. 204-205], [57, S. 95-97],
[62, S. 125-128] und traf so entsprechende VorsichtsmaBnahmen beim Ubergang von
den analytischen Funktionen zu den analytischen Gebilden : In seiner in die Funktionen-
theorie einfithrenden Vorlesung im Sommersemester 1874 fiigt er nur diejenigen Grenz-
stellen zu dem Graphen der analytischen Funktion y = f(x) hinzu, in denen diese ,,den
Charakter einer algebraischen Function® behélt [60, S. 387], d. h., in deren Umgebung
die Funktion durch eine algebraische Gleichung G(x,y) = 0 charakterisiert wird, so
daB er sich zumindest lokal in der von den algebraischen Gebilden her vertrauten Situa-
tion befand.
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Vier Jahre spéter, im Sommer 1878, hatte er sich jedoch offenbar dazu durchgerun-
gen, das schon bei den algebraischen Gebilden in seiner Vorlesung [56] aus dem Winter
1875/76 verfolgte Prinzip der lokalen analytischen Parametrisierung zum Ursprung der
Definition eines ,,analytischen Gebildes zu machen, genauer: eines ,,analytischen Ge-
bildes erster Stufe im Gebiete von zwei Verdnderlichen® [61, S. 159-161]. — Hierbei gibt
die ,,Stufe” die Anzahl der unabhingigen Variablen an, hier also eine, wihrend sich die
Angabe ,,im Gebiete von zwei Verdnderlichen” auf dem umgebenden Raum bezieht,
hier also den ©° bzw. IP; x IP;. —

Lokal um eine Stelle (@, b) aus dem IP; x IP; ist ein solches Gebilde gegeben als Bild
einer injektiven Abbildung

x(0)\ _ [a+¢(1)
o (ym) B (bw(z))
mit um 0 konvergenten Potenzreihen ¢(#) und () der komplexen Verdnderlichen 7 oh-
ne konstanten Term. (Im Falle ¢ = oo ist dabei x —a durch [/x zu ersetzen, also
1/x(t) = ¢(t) zu schreiben, entsprechend fiir b = 00.)
Weierstral3 verlangt dabei nicht, daB3 die Jacobi-Matrix der Abbildung den Rang 1
hat, sondern nur, daB sie (in einer geeigneten Umgebung von ¢ = 0) injektiv ist: Die

Neilsche Parabel y? — x* = 0 ist trotz ihrer nicht einmal normalen Singularitét in (0,0)
vermoge

12
t— (13)

ein ,,analytisches Gebilde™ in diesem Sinne.
Hat ein weiteres analytisches Gebilde,

x(1) = a; + ¢1(9)
y(1) = by +i(s)’

mit dem gegebenen eine Stelle (¢, ") gemeinsam, zu der die Parameterwerte 7, bzw. 5o
gehoren mogen, so kann man die Parametrisierungen der Gebilde umschreiben zu

x:a'+<P(fo+T)} bzw {x:a,ﬂ"l(swra)
y=>b"+9(to+7) S ly=b"+di(so+0) J°

Weierstrall nennt nun das zweite analytische Gebilde eine ,,unmittelbare Fortsetzung®
des ersten, wenn es eine durch eine konvergente Potenzreihe mit nichtverschwindendem
linearen Term gegebene Parametertransformation 7 = 7(¢) mit 7(0) = 0 gibt, die lokal
diese beiden Parametrisierungen ineinander iiberfithrt [61, S. 161].

Von hier ab 148t Weierstrall wieder die Maschinerie der analytischen Fortsetzung
laufen [61, S. 161]:

., Wir kdnnen nun in Bezug auf das analytische Gebilde dieselben Bemerkungen ma-
chen wie bei der Definition der analytischen Funktionen.
Von einem Gleichungspaar

{xzo = e}
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ausgehend erhélt man durch Fortsetzung andere und andere Gleichungspaare, von
denen wir jetzt jedes ein Element des analytischen Gebildes nennen, indem wir dieses
selbst ... als aus der Gesammtheit der Stellen (x,y) bestehend ansehn wollen, die
aus irgend einem der ,,Elemente” (der Gleichungspaare) hervorgehen.

Solch ein analytisches Gebilde ist also (vorbehaltlich etwaiger topologischer Probleme)
eine Kurve in IP; x IP;, und so hei3t es auch in der Vorlesungsausarbeitung ,,Man be-
achte die Analogie dieser Definition mit der analytisch-geometrischen Definition von
Curven.” [61, S. 162] Wie schon bei den analytischen Funktionen sei aber auch hier da-
rauf hingewiesen, daBl Weierstral die analytische Fortsetzung so weit wie moglich
treibt, also die maximale Ausdehnung dieser Kurve betrachtet.

Zu einer vorgegebenen analytischen Funktion definiert Weierstra3 nun das zugeho-
rige analytische Gebilde, das zum einen aus Elementen des Typs

S (%Tx))

besteht, wo P} eines der ,,Funktionenelemente®, also eine der Potenzreihen ist, die die
Funktion definieren. Zum anderen muB er hierzu die ,,ausserwesentlich singuldre[n]
Stellen” hinzunehmen, d. h., solche, in denen sich keine Parametrisierung finden 148t,
deren x-Koordinate sich analytisch invertieren 148t, also die ,,Verzweigungspunkte im
Riemannschen Sinne der analytischen Funktion®, wie Adolf Hurwitz (1859-1919) in
die Uberarbeitung seiner Mitschrift notierte [61, S. 165]. WeierstraB zeigt dabei, daf die
Funktion in diesen Punkten zwar keine Potenzreihenentwicklung, aber doch noch eine
Puiseux-Entwicklung besitzt [61, S. 162-165], so daB er insgesamt eine vollige Analogie
zur Situation der algebraischen Gebilde erhilt.

4 WeierstraBsche ,Gebilde“ versus Riemannsche ,Flachen“

4.1 Jedes Gebilde ist eine Flache

Weierstral3 miihte sich ab, seine Funktionen und Gebilde exakt zu definieren und zahlte
dafiir den Preis einer gewissen Schwerfélligkeit. Riemann hingegen hielt die Definition
seiner ,,Fldchen® sowohl in seiner Dissertation [30, S. 39] als auch in seiner Arbeit liber
Abelsche Funktionen [31, S. 103 bzw. 122], vorsichtig gesagt, recht vage. Auch in seinen
Vorlesungen wurde er nicht wesentlich klarer; so liest man in [25, S. 74]:

»Allgemein konnen wir bei einer mehrwertigen Function die z-Ebene mit einer Fli-
che 7 bedecken, die fiir jeden Punkt der z-Ebene aus so vielen iiber einander liegen-
den Bléttern besteht als die Function fiir diesen Punkt verschiedene Werte hat. Ein
Punkt, um welchen sich ein Blatt in ein anderes fortsetzt, heilt ein Verzweigungs-
wert der Function. In der Umgebung eines solchen Punktes kann die Flache T als ei-
ne Schraubenfliche von unendlich kleiner Hohe des Schraubenganges betrachtet
werden, deren Axe in jenem Punkte senkrecht zur z-Ebene steht. Wenn die Function
nach mehreren Umldufen des z um den Verzweigungswert ihren urspriinglichen
Wert wieder erhilt, so setzt sich das oberste Blatt durch die ibrigen hindurch in das
unterste fort.*
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Die Irrungen und Wirrungen, unter denen aus dieser Idee der heutige Begriff der ,,Rie-
mannschen Fliche® entstanden ist, findet man etwa beschrieben in [28, S. 204-216] und
[29, S. 184-188]. Selbst Riemanns Exeget Weyl schreibt [64, S. VII]:

,,Es ist freilich zuzugeben, daB3 Riemann selbst d[a]s wahre Verhiltnis der Funktio-

nen zur Riemannschen Flache durch die Form seiner Darstellung etwas verschleiert
hat®.

In seinem 1913 erschienen Buch ,,Die Idee der Riemannschen Flidche* [64] gibt Weyl be-
kanntlich im wesentlichen die heutige Definition der Riemannschen Flache als abstrak-
te zusammenhingende topologische reell 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit komple-
xer Struktur. Die ersten 7 der insgesamt 21 Paragraphen seines Buches dienen dabei [64,
S. VII]

»eine[r] genaue[n] Auseinandersetzung des Verhiltnisses der Weierstraf3schen Be-
griffe ,,analytische Funktion” und , analytisches Gebilde* zu der Idee der Riemann-
schen Flache®.

Weyl gibt zunichst eine Definition der WeierstraBschen Begriffe, fiir die selbst er als
Meister der Darstellung fast 16 Druckseiten benétigt [64, §§ 1-3]. Nachdem er die Defi-
nition einer reell zweidimensionalen (triangulierbaren) Mannigfaltigkeit gegeben hat,
untersucht er die analytischen Gebilde unter diesem Aspekt [64, § 6]. Zu Anfang des
.8 7. Begriff der Riemannschen Flidche™ verwendet er dann das Beispiel eines Elementes
eines analytischen Gebildes, um die Begriffe ,,Ortsuniformisierende® und ,,regulér-ana-
lytisch® zu erkldren [64, S. 34], die die essentiellen Bestandteile seiner Definition der Rie-
mannschen Flache ausmachen [64, S. 36].

Kurz gesagt: Weyl modelliert seine Definition der Riemannschen Flache nach dem
Prototyp des ,,analytischen Gebildes”. Damit 143t sich jedes solche Gebilde als eine Rie-
mannsche Flache auffassen, genauer gesagt, als eine, auf der zwei ausgezeichnete mero-
morphe Funktionen (z, u) gegeben sind [64, S. 37].

4.2 Jede Fliche ist ein Gebilde

»Daf zu jeder vorgegebenen Riemannschen Fliche wirklich ein Funktionenpaar (z,u),
d. h. ein analytisches Gebilde gehort, ist eine Grundtatsache der Riemannschen Funk-
tionentheorie”,

fahrt Weyl fort [64, S. 37], gibt in seinem Buch aber nur einen Bewesis fiir den Fall einer
kompakten Flache [64, S. 136-138].

Diese Aussage war allerdings schon Riemann 1857 im wesentlichen bekannt, der in
[31, Art. 5] — wenn auch unter Verwendung des Dirichletschen Prinzips — zeigte, daB je-
de endlichbléttrige seiner ,,Flichen® von einer algebraischen Kurve herkommt (und da-
mit ein (algebraisches) ,,Gebilde” im WeierstraBschen Sinne ist).

Der nicht-kompakte Fall hingegen bendtigte etwas mehr Zeit: Zwar formulierte
Paul Koebe bereits 1909 den Satz, daB jede, also auch nicht-kompakte abstrakte Rie-
mannsche Fliche ein ,,analytisches Gebilde™ im Weierstraschen Sinne ist; er gab dafiir
aber nur, wie fiir die ,,Comptes rendus® iiblich, eine Beweisskizze [21]. Die Ausarbei-
tung tberlieB er Erwin Freundlich (nach 1939: Finlay) fiir dessen Dissertation [13], mit
der dieser 1910 in Gottingen promovierte.
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Um nachzuweisen, daf jede nicht-kompakte Riemannsche Flache in der Tat ein
analytisches Gebilde im WeierstraBschen Sinne ist, muf3 man eine auf dieser Fliche defi-
nierte Funktion finden, die sich dariiber hinaus nicht analytisch fortsetzen 148t (wobei
die Weierstraflschen Definitionen nicht nur holomorphe, sondern auch meromorphe
Fortsetzungen verbieten). Dazu muflte man zunéchst viele analytische Funktionen auf
der Riemannschen Fliche konstruieren (wozu Koebe mit ,,Elementarpotentialen® ar-
beitete). Dann war aus diesen Funktionen eine einzige zu konstruieren, die geniigend
viele Punkte der Fliache trennt und deren Nullstellen sich gegen jeden der — erst noch zu
definierenden — Randpunkte der Fldche hdufen.

Einen vollstandigen, die technischen Probleme, insbesondere die Tiicken der Topo-
logie des Randes, beriicksichtigenden Beweis gab Herta Florack in ihrer 1948 erschiene-
nen Dissertation [12], wobei sie auf die Verallgemeinerungen der klassischen Sitze von
Weierstral und Mittag-Leffler auf nichtkompakten Riemanschen Flidchen [5] zuriick-
griff (wegen technischer Details siche auch [28, S. 220-222]).

4.3 Veranschaulichung analytischer Gebilde

WeierstraB hatte mit der Riemannschen Ideenwelt durchaus seine Schwierigkeiten.’
Dennoch mufBte ihm daran gelegen sein, die Beziehungen ihrer beider Theorien zu ver-
stehen und klarzulegen, was seine oben in Abschnitt 1.3 geschilderte Reaktion auf Rie-
manns Arbeit [31] auch belegt.

Insbesondere hatte Weierstral sich iiberlegt, daB3 jedes seiner arithmetisch-alge-
braisch definierten ,,Gebilde” AnlaB zu einer ,,Flache® im Riemannschen Sinne gibt, die
er allerdings nur als ,,geometrisches Hiilfsmittel” betrachtete und der er auch eine Dar-
stellung mit Hilfe von Minimalflichen vorzog, wie man seinem Brief vom 14. Marz 1885
an Schwarz entnehmen kann. Hierin geht es (unter anderem) um die Aussage des Satzes
von Poincaré-Volterra in der Fassung, daB3 eine analytische Funktion f'(s) an einer fe-
sten Stelle s hochstens abzdhlbar unendlich viele Werte annimmt. Weierstral3 schreibt
zu seinen dariiber angestellten Uberlegungen [54, Bogen 6]:

,In einer Minimalfldche, die durch die bekannten Formeln, in denen s, f(s) figuri-
ren, definirt werden, entspricht jedem Werthpaare (s,f(s)) ein Punkt, in der Art,
daB} in demselben die complexen Grofien s, f(s) eine bestimmte geometrische Bedeu-
tung haben. Durch eine solche Minimalfldche mache ich die Gesammtheit der Wer-
thepaare (s,f(s)), also, was ich ein monogenes Gebilde erster Stufe im Gebiete zwei-
er complexer Variabeln nenne, meiner Vorstellung viel anschaulicher wie durch die
Riemann'sche Fliache — und mit Hiilfe dieser Anschauungsweise habe ich mir einen
Beweis fiir die Bejahung der aufgeworfenen Frage zurecht gelegt. Gewill wird es
auch ohne ein solches geometrisches Hiilfsmittel gehen.*

(Bei den ,,bekannten Formeln, in denen s, f(s) figuriren,* handelt es sich um die ,, Weier-

straBB-Enneperschen Darstellungsformeln® fiir Minimalflachen, die Weierstral3 seit 1861
bekannt waren [47].)
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Etwas spiter in dem Brief erwihnt WeierstraB auch die 1883 von Henri Poincaré
(1854-1912) veroffentlichte Fassung des Uniformisierungssatzes [27] und schreibt dazu
[54, Bogen 6]:

,,Ubrigens mache ich mir die Poincaré'sche Beweisfithrung durch die Minimalfldche,
auf der die Stellen des betrachteten Gebildes aus einander treten, ebenfalls klarer als
durch das Kugelabbild der Fldche, welches die zu der einen Variabeln gehorige Rie-
mann’sche Fldche ist.*

Diese Zitate enthiillen insbesondere, da WeierstraB iiberhaupt geometrische Uber-
legungen anstellte (ganz im Gegensatz zu dem Geometrie-feindlichen Bild, das Carl
Runge (1856-1927) in seinen Erinnerungen an die Weierstraschen Vorlesungen ent-
wirft [34, S. 178]). Die Moglichkeit der Veranschaulichung hielt Weierstrall dabei kei-
nesfalls als Geheimnis zwischen sich und seinem Lieblingsschiiler Schwarz, sondern
wies auf die von ihm bevorzugte Minimalflichendarstellung auch in seinen Vortriagen
iiber die ,, Theorie der Minimalfléichen und der Abbildung der Flachen* im Mathemati-
schen Seminar zu Berlin hin [53, S. 37], vgl. auch [40].

Allerdings waren geometrische Vorstellungen immer nur Mittel zur ,,Veranschauli-
chung® analytischer Funktionen bzw. ,,Gebilde®, nicht zu deren Definition. Besonders
deutlich wird dies in einer Ausarbeitung einer Vorlesung von Weierstral aus dem Som-
mer 1886. Er erliutert dort etwa die Situation von Verzweigungspunkten einer analy-
tischen Funktion und schreibt dann weiter [62, S. 144]:

,,Hieran kniipft sich die Vorstellung von der Riemannschen Fldche, die
wir aber nicht unter die eigentlichen Grundlagen der Funktio-
nentheorie aufnehmen wollen. Diese Vorstellung der n-bléttrigen Flache
reicht allerdings aus, solange man es mit einer algebraischen Funktion einer Varia-
blen zu tun hat; einigermafBen schwierig wird es schon, wenn man es mit unendlich
vieldeutigen Funktionen zu tun hat, weil man nur ungern eine unendlichblittrige
Fliche einfiihren wird. Wie man aber diese Versinnlichungsmittel auf Funktionen
mehrerer Variablen {ibertragen will, ist schwer zu sagen. Selbst RIEMANN, der sich
zuerst dieses Mittels bediente und dem — nach WEIERSTRASS’ wortlichem Aus-
spruch — eine mathematische Phantasie zu Gebote stand, wie er sie noch bei keinem
anderen kennengelernt habe, hatte, wie er WEIERSTRASS personlich mitteilte,
Miihe, den Gebrauch dieses Hilfsmittels in allgemeinen Fallen durchzufiihren; bei
seiner Bemiihung, es fiir die Untersuchung von mehrfachen [= mehrdimensionalen]
Mannigfaltigkeiten nutzbar zu machen, stie3 er auf ganz uniiberwindliche Schwie-
rigkeiten. Wir haben daher jene geometrische Vorstellung durch rein analytische
Hilfsmittel ersetzt.*

Auch die Riemannsche Vorstellung von der mehrfach bedeckten Ebene wird in dieser
Ausarbeitung erldutert und bezeichnet als ,, Anschauungsweise, die in vielen
Fillen sehr brauchbar ist“[62, S. 164-165]. Wiederum findet sich aber die Kri-
tik, daB die geometrische Anschauung im Falle mehrerer komplexer Verdnderlichen
nicht mehr hilft [62, S. 165]:

. Hier reicht nun schon die geometrische Vorstellungskraft nicht mehr aus®.
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5 Analytische Gebilde hdherer Stufe

Der Ubergang von einer zur mehreren komplexen Verinderlichen war dabei keinesfalls
eine Verallgemeinerung um ihrer selbst willen: Jacobis Feststellung, daB} man im Falle
hyperelliptischer Integrale nicht die Abbildung

/ Y odt
L % J

sondern die Abbildung

e ([, [T
w VP@E) sy /P@)
bzw. deren Umkehrabbildung betrachten solle (vgl. Abschnitt 1.1), markierte nicht nur
die Geburtsstunde der Funktionentheorie mehrerer komplexer Verinderlichen, sondern
zeigte auch deren Notwendigkeit fiir die Theorie der hyperelliptischen und dann auch
Abelschen Integrale. (Wegen einer ausfiihrlichen Darstellung dieser Entwicklung ver-
gleiche [16].)

Die Funktionentheorie mehrerer Verdnderlichen war zu Lebzeiten von Weierstral3
fast ausschlieBliches Monopol der Potenzreihen-Theorie. Er rechnete bereits 1841 pro-
blemlos mit Potenzreihen in mehreren Verdnderlichen [42]. Und in seinem Todesjahr,
1897, gab Adolf Hurwitz in einem Hauptvortrag auf dem ersten Internationalen Mathe-
matiker-Kongress (in Ziirich) einen Uberblick ,,Uber die Entwickelung der allgemeinen
Theorie der analytischen Funktionen in neuerer Zeit“. Als Doktorand des Riemann-
Verehrers Felix Klein (1849-1925) kann Hurwitz schwerlich in dem Verdacht stehen,
ein blindwiitiger Apologet der WeierstraBschen Schule zu sein. Seine Ausfithrungen
iiber mehrere Variable beginnt er aber mit der Feststellung [17, S. 104]:

,Die allgemeinen Grundlagen fiir die Theorie der analytischen Funktionen von
mehreren Variabeln verdanken wir ebenfalls Weierstrall und Méray.*,

berichtet dann etwa eine Druckseite lang {iber die mittels Potenzreihen-Theorie gefun-
denen Resultate und schlieB3t seine Ausfithrungen lapidar mit dem Absatz[17, S. 105]

,Die Cauchy-Riemann’sche Richtung auf dem Gebiete der allgemeinen Theorie
der Funktionen mehrerer Variabeln ist durch Arbeiten von Kronecker, Picard und
Poincaré vertreten. Diese Arbeiten beschéftigen sich mit der Ausdehnung des Cau-
chy’schen Integralsatzes und seiner Folgerungen auf Funktionen mehrerer Varia-
beln.*

Ein Grund fiir dieses Zuriickbleiben der Denkweise a la Riemann ist in den eben gege-
benen Weierstra3-Zitaten angesprochen: Es fehlte die Anschauung, das geometrisch-to-
pologische Konzept in héhere Dimensionen zu iibertragen, so dal es noch bis in die
dreiBiger Jahre des 20. Jahrhunderts dauerte, bis sich Funktionentheoretiker ernsthaft
an hoherdimensionale Verallgemeinerungen der Riemannschen Flidchen heranwagten;
man vergleiche etwa den Vortrag von Constantin Carathéodory (1873-1950) vor dem
Internationalen Mathematiker-Kongre3 1932 in Ziirich [11].
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Die von WeierstraB3 ohne jeglichen Bezug zur Geometrie definierten ,,analytischen
Gebilde* lieBen hingegen problemlos eine Verallgemeinerung auf hohrere ,,Stufen®, al-
so Dimensionen zu:

In seiner in die Funktionentheorie einfithrenden Vorlesung vom Sommersemester
1874 definerte WeierstraB ein ,,analytisches Gebilde n-ter Stufe im Gebiet von n + r Ver-
anderlichen® an einer Stelle (ay, ..., a,, @, 1, ay-,) zunichst noch durch eine Parametri-
sierung der Gestalt

X1
X1
: 5 Xn
: xn+l:gBl(-xlv---7xn) ’
Xn

x)1+l' = g‘Br(-x]v oo 7xﬂ)

wo die ,, v = 1,...,r, konvergente Potenzreihen in n komplexen Verdnderlichen sind

mit B, (a1, ..., a,) = an, [60, S. 485-486].
Die Darstellung als Graph der Abbildung

X1 g‘Bl(xla"'vxn)

. =2 .
Xn B (261 5 ¢ 3 c19:.)

zeichnet die ersten n Verinderlichen in unnotiger Weise aus, was Weierstra3 schon aus
seinen Uberlegungen iiber algebraische und dann auch analytische Funktionen einer Ver-
dnderlichen bewuBt war, vgl. auch [55, S. 205-206]. So bemiihte er sich bereits in seiner
Vorlesung vom Sommer 1874 um eine allgemeinere Definition, zumindest aber um die
Darstellung der Moglichkeit, abhéngige und unabhéngige Verdnderliche auszutauschen.
Der Text der Mitschrift [60, S. 486-489] ist in dieser Hinsicht jedoch etwas kryptisch, was
auch daran liegen mag, daB WeierstraB in jenem Semester zum ersten Mal diese Defini-
tion vortrug, wie man seinem Brief an Schwarz vom 28. Januar 1875 entnehmen kann.

In den spiteren Vorlesungen (etwa [61, S. 165-166], [62, S. 157-160, vgl. auch
S. 84-87]) gibt Weierstral von Anfang an eine Definition, die die Verdnderlichen gleich
behandelt: Ein ,,analytisches Gebilde n-ter Stufe im Gebiete von »n + r Verdnderlichen®
wird dann lokal parametrisiert durch eine Abbildung

x1(t1y .y tn) Oty ty) +a
= (1) o B() = Ag(ll,;..,tn) _ cpz(tl,....,tn)—i—az
PR (] — Onr(ty .- th) + dnir
mit konvergenten Potenzreihen ¢y () ..., ), ..., ¢nsr(t1 ..., 1,) der n komplexen Ver-
anderlichen 71,. .., t, ohne konstanten Term und ay,...,a,., aus dem IP; = CU {co},

wobei das Abbildungsverhalten noch einer Regularititsbedingung unterworfen wird.
Diese lokale Defintion wird dann wieder vermittels analytischer Fortsetzung globa-
lisiert. Analog wie im Fall der analytischen Gebilde erster Stufe nennt Weierstra3 dabei
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zwei lokale Parametrisierungen ¢ +— ®(¢) und s = (s1,...,s,) — ¥(s) ,koinzident*
(und betrachtet sie dann als unmittelbare Fortsetzungen von einander), wenn es eine
analytisch invertierbare Transformation zwischen den Parametertupeln 7 und s gibt, die
lokal um eine Stelle die beiden Abbildungen ® und ¥ ineinander tberfithrt [62,
S. 159-160]. Modern gesprochen, verklebt er also die einzelnen Stiicke des Gebildes mit-
tels biholomorpher Kartenwechsel.

Bisher wurde noch nichts zu der Regularititsbedingung gesagt, die Weierstral an
die lokalen Parametrisierungen ¢ — ®(¢) stellt:

Auf jeden Fall sind solche Parametrisierungen zugelassen, fir die die Jacobi-Matrix
den (maximal moglichen) Rang # hat. Ignoriert man einmal die topologische Frage der
lokalen Abgeschlossenheit, so hat Weierstral mit seinen ,,Gebilden® also ein Konzept
zur Verfiigung, das (komplex) n-dimensionale Untermannigfaltigkeiten des € (bzw.
des (IP;)""") umfaBt. Wie die Vorlesungsmitschrift [62] belegt, war dies spétestens 1886
der Fall, so dafl Weierstral3 durchaus nicht nur auf der Hohe der Zeit war, was die Ent-
wicklung des Mannigfaltigkeitsbegriffs betrifft, sondern sogar schon zur Avantgarde
der Entwicklung zu zdhlen ist, wenn er seine Objekte auch in das Prokrustesbett des um-
gebenden €' zwingte, vgl. [28, Abschn. 3.3, 3.4], [36, insb. S. 31, 42], [38, Abschn. 5.1].

Und das war noch nicht alles: Unter anderem seine ,,Allgemeine Untersuchungen
tiber 2n-fach periodische Functionen von n Verdnderlichen® [57] fithrten Weierstral3 wie
schon im Fall einer Verdnderlichen zu dem Problem, auch singulire Punkte des Gebil-
des betrachten zu miissen, also solche, in denen die Jacobi-Matrix der Parametrisierung
nicht den maximalen Rang hat. In [57, S. 99-104] behandelt er dies, indem er — die Si-
tuation der algebraischen Gebilde verallgemeinernd — die Menge der Punkte dadurch
kontrolliert, daB sie die Nullstellenmenge eines Polynoms

o+ GO, ) T GW(n, L )

mit analytischen Koeffizienten bilden. (Osgood wird in [26] solch ein Polynom Jahr-
zehnte spéter ,,Pseudopolynom® nennen, vgl. unten.)

In der Vorlesung von 1886 [62] lieB Weierstrass dann neben den reguldren auch sol-
che Punkte zu, in denen die Jacobi-Matrix der Parametrisierung z — ®(¢) einen Minor
der GroBe n x n enthilt, dessen Determinante nicht identisch verschwindet.®

Die Vorlesung [62] aus dem Sommer 1886 zahlt zu den letzten, die Weierstral3 gehal-
ten hat [58, Band 3, S. 360]. Und so trug er selbst auch nicht mehr zur weiteren Entwick-
lung der Theorie seiner ,,Gebilde bei.

Da dieser Begriff heutzutage auch im Wesentlichen in Vergessenheit geraten ist, ge-
winnt man so den Eindruck, es habe sich dabei um einen toten Seitenarm der Entwick-
lung in der Mathematik gehandelt: Statt Untermengen des €, die durch analytische
Parametrisierungen beschrieben werden, bei denen man vorsichtig gewisse singuldre
Stellen zuldBt, werden jetzt komplexe Rdume in dem von Behnke und Stein, Henri
Cartan und Jean-Pierre Serre und, zuletzt, Hans Grauert und Reinhold Remmert einge-
fihrten Sinne studiert. (Zu einer Darstellung dieser Entwicklung vergleiche [28,
Abschn. 3, 4], [38, Teil I1].)

Die Basis dieser hauptséchlich in den fiinfziger Jahren stattgefundenen Entwicklung
waren aber vor allen Dingen zwei Biicher, wie einer der damals Handelnden in [28,
S. 222] anschaulich beschreibt: Neben dem bereits erwdhnten Ergebnissebericht von
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Behnke und Thullen [6] war dies das ,,Lehrbuch iiber Funktionentheorie® von William
Fogg Osgood (1864-1943), insbesondere dessen zweiter Band iiber mehrere Verdnderli-
che [26].

Behnke und Thullen hatten — im Gegensatz zu Weierstra — den €" lingst verlassen
und betrachteten Bereiche iiber dem @" [6, S. 6], aber auch sie definierten die Verzwei-
gungspunkte ihrer Bereiche mittels analytischer Parametrisierungen, die auBerhalb von
niederdimensionalen Ausnahmemengen umkehrbar sind [6, S. 14].

Uberzeugender noch, was den WeierstraBschen EinfluB betrifft, ist ein Blick in das
Osgoodsche Buch: Ein Drittel von diesem macht das ,,Zweite Kapitel. Implizite Funk-
tionen. Teilbarkeit aus. Hinter diesem Titel verbirgt sich nichts weiter als eine Theorie
der ,,Gebilde” von WeierstraB3, dessen oben erwéhnte Arbeit [57] Osgood auch ausgie-
big als Quelle zitierte. Und so lauten die Uberschriften der letzten drei Paragraphen des
Kapitels auch ,,Uber die Definition eines monogenen analytischen Gebildes m-ter Stufe
im Raume von n = m + r Verinderlichen®, ,,Uber die Parametrisierung eines Elemen-
tes“ und ,,Fortsetzung. Von den Grenzstellen eines Gebildes“, so daB man den Ein-
druck gewinnen konnte, Osgood habe seine Studienjahre in Deutschland nicht in G6t-
tingen bei Klein, sondern in Berlin bei Weierstral3 verbracht.

Anmerkungen

1 Zur Vita von WeierstraB vergleiche man [8], [9] und [24].

2 Aufgrund des WeierstraBschen Produktsatzes fiir die Zahlenebene ist dies heute klar, aber hi-
storisch gesehen lief die Entwicklung genau umgekehrt: Abels Resultat war die Motivation fiir
Weierstral3, seinen Satz zu formulieren und zu beweisen.

3 Von dieser Zeit an wurde er am Gewerbeinstitut von Siegfried Aronhold (1819—1884) vertre-
ten, erhielt aber noch das Gehalt aus dieser Stelle. Ab dem 2. Juli 1864 eriibrigte sich dies, da er
an diesem Tag auf einen Lehrstuhl der Berliner Friedrich-Wilhelms-Universitit berufen wurde.

4 Weierstrall behauptete spéter einmal, er wire ,,erst 1842 mit Arbeiten von CAUCHY bekannt*
geworden [24, S. 35-36]. Unmdglich ist dies angesichts seines in der Tat eher rudimentiren
Ausbildungsweges keinesfalls, und auch in spiteren Jahren zeigte er eine teilweise beachtliche
Unkenntnis der franzosischen Literatur iiber Analysis, vgl. [23], auch [10, S. 24]. Allerdings hat-
te er schon in seiner Schul- und Studienzeit Crelles ,,Journal fiir die reine und angewandte Ma-
thematik™ gelesen [15, S. 62] und war somit zumindest indirekt von dieser beeinfluft.

5 Bei WeierstraB finden sich aber durchaus Uberlegungen, wie man durch Verkleinerung des De-

finitionsbereichs aus einer mehrdeutigen eine eindeutige Funktion machen kann, so in seiner
Vorlesung zur ,,Einfithrung in die Theorie der analytischen Funktionen® aus dem Sommer 1868
den Monodromiesatz fiir einfach-zusammenhingende Gebiete nebst Beweisskizze [59,
S. 73-75] und in der entsprechenden Vorlesung aus dem Sommer 1878 einen vollstindig aus-
gefithrten Beweis des Monodromiesatzes fiir sternférmige Gebiete [61, S. 143 nebst
S. 136-138].
Welche Bedeutung Weierstral dem Monodromiesatz zuschrieb, wird auch aus einem Brief
vom 20. Dezember 1874 an Schwarz klar, in dem er empfiehlt, den Cauchyschen Integralsatz
fiir einfachzusammenhéngende Gebiete nicht mittels reeller Integration zu beweisen, sondern
auf den Monodromiesatz zuriickzufiihren.

6 So offensichtlich diese Bemerkung auch heute sein mag, Weierstra muBte sich im Mérz 1885
in zwei Briefen an Sofja Kowalewskaja (1850—1891) [63, S. 329-330] und Schwarz [54, Bogen
5-6] ziemlich aufregen iiber seinen Kollegen Lazarus Fuchs (1833—1902), der den ProzeB der
topologischen AbschlieBung als selbstverstindlich voraussetzte, also keinen Unterschied mach-
te, ob eine Funktion an einer Stelle einen Wert wirklich annimmt oder ihm nur beliebig nahe
kommt.
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7 So berichtet Arnold Sommerfeld (1868 —1951) [39, Kap. IV, § 19, S. 124]:

,,Charakteristisch fir die Aufnahme, die die RIEMANNsche Dissertation urspriinglich gefun-
den hat, ist folgendes Erlebnis ADOLF WULLNERS ...: WULLNER traf in den siebziger Jahren
auf dem Rigi mit WEITERSTRASS ... zusammen. WEIERSTRASS hatte die RIEMANNsche Dis-
sertation zum Ferienstudium mitgenommen und klagte, da ihm, dem Funktionentheoretiker,
die RIEMANNschen Methoden schwer verstdndlich seien.*

8 Im ersten Teil der Vorlesung, der die entsprechende Theorie fiir reelle Verdnderliche entwickelt,
erlautert Weierstra3, daB die Punkte des letzteren Typs nur eine niederdimensionale Menge im
Parameterraum bilden [62, S. 96].

Er diskutiert dort die Situation auch fiir nicht-differenzierbare Funktionen und verlangt fiir
diese als entsprechende Bedingung die Endlichkeit der Fasern bei der Parametrisierung [62,
S. 87].
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Die Navier-Stokes-Gleichungen zur Be-
schreibung der Strémung viskoser, inkom-
pressibler Fluide wie z. B. Wasser sind seit
vielen Jahren ein zentrales Forschungsthema
der angewandten Analysis, der Numerik und
auch der Ingenieurwissenschaften. Neben ih-
rer groBen Bedeutung fiir technische Anwen-
dungen liefern sie dem Mathematiker seit
der fundamentalen Arbeit von J. Leray
(1934) ein beriihmtes, offenes Problem in
drei Raumdimensionen: sind schwache in-
stationdre Losungen eindeutig, existieren in
der Zeit globale reguldre (starke, klassische)
Loésungen oder werden reguldre Losungen in
endlicher Zeit singuldr? Diese Fragen konn-
ten trotz zahlreicher Versuche bisher — ohne
Hinzunahme kiinstlicher Voraussetzungen —
nicht beantwortet werden; vom Clay Mathe-
matics Institute wurden sie als eines der sie-
ben Millenniumsprobleme ausgewéhlt und
mit einem Preisgeld von US § 1.000.000 ver-
sehen.

Der Einstieg in die mathematische Analy-
sis der Navier-Stokes-Gleichungen ist iibli-
cherweise mit groBen Schwierigkeiten ver-
bunden und erfordert profunde Kenntnisse
der Funktionalanalysis und der partiellen
Differentialgleichungen. Die aktuelle For-
schung benutzt dariiber hinaus ein weites
Spektrum an tieferliegenden Methoden wie
Interpolationstheorie, Theorie der Funktio-
nenrdume (Hardy-, BMO-, Besovrdume),
Halbgruppentheorie in L”-Rdumen, reelle

harmonische Analysis (singuldre Integrale,
gewichtete Abschdtzungen, maximale Regu-
laritidt) sowie spezielle Techniken fiir par-
tielle Differentialgleichungen (z. B. partielle
Regularitdt). Mit diesen Methoden hat der
Autor in den letzten Jahren fundamentale
Beitrdge zur Existenz-, Eindeutigkeits- und
Regularititstheorie der Stokes- und Navier-
Stokes-Gleichungen geliefert.

Bei dem vorliegenden Buch handelt es sich
nicht um eine Forschungsmonographie, die
mit den o. g. Methoden den aktuellen Stand
der Forschung erreichen mochte. Das Anlie-
gen des Autors ist es vielmehr, einen — wie es
der Untertitel des Buches ankiindigt — ele-
mentaren funktionalanalytischen Zugang zu
den Stokes- und Navier-Stokes-Gleichungen
zu schaffen. Dieser Zugang beruht auf der
konsequenten Analysis im Hilbertraum L’
und dem selbstadjungierten Stokes-Opera-
tor A = —vPA in seiner Spektraldarstellung,
wobei P den Helmbholtz-Projektor auf den
L*-Vektorfeldern bezeichnet. Dadurch kén-
nen beliebige Gebiete des IR? und des IR® be-
trachtet werden, wihrend eine L’-Halb-
gruppentheorie bisher nur in speziellen Ge-
bieten wie beschrinkte und AuBenraumge-
biete moglich ist.

Seit 1950 ist durch die Arbeit von E. Hopf
mittels L?>-Theorie und Galerkin-Verfahren
die Existenz globaler schwacher Losungen
der Navier-Stokes-Gleichungen in beliebi-
gen Gebieten bekannt; auch in den Biichern
von P. Constantin & C. Foias [1] (be-
schriankte Gebiete) und R. Temam [2] (peri-
odische Randbedingungen) wurde die
Selbstadjungiertheit von A4 in L? entschei-
dend fiir eine leichter zugdngliche Darstel-
lung genutzt. Insofern gehort der L?-Zugang
eigentlich zur mathematischen Folklore der
Navier-Stokes-Gleichungen. Hiervon hebt
sich das vorliegende Buch aber deutlich ab:

Es beinhaltet nicht nur die erste systemati-
sche Zusammenstellung von L?-Methoden
und -Ergebnissen in beliebigen Gebieten,
sondern stellt auch viele neue Ideen und Re-
sultate vor, die in der Forschungsliteratur
bisher nicht verfligbar waren. So benutzt der
Autor konsequent den auf L? stetigen Ope-
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rator A-'/2Pdiv mit L>-Norm < v~!/2, mit
dem die schwache Stokes-Gleichung mit
rechter Seite /' = divF auch in der Form
A2y = A7'2PdivF geschrieben werden
kann. Und bezeichnet S(7) = e~/ die von 4
erzeugte Kontraktionshalbgruppe, so ist
eine schwache Losung der instationdren Na-
vier-Stokes-Gleichung zum Anfangswert u
und zur duBeren Kraft f eine Losung der
Fixpunktgleichung

) =S+ [ St-npr(riar - 4

0
/I S(t — 7)(A"2Pdiv ) (u ® w)dr. (1)
0

Diese Integraldarstellung kann groBtenteils
mit elementaren funktionalanalytischen Me-
thoden untersucht werden und bildet den
Ausgangspunkt fiir die nichtlineare Exis-
tenz- und Regularititstheorie.

In der Einleitung des Buches zeichnet der
Autor auf 15 Seiten einen pragnanten, sehr
lesenswerten Abriss der funktionalanalyti-
schen Methode und stellt klassische sowie ei-
gene neue Ergebnisse zusammenfassend dar.
Nach einer Einfithrung in die Theorie der
Sobolevraume werden in Kapitel II die fiir
die Stokes-Gleichung wichtigen Operatoren
V und div analysiert. Die Divergenzglei-
chung divv =g wird mit Hilfe des Satzes
vom abgeschlossenen Bild und einer der Li-
teratur entnommenen negativen Gradien-
tenabschiatzung bewiesen. Ferner werden
der Spektralkalkiil fiir selbstadjungierte
Operatoren skizziert, gebrochene Potenzen
eingefithrt und die Ungleichung von Heinz
(ohne Beweis) vorgestellt. Obwohl dieses
Buch die Calderon-Zygmund-Abschitzun-
gen nicht benutzt, erfordert der kurz ange-
deutete Beweis der Einbettungssitze
D((-=A)*?) c L4 einige Kenntnisse der har-
monischen Analysis. Kapitel III ist der sta-
tiondren Stokes- und Navier-Stokes-Glei-
chung gewidmet. Die Regularitit schwacher
Losungen wird im linearen Fall mit der Dif-
ferenzenquotientenmethode und im nichtli-
nearen Fall im Z2-Rahmen mit Hilfe der ge-
brochenen Potenzen A* des Stokes-Operator

bewiesen. Hierzu und fiir das Verstdndnis
der folgenden Kapitel ist der Abschnitt I11.2
iber den Stokes-Operator, den Operator
A~'2Pdiv sowie iiber die Einbettungssitze
fiir D (4*) von fundamentaler Bedeutung.

Das Kapitel IV behandelt die instationa-
ren Stokes-Gleichungen und dient der Vor-
bereitung fiir die nichtlineare Theorie. Die in
der Darstellung (1) auftretenden (Integral-)
Operatoren werden in verschiedenen L>-Re-
gularitdtsklassen ausfiihrlich analysiert. Be-
sondere Beachtung schenkt der Autor der
Existenz und Regularitdt der Druckfunkti-
on. Um jedoch optimale Ergebnisse zu erzie-
len, verwendet er die maximale Regularitit
des Stokes-Operators. Dieses schwierige, in
der Forschung hochaktuelle Problem wird
durch den L?-Zugang geschickt umgangen;
die maximale Regularitdt von 4 auf beliebi-
gen Gebieten beruht auf einem (zitierten)
klassischen Satz von L. de Simon (1964) in
Hilbertrdumen.

Das abschlieBende Kapitel V trennt die
Existenz- und Regularititsfragen instationi-
rer Losungen der Navier-Stokes-Gleichun-
gen voneinander und beginnt mit einer Ana-
lyse schwacher Losungen: wann geniigt eine
schwache Losung der Energie-Gleichung,
wann sind schwache Losungen eindeutig
oder reguldr, welche globalen Integralab-
schitzungen (Abklingeigenschaften  fiir
t — oo0) sind moglich? Die Eindeutigkeits-
und Regularitétsfrage wird unter der Zusatz-
voraussetzung u € L*(0,7;L9(Q)") mit
%—l—% < 1 (Serrin-Bedingung) und ¢ > n be-
antwortet; fiir den ausgesparten Grenzfall
q = n haben H. Kozono und der Autor erst
kiirzlich neue Antworten gefunden. Zur
Konstruktion schwacher Losungen wird die
Yosida-Approximation benutzt, in der der
nichtlineare Term u-Vu durch Jyu -
Vu, Jyu = (I +1 A'?)7" regularisiert wird.
Diese Methode, die der Autor zusammen
mit weiteren Koautoren vor etwa 20 Jahren
erstmalig bei den Navier-Stokes-Gleichun-
gen eingesetzt hat, weist gegeniiber dem Ga-
lerkin-Verfahren mehrere Vorteile auf. Bei-
spielsweise erhélt man sofort die generische
Losbarkeit, d. h., nach einer kleinen Storung

JB 105. Band (2003), Heft 1



| Ubersichtsartike

Historischer Artikel

Buchbesprechungen

der duBeren Kraft f besitzen die Navier-Sto-
kes-Gleichungen eine globale reguldre Lo-
sung! Der Grenziibergang kK — oo zur Kons-
truktion einer schwachen Losung bendtigt
wie iiblich ein Kompaktheitsargument, das
entsprechend der L>-Philosophie dieses Bu-
ches mittels Fourier-Transformation wie bei
R. Temam [3] bewiesen wird. Das Kapitel
schlieBt mit einer {iberraschenden Version
des lokalen Existenzsatzes fiir reguldre Lo-
sungen: die Lédnge des Existenzintervalls
(0, T) ist vom Gebiet Q C IR® unabhingig,
falls geeignete Normen der Daten uy und /'
auf (0,7) x 2 geniigend klein sind; dabei
darf — wie bei den meisten Resultaten dieses
Buches — Q ein unbeschrianktes Gebiet mit
beliebig irregulirem Rand sein. Nach 350
Seiten spannender Mathematik endet die
Monographie mit einem Literaturverzeich-
nis mit iber 120 Positionen und einem Stich-
wortverzeichnis.

Das vorliegende Buch ist duBerst sorgfél-
tig, klar strukturiert und mit groBem didak-
tischen Geschick geschrieben. Man spiirt,
dass der Autor dem Leser das Verstehen der
Grundideen und der Beweise so weit wie
moglich erleichtern mochte. So werden zu
Beginn eines neuen Kapitels oder Abschnitts
die zu behandelnden Probleme motiviert
oder skizziert und grundlegende Notationen
wiederholt; auf zuriickliegende Textstellen
wird prizise verwiesen. Durch diese Redun-
danz wird das Verstdndnis einzelner Kapitel
in sich ermoglicht. Es macht groBe Freude,
dieses Buch mit seiner Fiille von klassischen
und neuen Ideen zur Analysis der Navier-
Stokes-Gleichungen zu lesen. Es ist fiir Semi-
nare, zur Ausarbeitung von Spezialvorlesun-
gen und auch fiir die weitergehende For-
schung hervorragend geeignet.

[11 P. Constantin, C. Foias: Navier-Stokes
Equations. The University of Chicago
Press, Chicago 1988.

[2] R Temam: Navier-Stokes Equations and
Nonlinear Functional Analysis. CBMS-
NSF Regional Conference Series in Ap-
plied Mathematics, SIAM Philadelphia
1983.

[3] R. Temam: Navier-Stokes Equations,
Theory and Numerical Analysis. North
Holland, Amsterdam 1984.

Darmstadt R. Farwig

University

LECTURE
Seril

Lyapunov Exponents
and Smooth

L Barreira, Ya. Pesin
Ergodic Theory

e Barreira Lyapunov Exponents
Yakov B. Pesin and Smooth Ergodic
Theory
AMS University Lecture
Series 23

Providence, RI: 2002, 151 S.,$29,—

Das vorliegende Buch ist eine Einfithrung in
die Ergodentheorie glatter dynamischer Sys-
teme, einem modernen und sich schnell ent-
wickelten Zweig der Mathematik. Beide Au-
toren zdhlen zu den weltweit fithrenden Ex-
perten in diesem Bereich der Mathematik.
Obwohl es eine sehr groBe Anzahl an Publi-
kationen auf diesem Gebiet gibt, ist das Buch
von Barreira und Pesin das erste umfassende
Lehrbuch. Es ist sowohl fiir fortgeschrittene
und interessierte Studenten als auch fiir Wis-
senschaftler, die sich mit dynamischen Syste-
men beschéftigen duBerst empfehlenswert.
Das Buch reicht von der Einfithrung der
Lyapunovschen Stabilitdtstheory gewohnli-
cher Differentialgleichungen bis zur Theorie
der nichtuniform hyperbolischen Systeme.
Dabei werden die grundliegenden Begriffe
und Resultate im Detail erklart. Im einzel-
nen werden die Theorie der stabilen Mannig-
faltigkeiten, die Theorie der invarianten Ma-
Be und andere wichtigen Bausteine dieses
Gebietes erklart und an Beispielen disku-
tiert. Bemerkenswert ist, daB3 einige der Be-
weise der wichtigsten Resultate, wie z. B. der
Multiplikative Ergodensatz oder die abso-
lute Stetigkeit invarianter Blédtterungen, ver-
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einfacht und dem heutigen Stand der For-
schung angepaf3t wurden.

Das Buch ist in sich geschlossen und
kommt weitgehend ohne zusétzliche Litera-
tur aus. Es hat einen klaren und wohlstruk-
turierten Aufbau und verzichtet auf unnéti-
ge Kompliziertheit der Notation.

Lund J. Schmeling

American Mathematical Society

Colloquium Publications
Volume 49

- Attractors for
 Equations of
=~ Mathematical

V. V. Chepyzhov

> Physi M. I. Vishik
s S Attractors for
e enaePYEhov | Equations of Mathe-

matical Physics
AMS Coll. Publ. 49

Providence, American Math. Soc., 2002,
363S.,$69,-

Das Buch handelt davon, Attraktoren fiir
nichtlineare partielle Differentialgleichun-
gen zu definieren und zu charkterisieren.
Grob gesagt, ist der Attraktor einer gewohn-
lichen oder partiellen Differentialgleichung
diejenige Menge, gegen die jede Losung des
betrachteten Systems fiir 7 — oo strebt. Da-
mit ist klar, dass die Komplexitit der Dyna-
mik eines Systems wesentlich durch die Dy-
namik im Attraktor und dessen GroBe be-
stimmt wird. Es gibt eine ganze Reihe ver-
schiedener exakter Definitionen, was unter
einem Attraktor zu verstehen ist und fiir par-
tielle Differentialgleichungen ist der Exis-
tenzbeweis nicht trivial.

Fiir zahlreiche partielle Differentialglei-
chungen, wie den 2-dimensionalen Navier-
Stokes-Gleichungen, ist bekannt, dass der
Attraktor endlichdimensional ist. Neben der
Dimension werden noch zahlreiche weitere
statistische GroBen zur Charakterisierung
seiner Komplexitdt verwendet. Eine wesent-

liche Schwierigkeit ist, dass zu seiner Defini-
tion natiirlich die globale Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen garantiert sein
muss.

Im Fall autonomer semilinearer Gleichun-
gen liegt mit dem Buch R. Temam: Infinite-
dimensional dynamical systems in mecha-
nics and physics, Springer 2. Aufl. 1997 be-
reits ein sehr ansprechendes Standardwerk
vor. Vergleiche auch Babin, A. V.; Vishik,
M. I. Attractors of evolution equations.
North-Holland Publishing Co., Amsterdam,
1992. Nach einer kurzen Wiederholung im
ersten Teil des Buches konzentriert sich das
vorliegende Werk auf nichtautonome Glei-
chungen und Systeme, fiir die die Existenz
und Eindeutigkeit nicht uneingeschrinkt
gilt, wie dem dreidimensionalen Navier-Sto-
kes-Problem. Zu den Themen Attraktoren
fiir nichtautonome Gleichungen (Teil 2) und
Trajektorienattraktaren (Teil 3) findet sich
aufiiber 200 Seiten nahezu alles, was zur Zeit
bekannt ist. Die behandelten Beispiele, 2D
und 3D Navier-Stokes, Reaktions-Diffusi-
ons-Systeme, dissipative Wellengleichungen
und die Ginzburg-Landau-Gleichung gehen
nicht iiber die in Temam (s. 0.) behandelten
Beispiele hinaus. Insofern ist der gewihlte
Titel des Buches etwas irrefithrend.

Insgesamt 1Bt sich sagen, dass dieses
Buch fiir jede oder jeden iliber Attraktoren
arbeitende Mathematikerin oder arbeiten-
den Mathematiker ein Muss ist.

Karlsruhe G. Schneider
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