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Vorwort

Dieses Heft enthilt einen Ubersichtsartikel aus dem Bereich Geometrie und Topologie
und einen Aufsatz, der sich mit der Ausbildung der Gymnasiallehrkrifte in Ziirich
beschéftigt.

K. Ecker berichtet in seinem Artikel iiber eine der wichtigsten Entwicklungen in der
Mathematik der letzten Jahre, namlich tiber Fliisse in der Differentialgeometrie. Ins-
besondere der von Hamilton eingefiihrte Ricci-Fluss ermoglichte es, weitgehende Re-
sultate zu beweisen. Der Hohepunkt sind die Arbeiten von Perelman, deren Ziel es ist,
die Geometrisierungsvermutung von Thurston zu beweisen. Eine Konsequenz der Er-
gebnisse von Perelman ist ein Beweis der Poincaré-Vermutung — eines der sieben Mil-
lennium-Probleme, wie sie von der Clay Foundation formuliert wurden. Ich danke dem
Verlag Vieweg+Teubner dafiir, dass die Illustrationen zu diesem Artikel farbig gedruckt
werden konnten.

Der Artikel von Herrn Kirchgraber, ebenso wie weitere Arbeiten, die in den folgen-
den Heften erscheinen werden, geht zuriick auf Vortrége, die auf der gemeinsamen Ta-
gung von DMV und GDM im Mirz 2007 in Berlin gehalten wurden. Genauer handelt
es sich um ,,Schnittstellenvortrage®, also Vortrage an der Schnittstelle von Mathematik
und ihrer Didaktik. Das Ziel dieser Vortriage — und ihrer Veroffentlichung im Jahres-
bericht der DMV —ist es, das Gesprach zwischen ,,Fach“mathematikern und Vertretern
der Didaktik zu intensivieren. In seinem Beitrag berichtet U. Kirchgraber {iber die Neu-
gestaltung der Ausbildung der Gymnasiallehrkréfte in Ziirich, die sich stark von dem
deutschen Konzept unterscheidet. Damit liefert er einen Beitrag zu den seit Jahren statt-
findenden Diskussionen um die Reform der Lehrerausbildung in Deutschland.

In diesem Heft konnten wir auch den aktuellen Buchbesprechungen wieder mehr
Raum einrdumen.

K. Hulek
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1 Introduction

Non-linear heat equations have played an important role in differential geometry and
topology over the last decades. Generally speaking, a geometric quantity or structure
on a manifold is evolved in a canonical way towards an optimal one.

Examples are the harmonic map flow due to Eells and Sampson [ES] which finds
harmonic maps, that is local minima of the energy functional. The curve-shortening flow
[GH], [Gr] and its higher dimensional analogue, the mean curvature flow [Hul], deform
a curve (hypersurface) in the direction of its normal vector at every point, with speed
equal to the curvature (mean curvature) at that point.

In 1982, Hamilton [Hal] introduced the Ricci flow which deforms an initial metric in
the direction of its Ricci tensor. This flow tends to improve the manifold to one with lo-
cally homogeneous geometry (as will be explained later). Hamilton used this to prove a
number of topological classification results for manifolds with conditions on their cur-
vature, such as for instance closed 3-manifolds with positive Ricci curvature and closed
4-manifolds with positive curvature operator (see [CLN] for a description of his work
and a complete list of references). In 2003, Perelman [P1], [P2], [P3] completed Hamil-
ton’s Ricci flow programme [Ha3] which had the aim of settling Thurston’s geometriza-
tion conjecture for closed 3-manifolds [Th1]. This conjecture had predicted such mani-
folds to be decomposable into pieces with locally homogeneous geometry.

In this article, we will present some of the main ideas starting in Section 2 with linear
heat diffusion on a closed manifold and its interaction with the underlying geometry. In
Section 3, we will show how the curve-shortening-flow can be used to prove the isoperi-
metric inequality in the plane. Section 4 focusses on a heat flow proof of the uniformiza-
tion theorem for closed surfaces. Section 5 explains the Poincaré conjecture [Po] and
Thurston’s more general geometrization conjecture as well as Hamilton’s programme
for settling them via the Ricci flow. In Section 6, we present one of Perelman’s main
ideas leading to the final resolution of these conjectures.

2 Heat diffusion on closed manifolds

We consider a smooth closed (compact and without boundary) n-dimensional Rieman-
nian manifold (M, g). The metric g is given by a (smoothly varying) symmetric, positive
definite # x n-matrix (g;) at every point of M.

Let fo : M — IR be a smooth function. For the purpose of this exposition, one
should think of f; as a temperature distribution on M. We now evolve fy by the heat
equation which means that we consider a time-dependent function f : M x (0,7) — IR
which solves the partial differential equation

-a)s=o

with initial condition f(0) =f(-,0)=fy: M — IR. Again, one should think of
f(t) = f(-, 1) as the temperature distribution on M at time ¢.
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K. Ecker: Heat Equations in Geometry and Topology

The Laplace-Beltrami operator on (M, g) is defined by
Af =V'Vif =& (90f ~ Thkf )

where (g7) denotes the inverse of the metric g = (g;), 0; stands for coordinate deriva-
tives and V; for covariant (coordinate system independent) derivatives of vector fields,
in this case of the gradient vector field V/ defined by V'f = g%9; f. The covariant deri-
vatives involve both the 9; and the Christoffel symbols Ffj We sum over repeated in-
dices. If M = IR" with the standard metric this reduces to the well-known Laplace op-
erator given by

Af=Y a0
i=1

In this paper, we shall need the integration by parts formula for manifolds without
boundary

- [ @n5pdu= [ hafdy (1)
M M
of which the identity
/ Afdu=0 2
M

is a special case. Here dy denotes the volume element of (M, g) and the bracket (-, -) ex-
presses the metric acting on vector fields.

The average of f(¢) over M (describing the average temperature of M at time ¢) is de-
fined by

70 = i3 . 0

Our first observation is that this average remains unchanged under the heat equation.
Indeed, one calculates

ds 1 of o B
Ef(’)_voz(M) ME(f)dN—vol(M)./MAf(t)du_O.

The last identity follows from (2). We therefore conclude that £(¢) = £(0) = f, for all
t>0.

We shall now see that heat diffusion takes place for # — oo in the sense that over a
large time period the temperature almost evens out. More precisely, f(f) — fy for
t — oo in the sense of smooth convergence. Here, we only establish the convergence in
an integral sense. This can be derived reasonably easily from a geometric property of
the manifold (M, g), the validity of the Poincaré inequality. The latter states that there
is a constant ¢ > 0 which only depends on (M, g) such that

5/M(u—ﬂ)2du§/M|Vu[zd,u
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holds for all u € C'(M). The geometric interpretation of this inequality is displayed in
the following figure.

On a surface M, the constant § must be small if two large regions, Q and , can be
separated by a short loop as depicted in the left drawing. In the right picture, every small
loop can only separate a small region from a large one. In particular, one can find a re-
gion for which the boundary length and enclosed area are ‘in proportion to each other’.
There are many examples of non-compact manifolds which do not admit a Poincaré in-
equality (such as for example the catenoid minimal surface).

Consider now the expression

A ()= dn

which measures the average deviation of the temperature at time ¢ from the constant
average temperature fy. We want to show, using the geometric information contained in
the Poincaré inequality, that this integral tends to zero in the infinite future. To this ef-
fect, we calculate

d % B o
& vo-iran=2 [ - ZLwan

Inserting the heat equation and integrating by parts leads to

2 / () ~Fo) A1) dp = —2 / (V) — o), VI () dps
M

M

on the right hand side. Since f; is a constant we obtain the identity

j[ ) —Fodu=—2 / V7 () d.

The Poincaré inequality applied to u = () now yields

G| SO -7y du< =2 [ (0 =Fo) du

M
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where we replaced £ (¢) by fy. Integrating, we finally conclude an exponential decay rate
in time, that is

/ (F(0) = Fo)rdp < 2 / (i =B d =0
M M

fort — oo.

The following figure suggests that the smaller 6 is (such as on closed manifolds with
tight necks), the more slowly diffusion of heat takes place. In this sense, optimal diffu-
sion happens on spheres, albeit still in infinite time (at least for mathematicians). In fact,
we could have defined the optimal é in the Poincaré inequality solely in terms of the dif-
fusion rate for the heat equation on M.

We could have also used Fourier series to derive this result. The optimal § in the
Poincaré inequality is then proportional to the lowest Fourier mode which in turn is gi-
ven in terms of the smallest eigenvalue of the negative Laplace-Beltrami operator on M
(with respect to our sign convention).

3 Curve-shortening and the isoperimetric inequality
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The figure displays one member of a family of closed, embedded curves I'; given by
maps x(-,¢) : S' — IR? which evolve by the law of motion

0x

—=kv 3
ot A3)
called curve-shortening flow. Here v is the inward pointing normal, k the curvature func-
tion of I'; and x is short for x(u, #). We can express the equation also in terms of the arc
length parameter s = s(u, ¢) of the evolving curve. Using one of the definitions of curva-
ture, the equation then reads as

ox _ P

ot 0s%’

This looks deceptively like a linear heat equation for x (actually a system of two equa-
tions in our case), however the non-linearity is hidden inside s which depends on products
of the spatial derivatives of x. If, for instance, we express the evolving curve locally in
terms of a function 4 : (a,b) x (0, T) — IR with variables z and 7 then the equation

h,.

h — ZZ

T2
results.

From equation (3), the evolution of any other geometric quantity on the curve can
be computed [GH]. The curvature, for instance, satisfies

ok _ ok
ot 0s?
which is a so-called reaction-diffusion equation.
If we only considered the diffusion part
ok _ ok
ot 0st’
the curvature function k(#) on I', would tend to a constant for £ — oo as we have seen

earlier for our temperature /. The curve would slowly turn into a circle. The reaction
part of the equation,

ok

+K (4)

gE_ 3
ot '

with positive &£(0), has the explicit solution
k(t) = ——2

1
[———2t .
k(0)2

so that the blow-up time is given by
1

T=——.

2k(0)
In the equation (4) for the curvature function of I';, these two effects are competing. It is
an extremely difficult analytic problem to understand this interaction for a general initi-
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al curve. Fortunately, the geometric nature of the equation comes to the aid of the ana-
lysis (see [GH], [Gr], [Hu2]).
An example of a curve exhibiting the ‘reaction behaviour’ is the round circle.

The radius of the circle at time 7 is (¢) = v R? — 2¢ which vanishes at time T = R?/2.

One of the most important features of the curve-shortening flow which it shares
(after appropriate reformulation) with many other heat type equations is the

Comparison principle Initially disjoint embedded closed curves stay disjoint during
the curve-shortening flow.

The picture shows that, by comparison with a shrinking circle, every closed curve
can only exist for a finite time. This is one of the reaction effects.

Consider now the following initial situation (borrowed from a beautiful survey arti-
cle by Brian White [Wh]):
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Any enclosing circle will squash the spiral-like curve down to a point in finite time. On
the other hand, the high curvature at the tips is expected to uncoil the curve (which one
should consider as a diffusion effect). The movie shows several stages of what happens.

)

[ almos):

IA X OAR V\J\

‘-.4 5% k‘| k
T Juter

In fact, it follows from Grayson’s work in 1987 [Gr], (see [Hu2] for an easier proof)
that the curve will stay smooth and embedded and will become convex before its extinc-
tion time. Then, by a result of Gage and Hamilton in 1984 [GH], it will become asymp-
totically round in a smooth fashion. More precisely, after rescaling the evolving curve
so as to keep for instance the enclosed area fixed (which results in a slightly different
flow), it converges smoothly to a round circle. This is a consequence of the diffusion
term: The diffusion cannot stop the formation of a singularity but it is strong enough to
preserve embeddedness of the curve and produce a very ‘symmetric singularity’.

We will now show how a geometric property of the plane (which is actually related
to, albeit stronger than, the Poincaré inequality) can be derived using curve-shortening
flow. This property is the famous isoperimetric inequality stated below.

Extreme cases are circular disks for which equality holds and regions with tiny areas
surrounded by long curves.
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The isoperimetric inequality can also be viewed as a

Variational principle Among all open and bounded subsets of the plane with equal
perimeter, circular disks have the largest area.

The word ‘perimeter’ here refers to the measure for a very general class of boundary
contours which of course includes all smooth ones. An elementary and very elegant out-
line of the proof can be found in [HT].

In this article, however, we would like to derive the inequality using the curve-short-
ening flow (this argument was first brought to our attention by Ben Andrews, see also
[To]). We start with an arbitrary initial curve I' = I’y with enclosed area 4 = 4(0) and
length L = L(0). Using the formulas for the change of length and area

d
—L(t)=—
L0 Flkzds (<0)
(which justifies the term curve-shortening) and
d 4 —
4 4 = /F ks
we infer that

4

z (L(t)2 = 47rA(t)) =2L(t) | Kds+4r | kas.

Ty Ty
Since our curve is closed and embedded, the winding number theorem implies for all ¢
kds =2,
Ty

so that, also using the Cauchy-Schwarz inequality for integrals, we can estimate the sec-
ond term by

Ty Tt

2
4r kds:2</ kds>§2L(z) 12 ds
Ty

Hence we arrive at the relation

C% (L - 4ma(r)) <o0.

Gage-Hamilton’s and Grayson’s theorems imply
L(t)* — 4nA(f) — 0

for t = T < oco. The most difficult step in proving this statement consists in showing
that area and length vanish at the same time. In particular, the following evolution is
not possible under curve-shortening.
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Because our quantity is also non-increasing we conclude that it must have initially been
non-negative, that is

1
A(0) < EL(O)Z.

Since I' = I'g and hence 4 = 4(0) and L = L(0) were arbitrary, this proves the isoperi-
metric inequality for all smooth, closed and embedded curves.

4 Geometric classification of surfaces

The picture below shows surfaces of positive, negative and zero curvature.

In the case where the curvatures are one, negative one or zero, the corresponding geo-
metries (metrics) are called spherical, hyperbolic and Euclidean (or flat).

The term curvature here refers to the Gaufl curvature, an intrinsic quantity, that is
one which can be computed from within the surface, for example by measuring the de-
viation of the angle sum of geodesic triangles from 7. On positive curvature surfaces
such as the sphere, the angle sum within a triangle with geodesic segments (great circle
arcs on S?) as sides is larger than 7, on a saddle surface less than 7. The (appropriately
defined) 'infinitesimal' angle sum deviation from 7 at a point is called the Gau$ curva-
ture of the surface at this point.

For a surface S embedded in IR®, Gauf’ famous theorema egregium states that his
curvature at a given point p on S can be alternatively defined as the product of the prin-
cipal curvatures at p. To compute the principal curvatures at p one first considers the
curve segment within S obtained by intersecting S with a plane containing a normal vec-
tor to S at p. One computes the curvature of this curve segment at p (in the usual way)
and then varies over all directions of planes normal to S through p. The minimum and

126 JB 110. Band (2008), Heft 3



K. Ecker: Heat Equations in Geometry and Topology

maximum curvatures thus obtained are called principal curvatures at p. The sign of these
depends on the choice of unit normal to S, so may vary by a factor of —1. The Gauf§
curvature however, being the product of these, does not.

On S?, the sphere of radius r, both principal curvatures equal 1/r everywhere, since
they are the curvatures of great circle segments.

Therefore, Sr2 has GauB curvature equal to 1/r%. On a surface with K < 0, the two
principal curvatures must have opposite signs everywhere. The surface therefore looks
saddle-shaped near every point.

Note that the cylinder S! x IR depicted above can be obtained by rolling up a strip
in IR%. In the plane, all triangles have an angle sum equal to 7 and rolling up a piece of
paper does not cause any distortions in the direction perpendicular to the rolling pro-
cess. Therefore the angle sum of geodesic triangles on the cylinder is also equal to 7 as
the above work of art attempts to convey. Therefore, the cylinder is (intrinsically) flat.
As the reader can easily check, one of the principal curvatures equals zero as it occurs
when we look in the direction of the cylinder axis. This proves Gauf}’ theorem (for cylin-
ders).

The GauB-Bonnet theorem for a closed surface S of genus g (number of handles or
‘holes’) states that

This theorem is the prime example of a link between geometric and topological proper-
ties of surfaces. In particular, it gives obstructions to the existence of certain geometries
on certain surfaces.
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For instance, a torus can neither admit a geometric structure (metric) with every-
where positive curvature (spherical geometry) nor one with everywhere negative curva-
ture (hyperbolic geometry), while surfaces with more than one handle could admit hy-
perbolic geometry (the latter is initially a bit hard to visualize; we refer the reader to the
book by Weeks [We] where hyperbolic structures on surfaces of genus greater than or
equal to two are constructed in an intuitive way). That a torus may admit flat geometry
is easier to see by first rolling up a square to form a piece of cylinder in IR? and then roll-
ing up this cylinder piece in a fourth direction (which ensures that the angle sum in tri-
angles does not change). The result is an embedding of a flat torus in IR*.

There is a topological classification of closed (compact and without boundary) or-
ientable surfaces S via their genus g (see [We] for a lucid exposition).

The uniformization theorem states that all closed orientable surfaces admit metrics of
Gausf curvature equal to either one, zero or negative one. Hence genus zero surfaces ad-
mit spherical geometry, tori flat geometry and all surfaces with more than one handle
hyperbolic geometry.

In fact, the precise statement is even stronger in the sense that every given metric on
a closed orientable surface is conformal to a metric of constant curvature (that is a con-
stant curvature metric multiplied by a smooth positive function on the surface). This
was first proved using complex analytic methods.

Hamilton [Ha2] (and Chow [Ch] for part of the positive curvature case) established
a canonical method for finding constant curvature metrics in a given conformal class.
Their approach still uses the uniformization theorem at some stage (in the positive cur-
vature case) but the necessity for this has been removed in more recent work, see [CLT].

Hamilton employed heat diffusion in the form of his volume normalized Ricci flow
for surfaces [Ha2]: Here a family of metrics (g(7)) on a surface S (symmetric, positive

2 x 2-matrices at every point of S) evolves by the equation
og

X —(k-Kg
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where
. _4r(l-g)
k= Area,(S)/SKdAt ~ Area,(S)

is the average curvature of S and d4, is the area element of (S, g(7)).

It can easily be shown that this flow keeps the area of S fixed so that by the Gau$-
Bonnet formula the average curvature also does not change. Since constant curvature
metrics obviously remain unchanged, this process is therefore a good candidate for the
task of deforming an arbitrary initial metric into one with constant curvature.

If we start with an initial metric g(0) and consider only metrics conformal to it, that
is of the form

g(1) = €““g(0)

for some smooth function u(-,#) on S, then u has to satisfy a certain non-linear heat
equation which we will not spell out here. Using this differential equation, Hamilton
[Ha2] and Chow [Ch] (in the positive curvature case) showed that g(¢) converges
smoothly as / — oo to a limiting metric g(oo) = €“>g(0) with constant curvature.

5 Ricci flow and the geometric classification of 3-manifolds

On a three-dimensional Riemannian manifold (M, g) one can think of sectional curva-
tures roughly in the following way: At a point p in M we consider a plane II inside the
tangent space of M at p. One now locally chooses a suitable surface S in M containing p
with 7,S = II, somewhat like a 2-dimensional local cross-section of M near p. The sec-
tional curvature of M at p with respect to II is defined as the Gaufi curvature of S at p.
For an orthonormal basis e;, e, e3 of 7, M on a 3-manifold there are three canonical
choices of planes. We denote the sectional curvatures with respect to these by Kz, Ki3
and K>3. A 3-manifold for which the three sectional curvatures are independent of the
particular point is called homogeneous. If in addition the curvatures are also indepen-
dent of the plane directions at each point, we call it isotropic. Below, we show some ex-
amples.
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S3 is isotropic so in particular homogeneous and S* x IR is homogeneous but not isotro-
pic.

The manifold 72 x IR is flat but not simply connected, that is a loop through the hole
of the torus cannot be contracted to a point inside M,

is flat and simply connected.

There are three homogeneous spaces which serve as geometric models for surfaces:
the sphere, hyperbolic space and Euclidean space. In three dimensions, their analogues
S3,H? and IR® are not the only possibilities as we have already seen above.
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Thurston formulated some natural conditions, apart from homogeneity, which a
three-dimensional model geometry should satisfy. Among these are simple connected-
ness, maximal symmetry and the existence of at least one compact manifold modelled
by it. For example the torus 7 which is compact carries the same geometry as IR®. An-
other condition requires that the symmetry group has a compact point stabilizer which
in two dimensions would rule out surfaces with only helicoidal symmetry. Thurston
came up with a complete list of eight such geometries which, as he conjectured, would
form the building blocks for all closed (compact without boundary) orientable 3-mani-
folds:

The first five of these are self-explanatory. The 3-manifolds listed in the last row are so-
called unimodular Lie groups (we refer the reader to the excellent book by Thurston
[Th2] for details). Roughly speaking, Nil, also called the Heisenberg group, is a twisted

version of IR? x IR. The manifold SL(2,IR) is the universal cover of the symmetry
group of IH? which one can think of as a twisted version of IH? x IR. The last 3-mani-
fold is a particular type of torus bundle over the circle (but not as simple as 72 x S';
there must be a certain distortion of the geometry of the 77 fibres, see [Th2] for details
and [We] for additional intuitive descriptions).

Geometrization conjecture ([Thl]) Every closed, orientable 3-manifold can be de-
composed along 2-spheres and incompressible 2-tori and then capped off along the 2-
spheres by 3-balls in such a way that the resulting finitely many pieces each admit one of
the above eight geometries.

More precisely, they locally look like one of these eight, possibly up to discrete group
actions. For instance, S x S! is modelled by S x IR and 77 by IR,

The above manifolds are all non-compact, except S*. All are simply connected.
After some additional thought, one concludes that the geometrization conjecture im-
plies the famous

Poincaré conjecture ([Po]) Every closed and simply connected 3-manifold is homeo-
morphic to S°.

The following picture gives an intuitive idea of the term incompressible torus.
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In the left picture, the circle through the hole of the torus can be contracted in IR>
but not on 72. In the right picture, the torus in some sense 'represents' the topology of
M, so the circle cannot be contracted, neither on 72 nor in M.

The terms decomposing or ‘cutting’ and ‘capping off” are depicted below. The two opera-
tions combined are often referred to as surgery, the reverse process is called forming a
connected sum.

Thurston himself [Th3],[Th4],[Th5] contributed to the resolution of his conjecture by
classifying 3-manifolds satisfying additional conditions which included all hyperbolic
manifolds. However, the final resolution was based on results of Hamilton’s Ricci flow
programme [Ha3] which was completed around five years ago in the work of Perelman
[P1], [P2] and [P3].

Let us explain some of the basic ideas of this programme. The three Ricci curvatures
of a 3-manifold are averages of the sectional curvatures in the directions of the vectors
of a 3 - frame {e;, €2, €3} as follows:

R;1 = Ric(ey,e1) = K1 + Ki3

Ry = Ric(e, e2) = K12 + Ka3

Rs33 = Ric(es, e3) = K13 + Ko3
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Of course one can analogously define sectional and Ricci curvatures in higher di-
mensions but there the Ricci curvatures, being averages, contain less geometric infor-
mation than the sectional curvatures. It is a special feature of three dimensions that the
R;; completely determine the Kj; as one can easily see from the definitions. One should
think of the Ricci tensor (R;;) as a symmetric 3 x 3-matrix at every point of the manifold
whose eigenvalues are the Ricci curvatures. Of course, the metric g = (g;;) on a 3-mani-
fold is also given by a 3 x 3-matrix field which is symmetric and in addition positive de-
finite. Hamilton’s Ricci flow for a ‘time-dependent’ family of metrics g(#) on a 3-mani-
fold M is defined by the evolution law

where we start with some metric g(0) = go. The definition also makes sense in arbitrary
dimensions. In two dimensions, there is only one sectional curvature. Therefore the Ric-
ci flow reduces to the equation considered in the previous section on surfaces (without
the average curvature term).

In suitable (so-called harmonic) coordinates for the manifold, the Ricci tensor looks
like

—2R; = Agy + O(9gy)

The Laplacian here acts on the components of the metric tensor and the last term is
non-linear in the coordinate derivatives of the metric. This immediately suggests that
the Ricci flow system is a type of non-linear heat equation for the metric. It turns out
that the equation for the metric is not as frequently used (except in the proof of short-
time existence of a solution of Ricci flow for given initial metrics) as the evolution equa-
tion for the curvature operator R of the metric. The curvature operator in three dimen-
sions is a symmetric 2-tensor whose eigenvalues are the sectional curvatures. It satisfies
the equation

(2-a)R=R*+R*.
ot

Let us abbreviate the sectional curvatures by A < p < v (the order is preserved by
the Ricci flow). The tensor R which is symmetric and quadratic in R is given in diago-
nalized form by its eigenvalues pv, Av, uv. The curvature therefore satisfies a reaction-
diffusion equation just as for the curve-shortening flow except this one has a quadratic
rather than a cubic non-linearity which is due to the fact that intrinsic curvature scales
like the product of extrinsic curvatures (see the theorema egregium).
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The reaction term can cause singularities in finite time for certain initial metrics. For
example, a round S° and some 3-manifolds close to it 'contract' in finite time 7. In this
case, the curvature explodes like (7" — ¢) ~! To understand what is happening asymptoti-
cally to the geometry one considers instead the volume normalized Ricci flow for mani-
folds with finite volume (such as closed ones). In three dimensions, this flow is defined by

i} R
581 = "2 (R,-,- - ggi/)

where R denotes the average of the scalar curvature function given by R = R;+
Ry + Rs3. In the case of surfaces, the flow reduces to the one discussed in the previous
section. It keeps the volume of the evolving manifold fixed such that for example S and
all other closed 3-manifolds carrying isotropic geometry (for instance 77> or 72 x S') re-
main unchanged.

In fact, under the normalized flow, none of the closed quotients of the eight model
geometries develop singularities except those for S? x IR. For instance, S? x S! expands
to infinity in finite time while simultaneously thinning out in order to maintain its vo-
lume. The latter causes the curvatures to tend to infinity in finite time, as in the follow-
ing figure.

CIC"Q\. nol wioave

For certain manifolds, the diffusive effect of the Ricci flow dominates after normali-
zation. In fact, Hamilton’s first breakthrough in 1982 which established the Ricci flow
as a valuable tool for the study of the relation between geometry and topology of 3-
manifolds was the following

Theorem (Hamilton 1982 [Hal]) If (M3, go) is closed, orientable and simply con-
nected and has positive Ricci curvatures then the solution (M3, g(t)) of the normalized
Ricci flow on M which starts from gy smoothly converges to the standard metric on S3
ast — oo.
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This implies in particular that any 3-manifold with positive Ricci curvatures has to
be diffeomorphic to a sphere.

For a general initial metric, singularities may develop in finite time under the Ricci
flow [Si], in infinite time after normalization, except for S? x S' which we discussed
above. Such singularities are detected by considering |R(?)|, the square root of the sum
of the squares of the sectional curvatures, which tends to infinity near the singularity as
the singular time is approached.

To be able to study the solution near the singularity, one rescales the metric so as to
keep the curvatures bounded, that is one considers

gi(t) = Akg<)\i+ tk)
k

where the )\, are approximately the maxima of |R(#;)| for a sequence of times #; tending
to the singular time, i.e. Ay — oco. This increases distances but does not effect the Ricci
curvatures which correspond to the speed. Rescaling also in time is therefore necessary
because the solution takes longer to cover the larger distances.

If we also translate in time so as to set the singular time equal to zero, the rescaled
solution will extend its existence further and further into the past. It has been a difficult
problem to ensure that this rescaling process converges again to a solution of Ricci flow,
at least for a subsequence of times. This problem was ultimately overcome by Perelman.

Since the rescaling limit has existed infinitely long (we call such a solution ancient),
the diffusion term in the equation for the curvature operator has had enough time to im-
prove the solution so we expect it to have nicer properties than the original one. Indeed,
it follows from work of Hamilton [Ha3] and Ivey [I] that the lowest of the sectional cur-
vatures becomes less and less negative during the rescaling process so that the rescaling
limit has non-negative sectional curvatures. The latter follows by studying the dynami-
cal behaviour of the system of ordinary differential equations

IR R4 R*
ot

which in diagonal form reads as
A A+ pv
pl =+ w
v 2+ Al

4
dt

This information about the rescaling limit (in some sense this limit describes the
structure of the original solution near the singularity) rules out a large number of possi-
ble geometries. The only remaining possibilities are S3, S? x IR as well as certain 'unde-
sirable' structures which we will discuss later. In the case of S3, we are essentially in the
situation already covered by Hamilton in 1982, so we know what happens. If we see
S2 x IR geometry we could for instance be sitting on a topological S? x S! contracting
to a circle. Alternatively, our unscaled evolving metric could get closer and closer to a
‘round neck’ S? x I near the singularity, where I is an interval, as in the picture below.
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In this situation, a careful quantitative version of the surgery procedure of the kind ex-
plained earlier can be applied, that is the solution can be decomposed along an S? (as
forecast in the geometrization conjecture) by removing an almost cylindrical piece and
then capping off the resulting two pieces by two 3-balls. Here, the capping off has to be
carried out carefully so that the resulting manifold has positive curvature near the caps
which ensures that the two pieces initially ‘move away from each other’ in this region.
In the case of the ‘undesirable’ rescaling limit, surgery as above is not possible. In fact,
in this situation one cannot even make proper sense of the term 'rescaling limit'. This
had been one of the main technical problems for two decades. Showing that for a closed
(compact without boundary) solution this undesirable behaviour cannot occur after fi-
nite time was one of Perelman’s contributions [P1]. We will explain this issue a little la-
ter.

Hamilton [Ha4] also studied the behaviour of non-singular closed 3-manifold solu-
tions of the volume normalized Ricci flow for time tending to infinity. By non-singular
we mean that there is a curvature bound for the solution which is independent of time.
This is something one might hope to obtain after no more singularities form. Hamilton
showed that two of the possibilities could be smooth convergence to one of the isotropic
(constant sectional curvature) geometries or metric collapse of the solution.

Metric collapse refers to a situation where on a family of manifolds with uniformly
bounded curvatures (as our normalized Ricci flow solution) some shortest geodesics
shrink away, as in the following picture of a collapsing sequence of cylinders in IR>.
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In this case, the curvatures are even zero. A more sophisticated (and three-dimen-
sional) example is given by the Berger spheres (see [Th2])).

A typical example of the third possible behaviour one could observe for non-singu-
lar solutions as time tends to infinity is shown below (this example has been borrowed
from [Ha3] where also further details can be found).

Under normalized Ricci flow the ‘ends’ of the manifold which are almost hyperbolic
(that is K which describes the (almost identical) sectional curvatures is close to negative
one) will hardly move while the ‘middle’ part which is almost Euclidean (with 72 x [ to-
pology) stretches (as the volume has to stay constant) with resulting metric collapse.
The ‘thick’ parts at the ends will become hyperbolic in the limit. The geometric
structure of the collapsing parts of the manifold is well-understood [CG1], [CG2]. They
are so-called Seifert fibred spaces (which satisfy the prediction of the geometrization
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conjecture). The collapsing parts are connected to the hyperbolic ends by pieces which
typically have the structure of 72 x I that is correspond to the predicted incompressible
tori. In effect, the Ricci flow provides a canonical way of finding a thick-thin decomposi-
tion of our manifold, as the latter is termed by 3-manifold topologists (see [Th2]).

Let us summarize Hamilton’s programme for establishing the geometrization conjec-
ture:

One starts with an arbitrary metric on a closed orientable 3-manifold. Under the
evolution by the Ricci flow, it will develop singularities in finite time. If the volume of
the manifold disappears at the first singular time, one obtains an S or an S? x S after
rescaling.

If not (and assuming that the ‘undesirable’ rescaling limits mentioned before do not
occur in finite time) an S? x I neck will form on which one then performs surgery in the
way described earlier. Letting the resulting pieces evolve separately, the procedure will
repeat itself. If this happens only finitely often, for example if all surgery components
vanish under the flow in finite time (extinction time), one ends up with a connected sum
of finitely many S* quotients and S? x S! components. If the initial manifold was sim-
ply connected we obtain only S*'s and hence the Poincaré conjecture is confirmed. Per-
elman [P3] and Colding-Minicozzi [CM] could show that for simply connected 3-mani-
folds the extinction time is indeed finite.

If after finite time we are in the lucky situation of having a non-singular solution of
the volume normalized Ricci flow, then the above three possibilities for non-singular so-
lutions will occur, all of which confirm geometrization. Perelman [P2] could show that
even if the formation of singularities persists forever, Hamilton’s arguments could be
suitably modified and augmented to confirm the geometrization conjecture.

6 Ricciflow and a Poincaré type inequality

Let us last focus on one of Perelman’s major contributions which was among the ingre-
dients of the resolution of the geometrization conjecture.

Prior to Perelman’s breakthrough, for many years the holy grail in Ricci flow theory
had been to find a way of ruling out the 'undesirable' rescaling limit we have mentioned
several times. Remember that rescaling limits describe the local geometry (and topol-
ogy) of the Ricci flow solution near a singularity.

An example of such a solution is constructed as follows. In two dimensions, one con-
siders the manifold & = (IR?, ds*) where

_dx*+dy?

ds? = — %
14+ x2+)2

This so-called cigar soliton solution of the two-dimensional Ricci flow found by Hamil-
ton exists for all time (eternal solution). Furthermore, it evolves only by diffeomorph-
isms, that is points are moved around on the manifold but there is no change in its geo-
metry. Embedded in IR? it would look like the next picture.
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A special feature of this manifold is that as seen from infinity it looks like a half-line
rather than a two-dimensional object in the sense that it dimensionally collapses at large
radii in the following way:

Vol(B,z,k (px)) re

2 ~2
T Tk

for a suitably chosen sequence of geodesic balls in ¥ with radii r; tending to infinity.

In three dimensions, we consider ¥ x IR

which for some sequence of geodesic balls satisfies

Vol(BS, (pr)) 12
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The picture suggests that as seen from infinity ¥ x IR looks like a half-plane rather than
a three-dimensional object. If our Ricci flow solution is geometrically close to ¥ x IR
near the singularity, then in small balls around the singularity it will deteriorate dimen-
sionally. Perelman proved that this cannot happen in finite time in the evolution of
closed manifolds.

Theorem (Perelman 2002 [P1]) Let (M",g(t)) be a closed solution of the Ricci flow
Jor 0 <t < T < oo with initial metric g(0). Then there exists a constant k > 0 which
only depends on n, T and the initial metric g(0) such that

4
VOlt(Br(.p)) >k
14l B
forallt < T andr < /T in balls B(p) (with respect to g(t)) in which the curvature |R(t)|
is controlled by 1/r?. In particular, any rescaling limit (M, g (s)) of (M, g(t)) satisfies

Vol,(B;(p))
™

Jorall 0 < s < oo with the same k as above but this time for all r < oo in balls B}(p) where
|R/(s)| < 1. Here R'(s) denotes the curvature operator with respect to g'(s).

> K

This rules out ¥ x IR as a limit. To explain the analysis behind this in detail would go
beyond the scope of this exposition. However, let us mention that the proof of the above
lower volume ratio bound is a consequence of the preservation of a functional inequal-
ity (like a logarithmic Sobolev inequality) on (M, g(¢)) during the evolution which in
turn is related to preserving ordinary Sobolev inequalities, isoperimetric inequalities
and the Poincaré inequality for finite time as long as the curvatures are under control.

As we saw in the first section, this kind of information also controls the diffusion
rate of solutions of the heat equation. Therefore one can consider this another more in-
volved situation where analysis (heat diffusion) and geometry interact.
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1 Zur Gymnasiallehrpersonenausbildung in Ziirich
und inshesondere an der ETH

Es mag iiberraschen, dass die Mathematik und die Naturwissenschaften an der ETH
einst im Hinblick auf die gymnasiale Lehrpersonenausbildung eingefiithrt wurden!

Bis zum Beginn des WS 06/07 konnten die ETH-Studierenden in den Féchern Biolo-
gie, Chemie, Geografie, Mathematik, Physik und Sport in Form eines Zusatzstudiums
im Umfang von etwa 30 Kreditpunkten in der Bologna-Wéhrung den sogenannten Di-
daktischen Ausweis erwerben, der fiir das Unterrichten im entsprechenden Fach am
Gymnasium qualifizierte. Neu miissen Mindestanforderungen der ,,schweizerischen
KMKF, die hier EDK — fiir Erziehungsdirektorenkonferenz — heif3t, erfiillt werden.

Ende der 90er Jahre beschloss der Kanton Ziirich die Griindung einer Padagogi-
schen Hochschule, primér fiir die Ausbildung der Lehrkrifte fiir die Grundschule und
die Sekundarstufe I, die bis dahin an sogenannten Seminarien stattfand.

In Ziirich wollte man in der Gymnasiallehrpersonenausbildung keine Trennung von
fachwissenschaftlicher und padagogisch-berufspraktischer Ausbildung und es schien
iiberdies sinnvoll, die Gymnasiallehrpersonenausbildung der ETH einzubezichen und
auf dem Platz Ziirich zusammen zu arbeiten. So beschlossen die drei Ziircher Hoch-
schulen 2002 die Griindung eines gemeinsamen Instituts. Es entstand das ,,Ziircher
Hochschulinstitut fiir Schulpddagogik und Fachdidaktik von Padagogischer Hoch-
schule Ziirich, Universitdt Ziirich und ETH Ziirich®, kurz ZHSF genannt. Der primére
Auftrag des ZHSF ist, Lehre, Forschung und Entwicklung, sowie Dienstleistung rund
um die Gymnasiallehrpersonenaus- und weiterbildung zu betreiben.

Die erste Aufgabe, der sich das junge Institut zu widmen hatte, bestand darin, die
Ausbildungsgénge fiir zukiinftige Gymnasiallehrpersonen unter Beriicksichtigung der
EDK-Vorgaben zu reformieren und die Kooperation einzuleiten. Die EDK-Vorgaben
verlangen von einer Gymnasiallehrperson einen fachwissenschaftlichen Master-
abschluss im zukiinftigen Unterrichtsfach und eine padagogisch-berufspraktische Aus-
bildung von mindestens 60 Kreditpunkten!. Von den 60 Punkten miissen der erzie-
hungswissenschaftliche und der berufspraktische Anteil je mindestens 15 Punkte aus-
machen.

Die urspriingliche EDK-Forderung, die Ausbildung miisse fiir zwei Unterrichts-
facher qualifizieren, wurde schlieBlich wieder fallen gelassen. Dass 30 Kreditpunkte
dem erziehungswissenschaftlich-berufspraktischen Bereich angehoren sollen, hat mit ei-
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ner seit langem erhobenen Forderung aus bildungspolitischen Kreisen zu tun, obwohl
diese nicht unangefochten ist.

In einem sehr lesenswerten Artikel unter dem Titel ,,Gymnasiallehrkréfte — eine aus-
sterbende Spezies?*? duBert sich der an der Universitit Bern lehrende Padagogikprofes-
sor F. Osterwalder kritisch zur Bedeutung der berufsbezogenen Wissenschaften in der
Ausbildung der Gymnasiallehrpersonen und warnt vor tibertriebenen Hoffnungen. Er
glaubt nicht, ,,dass die Probleme des gymnasialen Unterrichts, denen die kiinftigen Lehr-
personen begegnen werden, in der Ausbildung durch die berufsbezogenen Wissenschaften
beliebig vorweggenommen und fiir die Zukunft befriedigend gelost werden konnen”.

Der erziehungswissenschaftlichen Ausbildung fiir angehende Gymnasiallehrper-
sonen traut er hochstens zu, dass sie diesen ,,eine Distanz zum praktischen Feld vermit-
teln, in der sie Zugang zu historisch oder empirisch gesicherten Kenntnissen iiber unter-
schiedliche bildungspolitische, institutionelle, didaktische und methodische Moglichkeiten
der Erfiillung der spezifischen Aufgaben im Gymnasium gewinnen und lernen, diese reflek-
tive Distanz zum Handlungsfeld auch systematisch zu pflegen.

Das Ausbildungskonzept, nach dem an der ETH Ziirich seit WS 06/07 studiert wird,
sieht 5 Ausbildungsbereiche in dem jeweils angegebenen Umfang vor:

Erziehungswissenschaften (15 Kreditpunkte)

Fachdidaktik (12 Kreditpunkte)

Fachwissenschaftliche Vertiefung mit pddagogischen Fokus (12 Kreditpunkte)
Berufspraktische Ausbildung (15 Kreditpunkte)

Wahlpflicht (6 Kreditpunkte)

Die Ausbildung fithrt zum Master of Advanced Studies in Secondary and Higher
Education im jeweiligen Fach.

2 Kurzer Blick auf neuere Ergebnisse in der Lehr- und Lernforschung
oder messen was messhar ist

Die Frage, was guter Unterricht sei oder schlichter, was im Unterricht was bewirkt, ist ge-
wiss nicht neu. Vermutungen und Behauptungen dariiber gibt es reichlich. Seit einigen
Jahren wird dieser Frage systematischer und mit mehr Rationalitit nachgegangen. Es
sind hauptsichlich empirische Fallstudien, die hinsichtlich Umfang und Komplexitiit
allerdings stark variieren. Die gute Verfiigbarkeit von einschlagiger Soft- und Hardware
erleichtert die Datenerfassung und -bearbeitung.

Fiir eine einfachere Studie kann zum Beispiel eine Komponente in einem Unter-
richtsdesign variiert werden und der Effekt mit einem Test erhoben und statistisch aus-
gewertet werden. So haben Stern, Aprea und Ebner® zum Beispiel untersucht, wie Stu-
dierende mit unterschiedlichem akademischen Hintergrund lineare Graphen zur Lo-
sung von Fragestellungen in Kontexten nutzen, die ihnen - je nach Probandengruppe -
ganz, teilweise oder gar nicht vertraut sind. Die Variation im Design bestand darin, wie
vor dem Test das Konzept , linearer Graph® reaktiviert wurde: ob passiv (durch Lektiire
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eines Texts, in dem ein Graph benutzt wurde) oder aktiv (indem die Probanden selbst ei-
nen Graphen zeichnen mussten). Interessanterweise schnitten in den Populationen
,Studierende der Okonomie* bzw. ,,Mathematik- und Computer-Science-Studierende*
diejenigen Teilgruppen besser ab, die in der Vorbereitung einen Graphen konstruieren
mussten. Das ist deshalb eine Uberraschung, weil man annehmen wiirde, dass diese
Gruppen von Studierenden ausreichend mit linearen Graphen vertraut sind.

Schule und Unterricht ist anerkanntermaBen ein komplexes Unternehmen, bei dem
eine Vielzahl von Faktoren auf die eine oder andere Art eine Rolle spielen.

Einige Faktoren sind Schiiler-bezogen: Intelligenz, bisher erbrachte Mathematikleis-
tung, Geschlecht, ethnischer Hintergrund, soziookonomischer Status der Familie. Eini-
ge Faktoren sind Lehrer-bezogen: fachliche Kompetenz, fachdidaktische Kompetenz,
padagogische Kompetenz, Einstellungen, Lehrerfahrung. Einige Faktoren sind Institu-
tionen-bezogen: Schultyp oder Profil, effektive Unterrichtszeit und viele andere mehr.

Da offenbar nicht nur die Naturwissenschaften, sondern mehr und mehr auch die
Lehr/Lernforschung unter dem Verdikt von Lord Kelvin steht*, wird versucht, diese
Faktoren messbar zu machen. Mit Items wie ,, Kinder lernen Mathemtik am besten, in-
dem sie selber herausfinden, wie sie zu Antworten auf einfache Textaufgaben kommen*
bzw. ,,Ein guter Lehrer fithrt vor, auf welche Weise man eine Textaufgabe am besten
16st“>, denen Befragte mehr oder minder zustimmen kénnen, wird versucht zu bestim-
men, ob eine (Grundschul-)lehrkraft eher eine sogenannte konstruktivistische oder aber
instruktionistische Auffassung von Lehren und Lernen hat. Ein solcher Fragebogen
fihrt zu einer Zahl, mit der das Merkmal, das erfasst werden soll, kodiert wird. Er ist
ein Messinstrument fir das Merkmal.

Interessanterweise konnten Staub und Stern® unter Benutzung der Daten aus der so-
genannten Miinchner Scholastik-Studie nachweisen, dass der jihrliche Lernzuwachs
von Drittkldsslern beim Losen von mathematischen Textaufgaben statistisch signifi-
kant hoher ist, wenn die Lehrperson eine konstruktivistische Auffassung von Lernen
und Lehren hat.

Eine fiir die Lehrpersonenausbildung hoch interessante Frage an die empirische
Lern- und Lehrforschung ist die nach dem Einfluss der mathematischen und mathema-
tikdidaktischen Kompetenz von Lehrkriften auf das Lernen von Mathematik, und die
nach dem Einfluss der mathematischen auf die mathematikdidaktische Kompetenz.

Tatsdchlich gibt es zu diesen Fragen erste Antworten. Zuerst sei auf eine Unter-
suchung von Hill, Rowan und Ball’ hingewiesen. Sie benutzt ein Instrument, mit dem
bei Grundschullehrpersonen eine Kombination von fachwissenschaftlicher und fachdi-
daktischer Kompetenz in den Bereichen Zahlkonzept, Grundoperationen, Zahlmuster,
Funktionsbegriff, Elemente der Algebra erhoben wird. Die Autoren nennen diese Va-
riable ,,teachers’ mathematical knowledge for teaching“. Die Daten, auf denen die Stu-
die beruht, beziehen sich auf etwa 1200 Erst- und 1800 Drittklissler und ihre Lehrerin-
nen und Lehrer. Die Schulen liegen in 42 Distrikten, die auf 15 US-amerikanische Staa-
ten verteilt sind.

Der wichtigste Befund ist, dass die von den Autoren verwendete Variable ,,teachers’
mathematical knowledge for teaching™ sich als statistisch signifikanter Pradiktor fiir
den beobachteten Lernzuwachs erwiesen hat. Die GroBenordnung des Effekts ist bei

146 JB 110. Band (2008), Heft 3



U. Kirchgraber: Mathematiklehrpersonenausbildung fiirs Gymnasium

den untersuchten Drittkldsslern ungeféhr vergleichbar mit dem Einfluss, den der sozio-
Okonomische Status der Eltern hat. Eine Zunahme um eine Standardabweichung in die-
ser Variablen entspricht etwa 2—3 Wochen zusétzlichen Unterrichts pro Jahr.

Weiter soll kurz das DFG-Projekt COACTIV angesprochen werden, an dem Bau-
mert, Krauss, Kunter und weitere Personen vom MPI fiir Bildungsforschung in Berlin,
und seitens der Mathematikdidaktik Blum und Neubrand mitwirken®. Sie verwenden
zur Erfassung von Lehrer-bezogenen Merkmalen unter anderen je eine Variable zur Er-
fassung des mathematischen Fachwissens und des mathematikdidaktischen Wissens.

Fiir die Messung der Variablen mathematisches Fachwissen und mathematikdidak-
tisches Wissen haben sie Instrumente entwickelt, wobei letztere Items zu den drei Kate-
gorien Aufgaben, Schiilerkognitionen und Instruktion enthalten. Die Daten stammen
von mehreren hundert Lehrpersonen, die in bundesdeutschen Klassen der Jahrgangs-
stufen 9 und 10 unterrichteten, wobei alle Schultypen reprasentiert sind. Es sei nur ein
Ergebnis herausgegriffen: Die Korrelation zwischen den Variablen mathematisches
Fachwissen und mathematikdidaktisches Wissen betragt 0.8 und ist auf dem 5 Prozent
Niveau signifikant. Dieses Ergebnis kann als Hinweis gedeutet werden, dass die mathe-
matische Kompetenz einen bedeutenden Einfluss auf die mathematikdidaktische Kom-
petenz hat.

Man kann im iibrigen vermuten, dass die mathematische Kompetenz einer Lehrper-
son auf der Gymnasialstufe einerseits einen direkten, und andererseits einen indirekten
Einfluss — via mathematikdidaktische Kompetenz — auf den Lernzuwachs ihrer Schiile-
rinnen und Schiiler hat.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei in Anlehnung an einen Vortrag von E. Stern’
schlagwortartig auf einige neuere Erkenntnisse aus der padagogischen Psychologie hin-
gewiesen:

Intelligenz- und Methodentraining fithren nicht zu Transfereffekten auf Inhalte.
Der Begriff ,,Schliisselkompetenzen® ist kaum mehr als eine Fiktion.

Expertise bleibt bereichsspezifisch.

Wenn Vorwissen eine Rolle spielt, konnen Intelligenzunterschiede an Bedeutung
verlieren.

Alles in allem bedeutet das nach Meinung des Autors, dass der fachlichen Kom-
petenz einer Lehrperson eine sehr hohe Bedeutung zukommt, was in der Lehrpersonen-
ausbildung angemessen beriicksichtigt werden muss.

3 Was ist und was will die Fachwissenschaftliche Vertiefung
mit pddagogischem Fokus?

Wie in Abschnitt 1 vermerkt, trégt einer der fiinf Ausbildungsbereiche in der seit WS
06/07 laufenden neuen Gymnasiallehrpersonenausbildung auf dem Platz Ziirich die Be-
zeichnung Fachwissenschaftliche Vertiefung mit pidagogischem Fokus. Die fachwissen-
schaftliche Vertiefung mit padagogischem Fokus (kurz ,,FV* genannt) hat ihren Ur-
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sprung in den bekannten Vorlesungen iiber Elementarmathematik vom hoheren Stand-
punkte von Felix Klein zu Beginn des 20. Jahrhunderts. In der Ausbildung zum Mathe-
matik-Diplom an der ETH gab es seit langem ein Wahlfach namens Elementar-
mathematik, das fiir Studierende, die die Zusatzausbildung zur Gymnasiallehrperson
absolvieren wollten, obligatorisch war. Der Autor erinnert sich, dass er wiahrend seines
Studiums selbst Vorlesungen iiber Abbildungsgeometrie und Boole’sche Algebra gehort
hat. Tatséchlich bildeten diese Veranstaltungen die fachspezifische Mathematiklehrper-
sonenausbildung, bis der Autor Ende der 80er Jahre von M. Jeger die Leitung der Ma-
thematiklerpersonenausbildung iibernahm, mathematikdidaktische Veranstaltungen
im engeren Sinne einfithrte und begann, der Elementarmathematik eine etwas andere
Orientierung zu geben, auf die im Folgenden eingegangen wird.

Zuvor kurz die Bemerkung, dass mit Beginn der neuen Lehrpersonenausbildung in
Ziirich in allen gymnasialen Fachern (also auch in der Biologie, Chemie, Physik, usw.,
aber auch in den humanistischen Fachern, also etwa in der Germanistik, Anglistik, Ro-
manistik, Altphilologie, usw.) in Form der Fachwissenschaftlichen Vertiefung mit pi-
dagogischem Fokus eine Art Pendant zur Elementarmathematik im Umfang von 12
Kreditpunkten absolviert werden muss. Sie wird in jedem Fach von Fachwissenschaf-
tern in Zusammenarbeit mit den fiir die Lehrpersonenausbildung Verantwortlichen ge-
staltet.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass die Veranstaltungen aus der Fachwissenschaft-
lichen Vertiefung in der Regel auch im entsprechenden BSc/MSc-Studium angerechnet
werden und das auch bei Studierenden, die nicht in der Gymnasiallehrpersonenausbil-
dung sind.

Was ist und was will nun die Fachwissenschaftliche Vertiefung mit pidagogischem Fo-
kus, insbesondere im Bereich Mathematik?

Generell gilt: Die Spezifizierung ,,mit paddagogischem Fokus* bedeutet: ,,Ist von Be-
deutung fiir die zukiinftige Tatigkeit als Gymnasiallehrperson im entsprechenden
Fach.“

Es gibt facheriibergreifende und mehr oder weniger facherspezifische Aspekte.

In dem schon zitierten Artikel beschreibt F. Osterwalder das Ziel des Gymnasiums
als ,, Einfithrung in das wissenschaftliche und kulturelle Leben, bevor sich die Absolventin-
nen und Absolventen fiir ein spezifisches wissenschaftliches Studium und einen entspre-
chenden Beruf entscheiden”. Bei allen Féachern spielt die Auswahl des wissenschaftspro-
padeutischen Kanons eine bedeutende Rolle. Eine iibergreifende Zielsetzung der FV ist,
dass die zukiinftigen Gymnasiallehrkrifte dabei kompetent mitdiskutieren und die Aus-
wahl gegeniiber Schiilerinnen und Schiilern, Lehrerkollegen und Schulbehorden, sowie
der Offentlichkeit legitimieren konnen.

Ein anderer iibergreifender Aspekt ist die Verantwortung gegeniiber anderen Fii-
chern, ganz besonders gegeniiber denjenigen, die nicht explizit am Gymnasium unter-
richtet werden.

Es sollen im Folgenden sechs Aspekte vorgestellt werden, die mathematikspezifisch
sind. In der Konzeption der Fachwissenschaftlichen Vertiefung mit padagogischem Fo-
kus in Mathematik an der ETH spielt das Kleinsche Modell natiirlich eine Rolle. Die
Verkniipung von universitdrem und gymnasialem Fach ist ein wichtiges Anliegen der
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FV. Allerdings wird eine symmetrischere Sichtweise vertreten. Die Blickrichtung geht —
metaphorisch gesprochen — nicht nur von oben nach unten, sondern auch von unten
nach oben. Es wird demnach unterschieden zwischen

m  Elementarmathematik vom héheren Standpunkt dhnlich wie bei Klein, und
= Mathematik vom elementaren Standpunkt.

Elementarmathematik meint hier die Mathematik bis und mit Sekundarstufe II.

3.1 Aspekt 1: Entwicklung von Langsschnittkohérenz

Unter Langsschnittkohdrenz wird die Verkniipfung von Schul- und universitirer Ma-
thematik verstanden. Vieles, was in der Schulmathematik geschieht, ist nicht singulir,
sondern hat Modellcharakter. Umgekehrt kann die Auseinandersetzung mit den Ge-
genstidnden auf fortgeschrittenerem Niveau zur Entwicklung einer vorwiérts kompati-
blen Betrachtungsweise auf unterem Niveau verhelfen.

Betrachten Sie das Thema Gleichungen als Beispiel. In der Jahrgangstufe 9 ist die
(rein) quadratische Gleichung x*> = 2 Thema, zunichst im Rahmen der rationalen Zah-
len Q. In einem ersten Schritt erkennt man, dass diese Gleichung durch Zahlen aus Q
beliebig genau, das heif3t, bis auf einen beliebig kleinen Rest erfiillt werden kann. Dann
folgt eine folgenreiche Erkenntnis: Man beweist, dass die Gleichung x> = 2 in Q jedoch
unldsbar ist.

Soll man sich damit zufriedengeben? Die Antwort ist nein. Die Griinde bediirfen ei-
ner sorgféltigen Diskussion mit angehenden Lehrpersonen. Die Aufgabe besteht dann
darin, einen Rahmen zu erfinden, in dem die Gleichung losbar wird. Die reellen Zahlen bil-
den bekanntlich diesen Rahmen.

Das Bedeutsame: Die im Prinzip analoge Aufgabe stellt sich in der weiteren Ent-
wicklung der Gleichungslehre in und jenseits der Schulmathematik immer wieder: Glei-
chungen werden durch Konstruktion eines geeigneten Rahmens 16sbar gemacht!

Léngsschnittkoherenz bedeutet, dass Lehrpersonen ein derartiges Paradigma an-
hand von Beispielen auf verschiedenen Niveaus kennen. Ein fiir eine FV-Veranstaltung
gut geeignetes Beispiel ist die partielle Differentialgleichung

—Au+u=f in QCR" (1)

mit Nullrandbedingung. P. Werner ' hat einen Zugang vorgeschlagen, der funktional-
analytisch, also abstrakt und daher im Prinzip einfach ist. Er gestattet die Existenz einer
schwachen Losung unter Vermeidung der Lebesgueschen MaB- und Integrationstheorie
mit erstaunlich geringem Aufwand nachzuweisen. Hier ist eine Skizze, einer Darstellung
von H. Haf'! folgend.

Man geht vom Raum Cy(Q2) der auf Q stetigen Funktionen mit kompaktem Triger
in 2 aus, den man mithilfe des Riemann’schen Integralbegriffs beziiglich der ||.||,-Norm
zu einem Pri-Hilbertraum macht. Dann wird der Unterraum C§°(f2) der beliebig oft
stetig differenzierbaren Funktionen, und davon der Dualraum betrachtet, das heiB3t also
der Raum der beschrinkten linearen Funktionale auf C3°(2). Dieser Raum wird mit
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L>(Q2) bezeichnet, denn er ist isometrisch zum Raum gleichen Namens im Sinne von Le-
besgue, was aber keine Rolle spielt und man daher auch nicht wissen muss.

Man zeigt dann, dass C5°(€2) isometrisch in L,(Q2) eingebettet ist, dass C5°(€2) voll-
standig ist, dass sich das Skalarprodukt von Cg°(Q2) auf C3°(Q2) ausdehnen ldsst und
weist schlieBlich nach, dass L,(2) gleich C3°(Q2) ist, woraus folgt, dass L,(Q2) ein Hil-
bertraum ist.

Weil als Grundraum der C{°(€2) gewahlt wurde, ergibt sich in natiirlicher Weise ein
Ableitungsbegriff, das heifit man ordnet einem Funktional aus L,(Q) neue lineare Funk-
tionale auf C§°((2) zu, die man aus gutem Grund Ableitungen des Ausgangsfunktionals
nennt. Jedoch brauchen diese nicht beschrinkt zu sein, das heiBt sie liegen nicht unbe-
dingt in L,(Q2). Das gibt Anlass, geeignete Teilmengen zu betrachten, die die Rolle von
Sobolev-Rédumen spielen.

Es sind nun alle Bestandteile beisammen, um das wurspriingliche Problem im neuen
Rahmen zu interpretieren und es folgt dann recht leicht mit Hilfe des Riesz’schen Dar-
stellungssatzes die Existenz einer Losung des neu formulierten Problems (und auch ihre
Eindeutigkeit 1asst sich unschwer beweisen).

Am Ende meditiert man ein wenig verwundert die Parallele zwischen der Gleichung
x? =2 und der partiellen Differentialgleichung — Au + u = f und hat vermutlich ein
neues Verhiltnis zur Gleichung x? = 2 gewonnen.

Zur Erinnerung: Eine der Milleniumsaufgaben des Jahres 2000 hingt mit diesem
Thema zusammen. Es geht um einen Rahmen fiir die Navier-Stokes-Gleichungen!

Langsschnittkohdrenz heiBt: In der Wurzel den Baum, im Baum die Wurzel sehen.

3.2 Aspekt 2: Beweise analysieren oder die Suche nach dem Kern

Wenn es auch eine unstatthafte Verkiirzung wire, die Mathematik aufs Beweisen zu re-
duzieren, so ist die Moglichkeit, Beweise fithren zu konnen, doch ihr konstitutiver We-
senszug.

Es ist fiir AuBenstehende Uiberraschend, dass fiir Mathematikerinnen und Mathe-
matiker nicht nur die Richtigkeit von Beweisen wichtig ist, sondern auch andere Kate-
gorien eine Rolle spielen, insbesondere eine Form der Asthetik. Wenn ein Beweis viele
»Fallunterscheidungen® erfordert, wird er als mithsam und unbefriedigend empfunden.
Ein Beweis mit {iberraschenden Ideen hingegen, gilt als originell, und, wenn er ,,isthe-
tisch ansprechend” und eventuell noch vergleichsweise kurz ist, als elegant.

Die Mathematikvorlesungen sind voll von ,,eleganten Beweisen®. Meistens handelt
es sich ja um Stoffe, die nicht brandneu sind, die sich als wichtig erwiesen haben, die
schon héufig unterrichtet, und daher wiederholt aufgearbeitet wurden. In diesen Prozes-
sen wird das Prasentationarrangement fortlaufend optimiert, das Geflecht aus Begriffen
und Theoremen wird immer besser aufeinander abgestimmt: Die Eleganz nimmt zu!

Aus didaktischer Sicht ist diese Entwicklung zweischneidig. Auf der einen Seite ist
dieser Prozess fortschreitender Vereinfachung und Bereinigung ein hoch wichtiger Bei-
trag der Fachwissenschaft zur Didaktik des Faches und von groBem Nutzen. Es wird
niemand bezweifeln, dass es beispielsweise kaum moglich wire, weltweit Jahr fiir Jahr
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Hunderttausende in die Differential- und Integralrechnung einzuweihen, wenn sie noch
nach Newton unterrichtet werden miisste.

Andererseits muss man sehen, dass es fiir Lernende oft schwierig ist, derart optimier-
te Beweise besser als ,,Schritt fiir Schritt* zu verstehen: Sie konnen zwar den Gedanken-
gingen der Dozentin einigermaBen folgen, aber die ,,intuitiven Uberlegungen®, die einst
die Beweiskonzeption steuerten, sind aus der logisch-deduktiven und ,,polierten* Dar-
stellung meist nicht ohne Weiteres zu rekonstruieren.

Es ist daher eine wichtige Aufgabe der Fachwissenschaftlichen Vertiefung mit pida-
gogischem Fokus in Mathematik exemplarisch Beweise ,,auseinanderzulegen®, ver-
schiedene Beweise einander gegeniiberzustellen, im Idealfall neue, durchsichtigere Be-
weise zu entwerfen, um das Schritt-fiir-Schritt-Verstandnis zu einem integrierteren Ver-
stehen weiter zu entwickeln.

Ein vorbildliches Beispiel fiir das, was hier gemeint ist, ist die meisterliche Auseinan-
dersetzung von H. Winter!'? mit dem Zwei-Quadrate-Satz"3.

3.3 Aspekt 3: Elementarisieren von Inhalten

Ein professioneller Lehrer sieht einen Stoff immer auch unter dem Aspekt seiner Ver-
mittlung: Welches Vorwissen ist notig, welche kognitiven Leistungen sind zu seiner
Durchdringung zu erbringen, wie konnte der Stoff didaktisch strukturiert werden, wel-
che Hilfestellungen konnten entwickelt werden?

Elementarisieren ist eine genuin mathematische Aufgabe, die in verschiedenen Aus-
pragungen vorkommt. Eine Form ist das Generieren von Plausibiltdtsbetrachtungen,
die ein Resultat zwar nicht beweisen, aber verstindlich machen. Ein schones Beispiel
sind die Uberlegungen zum Primzahlsatz im legendiren Buch ,,Was ist Mathematik?“
von R. Courant und H. Robbins.

Eine andere Variante ist die Entwicklung von ,,vereinfachten Theorien®. Zum Bei-
spiel konnen Teile der Galoistheorie fiir Gymnasiasten zugidnglich gemacht werden, et-
wa, dass das klassische Problem der Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal grundsitz-
lich nicht losbar ist.

Als weiteres Beispiel fiir Elementarisierung sei das Thema ,, Schlecht gestellte Inverse
Probleme™ angesprochen, das D. Stoffer und der Autor in Zusammenarbeit mit An-
dreas Kirsch bearbeitet haben.

Wissenschaft betreiben heifit, Ursache-Wirkungs-Zusammenhinge entdecken:
Wenn das, dann das. Wenn sich Ursache und Wirkung quantifizieren lassen, und wenn
der Mechanismus zwischen Ursache und Wirkung bekannt ist und mit mathematischen
Mitteln ausgedriickt werden kann, dann gibt es eine direkte und eine inverse Aufgabe.
Die direkte Aufgabe besteht darin, aus gegebener Ursache die Wirkung zu berechnen.
Umgekehrt versteht man unter dem inversen Problem die Aufgabe, aus der Wirkung
auf die Ursache zuriickzuschlieBen, oder genauer: Aus einer mit Messfehlern behafteten
Messung der Wirkung die Ursache moglichst genau zu bestimmen, zu rekonstruieren,
wie man sagt. Das Beispiel par Excellance sind die bildgebenden Verfahren in der Medi-
zin, zum Beispiel die Computertomografie. Aus der Abschwichung, die Rontgenstrah-
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len beim Durchgang durch eine Kérperschicht erfahren, wird auf die Dichteverteilung
in dieser Schicht geschlossen. So konnen allféllige Anomalien festgestellt werden.

Studierende, die etwas Funktionalanalysis gehort haben, finden ausgesprochen Ge-
fallen daran, ihre Kenntnisse auf schlecht gestellte inverse Probleme anzuwenden. Es sei
y = Kx eine Ursache-Wirkungs-Beziehung, x stehe fiir die Ursache, y fiir die Wirkung.
x* sei ein bestimmter Wert von x und y* = Kx* die Wirkung die x* nach sich zieht. Die
Studierenden machen groBe Augen wenn sie Gewahr werden, dass es nicht immer ge-
lingt, aus der Messung 7 der Wirkung y* durch Auflésen der Gleichung KX = 7 nach X
auf die Ursache x* zu schlieBen, und zwar mit umso geringerem Fehler, je genauer die
Messung y von y* ist. Das ist aber gerade der Fall, wenn K ein kompakter injektiver li-
nearer Operator auf einem unendlichdimensionalen Raum ist. Das Phéinomen ist ja
auch beunruhigend, stellt es doch ein wichtiges Prinzip in Frage!

Die Einfithrung von singuldren Systemen, die (Wieder-)Begegnung mit dem Satz
von Picard (dessen endlichdimensionale Version sie auf jeden Fall aus der Linearen Al-
gebra kennen) und vor allem die Idee der sogenannten Regularisierung, die Definition
von Glattheitseigenschaften mit Hilfe des gldttenden Operators K, sind Schritte, die in
der Regel gut in ihrer ,,Zone of proximate development* liegen.

Kann man dieses Thema elementarisieren? Es ist moglich. Es sei auf drei Publikatio-
nen verwiesen, die sich an drei verschiedene Leserkreise richten:

= Kirchgraber U., Kirsch A., Stoffer D.: Schlecht gestellte Probleme — Oder wenn das
Ungenaue genauer ist, Math. Semesterberichte, 51, 2004, 175—205. Diesen Beitrag
konnen Studierende verstehen, die das erste Studierjahr absolviert haben.

= Kirchgraber U., Kirsch A., Stoffer D.: Schlecht gestelllte Probleme — Oder wenn das
Ungenaue genauer ist, Berichte iiber Mathematik und Unterricht Nr. 01-05, 2001, an
der ETH herausgegeben von U. Kirchgraber. Dieser Beitrag — er ist nicht inhalts-
gleich mit dem zuvor genannten — richtet sich an Gymnasiallehrpersonen der Ficher
Mathematik und Physik.

= Kirchgraber U., Stoffer D.: Von gut und schlecht gestellten Problemen oder Von Ur-
sache und Wirkungen und zuriick oder Computertomographie und Co, ETH-Bildungs-
server EducETH: www.educeth.ch. Die ersten vier Abschnitte dieses Beitrags rich-
ten sich an Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe I. Der 5. Abschnitt beinhal-
tet eine — schlanke — Einfithrung in die zweidimensionale Lineare Algebra und ihre
Anwendung auf schlecht gestellte inverse Probleme. Er eignet sich fiir interessierte
Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe II.

Zur Illustration soll die Behandlung eines schlecht gestellten inversen Problems an-
hand eines Beispiels, das in den genannten Publikationen niher untersucht wird, skiz-
ziert werden.

Wenn die Erde eine homogene Kugel wire und keine Atmosphire hitte und wenn
es iiberdies weder Mond noch Sonne gébe, wiirden Satelliten nach den Keplerschen Ge-
setzen um die Erde kreisen. Die Erde ist aber keine homogene Kugel und daher muss
man ihre Dichteverteilung genau kennen, u.a. um Satellitenbewegungen prizise prog-
nostizieren zu konnen.
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Im Prinzip kann man sich vorstellen, man wiirde an jedem Ort auerhalb der Erde
ihre Anziehungskraftskraft auf einen punktférmigen Probekorper der Masse 1 messen
mit dem Ziel, daraus die Dichteverteilung der Erde zu ermitteln.

Vereinfachen wir dieses etwas komplizierte Problem. Anstelle der Erde werde ein ein-
dimensional gedachter Stab und das von ihm erzeugte Gravitationskraftfeld betrachtet.

Xo Xq Xo Yo Pyt P Y2 R
. - - r

¢

0 1 2 3

Abbildung 1: Dreigliedrige ,,Kette* von 3 Massenpunkten mit Massen xy, x1, X2. ,,Aufpunkte®
Py, Py, P;. y; = Betrag der Kraft, die von der Kette auf einen Probekorper der Masse 1 am
Punkt P; ausgeiibt wird.

Weil auch das ein noch verhaltnisméBig kompliziertes Problem ist, werde der Stab
durch 3 Massenpunkte mit Massen x;, i = 0, 1,2, ersetzt, s. Abbildung 1. Man denke
sich die Massenpunkte auf einer r-Achse in den Punkten r; = (2 — i) % liegend. Das von
den drei Massen erzeugte Gravitationskraftfeld werde an den Punkten P;, j =0,1,2,
mit den Koordinaten r; = 2 + j% abgetastet. Es bezeichne y; den Betrag der Gravitati-
onskraft, die das System der drei Massen x;, x2, x3 auf eine Probemasse der GroBe 1
ausiibt, wenn sich die Probemasse im Punkt P; befindet. Unter Benutzung des Newton-
schen Gravitationsgesetzes ist es leicht die Beziehung zwischen den x; und den y; hin-
zuschreiben. Fasst'man die x; und y; zu Vektoren x, bzw. y zusammen, erhélt man eine
lineare Beziehung y = Kx mit einer (symmetrischen!) 3 x 3-Matrix K.

Nehmen wir an es sei speziell
R % ~ 0.333
Dieses System von Massenpunkten erzeugt das Gravitationskraftfeld y* = (yo, y1, yz)T,
das mittels der Ursache-Wirkungsbeziehung y* = Kx* leicht berechnet werden kann.
Unter der Annahme, dass die universelle Gravitationskonstante gleich 1 gesetzt wird,
erhilt man

L6l . 769 . 469
Yo =105~ 0-56% Y1 =375~ 0285 12=7755

Das ist die Losung des direkten Problems, die Sichtweise Gottes, gewissermaBen. Wir
Menschen konnen lediglich Messungen y; der y; machen und versuchen, daraus Nahe-
rungen X; fiir die ,,wahren® Massen x} zu bestimmen. Messungen sind immer mit Feh-
lern behaftet. Diese mégen durch

1
1000°7 =

simuliert werden. Wenn nun die X; gemaB klassischer Tradition durch Losen der Glei-
chung

~ 0.174.

¥ =y + (-1 0,1,2

Kx=7

bestimmt werden, ist das Ergebnis {iberraschend. Man findet:
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Fo ~ 0208, ¥ ~0.999, ¥~ —0.352

—nicht gerade, was man erwartet!

Analysiert man die Schwiergkeit, die hinter schlecht gestellten inversen Problemen
steckt, stellt man fest, dass sie etwas mit einem Phidnomen zu tun hat, dem man einst im
Geometrieunterricht begegnete!

Im Geometrieunterricht muss man oft den Schnittpunkt zweier Geraden bestim-
men. Wenn die Geraden mehr oder weniger senkrecht zueinander stehen, ist der
Schnittpunkt leicht zu bestimmen — selbst wenn mit einem nicht so gut gespitzten Blei-
stift gezeichnet wird! Der Schnittpunkt ist hingegen umso weniger gut auszumachen, je
flacher die beiden Geraden zueinander liegen. In der Schweiz spricht man von ,,schlei-
fenden Schnitten”.

Die sogenannte Regularisierung eines schlecht gestellten inversen Problems erlaubt
eine Ursache aus einer Ursache-Wirkungs-Beziehung — unter gewissen Bedingungen —
einigermafen genau zu rekonstruieren, ohne dass die Messung der Wirkung exorbitant
genau, ohne dass der Bleistift {iber alle MaBen gut gespitzt sein muss!

Was eine Ursache-Wirkungsbeziehung ist, was Schlecht-Gestelltheit bedeutet, und
eine Version der sogenannten Tikhonov-Regularisierung'4 kénnen schon Schiilerinnen
und Schiiler in Klasse 9 verstehen.

Der Aspekt ,,Elementarisieren® hat fiir den Mathematikunterricht eine ganz beson-
dere Bedeutung: Der iibliche Schhulstoff geht nicht iiber Erkenntnisse hinaus, die be-
reits im 17. Jahrhundert bekannt waren. Neueres kann nur punktuell und erst nach ei-
ner Transformation oder ,, Transposition“ eingebracht werden, die zu erarbeiten eine
gemeinsame Aufgabe von Fachmathematikern, Fachdidaktikern und Lehrern ist.

3.4 Aspekt 4: Exaktifizieren

In der Entwicklung der Mathematik ist es haufig so, dass in einer ersten Phase mit vor-
laufigen Begriffen und Vorstellungen gearbeitet wird. Erst im Verlaufe der weiteren
Entwicklung entsteht das Bediirfnis nach Prazisierung, zum Beispiel um die Reichweite
einer Methode oder einer Behauptung zu kldren. Das erfordert meist auch eine Prazisie-
rung der verwendeten Begriffe, unter Umstdnden wird ein axiomatischer Zugang ent-
wickelt. Exaktifizierungsprozesse sind daher eine immer wiederkehrende wichtige ma-
thematische Aufgabe.

Insbesondere in der Elementargeometrie und der Analysis wird im Rahmen der
Schulmathematik mit anschaulichen Begriffen und intuitiven Vorstellungen gearbeitet.

Wihrend die Analysis im Grundstudium Mathematik mindestens im Prinzip axio-
matisch aufgebaut wird (was fiir die Studierenden zwar eine harte Schule, aber doch ei-
nigermallen verdaubar ist, weil sie ja intuitive Vorstellungen aus der Schulanalysis mit-
bringen), ist eine axiomatische Betrachtung der fiir die Schule wichtigen ebenen Geo-
metrie eine Aufgabe fiir die Fachwissenschaftliche Vertiefung mit padagogischem
Fokus.
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Der Prozess des Exaktifizierens kann aber auch an andern, insbesondere ,,geo-
metrienahen® Themen studiert werden, zum Beispiel an topologischen Begriffen, etwa
am Begriff der Umlaufzahl einer ebenen geschlossenen Kurve beziiglich eines Punktes.
Es ist nicht schwer, sich eine intuitive Vorstellung des Begriffs der Umlaufzahl zu ver-
schaffen. Hingegen ist es eine gar nicht so einfache Aufgabe, sich zu tiberlegen, wie die-
ser Begriff elementargeometrisch rigoros konstruiert werden muss.

Der Begriff Umlaufzahl ist nicht nur an sich interessant, sondern fiir Lehrkréfte, die
das Thema komplexe Zahlen unterrichten und in diesem Rahmen ihren Schiilerinnen
den Fundamentalsatz der Algebra vorstellen, unmittelbar relevant. Auf der Grundlage
intutiver Vorstellungen iiber die Umlaufzahl erhilt man eine schultaugliche Annéhe-
rung an den Beweis dieses wichtigen Satzes, indem man mit Hilfe eines vorgegebenen
Polynoms sukzessive groBere Kreise um den Nullpunkt der z-Ebene in die w-Ebene ab-
bildet, bis die Bildkurven den Nullpunkt der w-Ebene umschlingen. Dieser Zugang ist
so suggestiv, dass es wichtig ist, dass zumindest die Lehrperson die Erfahrung gemacht
hat, wieviel mathematische Fantasie es braucht, daraus einen wasserdichten Beweis zu
entwickeln, ja wieviel Konzentration es nur schon erfordert, einen solchen Beweis nach-
zudenken.

Die Frage nach der Verallgemeinerung von Resultaten auf hohere Dimensionen, die
im Zweidimensionalen mit Hilfe der Umlaufzahl gewonnen werden, ist so naheliegend,
dass es sich im Rahmen einer FV-Veranstaltung zum Thema ,,Gleichungen® aufdrangt,
eine Einfithrung in die Theorie des Abbildungsgrades anzuschlieBen und einige Anwen-
dungen zu besprechen: Zum Beispiel die Anwendung auf den Brouwerschen Fixpunkt-
satz und/oder auf die Frage nach der Existenz von periodischen Lésungen von gew6hn-
lichen Differentialgleichungen.

Die Anliegen der Aspekte 2 (Beweise analysieren) und 3 (Inhalte elementarisieren)
einerseits, und von Aspekt 4 (Exaktifizieren) andererseits sind komplementir. Wahrend
es in den Aspekten 2, 3 um die (Riick-)Gewinnung des intuitiven Gehalts in ,,Fertigpro-
dukten geht, ist das Ziel in Aspekt 4, intuitive Ideen zu formalisieren.

3.5 Aspekt 5: Geschichte der Genese von Begriffen

In der Mathematikdidaktik gibt es den Begriff des ,,epistemologischen Hindernisses*.
Man versteht darunter die Hypothese, dass Begriffe, deren Genese wissenschafts-
geschichtlich mit groBeren Schwierigkeiten verbunden war, Lernschwierigkeiten berei-
ten.

Der Funktionsbegriff ist heute gewiss der zentralste Begriffe der Mathematik. Die
Auseinandersetzung mit seiner Entwicklungsgeschichte ist hochst instruktiv. Ihre Auf-
arbeitung bringt eine Auseinandersetzung mit wichtiger Mathematik. Uberdies handelt
es sich um ein Paradebeispiel fiir den oft fruchtbaren Einfluss von externen Fragestel-
lungen, hier der Physik, auf die Entwicklung der Mathematik: Immer neue Anforderun-
gen machten die Uberwindung des jeweiligen Konzepts nétig. Und es zeigt sich der Pro-
zesscharakter von Mathematik, der in sorgfaltig praparierten und bis ins Detail opti-
mierten Vorlesungen oft fast nicht mehr sichtbar ist.
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Im Rahmen der Fachdidaktik wird dann auf die in der Tat vorhandenen Lern-
schwierigkeiten mit dem Funktionsbegriff, die empirisch relativ gut untersucht sind,
eingegangen.

3.6 Aspekt 6: Mathematik wiirdigen

Schulbildung gehért zu den biologisch am besten abbaubaren Stoffen. Das ist in aller Regel nicht
weiter schlimm. Es lebt sich schlieflich auch ohne plusquamperfekte Subjonctivkonjugation an-
stindig. Was allerdings drgerlich ist, sind die Jahre, die wir mit dem Studium eines Faches ver-
brachten, ohne auch nur einen Zipfel seiner ergreifenden Schinheit gezeigt bekommen zu haben:
Ich meine die Mathematik.

G. Werffeli: Das GroBe Einmaleins, (Ziircher) Tages-Anzeiger, Das Magazin Nr. 22/98, p. 7.

Schweizer Gymnasiast/-innen haben in internationalen Vergleichsstudien wie TIMSS
und PISA in Mathematik bisher nicht schlecht abgeschnitten. Daraus kann allerdings
nicht ohne weiteres geschlossen werden, dass sie auch ein angemessenes Bild des Fachs
Mathematik entwickeln. Ein solches erforderte Reflektieren iiber Mathematik, Nach-
denken iiber Fragen im GroBen: Was ist das Spezielle, das Unverwechselbare an der
Mathematik? Und Nachdenken iiber Fragen im Kleinen: Welche Bedeutung hat ein be-
stimmter Gegenstand aus innermathematischer Sicht und/oder im Hinblick auf Anwen-
dungen?

Bei der Formulierung von Lernzielen fiir den Mathematikunterricht werden meist
zu entwickelnde mathematische Handlungskompetenzen postuliert. Die Frage nach
dem Wert des zu Lernenden wird dagegen kaum gestellt. Das hiangt vielleicht damit zu-
sammen, dass viele Mathematiker meinen, die Bedeutung von Mathematik erschlieBe
sich von selbst.

Literatur, Musik, und Bildende Kunst, sagt man, wiirden fiir sich selbst sprechen.
Jedoch: Haben Sie schon einmal den Gewinn an Einsicht und Genuss erfahren, wenn
ein Literaturwissenschafter — wie P. von Matt — iiber Metaphern im Zusammenhang
mit Canetti, ein Musikwissenschafter iber das Verhaltnis von h-moll-Messe und Missa
solemnis — natiirlich mit Hérproben, eine Kunsthistorikerin iiber die Farbigkeit bei
Ernst Ludwig Kirchner spricht? Auch das Verstandnis fir Mathematik kann durch In-
terpretation erhoht werden.

Nehmen Sie den Begriff ,,Differentialgleichung®. Lisst er sich interpretieren? Ge-
genstand sind Prozesse. Das Ziel ist, Prozessverldufe vorherzusagen; zum Beispiel den
Flug eines Diskus, die Bahn eines Satelliten, den Verlauf einer chemischen Reaktion,
die Entwicklung des Wetters.

Mathematisch ist ein Prozess durch eine Reihe von GroBen charakterisiert, die sich
kontinuierlich verdndern. Bei einer chemischen Reaktion sind es die Konzentrationen
der beteiligten Substanzen. Die Werte, die die den Prozess charakterisierenden GroBen
zu einem bestimmten Zeitpunkt haben, definieren seinen Zustand zu diesem Zeitpunkt.

Wenn ein Prozess durch eine Differentialgleichung modelliert werden kann, bedeu-
tet das, dass bei diesem Prozess der jeweilige Prozesszustand die Tendenz seiner Verdinde-
rung bestimmt.
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Man kann ohne Ubertreibung sagen, dass dies eine der tiefsten und erfolgreichsten
Denkfiguren der exakten Wissenschaften ist. Entdeckt wurde sie von I. Newton, als er
die Aufgabe 16ste, eine umfassende Theorie der Bewegung zu entwickeln. Ihre Reich-
weite ist viel groBer als Newton wohl vermutete.

Oder nehmen Sie nochmals das Thema Gleichungen. Es ist gewiss eine schone Er-
kenntnis, dass man Gleichungen 2., 3. und 4. Grades und ein paar Differentialgleichun-
gen mit als verfiigbar geltenden Mitteln ,,l6sen” kann. Aber dabei stehen zu bleiben,
heiBt ein sehr unvollstandiges Bild vermitteln. Jenseits dieser paar Fille bedurfte es be-
kanntlich eines ganz anderen Paradigmas, das erkenntnistheoretisch hoch interessant
ist: Zuerst wird die Existenz von Lésungen bewiesen, ohne dass man sie durch Rechnung
explizit gewinnt (nicht selten, indem man die Annahme, es wiirde keine Losung existie-
ren, zu einem Widerspruch fithrt) und dann wird das unméglich Scheinende versucht: Ei-
genschaften dieser ,.existierenden®, aber ,,nicht bekannten Losungen® in Erfahrung zu
bringen. Das ist ein dramatischer Sichtwechsel, der die Mathematik nun schon seit 200
Jahren, und vermutlich noch lange, priagt. Mathematik wiirdigen kénnen heif3t, einen
solchen Paradigmawechsel jedenfalls in Umrissen zu kennen und zu verstehen.

4 Gymnasialer Mathematikunterricht:
Mit welcher Wolle soll was gestrickt werden?

Die Frage nach dem Bildungswert des gymnasialen Mathematikunterrichts ist nicht oh-
ne Riickwirkungen auf das Curriculum.

Wohlverstanden, es geht nicht um einen radikalen Umbau des schulischen Unter-
richts. Angeregt werden sollen nicht sehr groBe, aber wichtige Akzentverschiebungen.

Rektor Noger vom Gymnasium am Burggraben in St. Gallen hat einer Gruppe von
Mathematiklehrpersonen anldsslich einer Weiterbildungsveranstaltung kritische Fra-
gen zum giangigen Mathematikunterricht gestellt und u.a. je ein Exzerpt aus einer Ma-
thematik-Maturapriifung aus den Jahren 1901, 1954 und 2004 gezeigt. Jedesmal ging es
um eine bescheidene Kurvendiskussion.

Das Thema Kurvendiskussion hat ohne Zweifel auch im heutigen gymnasialen Ana-
lysisunterricht einen Platz. Aber warum bringt man es nicht zum Beispiel mit dem The-
ma Bifurkationtheorie in Zusammenhang, womit es eine ganz neue Qualitit erhalt?

RSA, die Verschliisselungsmethode von Rivest, Shamir und Adelman aus dem Jahr
1977, ist ein Gliicksfall fiir den Mathematikunterricht, wie A. Engel schon vor Jahr-
zehnten erkannt hat: RSA ist pradigmatisch fiir unsere Diziplin — da wird eine zwar
wunderschéne, aber voraussichtlich vollig nutzlose Entdeckung iiber die Natur der
Zahlen gemacht und gehort von da an zum Schatz der Erkenntnisse der Menschen.
Plétzlich, nach Jahrhunderten, entfaltet sie an einem Ort, wo man es gewiss nicht erwar-
tet hitte, eine unglaubliche Wirkung. Das Thema ist inzwischen mehrfach auf verschie-
denen Niveaus dargestellt worden. Trotzdem hat es nicht auf breiter Front Eingang in
den gymnasialen Unterricht gefunden.

Wem RSA zu anspruchsvoll ist, kann auf den Vorliufer, den Schliisseltausch von
Diffie-Hellman zuriickgreifen, wie es der Schweizer Mathematiklehrer O. M. Keiser
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propagiert'>. Das Thema passt wunderbar in das Rechnen mit natiirlichen Zahlen und

Neuntkléssler konnen erfahren, was Mathematik zu leisten vermag.

Fehlererkennende Codes, auch ganz einfache, zeigen an einem anderen Beispiel, wie
die Mathematik in die Lebenswelt der Menschen eingreift.

Zum Schluss soll ein Beispiel erwihnt werden, das J. Hromkovic'® aus dem Departe-
ment Informatik der ETH propagiert. Es sind zwei n-stellige Bindrzahlen, die auf zwei
verschiedenen Computern liegen, auf Gleichheit zu priifen, wobei n groB, sagen wir
n = 10'¢ ist. Die Vorstellung ist, dass die Zahlen urspriinglich gleich waren. Dann wur-
den an beiden Zahlen Manipulationen vorgenommen, wobei beabsichtigt war, die glei-
chen Manipulationen vorzunehmen, so dass die beiden Zahlen eigentlich gleich sein
sollten. Das muss aber gepriift werden. Die Komplexitéit der Priifung wird durch die
Anzahl Bits gemessen, die iibertragen werden muss.

Man kann beweisen, dass deterministisch kein besserer Algorithmus existiert, als die
Zahl vom einen Computer auf den andern zu tibertragen und dann beide Zahlen Bit fir
Bit zu vergleichen. Bei n = 10'° ist das jenseits des Praktikablen (die Datenmenge ent-
spricht dem Inhalt von 250000 DVD’s!).

Uberraschend ist, dass es einen einfachen randominisierten Algorithmus gibt, der
mit 4 log, n Transmissionsbits auskommt. Im Beispiel sind das grad einmal 256 Bits an-
statt 10'6. Der Preis ist, dass die Antwort nicht ganz sicher ist. Die Irrtumswahschein-
lichkeit ist jedoch nicht groBer als:

2lnn
a

Fiir n = 10'® ist das weniger als 10741

Die Pointe: Der Algorithmus und seine Begriindung kénnen von Gymnasiastinnen
und Gymnasiasten verstanden werden, lediglich der Primzahlsatz muss als nicht bewie-
senes Element eingespeist werden.

Noch einmal: Es ist nicht ein radikaler Umbau des bisherigen Mathematikunter-
richts nétig. Die paar Beispiele machen deutlich: Es geht um eine Verschiebung von Ak-
zenten. Sie flihrt zu einer Verwesentlichung und — hoffentlich — zu einem besseren Ver-
standnis fiir das, was Mathematik ist.

Die skizzierten Beispiele konnen den Anwendungen der Mathematik zugerechnet
werden. Der Autor mochte klar stellen, dass er keineswegs der Meinung ist, die Mathe-
matik miisse sich im gymnasialen Unterricht durch ihre Anwendbarkeit rechtfertigen.
Wichtig an den Beispielen ist zunachst einmal, dass sie —jedes in seiner Weise —ein Stiick
charakteristische Mathematik beinhalten. Dass sie auch noch einen lebensweltlichen Be-
zug haben, ist natiirlich willkommen und hilft vielleicht beim sich Hineindenken.

Dank

Der Autor dankt dem Referenten fiir seine einfithlsame Auseinandersetzung mit dem
Manuskript und fiir eine Reihe wertvoller Verbesserungsvorschlége.

158 JB 110. Band (2008), Heft 3



U. Kirchgraber: Mathematiklehrpersonenausbildung flirs Gymnasium

D =

[O%}

W

o]

10

11
12

13

14

15
16

Anmerkungen

Gemeint sind Punkte gemaB dem ECTS-System

F. Osterwalder, Gymnasiallehrkrifte — eine aussterbende Spezies? Bulletin der Vereinigung
schweizerischer Hochschuldozenten, April 2006.

E. Stern, C. Aprea, H. G. Ebner: Improving cross-content transfer in text processing by means of
active graphical representation, Learning and Instruction 13, 2003, 191-203.

I often say that when you can measure what you are speaking about, and express it in numbers,
you know something about it; but when you cannot express it in numbers, your knowledge is
of a meagre and unsatisfactory kind: it may be the beginning of knowledge, but you have scar-
cely, in your thoughts, advanced to the stage of science, whatever the matter may be (Kelvin,
1889).

E. Fennema, T. P. Carpenter, M. Loef, Teacher belief scale: Cognitively guided instruction pro-
Jject. Madison, University of Wisconsin, March 1990, und P. Cobb, T. Wood, E. Yackel, J. Ni-
cholls, G. Wheatly, B. Trigatti, M. Perlwitz, Assessment of a problem-centered second-grade ma-
thematics project, J. for Research in Mathematics Education 22, 191, p. 3—29.

F. Staub, E. Stern, The Nature of Teachers’ Pedagogical Content Beliefs Matters for Students’
Achievement Gains: Quasi-Experimental Evidence From Elementary Mathamatics, J. of Educa-
tional Psychology 94, 2002, p. 344—355.

H. C. Hill, B. Rowan und D. L. Ball, Effects of teachers’ mathematical knowledge for teaching
on student achievement, American Educational Research Journal, 42, 2005, p. 371-406.

M. Brunner, M. Kunter, S. Krauss, U. Klusmann, J. Baumert, W. Blum, M. Neubrand, T.
Dubbereke, A. Jordan, K. Lowen, Y. Tsai, Die professionelle Kompetenz von Mathematiklehr-
kréiften: Konzeptualisierung, Erfassung und Bedeutung fiir den Unterricht. Eine Zwischenbilanz
des COACTIV-Projekts, in M. Prenzel, L. Allolio-Nécke (Hrsg.): Untersuchungen zur Bildungs-
qualitit von Schule, 2006.

E. Stern ist seit WS 06/07 Professorin fiir Lehr- und Lernforschung an der ETH Ziirich und seit
SS 07 Leiterin der Gymnasiallehrpersonenausbildung an der ETH Ziirich und Vorsitzende der
Institutsleitung des ZHSF.

P. Werner, A4 distribution-theoretical approach to certain Lebesgue and Sobolev spaces, J. Math.
Anal. Appl. 29, 1970, p. 18-78, und J. Drehmann, P. Werner, Remarks on the Dirichlet Pro-
blem for linear Elliptic Differential Equations, Meth. Verf. Math. Phys. 8, 1973, p. 147—181 so-
wie ibid 9, 1974, p. 1 -46.

Burg, Haf, Wille, Hohere Mathematik fiir Ingenieure, Band V, 1991.

H. Winter, Der Zwei-Quadrate-Satz von Fermat — eine Studie zur Heuristik des Beweisens, Ma-
thematische Semesterberichte 50, 2003, p. 191-235.

Zur Erinnerung: Der Zwei-Quadrate-Satz von Fermat vermutet, erstmals von Euler bewiesen,
besagt, dass jede Primzahl der Form 4n + 1 sich als Summe zweier Quadratzahlen darstellen
lasst, und dass diese Darstellung, bis auf die Reihenfolge der Summanden, eindeutig ist.

Die Idee von Thikonov besteht darin, den Operator K in der Ursache-Wirkungs-Beziehung
y = Kx etwas zu ,,verfalschen®, durch einen Operator K zu ersetzen, so dass die Lésung x der
neuen Gleichung Kx = y weniger ,,sensitiv von y abhingt. Natiirlich darf sich X nur gering-
fiigig von K unterscheiden, da man sonst ein vollig falsches Problem 16st. Wenn K symmetrisch
und positiv ist, eignet sich die Wahl K = K,, = of + K wobei I die Identitit und « eine kleine
positive Zahl ist, der sogenannte Regularisierungsparameter. Durch den Zusatz o wird offen-
bar das Spektrum von K um « von 0 weg verschoben. Daraus folgt, dass K, eine beschrinkte
Inverse hat.

Otto M. Keiser: Einfithrung von CAS in der Algebra, 2003.

J. Hromkovic, Randomisierte Algorithmen, 2004, und J. Hromkovic, Sieben Wunder der Infor-
matik, 2006.
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RESEARCH NOTES IN MATHEMATI:

A. Kanel-Belov and

L. Halle Rowen
Computational
Aspects of Polynomial
Identities

Wellesley, A K. Peters, 2005, 378 S., $ 69,—

A polynomial identity of an algebra A4 is a
polynomial in non commuting variables
vanishing identically on all substitutions in
A. The class of algebras satisfying a non-tri-
vial polynomial identity (PI-algebras) is
quite wide and includes finite dimensional al-
gebras, commutative algebras, algebraic al-
gebras of bounded exponent and many
more. A structure theory of PI-algebras was
systematically developed since the 1960’s
and made use of structure theory of general
ring theory as well as purely combinatorial
techniques. The discovery of central polyno-
mials for n x n matrices in 1972 by Forma-
nek and Razmyslov provided new techni-
ques allowing to prove new structure theo-
rems with applications to central simple al-
gebras. A comprehensive account of these
results can be found, for instance, in the
books of Rowen (L. H. Rowen, Polynomial
identities in ring theory, Pure and Applied
Mathematics 84, Academic Press, New
York-London, 1980; L. H. Rowen, Ring the-
ory. Vol. II, Pure and Applied Mathematics
128, Academic Press, Boston, MA, 1988).
From another point of view one can con-
sider the class of all algebras satisfying a
given set of polynomial identities. This is a
variety and from this point of view, one can
study an algebra through the set of polyno-
mial identities it satisfies. This in turnisa T-
ideal of the free algebra, i.e. an ideal invar-
iant under all endomorphisms of the free al-

gebra. In 1950 Specht conjectured that any
T-ideal of the free algebra is finitely gener-
ated as a T-ideal. This conjecture turned out
to be very difficult and its solution, due to
Kemer in 1987 over a field of characteristic
zero, is based on some deep results on the
structure of T-ideals and their connection
with the theory of superalgebras. Kemer’s
approach, known nowadays as Kemer’s the-
ory, could be found in the original papers
and in Kemer’s monograph (A. R. Kemer,
Ideals of identities of associative algebras,
Translations of Mathematical Monographs
87, AMS, Providence, RI, 1991).

The book under review presents some of
the main results of PI-theory of combinator-
ial nature which have contributed to the de-
velopment of the theory. They are the basic
ingredients for Kemer’s solution of Specht
conjecture.

A basic combinatorial result proved in the
early chapters of the book is Shirshov’s
height theorem. It implies directly a positive
solution of Kurosh problem for PI-algebras.
This was a challenging problem of the 1940’s
asking if a finitely generated algebraic alge-
bra is finite dimensional. This problem was
also solved in the positive for PI-algebras by
Levitzki and Kaplansky using structure the-
ory. Another important result is Razmyslov-
Kemer-Braun theorem on the nilpotency of
the Jacobson radical J of a finitely generated
PI-algebra 4. Razmyslov had proved that J
is nilpotent whenever A4 satisfies a Capelli
identity and Kemer verified that any finitely
generated Pl-algebra in characteristic zero
satisfies a Capelli identity, hence completing
the proof in characteristic zero. Later Braun
gave a characteristic free proof based on the
structure theory of Azumaya algebras. Here
the authors present a characteristic free
proof based on the approach of Razmyslov
and Kemer.

One of the main objectives and motivating
results of the book is Kemer’s solution of
Specht’s conjecture in characteristic zero. In
the first six chapters the authors present a de-
tailed exposition of the theory needed for its
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proof. Great effort is devoted to the proof of
one of the key results due to Kemer asserting
that any finitely generated PIl-algebra is PI-
equivalent to a finite dimensional algebra.
The beautiful and powerful role played by
Kemer’s theory becomes clearer by the sub-
sequent extension of this theorem to superal-
gebras and their superidentities together
with the featured role played by the Grass-
mann algebra as the link between algebras
and superalgebras. Important appplications
proved in the book include Belov’s theorem
about the rationality of the Hilbert series of
a finitely generated relatively free algebra
over an infinite field and a theorem of Berele
on the finite Gelfand-Kirillov dimension of a
finitely generated PI-algebra. Also the book
contains various counterexamples to the
Specht problem in positive characteristic.

Other classical topics covered in the book
include central polynomials for matrices, the
codimension theorem and the tensor pro-
duct theorem of Regev and the characteriza-
tion of group algebras satisfying a polynomi-
al identity in characteristic zero. The codi-
mension growth of a PI-algebra and the cor-
responding asymptotic results are conside-
red very briefly since they can be found in the
recent book of Giambruno and Zaicev (A.
Giambruno and M. Zaicev, Polynomial
identities and asymptotic methods, Mathe-
matical Surveys and Monographs 122,
AMS, Providence, R1, 2005).

In conclusion this is an interesting book
written by two experts of the theory of poly-
nomial identities. The large collection of
exercises and open questions make it suitable
for an advanced course in PI-theory or com-
binatorial ring theory.

Palermo A. Giambruno

AC.C. Coolen, R.Kiihn,
P.Sallich

Theory of Neural
Information Process-
ing Systems

Oxford University Press, 2005, 569 S., £ 75,—

This voluminous textbook is devoted to a
presentation of a substantial part of of the
theory of neural information processing sys-
tems, or, more commonly, theory of neural
networks, covering all the major develop-
ments starting from the seminal work of
McCulloch and Pitts in 1943, that had
started off the connection between neuro-
physiology and information theory. The
subject of the book is in many ways multidis-
ciplinary, engaging in principle biology,
mathematics, and computer science. It is no
surprise that theoretical physics has played a
major part in bringing these diverse fields to-
gether, and the last thirty year theoretical
physics, and notably statistical physics has
had a major impact in the field. The authors
of this book belong to the group of physicists
that have participated in this development,
and it is from this perspective that the book
is written. This explains why biology, or neu-
rophysiology, is playing essentially no part
in the exposition (with the exception of some
cursory remarks), and the wide area regard-
ing the functioning of the individual neuron
is neglected in favour of the analysis of the
collective functioning neural networks.

The book is divided into five parts.

Part I gives a brief introduction into the
basic notions of neural networks and dis-
cusses mainly the state of the field up to the
mid 1980ies. That is, it covers the basic ideas
of modelling neurons as abstract logical de-
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vices and the functioning of a network of
neurons as the performance of logical opera-
tions on input data, with the specific feature
that the adjustment in the parameters of the
network (synaptic connections) is inter-
preted as the learning of specific tasks, i.e.
emulating specific input-output functions. In
the second chapter if this part, this aspect is
explained in detail in the context of layered,
or feed-forward neural networks, such a the
famous perceptron. The fundamental ques-
tion that is addressed here is that of univers-
ality: when are neural networks capable to
perform any desired computational task?
Considerable attention is given to the imple-
mentation of learning algorithms and their
dynamical behaviour. The third chapter then
deals with the other important class of net-
works, the recurrent or networks and their
role as associative memories.

Part I is presents an extension of the pro-
blem of learning in feed-forward networks.
Much more modern material from the last
decade is covered, including new types of
neural networks (Vector Quantisation, Self-
organisation maps, Support Vector ma-
chines); on the other hand, connections to
and applications of deep concepts from
(non-parametric) statistics, in particular
Bayesian learning, to neural learning are ex-
plored.

Part III gives an introduction to classical
Information Theory, its relation to statistics
(via the maximum likelihood method) and fi-
nally applications to neural networks.

Part IV turns to a look at neural systems
from a more genuine perspective of statisti-
cal physics, or more precisely non-equili-
brium statistical mechanics. The general
theme here is to look at the dynamics of (ty-
pically recurrent) neural networks defined
on the microscopic scale of the neurons and
to study the effective dynamics induced on
macroscopic observables. In general on ex-
pects in the macroscopic dynamics to be in
many ways simpler than the original one,
and in particular one can expect to see the
emergence of deterministic equations of mo-

tions in suitable limits. This scheme is ap-
plied in two distinct contexts: the operation
of a network with fixed synaptic connec-
tions, and in the context of perceptron train-
ing, where the synaptic coupling themselves
evolve under the dynamics.

The final Part V returns to the equilibrium
statistical mechanics of recurrent neural net-
works, a topic that had in the early 1980ies
drawn the attention of the statistical me-
chanics community to the theory of neural
networks in the first place. What is analysed
here are the invariant (usually reversible)
measures of the Markov chains defining the
dynamics of neural networks. The interest
here lies in the fact that these systems are
highly complex due to the inhomogeneous
nature of the synaptic couplings, so that the
emerging problems fall into the realm of the
statistical mechanics of disordered systems,
and within those, of the particularly intri-
guing spin glass theory. Chapter 20 gives an
introduction into statistical mechanics
(mostly of mean-field theory) and chapter 21
treats the famous Hopfield model of an
auto-associative memory. The final chapter
of the book treats the other classical example
of this context, the capacity problem of the
perceptrons, originally developed by Gar-
dener.

A number of appendices provide pedes-
trian introductions to some of the mathema-
tical tools used in the book.

Each part of the book ends with a chapter
on references and suggested further reading,
which is particularly helpful for the novice.
A mathematically inclined reader may, at
this point, regret the complete absence of re-
ferences or discussion of mathematically rig-
orous results in the field that have been ob-
tained in the last decade, notably with re-
spect to the material of Part V. As a rule, the
distinction between mathematically rigorous
and heuristic results is not made explicit and
an appreciation is left to the discretion of the
reader.

Apart from this minor flaw, the book will
be very useful for everyone wanting to get an
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overview of the theory of neural information
processing. It will also provide a good basis
for an advanced course on the subject.

A. Bovier

Berlin

Ch. Kanzow
Numerik linearer
Gleichungssysteme
Direkte und iterative
Verfahren

Berlin u.a., Springer, 2005, 349 S.€ 39,50

Das Losen linearer Gleichungssysteme ge-
hort zu den ersten Fahigkeiten, die in der
universitiren Mathematikausbildung (nicht
nur fur Mathematiker, sondern fir alle
Fachrichtungen, in denen eine Mathematik-
Grundausbildung erfolgt) erlernt werden,
wobei das GauBsche Eliminationsverfahren
oft bereits aus dem Schulunterricht bekannt
ist. Obwohl also die Aufgabenstellung, einen
Vektor x € IR" zu finden, der

Ax =b, A e IR""regulir,b € R", (1)

erfiillt, damit als sehr elementar angesehen
werden kann, verbirgt sich hinter der Glei-
chung (1) eine enorme Vielfalt an Proble-
men, die die Losung dieser Aufgabe oft zu ei-
ner echten Herausforderung an Algorithmen
und Rechnerleistung werden lasst. Dabei er-
folgte die Entwicklung neuer Methoden und
Verfahren in den letzten 50—60 Jahren meist
aufgrund immer neuer Anforderungen aus
Natur- und Ingenieurwissenschaften, groBe-
re und schwierigere Gleichungssysteme 16sen
zu miissen, aber auch motiviert durch sich
verandernde Rechnerarchitekturen. Leider

wurde mit diesem Buch verpasst, diese span-
nende Entwicklung aufzuzeigen, wobei ins-
besondere der rasanten Entwicklung in den
Bereichen der Vorkonditionierung (im Buch
wird der heutzutage eher weniger gebrauch-
liche Begriff Prakonditionierung verwendet)
kaum und der sparsen direkten Loser nicht
Rechnung getragen wird.

Doch der Reihe nach. Im ersten Kapitel
werden zunichst einige Grundlagen der li-
nearen Algebra bereitgestellt. Hierbei hétte
man durchaus auf die Beweise verzichten
konnen, da diese sich in ausreichender Form
in zahlreichen Biichern zur linearen Algebra
finden und fiir das weitere Verstidndnis nicht
von Belang sind. Beim Satz iiber die Jordan-
sche Normalform wird dann auf einen sol-
chen Beweis verzichtet, dafur ist die Darstel-
lung irrefithrend: Man konnte leicht den
Eindruck gewinnen, dass es zu jedem Eigen-
wert A\ einer Matrix nur einen Jordanblock
geben kann. (Die Verschiedenheit der A\
wird zwar nicht vorausgesetzt, die gewéhlte
Darstellung auf S. 16 suggeriert dies aber.)
Abschnitt 1.5 gibt einen kurzen Abriss zur
Kondition linearer Gleichungssysteme und
zu Fehlerabschdtzungen. Begriffe wie nume-
rische (Vorwirts-, Riickwarts-)Stabilitét
und deren Zusammenhang zum zu erwarten-
den Fehler bei der numerischen Losung feh-
len hier jedoch. Das heutzutage als unver-
zichtbar geltende und in fast jedem in die
Numerische Mathematik einfithrenden
Buch enthaltende Konzept des Riickwarts-
fehlers wird im gesamten Buch ausgespart.
Es uiberrascht daher weiter nicht, dass damit
auch das bei der Losung von linearen Glei-
chungssystemen mit direkten Methoden
wichtige (und z. B. in LAPACK [1] imple-
mentierte) Prinzip der iterativen Verbes-
serung unerwahnt bleibt (siche hierzu z.B. [6,
8]). Es ist schon sehr verwunderlich, dass
man heutzutage ein Buch zur Numerik linea-
rer Gleichungssysteme ohne wenigstens ei-
nen Verweis auf das fast schon als Enzyklo-
padie in diesem Bereich anzusehende Buch
von Higham [10] schreiben kann. Drei Ab-
schnitte mit den in diesem Buch immer wie-

18

JB 110. Band (2008), Heft 3



Ubersichtsartikel Historische Beitrage

Berichte aus der Forschung T Buchbesprechungen J

der verwendeten Modellproblemen vervoll-
stindigen das erste Kapitel; dabei handelt es
sich um Finite-Differenzen-Diskretisierun-
gen der Poisson-, Helmholtz-, und Konvek-
tions-Diffusions-Gleichung auf dem Ein-
heitsintervall bzw. -quadrat zur Erzeugung
von Test-Beispielen mit symmetrisch positiv
definiter, symmetrisch indefiniter bzw. un-
symmetrischer Koeffizientenmatrix A.

Die direkte Losung linearer Gleichungs-
systeme ist Thema des zweiten Kapitels. Die
etwas langatmige Darstellung der Losung
iiber die LR-Zerlegung mit Hilfe des GauB-
schen Eliminationsverfahrens vermeidet lei-
der jegliche Diskussion numerischer Stabili-
tit. Die einzige Motivation fiir eine Pivotisie-
rung, die im Abschnitt 2.3 gegeben wird, ist
das eventuelle Auftreten eines Null-Pivots.
Ein Einfluss auf die numerische Genauigkeit
wird nicht erwidhnt, geschweige denn dis-
kutiert! Das offenbar fehlende Verstdndnis
fiir diese Problematik zieht sich wie ein roter
Faden durch dieses Kapitel: Fiir vollstindi-
ge Pivotisierung wird lediglich ein Zitat an-
gegeben, Diagonalpivotisierung bei der Cho-
lesky-Zerlegung wird tiberhaupt nicht er-
wihnt, im Abschnitt iiber symmetrisch inde-
finite Systeme wird die Parlett-Reid-Aasen
Zerlegung ausfiihrlich besprochen (worauf
im Vorwort sogar gesteigerter Wert gelegt
wird!), wihrend die numerisch stabilere und
in Software-Paketen wie LAPACK bevor-
zugte Bunch-Kaufmann-Parlett Methode
nicht zum Zuge kommt. Stattdessen werden
mehrere Seiten fiir die bei heutigen Rechner-
architekturen nahezu irrelevante Flop-Zéh-
lerei verschwendet. Dieses Kapitel verstellt —
selbst wenn es sich um ein Lehrbuch handelt
und nicht um eine Forschungsmonographie
— vollig den Blick auf die wesentlichen
Aspekte bei der direkten numerischen Lo-
sung linearer Gleichungssysteme, also nume-
rische (Riickwarts-)Stabilitdt, Fehler- und
Konditionsschitzung zur Verifikation der
Losung, etc. — all diese Dinge werden sogar
in den meisten in die Numerische Mathema-
tik einfithrenden Biichern in gewissem Maf3e
besprochen. Um so mehr sollte dies in einem

Spezialbuch der Fall sein — der Stoff des
zweiten Kapitels wird sicher in jeder Nume-
rik-Grundvorlesung besprochen, eine Spezi-
alvorlesung zum Thema dieses Buches sollte
eigentlich wesentlich tiefer gehen! Ein wei-
terer Schwachpunkt dieses Kapitels und ins-
gesamt des Buches ist der Verzicht auf die
Darstellung der direkten Losung sparser
Gleichungssysteme — es findet sich lediglich
ein Verweis auf die etwas in die Jahre gekom-
mene Darstellung in [14]. Hier hat sich in den
vergangenen Jahren eine rasante Entwick-
lung abgespielt, die z.B. dazu gefiihrt hat,
dass man das Gleichungssystem aus Ab-
schnitt 1.7 (diskretisierte 2D Poisson-Glei-
chung) fiir n = 250.000 heutzutage auf einem
handelsiiblichen Notebook mit dem Matlab-
Kommando x = A\ b in weniger als 4 Sekun-
den 16sen kann. Sicherlich sind auch seit der
Erstellung des Buches noch weitere Fort-
schritte erzielt worden, doch auch schon im
Jahr 2004 waren die sparsen direkten Metho-
den (und die mit dhnlichen Techniken arbei-
tenden unvollstindigen Zerlegungen zur
Vorkonditionierung) soweit fortgeschritten,
dass sie in jeder modernen Abhandlung iiber
die Numerik linearer Gleichungssysteme ih-
ren Platz finden sollten. Dies kann an dieser
Stelle sicher nicht nachgeholt werden, der in-
teressierte Leser moge sich z.B. iiber die Soft-
warepakete UMFPack, CHOLMOD (die in
Matlab fir LR- und Cholesky-Zerlegung
verwendet werden), SuperLU, PARDISO,
ILUPACK, TAUCS, uvm., informieren, ei-
nen Uberblick gewinnt man z.B. in [5, 13].
Hierbei sei noch erwihnt, dass ein groBer
Teil der hier erzielten Fortschritte auch neu-
en Graph-Partitionierungs-Methoden zuzu-
ordnen ist. Moglicherweise hitte eine Dar-
stellung solcher Verfahren den vorgegebenen
Rahmen fir dieses Buch gesprengt, aber
selbst so altbewéhrte Verfahren wie Reverse
Cuthill-McKee oder Minimum Degree Ord-
nung werden in diesem Buch nicht bespro-
chen!

Motiviert durch die Losung linearer Aus-
gleichsprobleme widmet sich das dritte
Kapitel Orthogonalisierungsverfahren wie
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der QR-Zerlegung sowie ihrer Berechnung
mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens,
mit Householder-Spiegelungen sowie mit
(schnellen) Givens-Rotationen. Erstaunlich
ist hierbei, dass beim Gram-Schmidt-Ver-
fahren nun numerische Stabilitdt diskutiert
wird, nachdem dieser Aspekt im zweiten Ka-
pitel vollstidndig ignoriert wurde. Allerdings
scheint dies eine nur durch die Motivation
fir das modifizierte Gram-Schmidt-Verfah-
ren begriindete Ausnahme zu sein.

In Kapitel 4 werden die klassischen Split-
ting-Methoden besprochen. Interessant ist,
dass der Autor auf S. 133 feststellt, dass ,,de-
ren Bedeutung in den letzten Jahren aller-
dings stark abgenommen hat“, diesem The-
ma jedoch das langste Kapitel widmet. Es
wird dabei aber vergessen, darauf hinzuwei-
sen, dass neben den Anwendungen bei der
Vorkonditionierung oder als Glatter bei
Mehrgitterverfahren gerade die Theorie der
Splitting-Methoden nach wie vor von erheb-
licher Bedeutung, z.B. fiir die Analyse von
Gebietszerlegungsmethoden wie additiver
oder multiplikativer Schwarz-Iteration, ist.
Dieser Aspekt wird bereits in [9] ausfiihrlich
dargestellt und hat auch und gerade in den
letzten Jahren zu einer Reihe neuer Konver-
genzresultate gefiihrt. Auch hier fallt wieder
auf, dass ein wesentliches und zentrales For-
schungsthema der letzten Jahre bei der Lo-
sung sehr groBer Gleichungssysteme, ndm-
lich die Gebietszerlegungsmethoden, im ge-
samten Buch nicht angesprochen wird. An-
sonsten gelingt in diesem Kapitel aber eine
recht vollstindige Darstellung der vor-
gestellten Methoden.

Dem Verfahren der konjugierten Gradien-
ten (CG-Verfahren) ist das gesamte fiinfte
Kapitel gewidmet. Basierend auf der klassi-
schen Interpretation als Minimierungsver-
fahren fir die Funktion f(x)=1x"4x +
—bTx wird die CG-Theorie sauber hergelei-
tet. Allerdings — und dies ist sicher an dieser
Stelle nicht mehr verwunderlich — fehlt jegli-
cher Hinweis darauf, welche Gefahren in der
auf S. 191 beschriebenen Aufdatierung des
Residuums (also, dass durch die dabei akku-

mulierten Rundungsfehler womdglich eine
falsche Information iiber die Giite der er-
reichten Approximation vorliegt) stecken
konnen. Das Kapitel beinhaltet auch einige
Ideen zur Vorkonditionierung und Varia-
nten flir unsymmetrische Koeffizientenma-
trizen (CGNE und CGNR). Der Zusam-
menhang zu den in den beiden folgenden Ka-
piteln besprochenen Krylovraum-Verfahren
wird hergestellt. Hier wire es allerdings wiin-
schenswert gewesen, auch die Charakterisie-
rung als Lanczos-Verfahren zu geben, um
diesen Zusammenhang vollstindig zu ver-
deutlichen, wie es bei den im sechsten Kapi-
tel dargestellten GMRES-artigen Verfahren
und den weiteren, im siebten Kapitel behan-
delten, Krylovraum-Verfahren fiir unsym-
metrische Matrizen 4 (QMR, BICG, CGS,
BiCGStab, TFQMR), durchaus gelingt.
Hier wurde die Chance vertan, die zur Ver-
meidung von Breakdowns bei Verfahren, die
auf dem unsymmetrischen Lanczos-Algo-
rithmus beruhen, erfolgreiche Look-Ahead-
Technik, einmal in Lehrbuchform darzustel-
len und damit eine in der bisherigen Litera-
tur klaffende Liicke zu fiillen. Leider geht
der Autor wie auch in [12] den einfacheren
Weg eines alleinigen Verweises auf die wirk-
lich nicht einfach zu lesende Originallitera-
tur. Auch fehlt eine verstindisfordernde
Diskussion des teilweise irreguldr anmuten-
den Konvergenzverhaltens der Krylovraum-
Verfahren fiir unsymmetrische Gleichungs-
systeme wie man sie z.B. in [7,15] findet.
Auch fiir unsymmetrische Gleichungssys-
teme wird kurz auf Vorkonditionierung ein-
gegangen, wobei sowohl Splitting-Methoden
als auch unvollstindige Zerlegungen ange-
sprochen werden. Wie bereits oben erwédhnt,
fehlt leider jeder Hinweis auf moderne Varia-
nten der letztgenannten Methoden wie z.B.
unvollstandige Zerlegungen mit Toleranz-
gesteuertem Fill-in (ILUT u.4.) oder gar wei-
tere verwandte Entwicklungen wie appro-
ximative Inverse (SPAI, AINV). Damit
reicht die Lektiire von Kanzows Buch nicht
einmal aus, die Funktionsweise der Matlab-
Funktionen luinc, cholinc zu verstehen.
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Letzteres sollte aber m.E. ein Minimalziel ei-
nes Buchs zum Thema der numerischen L6-
sung linearer Gleichungssysteme sein.

Es sei auch erwahnt, dass wesentliche
theoretische Ergebnisse iiber Krylovraum-
Verfahren fiir unsymmetrische Gleichungs-
systeme fehlen, z.B. findet man die klassische
Arbeit von Faber-Manteuffel iiber die Exis-
tenz von Verfahren mit kurzen Rekursionen
zwar in der Literaturliste, doch das Ergebnis
wird nicht angegeben, geschweige denn wer-
den die sich daraus ergebenden Konsequen-
zen fiir iterative Verfahren diskutiert. Der in
diesem Zusammenhang durchaus wesentli-
che Begriff der Normalitét einer Matrix wird
im ganzen Text nicht erwahnt. (Siehe z.B.
[11] fiir die zentrale Bedeutung der Normali-
tit bei der Konvergenzanalyse von Krylov-
raum-Verfahren.)

Vollstindig fehlen auch Verweise auf die
Losung von Gleichungssystemen iiber den
komplexen Zahlen. Zwar sind i.a. alle Ver-
fahren problemlos iibertragbar, doch gibt es
z.B. fiir die gerade in der Physik, Elektro-
magnetik und -technik haufig vorkommen-
den Probleme mit komplex-symmetrischer
Koeffizientenmatrix eine Reihe spezieller
Krylovraum-Verfahren, die eine Erwdhnung
verdient hitten.

Im letzten Kapitel des Buchs wird eine
kurze Einfiihrung in die Theorie der Mehr-
gitterverfahren gegeben. Die zentralen Be-
griffe wie Glatter, Prolongation und Restrik-
tion, Zweigitterverfahren, V- und W-Zyklus
sowie das vollstindige Mehrgitterverfahren
und die Grundelemente der Mehrgitter-
Konvergenztheorie werden vorgestellt. Als
kurze Einleitung in die Thematik ist dieses
Kapitel sicherlich gut verwendbar. Negativ
fllt in diesem Kapitel auf, dass alle Referen-
zen zu algebraischen Mehrgitterverfahren,
die ebenfalls in den vergangenen Jahren eine
signifikante Weiterentwicklung erfahren ha-
ben, aus der Mitte der 80er Jahre stammen.

Insgesamt ist die Herleitung der bespro-
chenen Verfahren recht ausfiihrlich und gut
nachvollziehbar, alle Ergebnisse werden mit
mathematischer Stringenz bewiesen. Das

Verhalten der meisten Verfahren wird an-
hand der im ersten Kapitel hergeleiteten Bei-
spiele veranschaulicht, wobei auffallt, dass
dies ausgerechnet fur eines der in der Praxis
am meisten angewendeten Verfahren (PCG
mit IC-Vorkonditionierung) nicht geschieht.
Leider fehlt ein Vergleich von Verfahren, wie
er sich bei den verschiedenen Krylovraum-
Methoden fiir unsymmetrische Gleichungs-
systeme oder verschiedene Vorkonditionie-
rer angeboten hitte (und z.B. in [12] durch-
gefilhrt wird). Der Lehrbuch-Charakter
wird durch zahlreiche, z.T. recht anspruchs-
volle Aufgaben unterstrichen, deren erfolg-
reiche Bearbeitung sicherlich dem Verstédnd-
nis der vorgestellten Methoden zutrdglich
ist. Dies kann aber leider die oben angespro-
chenen Schwichen nicht ausgleichen. Leider
wurde das Buch von einem Autor verfasst,
der keinen Bezug zur weltweit sehr aktiven
Forschungsgemeinschaft in der Angewand-
ten und Numerischen Linearen Algebra auf-
weist und die entsprechenden Tagungen und
Publikationen nicht verfolgt. Dadurch ist er-
klarlich, dass so gut wie alle interessanten
Entwicklungen der letzten 1015 Jahre uner-
wihnt bleiben. Einen interessanten Beitrag
hitte der Autor, ein ausgewiesener Optimie-
rer, liefern kdnnen, in dem er als Modellbei-
spiele Anwendungen aus der Optimierung
genommen hitte, da diese traditionsgemil
oft sehr schwierig zu 16sende lineare Glei-
chungssysteme liefern. (Siehe dazu etwa [3].)
Stattdessen werden triviale Diskretisierun-
gen trivialer partieller Differentialgleichun-
gen als Beispiele hergenommen, die kaum ei-
ne Herausforderung fiir die besprochenen
Algorithmen liefern. Zwar sind diese Bei-
spiele fur eine erste Veranschaulichung der
Verfahren geeignet und damit durchaus
auch Lehrbuch-kompatibel, aber die Gren-
zen und Moglichkeiten konnten sehr einfach
mit einigen der in der Scientific Community
seit Jahren verwendeten Beispiele aus der
Harwell-Boeing Collection des Matrix Mar-
ket' dargestellt werden.

Um die Liste der Schwichen des bespro-
chenen Buches weiter zu verldngern, sei noch

JB 110. Band (2008), Heft 3

21



Ubersichtsartikel Historische Beitrage

Berichte aus der Forschung Buchbesprechungen j

erwahnt, dass jeglicher Hinweis auf die gera-
de in diesem Bereich so reichhaltig verfiig-
bare Software fehlt. Zumindest ein Verweis
auf [1, 2] wire wohl angebracht gewesen!
Stattdessen werden, wie z.B. auf S. 251/252,
seitenfiillende Algorithmen abgedruckt, die
sich oft nur an zwei Stellen (Anwendung des
Vorkonditionierers) unterscheiden.

Dem geneigten Leser ist vom Kauf dieses
Buches abzuraten, wenn er sich erhofft, ei-
nen Uberblick iiber die modernen Methoden
der Numerik linearer Gleichungssysteme zu
gewinnen. Hat man Konzepte wie numeri-
sche Stabilitat und Arithmetik mit endlicher
Genauigkeit noch nicht in ausreichendem
MalBe verstanden, besteht gar die Gefahr, ei-
nen fundamental falschen Eindruck von die-
sem Gebiet zu erhalten. Leider hat es der re-
nommierte Springer-Verlag verpasst, dieses
immer junge Feld in einer zeitgemédBen Dar-
stellung als Lehrbuch zu verdffentlichen.
Sicherlich wiirde eine ausfiihrliche Darstel-
lung problemorientierter Vorkonditionie-
rungstechniken wie in [4] oder der oben an-
gesprochenen, fehlenden Gebieten der spar-
sen direkten Loser und Gebietszerlegungs-
methoden den Rahmen eines Lehrbuchs
sprengen, eine konzentriertere Darstellung
des in diesem Buch priasentierten klassischen
Stoffs wiirde es aber sicherlich ermdglichen,
diese Themen z.B. in einem Umfang wie die
Mehrgittertechniken im achten Kapitel ein-
zufithren. Ein solches Buch wire sicherlich
brauchbar als Grundlage einer Spezialvor-
lesung fiir das Hauptstudium (oder im Mas-
ter), um Studierende langsam an das aktive
Forschungsgebiet heranzufithren. Man muss
sich die Frage stellen, wozu man stattdessen
ein Buch auf den Markt bringt, welches dem
sicherlich auch nicht von allen o.g. Kritik-
punkten freien Buch von Meister [12] inhalt-
lich doch in einigen Teilen sehr dhnelt, je-
doch im Hinblick auf neuere Entwicklungen
hinter dieses Buch deutlich zuriickfallt.

Wer sich iiber moderne Aspekte der Nu-
merischen Linearen Algebra, wozu die Lo-
sung linearer Gleichungssysteme zu zdhlen
ist, tatsdchlich informieren mochte, dem sei-

en neben der unten aufgefithrten Literatur
auch die entsprechenden Themenhefte der
GAMM-Mitteilungen” ans Herz gelegt.
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Chemnitz P. Benner
Vi N Chebariou
Anatoly A. Karatsuba |
G. I. Arkhipov,
VN Chubikarov,
Number Theory A A Karatsuba

PN  Review of Trigonome-
- tric Sums in Number
Theory and Analysis
de Gruyter Expos.

in Mathem. 39

Berlin, de Gruyter Verlag, 2005, 554 S.,
€128,

In applications of analysis to problems in
number theory one of the main techniques is,
as elsewhere, Fourier theory; it is therefore
entirely to be expected that the original pro-
blems will be transformed into ones invol-
ving exponential sums. In the early part of
the 20" century a number of basic techni-

ques were developed to estimate such sums.
These are associated with the names of
H. Weyl, J. G. van der Corput and I. M. Vi-
nogradov. A further technique developed in
the middle of the century is the large sieve. In
the past few years there have been a number
of books dealing with these methods, namely
those by E.Kritzel, by S. W. Graham and
G. Kolesnikov and by M. Huxley; also
R. C. Vaughan’s book on the Hardy-Little-
wood method discusses exponential sums in
that context.

On picking up the book under discussion
the reviewer expected to find that it covers
much the same material. It does not. It pro-
vides an idiosyncratic and interesting per-
spective. Of the 12 chapters the first three
serve to set the picture. Chapter 4 is devoted
to proving a multivariate version of Vinogra-
dov’s theorem, that is, a sharp estimate for
expressions of the form

/| Z Z exp(2mF,(x1, ..., %)) dw(a)
1<g<p 1

<xr<Pr

where

Fy(is 00 %0) = Z aty, ... t)x - xr
0<1) <ny,...0<tr <nr

and the integral is taken over

0<a(t,...,t,) <1 with respect to the Le-
besgue measure w on this cube. The proof is
very delicate and represents a tour de force.
As one would expect this leads to estimates
on exponential sums which are adumbrated
in Chapter 5.

In the remaining seven chapters the aut-
hors consider individually a series of pro-
blems of number theory. These are mostly
independent of one another and, curiously,
independent of the results of Chapters 4 and
5 (although the argument of Section 6.1 in
part repeats that of the preceding chapters).
This is odd and the reviewer would have ap-
preciated seeing the fruits of the intricate
analysis of those two chapters. The latter
part of the book reminds one of the Russian
classics by I. M. Vinogradov, “The method
of trigonometric sums in the theory of num-
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bers” and A. O. Gelfond and Yu. V. Linnik,
“Elementary methods in the analytic theory
of numbers”. The topics covered in the later
chapters are:

Chapter 6: Estimates for trigonometric
sums on domains defined by polynomial
inequalities, fractional parts of polyno-
mials,

Chapter 7: Estimates for trigonometric
sums when the P; above are restricted by
certain inequalities,

Chapter 8: The generalized Hilbert-
Kamke Problem

Chapter 9: Variations on Artin’s conjec-
ture; the function G(k),

Chapter 10: Problems involving prime
numbers,

Chapter 11: Trignometric sums of the form
2oi<inj<N %exp(2mP(n)) where P is a poly-
nomial, and

Chapter 12: Short “Kloosterman” sums
and their applications.

Although it is a matter of personal taste the
reviewer found the discussion of Artin’s
Conjecture in Chapter 9 particularly interest-
ing. (This conjecture is ascribed to E. Artin,
but with what authority is unclear.) In its ori-
ginal form this stated that a homogeneous
form of degree nin k variables over @, would
alway have a non-trivial zero @, if k > n*.
This was disproved by G. Terjanian in 1966.
Here the authors construct more intricate fa-
milies of counter-examples which show that
Artin’s conjecture is very false. In the other
direction in 1965 J. Ax and S. Kochen
showed that for given n there are only finitely
many p for which the conjecture is false. The
proof of Ax and Kochen was model-theore-
tic; a more traditional proof was found a lit-
tle later by P. J. Cohen. Cohen’s method per-
mits in principle an estimate of the excep-
tional primes but is not practical. In Section
9.1.4 the authors state three stimulating con-
jectures which inter alia would imply that the
set of exceptional p satisfies p < n.

The translation is generally good, al-
though there are passages, such as the intro-

ductory paragraph to Chapter 7, where is is
difficult to discern the meaning. There are
also a few infelicitous translations — for ex-
ample, in Section 9.1.4 there are a number of
“Hypotheses”; “hypothesis” is the Russian
gipoteza for which the apposite translation
here would have been “conjecture”. An un-
fortunate retranslation is that of the name
“van der Corput” to “van der Korput”; re-
markably for a book on trigonometric sums
this name only occurs twice, in the appendix
and in the index. The translator has re-
mained anonymous. The translation itself is
of a book which appeared in 1987; this corre-
sponds to the first nine chapters and has re-
mained essentially unchanged. The final
three chapters were written for this edition.
There is a substantial index, especially of the
Russian literature; although it has been
brought up to date from the time of the origi-
nal edition, this has only been done for Rus-
sian contributions.

This is not a book for the casual reader.
However, with its novel perspective, its un-
convential material and its stimulating ideas
it will handsomely repay the number theorist
who studies it seriously.

Gottingen S.J. Patterson

E. Lieb, R. Seiringer,
J.P. Solovej und
J.Yngvason

The Mathematics
of the Bose Gas and
its Condensation
Oberwolfach
Seminars 34

and its Condensation

Basel u.a., Birkhduser, 2005, 203 S., € 29,96

Dieses Buch fasst die Beitrage der vier Auto-
ren zur Suche nach einer mathematisch rigo-
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rosen Theorie der Bose-Einstein-Kondensa-
tion aus den letzten zehn Jahren zusammen.
In den 1920er Jahren entdeckte der Inder
S.N. Bose die symmetrische Struktur der Be-
schreibung der Photonen durch Wellenfunk-
tionen (nun Bosonen genannt), und kurz da-
nach enthiillte A. Einstein das Phédnomen
der Kondensation dieser Teilchen, die nun
Bose-Einstein-Kondensation genannt wird.
Einige Zeit lang hielt man diesen Effekt fiir
eine Kuriositdt, doch in den 1940er und
1950er Jahren wurden etliche mathematische
Anstrengungen unternommen, ihn rigoros
zu beschreiben, allerdings ohne durchschla-
genden Erfolg. Insbesondere wurde die Bol-
goljubov-Theorie entwickelt, ein halbrigoro-
ser mathematischer Ansatz, der die mathe-
matische Intuition stark forderte. Neuen
Schwung bekamen die Aktivititen in der
Mitte der 1990er Jahre, nachdem gelungen
war, Bose-Einstein-Kondensation experi-
mentell zu erhalten, eine Errungenschaft, die
kurz danach mit dem Nobelpreis fiir Physik
belohnt wurde. Fiir das Experiment war es
notig gewesen, die betrachteten Teilchen auf
10~ Kelvin (!) abzukiihlen, und das Kon-
densat, zusammengehalten durch eine ‘Fal-
le’, bestand nur aus einigen 10 000 Teilchen,
also handelte es sich um ein sehr verdiinntes
Gas. Inspiriert durch diesen experimentellen
Durchbruch, verstirkten die Autoren ihre
mathematischen Anstrengungen und erhiel-
ten unter Anderem eine rigorose Beschrei-
bung der Kondensation fiir ein verdiinntes
Gas bei Anwesenheit einer Falle, die das
Auseinanderlaufen der Teilchen verhindert,
bei Nulltemperatur, also ndherungsweise un-
ter den Bedingungen der Experimente von
1995. Das Hauptziel allerdings ist nach wie
vor noch nicht erreicht worden, ndmlich die
Beschreibung der Kondensation ohne Ver-
diinnung und unter Wegfall der Falle, doch
sind die mathematischen Erfolge der vier
Autoren durchaus beachtlich und hilfreich
auf dem Wege zu einem vollstindigen Ver-
stindnis der Bose-Einstein-Kondensation.
Was ist denn nun der mathematische Inhalt
der Frage nach Bose-Einstein-Kondensa-

tion? In der Quantenphysik beschreibt man
ein System von N Teilchen in einer Falle
W:IR? — [0, c0] mit einer durch v: (0, 00) —
[0, 0o] gegebenen Interaktion durch den Ha-
milton-Operator

N N
Hy ==Y A+ > W(x)
i=1 i=1

+ Z V(|X,‘—)Cj|), )C],A.‘,XNEIRd,

1<i<j<N

wobei der Laplace-Operator A; die kineti-
sche Energie des i-ten Teilchens beschreibt.
Die Falle W explodiert bei Unendlich und v
bei Null, so dass also die N Teilchen effektiv
in einem Kompaktum gehalten werden und
dort einer abstofenden Paarinteraktion un-
terliegen. Der Grundzustand, d.h. die L>-
normierte positive Haupteigenfunktion des
Operators Hy auf dem L2((RY)Y), be-
schreibt das System bei Nulltemperatur. Die
Grundaufgabe ist die Beschreibung des
Grundzustandes und seiner Energie im
Grenzwert N — oo, wobei die Falle W re-
skaliert wird, d. h. in Dimension d = 3 durch
L>W(-L) ersetzt wird, wobei L = Ly mit N
gegen oo lauft. Das Hauptaugenmerk wird
dabei auf den Fall gerichtet, wo die Teilchen-
dichte N/ L}V konstant bleibt, aber diese Fra-
ge scheint zur Zeit iber das Vermdgen der
Mathematik hinauszugehen. Die Autoren
des Buches konzentrieren sich denn auch auf
den Fall, wo N/L3, sich wie 1/N? verhilt (al-
so ein spezielles verdiinntes System), und
dies stellt sich als das diinnste System heraus,
in dem die Interaktion im Grenzwert N —
oo noch bemerkbar bleibt. Mit Hilfe einer
Substitution kann man annehmen, dass W
unabhéngig von N bleibt, und reskaliert v zu
N?v(-N). Die Beschreibung dieses Systems
fiir grofe N ist eines der Hauptergebnisse,
die in diesem Buch vorgestellt werden, und
stammt aus einer Serie von Originalarbeiten
dreier der Autoren von 1999 bis 2002. Es
stellte sich heraus, dass die sogenannte
Gross-Pitajevski-Formel das Verhalten be-
schreibt, und dies ist die Variationsaufgabe
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XSP = inf

(vl + (w,6%)
peL2(R3):|lglp=1

+ 4ralgl),

wobei a € (0, 00) ein Parameter ist. Die For-
mel fiir x$P besitzt einen nichttrivialen Mini-

mierer $F. Die N-Partikel-Wellenfunktion
des obigen verdiinnten Systems wird asymp-
totisch beschrieben durch das N-fache Ten-
sorprodukt von ¢SF (wobei « die Streulinge
der Interaktionsfunktion v ist), zusammen
mit der Losung der zugehoérigen Streuglei-
chung. Diese Aussage ist eine mathematische
Prézisierung des Sachverhalts, dass bei Null-
temperatur die N Teilchen durch eine Ein-
Teilchen-Wellenfunktion beschrieben wer-
den konnen, und dies ist eines der Anzeichen
fiir das Vorliegen von Bose-Einstein-Kon-
densation. Ein weiteres Anzeichen ist die da-
mit eng verbundene und deutlich tiefer lie-
gende Aussage, dass der Haupteigenwert der
reduzierten Ein-Teilchen-Dichtematrix (auf-
gefasst als ein Integraloperator) asympto-
tisch nicht verschwindet. Eine wichtige Be-
weisidee wurde von F. Dyson in den 1960er
Jahren entwickelt, aber erst von Lieb, Seirin-
ger und Yngvason zu einem vollstindigen
Beweis ausgebaut.Ein Gutteil des Buches ist
diesem Ergebnis und grofien Teilen des Be-
weises gewidmet. In einer Einleitung wird
der physikalische Hintergrund der betrach-
teten Fragen kurz ausgebreitet, und sodann
wird die oben skizzierte Aussage motiviert,
diskutiert, formuliert und zunichst in einer
schwidcheren Version bewiesen (nur das Ver-
halten der Grundzustandsenergie). Eine Ver-
sion des Ergebnisses fiir zwei Dimensionen
wird ebenfalls behandelt. Um zu den tiefer
liegenden Aussagen zu kommen, wird dann
ein Kapitel liber Verallgemeinerungen der
Poincare-Ungleichung eingeschoben, mit
deren Hilfe anschlieend die volle Stirke der
oben skizzierten Aussage bewiesen wird, und
zwar in drei und in zwei Dimensionen. Den
Beweisen geht jeweils eine ausfiihrliche Mo-
tivation und Diskussion mit vielen erhellen-

den Bemerkungen voraus. Der Begriff der
Superfluiditat wird ebenfalls eingefiihrt und
sein Vorliegen im betrachteten Fall quasi si-
multan mitbewiesen. Das bis hier beschrie-
bene Material fiillt ungefiahr die erste Halfte
des Buches.Im weiteren Verlauf des Buches
folgen einige spezialisiertere Fragen in die-
sem Gebiet: das Verhalten des verdiinnten
Gases in d = 3 unter dem Einfluss von Fal-
len, deren ‘Zigarrenform’ bzw. Kreisform
das Gas in eine lange Linie bzw. in eine
Scheibe zwingt, elektrisch geladenes Gas mit
langreichweitiger Wechselwirkung, wo die
Interaktion durch e;e;/|x; — x;| ersetzt wird
(mit elektrischen Ladungen e; € {—1,1}),
und einen interessanten Phaseniibergang in
einem periodischen optischen Gitter, das zur
Haélfte mit Teilchen gefiillt ist. In einem An-
hang wird die Bolgoljubov-Theorie erldu-
tert, ein gewisses exakt losbares Modell dis-
kutiert, die Streulange und ein paar ihrer Ei-
genschaften eingefithrt und ein rigoroser
Aspekt der Bolgoljubov-Approximation be-
handelt, der spontane Bruch der Symmetrie.
Der gesamte Text ist sehr padagogisch ge-
schrieben und legt Wert auf verstidndliche
Erlauterung, Klarung der Zusammenhinge
der beschriebenen Mathematik mit den phy-
sikalischen Hintergriinden und auf Vermei-
dung tberfliissiger technischer Details. Der
Text wurde anlésslich eines DMV-Seminars
in Oberwolfach im Jahre 2004 geschrieben
und soll vornehmlich dem schnellen Erlan-
gen eines Verstdndnisses der Theorie und des
derzeit mathematisch Machbaren vermit-
teln. Das Buch erhebt keinen Anspruch auf
eine vollstaindige Abhandlung des Themas
(dafiir gibt es viel zu viele mogliche Ansitze),
sondern mochte hauptsichlich die Beitrige
der vier Autoren aus den letzten zehn Jahren
zusammenfassend darstellen. Das Niveau,
auf dem es geschrieben ist, sollte es einem
fortgeschrittenen Studierenden der Mathe-
matik moglich machen, den Beweisen zu fol-
gen; es wird im Wesentlichen die Analysis
vorausgesetzt, wie sie etwa in dem Buch von
Lieb und Loss behandelt wird. Allerdings
sind fundierte Kenntnisse in der Mathemati-
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schen Physik fiir die Einordnung und das
Verstdandnis der physikalischen Hintergriin-
de hin und wieder nicht nur nitzlich, son-
dern sogar notwendig. Eine ausfiihrliche Li-
teraturliste rundet das Werk ab.

Leipzig

W. Ko6nig

W. Benz

Classical Geometries
in Modern Contexts
Geometries of Real
Inner Product Spaces

Basel u.a., Birkhduser, 2005, 242 S., € 168,—

Der Autor gibt in seinem Buch eine dimensi-
onsfreie Darstellung reeller metrischer Geo-
metrien, die in einem beliebigen Prihilber-
traum modelliert sind. Obgleich er vom Le-
ser nur Kenntnisse der linearen Algebra und
Verstiandnis fiir Geometrie verlangt, fithrt er
ihn mit seinem Text behutsam bis an die
Front der gegenwirtigen Forschung in den
Grundlagen der metrischen Geometrien. Da
die orthogonalen Abbildungen Bewegungen
metrischer Geometrien sind, charakterisiert
der Autor zuallererst orthogonale Abbildun-
gen eines Raumes mit Skalarprodukt unter
besonders schwachen Annahmen. Dann de-
finiert er in diesen RAumen Translations-
gruppen zu einer festen Richtung. Nachdem
der Verfasser die reelle und hyperbolische
Geometrie eingefithrt hat, gibt er eine ge-
meinsame Charakterisierung dieser beiden
Geometrien in der Klasse der reellen Rdume
mit Skalarprodukt an, was das Hauptergeb-
nis des ersten Kapitels ist.

Im zweiten Kapitel diskutiert der Autor
zundchst verschiedene Definitionen fiir Ge-
raden in euklidischen und hyperbolischen
Geometrien. Die Motivation fiir zwei der
von ihm gegebenen Definitionen schreibt er
L. M. Blumenthal und K. Menger zu. An-
schlieBend fithrt der Verfasser Kugeln,
Hyperebenen, Unterrdume, Parallelismus,
Winkel und MaSBe fiir diese ein. In hyperbo-
lischen Geometrien zeigt er, wie man aqui-
distante Flachen, Enden und Horozykel de-
finiert und sie parametrisieren kann. Das
Cayley-Klein Modell der hyperbolischen
Geometrie wird vorgestellt und das Verhal-
ten von Hyperebenen und Geraden unter
Translationen studiert. Natiirlich wird die
Gruppe der Isometrien von euklidischen und
hyperbolischen Geometrien ausfithrlich un-
tersucht und die Translationen in ihnen cha-
rakterisiert. Den Hohepunkt des zweiten
Kapitels bildet eine Charakterisierung von
euklidischen und hyperbolischen Bewegun-
gen in der Klasse der Punktabbildungen
einer Geometrie in sich.

Das dritte Kapitel des Buches ist in der
Hauptsache der reellen Mobiusgeometrie
und der Liegeometrie gewidmet, zwei Arten
von Geometrien, die der Autor in seinem Le-
benswerk fiir die Moderne revitalisiert hat.
Der Verfasser hebt die Untersuchung mit
dem Studium der Méobiustransformationen
an. Er erkennt die co festlassenden Transfor-
mationen als Ahnlichkeiten und klassifiziert
die Involutionen. AuBerdem gibt er ein Kri-
terium fiir die Othogonalitdt von M&biusku-
geln und charakterisiert die Mobiuskreise
mittels der Doppelverhiltnisse. Anschlie-
Bend beweist er die Existenz der stereogra-
phischen Projektion und leitet das Poincare-
Modell sowie das Weierstra3-Modell der hy-
perbolischen Geometrie ab. Dann fiihrt er
die Laguerregeometrie ein, indem er Sperre,
Laguerre-Zykel und ihre Berithrungsrelation
definiert. Mit Hilfe der Laguerregeometrie
gelangt der Verfasser zur Liegeometrie, cha-
rakterisiert die Laguerre-Transformationen
innerhalb der Gruppe der Lietransformatio-
nen und zeigt, wie jede Mobiustransformati-
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on auf natiirliche Weise zu einer Lietransfor-
mation fiihrt. Die Einfithrung der Liequa-
drik und der zyklischen Koordinaten fiir Zy-
kel rundet die Untersuchung der Liegeo-
metrien ab.

Im Zusammenhang mit den orthogonalen
sowie den Laguerre-Transformationen wen-
det sich der Verfasser im dritten Kapitel
auch den Lorentzboosts und den Lorentz-
transformationen zu, deren ausfihrlichen
Untersuchung das vierte Kapitel des Buches
gewidmet ist. Hier bestimmt er zunichst in
der Lorentz-Minkowski Geometrie die kau-
salen Automorphismen sowie die orthochro-
nen Lorentztransformationen und gibt an,
wie die zugehorigen Boosts relativistisch zu
addieren sind. AnschlieBend studiert er
Licht-, Zeit- und Raumgeraden, Lichtkegel
und Lichthyperebenen (das sind Hyperebe-
nen, die eine Lichtgerade, aber keine Zeit-
gerade enthalten). Der Autor demonstriert
auBlerdem die engen Zusammenhinge zwi-
schen der Lorentz-Minkowski und der La-
guerregeometrie, indem er zeigt, dass die Lo-
rentztransformationen solche Laguerre-
Transformationen sind, die die Tangential-
distanz erhalten, dass die Ereignisse den La-
guerrezykeln entsprechen und dass die Spee-
re, als Punktmengen aufgefasst, gerade die
Lichthyperebenen sind.

In Abschnitt 4.9 ist die Einsteinsche Zylin-
derwelt definiert, in Abschnitt 4.10 werden
ihre Geraden und Unterrdume studiert und
in 4.11 werden alle Zweipunkte-Invarianten
des Einsteinschen Zylinderuniversums be-
stimmt. In der Sektion 4.12 wird der Leser in
die Sittersche Welt eingefiihrt, um in 4.13 ih-
re Zweipunkte-Invarianten kennenzulernen.
In den letzten Abschnitten des Buches unter-
sucht der Verfasser die elliptische und die
sphérische Geometrie, definiert ihre Unter-
raume, Kugeln und geschlossene Geodaiti-
sche, bestimmt ihre Isometriegruppen und
charakterisiert die Geraden dieser Geo-
metrien mittels Funktionalgleichungen. Den
Schlusspunkt des Buches bildet eine Diskus-
sion des engen Zusammenhangs zwischen
Lorentz-Boosts und hyperbolischen Trans-

lationen. So wird dort etwa bewiesen, dass
jede hyperbolische Translation eine Lorentz-
transformation induziert.

Zusammenfassend muss betont werden,
dass der Verfasser sein Ziel zu zeigen, dass
der Dimensinonsbegriff im Falle metrischen
Geometrien entbehrlich ist, auf vorbildliche
Weise erreicht. Er tut es auf eine Art, die den
Leser so an der Hand fiihrt, dass einer sich
bei der Lektiire wohlfiihlt und nirgends sich
Stellen finden, deren Interpretation ihm Mii-
he abverlangte. Dies ist fiir eine mathemati-
sche Monographie, die in die aktuelle For-
schung fiihrt, ein seltenes Phanomen. Daher
sei das Buch jedem empfohlen, in dessen
Herzen ein Plédtzchen fiir Geometrie erhalten
geblieben ist.

Erlangen K. Strambach

Poisson Structures
and Their
Normal Forms

J.P. Dufour, N.T. Zung
Poisson Structures
and Their Normal
Forms

Progr.in Math. 242

Basel u.a., Birkhauser, 2005, 321 S., €48,

In search for a procedure to construct new
integrals of motion out of given ones, in
1809, Poisson discovered a certain operation
which is nowadays referred to as a Poisson
bracket. The formal properties of a Poisson
bracket give rise to the concept of a Poisson
manifold, much more general than that of a
symplectic manifold. Poisson brackets have
been extensively used by S. Lie, E. Cartan, P.
Dirac, and others. They were the basic tool
for Lie’s work and provided for example an
appropriate language for the proof of Lie’s
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third theorem. For many discoveries in mod-
ern symplectic geometry, there are prece-
dents in Lie’s work which could not have
been spelled out without the concept of a
Poisson structure. Dirac made the funda-
mental observation that Poisson brackets
furnish the right framework in which classi-
cal mechanics is seen as an approximation of
quantum mechanics. He also noticed their
importance for classical constrained systems
and developed the miraculous notion of Dir-
ac bracket.

Poisson brackets are nowadays in a period
of intense development. The monograph un-
der review reflects this activity, by presenting
in detail several of these developments in so-
me of which the authors took part themsel-
ves; it contains a rich and thorough biblio-
graphy; and it is readable and stimulating
and contains material which otherwise is on-
ly spread over the literature, the main em-
phasis being on the normal form problem.

The monograph begins with a concise but
helpful and self-contained introduction into
Poisson geometry, including the familiar in-
terpretation of a Poisson manifold as a sin-
gular foliation with symplectic leaves. The
topics treated next include Poisson cohomo-
logy, normal forms, linearization of Poisson
structures, and the smooth degeneracy of
real semisimple Lie algebras of real rank at
least equal to 2. Thereafter the links among
quadratic Poisson structures, r-matrices,
and Poisson-Lie groups are explained. The
authors go on with exploring Nambu
structures, a Nambu structure being a gene-
ralization of a Poisson bracket which invol-
ves more than two arguments. Next, they
consider Lie groupoids and Lie algebroids;
they explain, in particular, a slice theorem
established recently jointly by A. Weinstein
and the second named author, discuss sym-
plectic groupoids and local normal forms of
Lie algebroids and, finally, conclude with a
description of the recent integrability result
for Lie algebroids due to Crainic and Fer-
nandes.

In an appendix various technical details
are recollected, including Moser’s path me-
thod, division theorems, the Reeb stability
criterion for a foliation, action-angle varia-
bles, normal forms of vector fields, normal
forms of Poisson structures along a singular
curve, a model for the neighborhood of a
symplectic leaf, Dirac structures, and defor-
mation quantization.

Occasionally, perhaps, the reader should
be a bit circumspect. For example, in the des-
cription of what the authors refer to as a Lie
pseudoalgebra (p. 239), an axiom is missing
(the axiom saying that, with the notation
adopted at that stage, (fa)(g) =f(a(g))).
Also systematic usage of Lie pseudoalgebras
would have clarified and simplified the des-
cription of Poisson cohomology and, more
generally, Lie algebroid cohomology.

The book makes a number of important
topics available to the non-expert, perhaps
for the first time in book form. It should be
an essential purchase for mathematics libra-
ries and is likely to be a standard reference
for years to come, providing an introduction
to an attractive area of further research.

Lille

J. Huebschmann

ﬂn{lmmﬁ
tive ms
Poumes B P.Deuflhard
. Newton Methods for

Nonlinear Problems
Affine Invariance and
Adaptive Algorithms

Berlin u. a., Springer, 2004,424 S., € 79,95

The present monography is by far the most
extensive and thorough presentation of
Newton’s method the reviewer is aware of.
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The author’s view of Newton’s method in
all its variants is based on the concept of af-
fine invariance principles, introduced by the
author and co-workers starting in the early
70s.

This concept is a powerful tool for theore-
tical considerations as well as a key ingredi-
ent for the effective solution of complex ap-
plied problems.

The book addresses a very wide class of
problems, ranging from algebraic equations,
ODE to PDE problems. It copes with theore-
tical questions, applications and also with
(often overlooked) questions of practical im-
portance. Consequently, besides theoretical
considerations, the reader is provided with
many interesting real world examples and
also links for downloading effective soft-
ware. Many useful citations conclude the
material.

In summary, this book is an indispensable
monography for every numerical analyst
dealing with the computational solution of
nonlinear problems.

Erlangen E. Bansch
Hardy Operators,
Function Spaces
and
Embeddings
i D.EEdmunds,
i W.D.Evans
§ Hardy Operators,
. § Function Spaces and
Embeddings

Berlin u. a., Springer, 2004, 326 S, € 89,95

The term Function Spaces appears in the
mathematical life frequently for about thirty
years. The reason is not only in the topic it-
self, but, moreover, in its importance for ap-
plications, mainly in the theory of differen-

tial equations. During that time, some im-
portant groups (or even schools) have devel-
oped — let us mention, e.g., Germany (Jena),
Czech Republic (Prague), Spain (Barcelona),
U.K. (Brighton, Cardiff, Dundee), ..., and
since then, series of schools or conferences
are organized —e.g. NAFSA (Nonlinear Ana-
lysis, Functions Spaces and Applications) reg-
ularly since 1972 in Czech Republic and
FSDONA (Function Spaces, Differential Op-
erators, Nonlinear Analysis) mutually since
1988 in Finland, Germany and Czech Re-
public. The story started, roughly speaking,
with the books by Adams (Sobolev Spaces,
1975), Kufner, John and Fucik (Function
Spaces, 1977) and Triebel (Interpolation The-
ory, Functions Spaces, Differential Opera-
tors, 1978), and the authors of the book un-
der review entered this company by their
book Spectral Analysis and Differential Op-
erators in 1987. From the amount of mono-
graphs devoted to this topic let us mention at
least some published recently: Bounded and
Compact Integral Operators by Edmunds,
Kokilashvili and Meshki (2002), the second
edition of Sobolev Spaces by Adams and
Fournier (2003), Weighted Inequalities of
Hardy Type by Kufner and Persson (2003)
and Theory of Function Spaces III by Triebel
(2006).

Hence, the book under review extends the
number of monographs devoted to the topic
and the authors believe, according to their
Preface, that “the present state of affairs
makes it desirable to have a connected ac-
count of those parts which seem... to have
reached a degree of maturity”. The main
themes of the book are Banach function
spaces and spaces of Sobolev type based on
them, integral operators of Hardy type on in-
tervals and on trees, and the distribution of
approximation numbers of embeddings of
Sobolev spaces based on ridged domains. It
can be said that the authors succeeded in
providing the reader with a useful survey of
results from the theory of function spaces.

After Chapter 1 which contains some pre-
liminaries, Chapter 2 deals mainly with the
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Hardy type operator 7,

X
(1)) =) [ (o) Syt
a

acting as a mapping between two Lebesgue
spaces on a (finite) interval (a, b), where the
given weight functions u, v satisfy certain in-
tegrability conditions. Criteria are given for
T'to be bounded, its measure of non-compat-
ness is derived and necessary and sufficient
conditions are given for 7 to be compact.
Analogous results are derived for the case
when the interval (a,b) is replaced by a tree,
i.e. a connected graph without loops or cy-
cles, where the edges are non-degenerate clo-
sed line segments whose endpoints are the
vertices of the tree. This concept will be im-
portant in Chapters 5 and 6 when dealing
with embeddings of Sobolev spaces on spe-
cial n-dimensional domains. Chapter 3 deals
with Banach function spaces and Sobolev
spaces based on them. Some refinements of
the classical Sobolev embedding theorems
are presented using more general function
spaces then the “usual” Lebesgue ones
(Lorentz-Zygmund and Lorentz-Karamata
spaces, for instance). In Chapter 4, the Poin-
caré inequality is discussed in the general set-
ting of spaces W(X,Y) of Sobolev type,
where X and Y are Banach function spaces
on a rather general bounded »n-dimensional
domain and W(X,Y) is the set of all functi-
ons from X with distributional gradient in Y.
A higher-dimensional analogue of the Hardy
inequality (with special weight function:
power of the distance to the boundary of the
domain) is dealt with, too.

Generalized ridged domains (GRD) seem
to be a favorite object of the authors. GRDs
are a very wide class of domains which in-
cludes horns, spirals, “rooms and passages”
and ones with fractal boundaries. The fol-
lowing two problems are, in particular, in-
vestigated in Chapter 5: For Banach func-
tion spaces X, Y, Z defined on a GRD, what
target space Z is permissible for the embed-
ding of W(X,Y) into Z and when an asso-
ciated Poincaré inequality holds? Finally,

Chapter 6 deals with the approximation
numbers of Sobolev embeddings for spaces
based on a GRD.

Chapter 2-6 contain a section “Notes”
which provides the reader with useful sup-
plementary information. Together with
author, subject and notation indexes, the
book of two distinguished authors presents a
sympathetic and welcome complement to
the large scale of the existing literature on
the topic.

A. Kufner

Prag

S.D. Eidelman,

S.D. Ivasyshen,

A N.Kochubei
Analytic Methods in
the Theory of Differen-
tial and Pseudo-Diffe-
rential Equations

of Parabolic Type

Basel u. a., Birkhduser, 2004,400 S., € 138,—

Dies ist kein Buch iiber parabolische Diffe-
rentialgleichungen im landldufigen Sinn. Die
Autoren konzentrieren sich auf lineare Glei-
chungen auf Raum-Zeit-Gebieten der Form
II; = I x IR", wo die raumliche Variable x
iiber ganz IR" variiert und die Zeitvariable ¢
iber ein Intervall 7 in [0, 00). Nichtlineare
Gleichungen sowie Gleichungen iiber Man-
nigfaltigkeiten oder beschrinkten Gebieten
werden ausgeklammert, und selbst die klassi-
schen parabolischen Gleichungen im Sinn
von Petrovski spielen praktisch keine Rolle.
Es ist dennoch ein wichtiges Buch, denn
hier werden mit hoher analytischer Prazision
vier nicht-alltdgliche Klassen von Gleichun-
gen behandelt, die durch Diffusionsvorgén-
ge und stochastische Prozesse motiviert sind.
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Jede dieser Klassen weist eine typische Be-
sonderheit auf, ndmlich

(E.1) Anisotropie in den rdumlichen Ablei-
tungen (sog. 2b-parabolische Gleichungen),
(E.2) Kolmogorovsche Entartung in den
Raumvariablen,

(E.3) singuldres pseudodifferentielles Ver-
halten in den raumlichen Ableitungen oder
(E.4) nicht-ganzzahlige (,,gebrochene®) Zeit-
ableitungen.

Konkret heiBt das Folgendes: Ein Operator
zu einer Gleichung vom Typ (E.1) kann un-
terschiedliche Ordnungen beziiglich der ver-
schiedenen Raumvariablen haben, wie bei-
spielsweise

8 — 0 +20; —49}, 1e€R, xeR.
Die Koeffizienten — im Beispiel konstant —
werden zunichst als beschrankt und holder-
stetig angenommen. Betrachtet wird jedoch
auch die sog. dissipative Situation, wo unbe-
schriankte Terme niedrigerer Ordnung auf-
treten. Das obige Belsplel konnte man so um
eine Funktion a(x)'? mit einer holdersteti-
gen, im Unendlichen gegen +oo divergieren-
den Funktion a ergdnzen. Die Klasse um-
fasst des weiteren in 7 = 0 entartete Operato-
ren wie

19, — ﬂ’(agl +20% — 46;33), 1)
a,B>0.

Natiirlich kénnen die Operatoren bzgl. 7
auch hohere Ordnung haben.

Gleichungen mit Kolmogorovscher Ent-
artung (E.2) sind dadurch gekennzeichnet,
dass die Variable x sich so in drei Gruppen
aufspalten lasst

x = (X1, X2,X3) = (X115 -+ X1ng s X21, - -« X2y 5
X31,-- -y X3ny) Wit ny =1y > 13,
dass der Operator die Form
Zx]/ xgj szf X3 tx 6\1)
@)

hat, wobei 9, — B gleichmiBig in x, und x3
zur Klasse (E.1) gehort.

Bei den Gleichungstypen (E.3) und (E.4)
handelt es sich um singulare Pseudodifferen-
tialgleichungen. Die Pseudodifferentialope-
ratoren, auf die in (E.3) Bezug genommen
wird, sind endliche Summen von Operatoren
zu strikt homogenen Symbolen. Ein zentra-
les Beispiel ist

o +|-A% 0<y<2. 3)

Bei den Gleichungen vom Typ (E.4) schlie$3-
lich wird die 7-Ableitung 0, ersetzt durch eme
regularisierte gebrochene Ableitung ]D
O0<ax<l. Untersucht werden Operatoren
der Form ]D — B(t,x,0y), wobei Bein La-
place-artiger elliptischer Differentialopera-
tor zweiter Ordnung ist.

Im ersten Kapitel des Buches werden alle
Typen vorgestellt und motiviert. Anschlie-
Bend wird das generelle Programm zu ihrer
Behandlung skizziert. Die Autoren formulie-
ren konkrete Aufgaben: die Bestimmung ei-
ner Fundamentallosung fiir das inhomogene
Cauchy-Problem Au =f, ul,=r0 = g fir die
obigen Operatoren A, die Untersuchung ih-
rer Eigenschaften und des Verhaltens der
Losung u zu einer gegebenen Zeit ¢ in Ab-
hangigkeit von der ,,Giite” der Inhomogeni-
tat f und des Cauchy-Datums g sowie die
Kldrung der Frage, wann die Losung eindeu-
tig ist und in welchem Sinn u(z, x) fiir £ = ¢y
mit g iibereinstimmt.

In den folgenden Kapiteln werden die vier
Gleichungstypen nacheinander diesem Pro-
gramm unterworfen. Die Struktur dieser
Kapitel ist daher weitgehend parallel, und
die jeweils erzielten Aussagen lassen sich gut
vergleichen. Jedes Kapitel schlieft mit einem
Abschnitt, in dem die Resultate kommen-
tiert und historisch eingeordnet werden. Au-
Berdem finden sich dort Verweise auf weitere
Literatur.

Hauptaufgabe und zentrale Schwierigkeit
ist in allen Féllen die Konstruktion der Fun-
damentallosung. Zum Einsatz kommt hier
die Methode von Levi, bei der man zunéchst
eine Fundamentallosung zu einem verein-
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fachten Operator sucht. Daraus erhdlt man
die volle Fundamentallosung tiber die Lo-
sung einer Volterraschen Integralgleichung.
Dies gelingt fiir alle Gleichungstypen, wobei
naturgemal die Ergebnisse fiir die einzelnen
Operatorklassen unterschiedlich ausfallen.
Am besten untersucht sind die Gleichungen
vom Typ (E.1), mit denen sich Eidelman be-
reits seit 1960 befasst hat. Grundlegend sind
hier die Abschatzungen fiir den Fall be-
schrankter holderstetiger Koeffizienten.
Ausgehend davon lasst sich der Einfluss
wachsender Diffusionsterme oder einer Ent-
artung bei 1 =0 (wie in 0) nachverfolgen.
Auch der Beitrag der Kolmogorov-Ent-
artung kann so erfasst werden.

Im Gegensatz dazu ist iiber die Gleichun-
gen vom Typ (E.3) und die so genannten ge-
brochenen Diffusionsgleichungen oder Sub-
Diffusionsgleichungen vom Typ (E.4) weni-
ger bekannt. In beiden Fillen gehen wichtige
erste Resultate zur Struktur der Fundamen-
tallosung auf Arbeiten von Kochubei
1989/90 zuriick. Die Fundamentalldsungen
fir den Typ (E.4) fallen — wie die fiir die Ty-
pen (E.1) und (E.2) — in den Raumvariablen
exponentiell ab, und das Abfallverhalten
kann aus den Daten abgelesen werden. Fiir
die Behandlung der singuldren Pseudodiffe-
rentialoperatoren in (E.3) verwenden die
Autoren hypersinguldre Operatoren. Dabei
lasst sich i.Allg. nur polynomiales Abfallen
zeigen. Bei Beispiel 1 jedoch ist diese Ab-
schitzung auch scharf, so dass eine Verbes-
serung nicht mdglich ist. Im Fall (E.4) wie-
derum zeigt sich, dass die Fundamentall-
sung nicht nur bei ¢z = 0, sondern auch bei
x = 0 eine Singularitdt hat. Fiir diese Ab-
schiatzungen wird die Foxsche H-Funktion
vergewendet.

Mit dieser Information kann man die Lo-
sung des Cauchy-Problem bestimmen und
untersuchen, wie sie von 7 abhdngt. Beson-
ders gut gelingt dies bei den Gleichungstypen
(E.1) und (E.2). Die Autoren fithren Klassen
von t-abhéngig gewichteten L,-Rdumen und
Réumen stetiger Funktionen auf IR” ein. Ein

solches Gewicht ist im einfachsten Fall ein
Produkt von Termen der Form
exp(—ca(cz}’f’l - alhj—lt)—l/(lhj—l)|xj|21?]-/(2bj41)).
Dabeiist ¢ > 0 durch die Gleichung gegeben,
2b; ist die Gleichungsordnung in der j-ten
Koordinatenrichtung, a > 0 ist wihlbar.
Cauchy-Daten (fiir # = 0) oder Inhomogeni-
titen in einem solchen gewichteten Raum
konnen in den rdumlichen Variablen schnell
anwachsen, so dass die Losung u# im
Allgemeinen nur fiir endliche Zeit
T < min;(c/ a)?i7! existiert. Auf dem Inter-
vall (0, 7] ergeben sich dann Abschatzungen
fir u(¢, -) und seine Ableitungen bis zur Ord-
nung der Gleichung in Abhdngigkeit von
f (l ) ) und g

Zwei Abschnitte liegen auBerhalb dieses
Programms: Einer ist einer Unterklasse von
(E.2), von den Autoren Fokker-Planck-Kol-
mogorov-Gleichungen genannt, gewidmet.
Sie zeichnen sich dadurch aus, dass die Koef-
fizienten reellwertig sind und der Operator B
in (2) Ordnung 2 hat. Gezeigt werden Aus-
sagen zum Maximumprinzip, Abschidtzun-
gen der Losung nach unten und Eindeutig-
keitssdtze. Ein Abschnitt zu den Gleichun-
gen vom Typ (E.3) befasst sich mit der Fra-
ge, wann die Losung u(z, x) einer Gleichung
mit konstanten Koeffizienten sich zeitlich
stabilisiert, d.h. fiir # — oo einen Grenzwert
v(x) anstrebt.

Faczit. In diesem Buch haben die Autoren
Ergebnisse aus mehr als 40-jahriger For-
schungstatigkeit zusammengetragen. Es bie-
tet eine Fille von Informationen, wie man
sie sonst nicht findet. Der Stil ist manchmal
etwas trocken, und die Notation kénnte bes-
ser dokumentiert sein. Dennoch ist dieses
Werk mit seinen vielen Beispielen und prézi-
sen Abschitzungen fiir jeden, der an parabo-
lischen Gleichungen auch abseits der aus-
getretenen Pfade interessiert ist, ein wertvol-
ler Begleiter.

Hannover E. Schrohe

JB 110. Band (2008), Heft 3

33



Funf Minuten
Mathematik

Ja, ich bestelle

____ Exemplare
Fiinf Minuten Mathematik
ISBN 978-3-8348-0082-4
EUR 22,90

WWW.VIEWEGTEUBNER.DE

Ehrhard Behrends
Fiinf Minuten Mathematik
100 Beitrage der Math ik-Kol der Zeitung DIE WELT

2., Mit einem Geleitwort von Norbert Lossau Aufl. 2008. XVi, 256 S.

mit 145 Abb. Geb. EUR 22,90 ISBN 978-3-8348-0082-4

Das Buch enthéit einen Querschnitt durch die moderne und alltagliche Ma-
thematik. Die 100 Beitrage sind aus der Kolumne ,Fiinf Minuten Mathematik*
hervorgegangen, in der verschiedene mathematische Gebiete in einer fiir
Laien verstandiichen Sprache behandelt wurden. Diese Beitrage wurden fiir
das Buch Gberarbeitet, stark erweitert und mit lllustrationen versehen. Der
Leser findet hier den mathematischen Hintergrund und viele attraktive Fotos
zur Veranschaulichung der Mathematik.

Der Inhalt

100 mal fiinf abwechslungsreiche Minuten iiber Mathematik: von der
Reiskornparabel tber Lotto bis zur Zahlenzauberei, von Mathematik und
Musik, Paradoxien, Unendlichkeit, Mathematik und Zufall, dem Poincaré-
Problem und Optic haften bis zu Qu omputern, und vielem
mehr. In einem breiten Spektrum erfahrt der Leser: Mathematik ist niitz-
lich, Mathematik ist faszinierend, ohne Mathematik kann die Welt nicht
verstanden werden.

 Der Autor

Ehrhard Behrends ist Professor fiir Mathematik an der FU Berlin. Er ist Autor
von zahlreichen Fachbiichern und setzt sich - u.a. als Betreuer des Portals
www.mathematik.de der Deutschen-Mathematiker-Vereinigung - intensiv fiir
die Popularisierung von Mathematik ein. Und er présentierte in stern TV bei

Giinther Jauch, was wirklich hinter ,Gewinnsystemen® beim Roulette steckt.

Fax +49(0)611. 7878 - 420

Firma. Name, Vorname 32408004
Abteilung
StraBe (bitte kein Postiach) PLZ]|Ort

Datum | Unterschrift

Anderungen vorbehaiten. Erhaltiich im Buchhandel oder beim Verlag, zuzigfich Versandkosten
‘Geschiftsfihver: Dr. Raif Birkelbach, Albrecht F. Schirmacher AG Wiesbaden HRB 9754 \

o

TECHNIK BEWEGT. YEORNeR



Neu bei de Gruyter New at de Gruyter

Peter Deufthard
Andreas Hohmann

Peter Deuflhard
Folkmar Bornemann

2

ine algorihmiech Gawonnliche
‘srientiente Einfihnung Oifferentisigieichungen

Jochen Wengenroth

Peter Deuflhard /
Andreas Hohmann

Numerische Mathematik

B Band |

Eine algorithmisch orientierte
Einfiihrung

4. {iberarb. u. erw. Aufl. Juli 2008.
XI1, 375 Seiten. Broschur.

€ [D] 26,95/ *US$ 38,-

ISBN 978-3-11-020354-7

de Gruyter Lehrbuch

Dieses Lehrbuch hat sich mittlerweile zu ei-
nem Klassiker im deutschsprachigen Raum
entwickelt und behandelt die Grundlagen
zur Numerik von linearen und nichtlinearen
Gleichungssystemen, Interpolation und Ap-
proximation, Integration sowie Eigenwertpro-
blemen. Die vierte Auflage wurde um einen
Abschnitt iiber hoher-dimensionale Monte-
Carlo-Methoden erginzt. Es werden nur
Grundkenntnisse der Analysis und linearen
Algebra vorausgesetzt.

de Gruyte
G y

Berlin - New Yor

Wahrscheinlichkeitsth:

"I

Peter Deuflhard /
Folkmar Bornemann

Numerische Mathematik

M Band 11

Gewohnliche Differential-
gleichungen

3. durchges. u. korr. Aufl. Juli 2008.
XI1, 499 Seiten. Broschur.

€ (D] 32,95 / *USS$ 46,-

ISBN 978-3-11-020356-1

de Gruyter Lehrbuch

Dieses Lehrbuch behandelt die numerische
Lésung von Anfangs- und Randwertproble-
men fiir gewdhnliche Differentialgleichungen.
Sie fithrt den Leser direkt zu den in der Praxis
bewihrten Methoden - von ihrer theoretischen
Herleitung iiber ihre Analyse bis zu Fragen der
Implementierung. Das Lehrbuch beinhaltet
neben  zahlreichen ~Anwendungsbeispielen
auch eine Fiille von Ubungsaufgaben.

Jochen Wengenroth

B Wahrscheinlichkeits-
theorie

Juli 2008. XIV, 240 Seiten. Broschur.
€ [D] 34,95 / *US$ 49,-

ISBN 978-3-11-020358-5

de Gruyter Lehrbuch

Diese kompakte und ansprechend geschrie-
bene Einfithrung in die Wahrscheinlichkeits-
theorie behandelt neben den Grundlagen
auch stochastische Prozesse, Martingale und
Anwendungsbeispiele  sowie  notwendige
Grundlagen zu Maf3theorie und metrischen
Riumen. Der Text dient als hochklassige und
motivierende Basis fiir einen ambitionier-
ten dreisemestrigen einfithrenden Kurs iiber




WWW.VIEWEGTEUBNER.DE

Eine praktische Einfuhrung in die

Mathematisch-Okonomische Modellierung

r Luderer {Hrsg.)
. . - ie Kunst des Modellierens
Die Kunst des - Mathematisch-5konomische Modelle

Modelherﬁgs ~ 2007.X, 511 . mit 113 Abb. Geb. EUR 49,90
ISBN 978-3-8351-0212-5

- d einer Reihe math isch-Gkonomisch Modelle sollen Studenten, Absol-
venten und Praktiker Anregungen zum Modellieren und Lésen praktischer Problem-
- stellungen erhalten. Das Buch kann als Grundlage fir Seminare zur Wirtschaftsma-
thematlk als Erganzung entsprechender Vorlesungen an mathematischen und
wirtschaf haftlichen Fakultaten und als Nachschlagewerk dienen.

S

Der Inhalt
; er Sammelband beinhaltet Beitrage zur Modellierung aus den Berenchen
» Optlmlerung und Operations Research
= Stochastik und Statistik
Spieltheorie
* Optimale Steuerung
ematik und F nanzw;rtschaft

Ja, ich bestelle Fax +49(0)611. 7878 - 420
____ Exemplare T ~ Name, Vorname = 32408004
Die Kunst des Modellierens
ISBN 978-3-8351-0212-5 Abteitung
EUR 49,90
StraBe {bifte kein Postfach} PLZ | Ort

Datum | Unterschrift

Anderungen vorbebaiten, Erhltich im Suchhandel oder beim Veriag, zuziglich Versandkosten
Geschitsflhrer: Dr, Ralf Birkeibach, Albrecht F. Schirmacher AG Wiesbaden HRB 9754 4\’

TECHNIK BEWEGT. YEOBNER




@ Springer

Aktuelles der Mathematik

) springer.

Das Kontinuum
diskret berechnen

M. Beck, San Francisco State
University, CA, USA; S. Robins,
Temple University, PA, USA

Die Autoren haben mit dem
Buch einen roten Faden
geknlpft, der Verbindungen im
Gebiet des,Zéhlens von
Gitterpunkten in Polytopen®,
auch Ehrhart-Theorie genannt,
aufzeigt und so die grundle-
genden und dennoch
tiefgehenden Ideen aus
diskreter Geometrie, Kombina-
torik und Zahlentheorie
anschaulich verbindet. Die
vielen fesselnden Bilder tragen
zu dem einladenden Stil dieses
einzigartigen Buches bei.

2008. XX, 242 S. 32 Abb. (Springer-
Lehrbuch) Brosch.
ISBN 978-3-540-79595-7
» € (D) 29,95 | € (A) 30,79
| *sFr 46,50

Reelle Zahlen

Das klassische Kontinuum
und die natiirlichen Folgen

0. Deiser, Freie Universitat
Berlin

Das Buch untersucht die reellen
Zahlen unter verschiedenen
grundlagentheoretischen
Gesichtspunkten. Ziel ist, die
Komplexitat dieser einzigar-
tigen mathematischen
Grundstruktur sichtbar zu
machen.

2., korr. u. erw. Aufl. 2008. VI, 553
S. (Springer-Lehrbuch) Brosch.
ISBN 978-3-540-79375-5
» € (D) 29,95 | € (A) 30,79

| *sFr 46,50

springer.de

Endliche Korper

Verstehen, Rechnen,
Anwenden

H. Kurzweil, Friedrich-
Alexander-Universitat, Erlangen

In jedem Handy, CD-Player und
Computer steckt ein Chip, der
lineare Gleichungssysteme {iber
einen endlichen Kérper
blitzschnell [6st, um fehlerbe-
haftetes Datenmaterial zu
korrigieren. Dieses Buch erklart
das mathematische Innenleben
dieses Bausteins.

2., liberarb. Aufl. 2008. XIV, 178 S.
4 Abb. (Springer-Lehrbuch)
Brosch.
ISBN 978-3-540-79597-1
» € (D) 19,95 | € (A) 20,50

| *sFr 31,00

Bei Fragen oder Bestellung wenden Sie sich bitte an » Springer Distribution Center GmbH, Haberstr. 7, 69126
Heidelberg » Telefon: +49 (0) 6221-345-4301 » Fax: +49 (0) 6221-345-4229 » Email: SDC-bookorder@springer.com
» € (D) sind gebundene Ladenpreise in Deutschland und enthalten 7% MwSt; € (A) sind gebundene Ladenpreise in
Osterreich und enthalten 10% MwsSt. » Preisdnderungen und Irrtiimer vorbehalten. » Springer-Verlag GmbH,
Handelsregistersitz: Berlin-Charlottenburg, HR B 91022. Geschaftsfiihrer: Haank, Mos, Gebauer, Hendriks

013916x



Ja, ich bestelle

___ Exemplare
Mathematik + Sport
ISBN 978-3-8348-0477-8
EUR 22,90

Matthias Ludwig
Mathematik + Sport
Olympische Bisziplinen im

1

hen Blick

p

2008. X, 165 S. mit 97 Abb. Geb. EUR 22,90

ISBN 978-3-8348-0477-8

Wann laufen Frauen schneller als Ménner? Geht das tiberhaupt? Warum ist das Eif-
meterschiessen beim FuBball reine Nervensache? Weshalb wird in den Vorschriften
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Mittel ist, praktische Probleme zu analysieren und zu verstehen.
In der jetzt vorliegenden 3. Auflage, die zum Jahr der Mathematik 2008
erscheint, wurde das Spektrum der behandelten Themen durch neue Beitrége
erweitert. Man kann sich nun {iber Mathematik im Klima des glcbalen
Wandels, die Poincaré-Vermutung, eine auBergewohnliche Blickweise in
die Unendlichkeit und (iberraschende Erkenntnisse {iber den Zufall
informieren. Auch in den schon in den fritheren Auflagen enthaltenen
Beitragen gibt es zahlreiche Aktualisierungen. Die Herausgeber wiinschen
den Leserinnen und Lesern wieder viele spannende Stunden beim
Entdecken der verschiedenen Facetten der Mathematik.
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