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DENKSCHRIFT

Zum Mathematikunterricht an Gymnasien

Die Deutsche Mathematiker-Vereinigung (DMV) weist hiermit 6ffent-
lich auf die unzulingliche mathematische Vorbildung der meisten Stu-
dienanfinger hin. In einer immer mehr der Mathematisierung unter-
worfenen Welt wirkt sich Hilflosigkeit gegeniiber mathematischen Ge-
danken und Methoden - vornehmlich fiir Schulabgéinger, die nicht Ma-
thematik studieren - verhingnisvoll aus. Immer mehr jungen Men-
schen droht die Gefahr, in Ausbildung oder Beruf wegen zu schmaler
mathematischer Vorbildung zu scheiterﬁ. Der Fachverband der
deutschen Mathematiker legt daher mit dieser Denkschrift kommen-
tierte Forderungen vor, die an jeden Abiturienten gestellt werden miis-
sen, sinngemif aber alle Schulabginger betreffen, Diese Basis darf
nicht reduziert werden: weitergehende Ziele sind nach wie vor notwen-
dig - sie sind jedoch ohne diese Basis wertlos und kein Alibi fiir deren

Vernachlédssigung.

Die DMV fordert, da@l alle Reformen und Verinderungen unseres Bil-
dungswesens diesen Kern respektieren: er mufl einerseits unabhingig
vom Reformstand der jeweiligen Schulart fiir alle Schiiler verbindlich
sein, andererseits mufl die Ausbildung der Lehrer diese befihigen,

den Schiilern den Kern so zu vermitteln, dafl die vitalen Prinzipien

und Beziige der Mathematik dabei deutlich werden, Das erfordert fiir
die Mathematiklehrer aller Schularten eine gute und vor allem in Ma-

thematik geniigend umfangreiche Ausbildung und Fortbildung.

Die DMV hofft, daf diese Denkschrift von allen zustindigen Instanzen,
Institutionen und Persd&nlichkeiten als konstruktiver Beitrag zu einer
notwendigen Korrektur unseres Bildungswesens verstanden wird. Sie

bietet fiir die Durchfithrung ihre Hilfe am,
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Grundsitzliche Bemerkungen

Die einzelnen Abschnitte dieser Denkschrift kénnen nicht unabhingig
voneinander sondern nur im Zusammenhang gesehen werden. In die-
sem ersten Abschnitt werden Gesichtspunkte genannt, die bei der
Auswahl der im folgenden Teil skizzierten Inhalte beachtet wurden,
und Aspekte, die beim Unterrichten beriicksichtigt werden sollten.

Die DMV begriifit es, dag die in den Schulen gelehrte Mathematik an
begrifflicher Klarheit gewonnen hat, Jedoch mufl das Verstédndnis der
fiir ein Gebiet typischen Probleme, Grundgedanken und Methoden, das
Verstindnis des Inhalts eines Satzes und der Grundidee eines Bewei-
ses unbedingt den Vorrang behalten vor formaler Exaktheit und Voll-
stindigkeit, die ohnehin im jeweiligen Kenntnisstand der Schiiler und
in ihrer Aufnahmefshigkeit Grenzen finden und nur schrittweise er-
reicht werden kdénnen. Die Schiiler sollen die Notwendigkeit eines Be-
weises sehen; deshalb ist beim Beweis von Sachverhalten, die fir die
Schiiler unmittelbar einsichtig sind, Zuriickhaltung geboten, zumal
wenn es sich um technische und wenig tibersichtliche Beweise handelt,
Es ist weit fruchtbringender, solche Sitze zu beweisen, bei denen der
Beweis zum Verstindnis des bewiesenen Sachverhaltes beitrigt. Plau-
sibilititsbetrachtungen sind ein legitimes Unterrichtsmittel, nicht nur
wenn es um heuristische Betrachtungen geht (z. B. zur Vorklirung
von Sachverhalten, wie etwa bei der Hinfiihrung zur Kettenregel unten
im Abschnitt "Analysis'}, sondern auch dann, wenn in der exakten Be-
griindung Liicken gelassen werden. Selbstverstindlich miissen Plausi-
bilititsbetrachtungen als solche gekennzeichnet werden. Dabei hiingt
es von der Altersstufe ab, wie sehr man fehlende Exaktheit verdeut -
lichen oder wie weit man den Schiilern verstiéndlich machen kann, daB
zum Beweis eines Satzes, dessen Inhalt durch eine Plausibilititsbe-
trachtung vorbereitet wurde, eventuell ganz andere Wege eingeschla-

gen werden miissen.

Das Bestreben, den Mathematikunterricht auf eine prizise begriffli-
che Grundlage zu stellen, hat zuweilen dazu gefiihrt, daB sich ""Men-
genlehre" und "Logik" so zu eigenen Unterrichtsgebietén verselbstan-

digt haben, daB vor der Auseinandersetzung mit mathematischen In-
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halten die Beschiftigung mit inhaltsleeren Formalismen steht. Da-
durch wird das jeweilige Vorverstdndnis der Schiiler ignoriert statt
pddagogisch geniitzt. Solche Fehlentwicklungen kénnen jede sinnvolle
Reform des Mathematikunterrichts zum Scheitern bringen., Die DMV
lehnt selbstédndige Unterrichtseinheiten in Mengenlehre, Logik und
Boolescher Algebra fiir den Kern des Mathematikunterrichts ab. Sie
fordert stattdessen, daB die fiir den gesamten Mathematikunterricht
wesentlichen Teile dieser Gebiete an Hand von konkreten mathemati-
schen Sachverhalten dort behandelt werden, wo sie bendtigt werden,
und dafl sie danach in einer der Altersstufe angemessenen Weise fort-
laufend geiibt und prizisiert werden. Dazu gehdrt unter anderem die
deutliche Unterscheidung von Satz und Definition, von Voraussetzung
und Behauptung, von notwendigen und hinreichenden Bedingungen, die
Verneinung (zusammengesetzter) Aussagen sowie das Umgehen mit Im-
plikationen in verschiedenen sprachlichen Wendungen. Es ist aber nicht
nbtig, die konkret gebrauchten Schluweisen formal zu isolieren, sie
zu benennen und daran die Terminologie und Schreibweise der mathe-
matischen Logik zu entwickeln. Viel wichtiger ist es, dafl der Schiiler
sich in seinen eigenen Worten klar auszudriicken wei}, als daB er for-

malisierte Schreib- und Sprechweisen mechanisch handhaben kann.

In den Kern des Mathematikunterrichts sollen nur Sachverhalte und
Begriffe aufgenommen werden, die an geniigend vielen Beispielen vor-
bereitet und abgegrenzt werden kénnen, fiir den weiteren Verlauf des
Mathematikunterrichts eine wichtige Rolle spielen oder wesentlich zur
Klarheit und Ubersichtlichkeit des Unterrichtsstoffes beitragen. " Mo-
dernisierung" des Mathematikunterrichts darf nicht dahingehend mif-
verstanden werden, dal mathematische Sachverhalte und Begriffe aus
der Fachwissenschaft in den Schulstoff {ibernommen werden, ohne daf

ihre Leistungsfihigkeit dort sichtbar wird.

Neue Bezeichnungen sollten im Unterricht nur dann eingefiihrt werden,
wenn dadurch eine wesentliche Vereinfachung der Sprechweise iber

eine lingere Zeit hinweg erreicht wird. Es muBl der Tendenz entgegen-
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gewirkt werden, daB fortlaufend neue Begriffe und Bezeichnungen
eingefiihrt werden, die unnétig und unmotiviert sind und dariiber-
hinaus den mathematischen Inhalt zu ersticken drohen. Dies gilt nicht
nur fiir Bezeichnungen, die aus der Fachsprache stammen, sondern
erst recht fiir solche, die nur in der Schule iiblich sind. Autoren, Her-
ausgeber und Rezensenten von Schulbilichern sollten vor der Einfiih-
rung neuer Begriffe und Bezeichnungen {iberpriifen, in welchem Um-
fang diese im weiteren Unterricht benutzt werden und ob sie das Ver-
stiandnis erleichtern oder erschweren. Sinnvoll und notwendig ist es
aber, die mathematische Fachsprache, also auch die Mengensprech-
weise, iiberall dort zu verwenden, wo sie es ermdoglicht, mathemati-
sche Sachverhalte iibersichtlicher und prédgnanter zu formulieren, als

es die Umgangssprache erlaubt.

Die Beschiftigung mit abstrakten mathematischen Strukturen dient
nicht nur dazu, die Vielzahl mathematischer Objekte und Ergebnisse
zu ordnen, sondern auch dazu, neue Erkenntnisse fiir die Lésung kon-
kreter Probleme zu liefern. Die Schiiler sollten auch diesen Aspekt
der Mathematik im Unterricht kennenlernen. Strukturelle Zusammen-

hinge sollten bei der Behandlung konkreter mathematischer Sachver-

halte in den verschiedenen Schulstufen und in verschiedenen Unterrichts-

gebieten herausgearbeitet werden (vgl. etwa die Hinweise zur Lineari-
tat im folgenden Teil dieser Denkschrift). Die Schiller lernen dadurch
strukturelle Beziehungen kennen, ohne dafl vorab eine explizite Be-
handlung der zugrunde liegenden abstrakten Struktur {etwa des Vektor-
raumes) notwendig ist. Durch dieses Vorgehen werden die Schiiler am
ehesten in die Lage versetzt, bei neuen Problemstellungen selbstén-
dig schon bekannte Strukturen wiederzuentdecken und dann vertraute
Methoden anzuwenden. Nur auf dieser Basis kann sich ein Verstind-
nis dafiir entwickeln, daf die Beschiftigung mit abstrakten mathema-
tischen Strukturen sinnvoll ist, AuBerdem ist das Erkennen und Aus-
nutzen struktureller Beziehungen wichtiger (und anspruchsvoller) als

das Fiihren von Beweisen in einer axiomatisch vorgegebenen Struktur;

denn meistens konnen nur wenige und vielfach triviale Folgerungen
aus den Axiomen vorgefithrt werden, die fiir die den Schiilern geldu-
figen Beispiele selten neue Erkenntnisse bringen. Durch eine an kon-
kreten mathematischen Fragestellungen orientierte Beschédftigung
mit strukturellen Zusammenhidngen werden dariiberhinaus Querver-
bindungen zwischen verschiedenen mathematischen Gebieten sichthar.
Das ist notwendig, damit Mathematik nicht als blofle Addition isolier-

ter Teile erscheint,

Verstandnis fiir mathematische P’roblemstellungen und Zusammen-
hiinge kann nur erreicht werden, wenn auf jeder Schulstufe die in den
vorangehenden Unterrichtsstufen entwickelten Techniken und Methoden
sicher beherrscht werden, Gerade die fehlende Sicherheit in Kalkiilen
macht es dem Schiiler oft unméglich, der Entwicklung eines neuen ma-
thematischen Gedankenganges zu folgen oder mathematische Methoden
anzuwenden: ein Schiiler, der z. B. mit Ungleichungen und Absolutbe-
trigen nicht sicher umgehen kann, wird im Unterricht in Analysis un-
notige Schwierigkeiten haben und so nicht zu soliden Kenntnissen auf

diesem Gebiet gelangen kénnen.

Es mufB unbedingt darauf geachtet werden, daf Schiiller Mathematik
nicht ausschlieBlich als "reine' Mathematik erfahren, sondern Ver-
stindnis fiir die vielfiltigen Anwendungsmbglichkeiten der Mathematik
entwickeln., Fragen aus Anwendungsbereichen kénnen ein sinnvoller
Einstieg in eine mathematische Theorie sein, Die Leistungsfdhigkeit
mathematischer Methoden muf} auch bei auermathematischen Proble-
men gezeigt werden, Es ist eine Fehlentwicklung, wenn man in der
Schule Mathematik auf formales SchlieBen und exaktes Beweisen re-
duziert und meint, zur Behandlung von numerischen Verfahren und
Algorithmen neue Ficher wie "Angewandte Mathematik' oder ''Infor-
matik' schaffen zu miissen. Solche Verfahren miissen selbstverstind-
lich bei jeder Behandlung konkreter mathematischer Situationen her-

angezogen werden.

Im Hinblick auf die groRe Bedeutung stochastischer Verfahren bei Ent-
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scheidungsfindungen oder bei Beobachtungsauswertungen begriiit es
die DMV, daBl Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik an vielen
Schulen als Lehrstoff angeboten wird. Ziel des Unterrichts scllte da-
bei sein, den Schiilern Verstindnis fiir Moglichkeiten und Grenzen
stochastischer Verfahren zu vermitteln. Die DMV hilt es fiir notig,
dafl so verstandene Stochastik in den Kern des Mathematikunterrich-

tes eingefiigt wird, sobald Lehrer-Ausbildung und -Fortbildung fach-

liche und didaktische Uberlegungen sowie hinreichende Schulerfahrungen

dies moglich machen.

Beschreibung der Kenntnisse, Fertigkeiten und Fihigkeiten,

die von jedem Abiturienten erwartet werden

Diese Zusammenstellung umfaflt Kernwissen, auf das keinesfalls
verzichtet werden darf. Elementare Fertigkeiten werden mit aufge-
filhrt, weil ohne sie mit anspruchsvolleren Methoden nicht gearbei-
tet werden kann, Die Aufzihlung einzelner Kenntnisse, Fertigkeiten
und Fihigkeiten darf nicht zu dem Milverstindnis verleiten, daB der
Mathematikunterricht blof aus deren Eintibung besteht und sich in

der Vermittlung isolierter Wissenselemente erschépft; vielmehr miis-
sen diese innerhalb sinnvoller Zusammenhinge und Problemstellun-
gen erarbeitet werden.

Die hier zur Verdeutlichung der im Unterricht verfolgten Absichten
genannten wenigen Beispiele sind natiirlich nicht so gemeint, dafl
genau diese behandelt werden miifiten.

Numevrische Techniken

Rechnen mit

Briichen (einschliefllich Prozentrechnung), auch als Vorbereitung
auf die Algebra,

Dezimalzahlen (einschl, Rundungsfehlerbetrachtung),

Potenzen {z. B. »,/1, 6- 11’.)’7 = A/IG- 106 = 4. 103), sowohl aus prak-

tischen Griinden als auch zur Vorbereitung der Exponentialfunk-

tionen.

Umgang mit Rechenhilfsmitteln
{Taschenrechner, Rechenstab ocder Funktionentafeln),

Sicherheit bei Uberschlagsrechnungen.
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Einfache Gleichungen und Ungleichungen

Lésungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme mit zwei und drei

Variablen ebenso wie das Auflésen einfacher Gleichungen - wie etwa.

1.1 1
%= E+ 5 {Linsenformel) oder s = ) gtz (beschleunigte Bewegung) -
nach jeder darin vorkommenden Variablen.

Solche Gleichungen miissen auch dann noch sicher und bis zum
numerischen Endresultat bearbeitet werden kbnnen, wenn die
Variablen einmal s und t statt x und y heien oder wenn
dimensionierte Gréfien vorkommen.

Quadratische Gleichungen

Wegen der Bedeutung der quadratischen Funktionen kommt es nicht
nur auf die Losungsformel der quadratischen Gleichungen an, son-
dern ebenso darauf, daf} z, B. die Umformung

x2+ 4,8x+ 5,35 = (x+2,4)° - 0,41

Lage und Gréle des Minimums der entsprechenden Funktion zeigt,
wiahrend man aus der Produktdarstellung

(x+2,4+40,41 ). (x+2,4 -0, 41)

sieht, wo die Funktion Nullstellen und wo sie positive bzw. negative
Werte hat,

Addition und Multiplikation von Ungleichungen, Rechnen mit Betrigen
(z. B. a2 <25¢ |al « 5<-5 < ac5), einfache Abschitzungen (z. B.
2 <3.f15 <3, weil 8 « 16 < 27).

Graphische Darstellungen

Rechentechniken bzw, Lésungsverfahren sollten von Anfang an graphisch

veranschaulicht werden {Dreisatz, Interpolation, lineare Gleichungen

und Systeme, quadratische Gleichungen).

Eigenschaften graphisch gegebener Funktionen (Weg-Zeit-Diagramme,
statistische Beschreibungen, Kostenentwicklungen, Wachstums- und

Schwingungskurven, Mefreihen) miissen mit Worten beschrieben

und qualitativ diskutiert werden kinnen {(z. B. wachsend, immer schwi-

cher wachsend, periodisch schwankend, sich beliebig gut einer Kon-
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stanten nihernd, ...). Es ist sehr wichtig, daB man derartige quali-
tative Aussagen schon frihzeitig und ohne den Begriffsaufwand der

Analysis machen kann.

Graphische Darstellungen mit nichtlinearen (z. B. logarithmischen)
Skalen, die in Anwendungen haufig auftreten, miissen inierpretiert
werden kénnen. Dadurch wird auch das Verstindnis des Funktionsbe -

griffs geférdert.

Graphische Darstellungen gehoren auch zur Einlibung des Umgangs
mit Ungleichungen und Absolutbetrigen (z. B. Durchschnitt der Ldsungs-
mengen einfacher Ungleichungen, konvexe Polygone als Losungsmengen

linearer Ungleichungssysteme).

GCrundkenntnisse in Geomelvie

Verstindnis fir mathematische Beweise zu erreichen, ist eine zen-
trale Aufgabe des Mathematikunterrichts. Nach den elementaren
Teilbarkeitsregeln ist die Mittelstufengeometrie ein anderes glinsti-
ges Ubungsfeld. Hier wird jedoch nicht einer weitgehend axiomati-
schen Behandlung das Wort geredet, Man braucht keine explizite
Axiomatik, um beispielsweise den Satz von Thales oder Schnittpunkt-
sitze an Parallelogramm und Dreieck aus Symmetrjeeigenschaften
zu folgern ("'lokales Ordnen").

Vor Beginn der Oberstufe muf aus der Geometrie folgendes bekannt

sein:

Verschiebungen, Drehungen und Spiegelungen als Isometrien der Ebe-
ne, Kongruenzsétze, Satzgruppe des Pythagoras, und zwar nicht nur
als Aussagen liber Flicheninhalte, sondern auch zur Berechnung von
Abstinden (Grundlage der metrischen analytischen Geometrie).
Zentrische Streckungen und Ahnlichkeitssitze.

Winkelfunktionen (am Kreis), Sinus- und Kosinussatz.

Umfang, Flicheninhalt bzw. Volumen einfacher Figuren, Anderung

ihrer MaBzahlen bei zentrischen Streckungen,
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Bei der Behandlung von Umfang und Fliche eines Kreises wird
auch der Grenzwertbegriff vorbereitet.

Die Betrachtung riumlicher Gebilde ist nicht nur aus praktischen
Griinden notwendig; sie dient auch der Schulung des r#umlichen
Vorsteilungsvermdégens,

Formale Fevtigkeiten

Die frither Buchstabenrechnung, heute Termumformungen genann-
ten notwendigen Techniken erfordern ausreichende Ubung. Das Han-
tieren mit den obenangefilhrten einfachen Gleichungen darf nicht
durch einen aufgeblihten Begriffsapparat (etwa mit rekursiver De-
finition von "Termen'"} erschwert werden. Das notwendige Ausmaf
dieser formalen Fertigkeiten 1456t sich nicht genau beschreiben; ein
wesentliches Kriterium dafdr ist aber jedenfalls, defl begriffliche
Schwierigkeiten des Oberstufenstoffes nicht durch mangelnde Re-
chenfertigkeiten vergréfiert werden diirfen.

AuRer den bisher genannten einfachen Gleichungen ‘muf} ein Abiturient
z. B. die folgenden Formeln (in ihrem Giiltigkeitsbereich) beweisen
und in beiden Richtungen zielstrebig fiir Umformungen benutzen kén-
nen:

3
a -b3 = (a-b)- (a2+ab+b2)

Solche Zerlegungen werden spiter, etwa beim Differenzieren der
3 . .
Funktion x X , benutzt. Bei groflieren Exponenten ist die geometri-
sche Reihe niitzlich:
n+l _n+l n b, b2 b.n
- =(a- + =+ (=] i
a b (a-b)a (1 a (a) +...+(a))

Thre Bedeutung kann nicht gentigend betont werden; man denke etwa
an Verzinsung, periodische Dezimalbrtiche, Vorbereitung des
Grenzwertbegriffs, Iterationsverfahren in der Analysis, usw.

2 2
Die binomische Formel (a+b)” = a +Zab+b2 ist wohl jedem Schiiler

bekannt, er sollte jedoch auch {iberschlagsrechnungen wie

1,032~1,06, also /1,06 ~1,03

als Anwendung davon erkennen (a >> b).
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Eine Formel wie (a+b)(a-b) = a2 -bz sollte auch in der Gestalt

=
Jx EA

benutzt werden kénnen, etwa beim Differenzieren der Funktion x w Jx.

Wichtige Eigenschaften der elementaren transzendenten Funktionen

miissen geldufig sein, z.B.

X+ x
a y=a -ay,

X<yY=> a’<a’ fir a >1,
log x + log y = log (xy),
sin{a+B) = sin a cos B + cos a sin G.

Dazu ist keine vollstindige theoretische Behandlung dieser Funktionen
erforderlich. Plausibilititsargumente haben auch hier ihren Sinn, und
es ist - wie in der Wissenschaft liberhaupt - legitim und manchmal
unumginglich, Sachverhalte ohne Beweis mitzuteilen.

Lineare Algebra und Geometrie

Das Lésen linearer Gleichungssysteme ist eine Grundtechnik, die Abi-
turienten sicher beherrschen miissen. Linearkombinationen spielen in
allen Anwendungen der linearen Algebra eine entscheidende Rolle, sie
sollten schon in der Gleichungslehre betont werden (als eine Hinfiih-
rung zum Begriff des Vektorraums). Zur Behandlung der Gleichungs-
systeme gehdrt deren geometrische Interpretation in Ebene und Raum,
einerseits um eine anschauliche Vorstellung der Lésungsmengen zu
geben, andererseits weil die analytische Beschreibung der Geometrie
des Raumes (nicht nur der Ebene) ein selbstéindiges Unterrichtsziel
ist. Dabei ist die geometrische Interpretation der Vektoren wichtig,
die ja auch zu einem besseren Verstindnis der Vektorrechnung bei-
trigt - jedoch ohne daB dadurch der Vektorbegriff einseitig auf gerich-

tete Strecken oder Pfeilklassen fixiert werden sollte.

Der Zusammenhang zwischen der Metrik des Raumes und dem Satz
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des Pythagoras mufl} selbstverstindlich bekannt sein. Bei der Losung
metrischer Aufgaben sollen sowohl die Lincaritidtseigenschaften des
Skalarproduktes wie dessen geometrische Interpretation (Kosinussatz)

verfiighar sein,

SchlieBlich sollte aus der analytischen Geometrie bekannt sein, dafl
die einfache lineare Abbildung (X, y) ~ (ax, by) z. B. den Einheitskreis
X
auf die Ellipse - + 1—2— = 1 abbildet, Beziehungen zwischen Geomeirie
a b
und Analysis miissen hergestellt werden kénnen.
Beispiele:
Die Ellipse in der Beschreibung als Kurve t ~ (a-cost, b-sint)
eignet sich zur Diskussion des Tangentenproblems in Geometrie
und Analysis; oder: Nachweis geometrischer Eigenschaften der

Graphen einfacher Funktionen, etwa Brennpunkt der Parabel x »x,
Tangenten und Asymptoten der Hyperbel x - 1/x.

Analysis

Die wichtigste Aufgabe der Differentialrechnung ist es, den Begriff

der Ableitung einzufiihren und den Zusammenhang zwischen einer Funk-
tion und ihrer Ableitung klarzumachen. Das bedeutet nicht, daf schon
zum Zeichnen des Graphen einfacher Funktionen (x » (x-a)2+ b,

X = mx + %, X Hm) die Differentialrechnung bemiiht werden muf};
im Gegenteil, derartige Funktionen miissen vor dem Differenzieren be-
kannt sein (z. B. aus der Gleichungslehre} oder bei der Entwicklung der
Ableitungsdefinition bekanntgemacht werden, damit der Zusammenhang
zwischen f und f’ an ihnen erliutert werden kann. Die Definition der
Ableitung allgemeinerer Funktionen ist eng mit dem Grenzwertbegriff
(fiir Folgen oder Funktionen) verbunden; fiir die genannten einfachen
Funktionen fiihren jedoch bereits elementare Uberlegungen zu einer ein-
deutigen Tangentendefinition, so daB auf diese Weise intuitive Grenz-
wertvorstellungen entwickelt werden konnen. Das Newtonverfahren,
angewandt auf diese einfachen Funktionen, demonstriert die Niitzlich-
keit der Tangenten und ihre Approximationseigenschaft. Auch hier wer-
den aufler den numerischen Aspekten der Analysis intuitive Grenzwert-

vorstellungen geschult,
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Unabhiingig davon, wieviel Zeit auf die Grundlegung der Analysis ver-
wandt werden kann, miissen jedenfalls die Differentiaﬁonsregeln (Li-
nearitiit, d.h, (a-f+8-g)’ = of +8g , Kettenregel, Produktregel,
Quotientenregel) und die Ableitung der rationalen Funktionen sowie

der speziellen Funktionen x -J;, sin, cos, exp, ln sicher beherrscht
werden. Damit werden nicht Beweise all dieser Tatsachen gefordert;
sie miissen jedoch wenigstens durch mathematische Plausibilitédtsargu-

mente verstindlich gemacht werden. Dafiir zwei Beispiele:

Die Sehnensteigung der Exponentialfunktibn x r 2" ist im Intervall
[x, x+h] bei festem h proportional zu 2X, niamlich

2 -2 = 2%, Zh-l
h h °

Daher ist plausibel, daB auch die Tangentensteigung bei x propor-
tional zu 2X ist.

Oder zur Kettenregel: Verkettung der affinen Funktionen

li(x) = ai+mi-x (i=1,2) zeigt, daB die affine Funktion

ll‘ IZ(X} = (al+m-az)+ m,-m,. X

die Ste%gu_ng m,-m, hat, Berﬂ;ksichtigt man, wie gut Tangenten
approximieren, so ist es plausibel, daf sich beim Verketten diffe-
renzierbarer Funktionen die Steigungen (genommen an den richtigen
Stellen) multiplizieren:

(€57 1) () = £ (1,(x0) - £ 0.

Auch hier ist es also wichtig, daB mathematische Tatsachen ohne ihren
vollstdndigen Beweis verstindlich gemacht werden kénnen,

Das Verstindnis des Zusammenhangs zwischen f und f'

wird geférdert durch die Interpretation von f’ als Geschwin-
digkeit, von f’/f als Wachstumsrate;

zeigt sich z. B, bei der Diskussion graphisch gegebener Funk-
tionen (genauer als in der Mittelstufe - etwa: zu einer gege-
benen Funktion f sind Funktionen zu skizzieren, die ungefsihr
wie die Ableitung bzw. wie eine Stammfunktion von f aus-
sehen);

besitzt als quantitative Grundlage den Schrankensatz: Ist
differenzierbar und giit

m<f(x) <M fir alle x € [g,b], so ist
m-(b-n)sf(b)-f(n)fM-(b-a).
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Als unmittelbare Anwendung miissen Extremwertaufgaben aus Geome-

trie, Physik oder Wirtschaftswissenschaften geldst werden kénnen,

Auch die Grundziige der Integralrechnung gehdren zum Kern des Ma-
thematikunterrichts. Ihre Behandlung wird zeitlich m&glich, wenn die
Differentialrechnung in der skizzierten Weise konzentriert wird. Ein
Teil der Integralrechnung ist Folge des Schrankensatzes: Stammfunk-
tionen F zu f (d.h. F’={) sind bis auf eine additive Konstante be-
stimmt (denn F’ = 0 impliziert F = konst).

Anwendungsbeispiele:

Die Wachstumsrate =L impliziert das Wachstumsgesetz

f(t) = £(0) - e, f(t)

Anfangspunkt f{0) = 0, Anfangsgeschwindigkeit v = %(o) und konstan-

te Beschleunigung -g = T (t) ergeben das Bewegungsgesetz

f(t)y =v-t - l/zgtz.
Ferner betrifft die Integralrechnung den wichtigen Zusammenhang
zwischen Stammfunktion und Flicheninhalt, Dieser Zusammenhang,
fiir den es ja iiberzeugende Plausibilitdtsargumente gibt, sollte keinem

Abiturienten vorenthalien werden.

Diese Inhalte sind nicht austauschbar und nicht abwihlbar. Sie sind
groftenteils klassisch; unmodern jedoch kdnnen niemals Inhalte, son-
dern nur Betrachtungsweisen sein. Die hier geschilderten Betrach-
tungsweisen verhindern, dafl die Forderung nach stindiger Verfligbar-
keit elementarer Kenntnisse zu gedankenlosem Drill fiihrt. Unterricht
braucht nicht unexakt zu sein, wenn er Beweisliicken 1408t, und er ist
nicht notwendig unwissenschaftlich, wenn er zeigt, dafl Mathematik

niitzlich und interessant ist.

Forderungen, die iiberall erfillt sind, brauchen nicht erhoben zu wer-
den, Die vorliegenden Forderungen sind nicht erfiillt, obgleich sie -

noch - von manchen Richtlinien gedeckt werden, Offenbar ist ein Um-
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denken in Schule, Schulbiichern und Schulplanung, sind Verbesserungen
in der Lehrer-Ausbildung und -Fortbildung notwendig, damit der Ma-

thematikunterricht das hier formulierte Kernwissen vermitteln kann,

Professor Dr. Heinz Bauer
Vorsitzender der DMV

Mathematisches Institut der Universitit

852 Erlangen

Bezug dieser Denkschrift durch:

Mathematisches Forschungsinstitut,
Geschiftsstelle: Albertstr, 24, 7800 Freiburg




